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Predhovor

Terminologicka poznamka na tivod

Tento kurz by sa rovnako dobre mohol volat napriklad Uvod do fyziky tuhych latok, Uvod do fyziky
kondenzovanych latok, Uvod do fyziky latok, Uvod do fyziky hmoty, alebo eite nejako ina¢. Druhy z
nézvov je pomerne presny a Siroko sa pouziva v odbornej literattre, posledny nézov vyznieva v sloven-
¢ine dost zvladtne. V dtudijnych planoch sa pouziva nazov Uvod do fyziky materialov. V skriptach viak
budem pouzivat termin fyzika tuhych latok, aby som naznadil sivislost tohto kurzu s rovnomennym
magisterskym Studijnym programom na FMFI UK.

Co je fyzika tuhych latok?

Ide o tu cast fyziky, ktora popisuje a vysvetluje velki rozmanitost réznych foriem hmoty na dizkovych
gkalach od ~ 107'% m a7 po zhruba centimetre a na ¢asovych gkalach od ~ 1071 s az po zhruba
sekundy. Fyzika tuhych latok sa opiera o dva zdkladné piliere. Prvym pilierom je znalost pohybovych
zékonov pre mikrocastice, t.j. kvantovej mechaniky a Maxwellovych rovnic pre elektromagnetické pole.
Druhym pilierom st $tatistické a termodynamické zakony v systémoch s obrovskym poctom stupiiov
volnosti.

V celosvetovom kontexte pracuje zhruba polovica vietkych fyzikov v oblasti fyziky tuhych latok.
Existuju dva dévody, preco je fyzika tuhych latok dominantnym fyzikidlnym odborom. Hlavnym dévo-
dom je zrejme odividny aplika¢ny potencial §tadia novych materidlov. Exemplarnym prikladom toho,
ako fyzika tuhych latok ovplyvnila a zmenila cely svet, je fyzika polovodi¢ov a polovodi¢ova technoldgia,
ktord je zdkladom prevaznej vacsiny informaénych a komunika¢nych technolégii.

Druhy dévod dominantného postavenia fyziky tuhych latok je Cisto vedecky. Pozname sice pohy-
bové rovnice pre elektréony a jadré, ale znalost tychto zakonov mikrosveta nam sama osebe neumoziiuje
predpovedaf naozaj nové javy. Napriklad, keby sme zili na planéte so samymi kvapalnymi a plynnymi
latkami a poznali by sme zdkony mikrosveta, podla ktorych je priestor homogénny a izotréopny, asi by
sme povazovali moznost existencie krystalov, t.j. stavu hmoty s periodicky modulovanou hustotou, za
nemoznii. Samozrejme, ak uz je pojem krystalu znamy, vieme vela jeho vlastnosti vysvetlit pomocou
zédkonov mikrosveta. Fyzika tuhych latok je teda vedou, ktora studuje nové javy v systémoch mnohych
elektrénov a jadier. Tieto nové javy sa zvykni v modernej anglickej literatire nazyvat ako emergent
behaviour, t.j. nieto ako “vznikajuce spravanie”. Budem vdacny kazdému za lepsi preklad. Pojem vzni-
kajuceho spravania pritom nie je obmedzeny iba na fyziku tuhych latok. Napriklad pre biologiu je
pilierom organickd chémia, nikto v8ak zrejme nie je dost trafaly na to, aby povedal, Ze zo znalosti
organickej chémie dokaze predpovedaf existenciu zivota. Prikladom vznikajiceho spravania, ktoré bolo
prvykrat identifikované v kontexte fyziky tuhych latok, je tzv. spontdnne narufenie symetrie, t.j. jav,
pri ktorom je symetria stavu hmoty nizsia nez symetria pohybovych zadkonov. Je zaujimavé, ze pojem
spontanneho naruSenia symetrie sa netrividlne vyuziva aj vo fyzike elementarnych castic.

Co uz treba vediet?

V tychto prednéaskach predpokladame, Ze Student absolvoval prednasky Elektromagnetizmus, Kvantovd
teéria 1 a Statistickd fyzika a termodynamika. Je tiez uzitotné (i ked nie nevyhnutné), ak Student
absolvoval prednéasky Teoretickd mechanika, Tedria elektromagnetického pola a Kvantovd tedria 2.

Poznamka o volbe jednotiek a o konvenciach

1. V skriptach pouzivame jednotky SI. Jedinou vynimkou je absolutna teplota, ktora chapeme ako
veli¢inu s rozmerom energie. S tym suvisi nasa vol'ba jednotiek entropie S, ktora je u nés bezrozmerné,
a tepelnej kapacity C' = dQ/dT, ktora ako podiel tepla a teploty je tiez bezrozmerné. Podobne praudova
hustota tepla a tepelnd vodivost maji u nés rozmer pridovej hustoty energie a prislusnej vodivosti
energie.

2. Objem systému obvykle oznacujeme V a mernu tepelnu kapacitu vztahujeme na jednotku objemu,
c = $ =%, a nazyvame ju mernym teplom. Merné teplo pri kon§tantnom objeme oznacujeme v sulade
s beznou praxou ako cy .

3. Naboj elektrénu oznacujeme —e, t.j. e > 0.

4. Pod frekvenciou rozumieme uhlovu frekvenciu.



Vseobecna poznamka

V skriptach sa nachédzaji Studijné materialy k 26 prednaskam 13-tyzdhového semestra. Prednasky 23
a 24 o magnetizme sa vSak obvykle nestihnu. Texty oznacené hviezdictkou a/alebo vysadzané drobnymi
pismenami predstavuju doplnkovy material a neskiaja sa. Cvicenia oznacené symbolom * st ndroc¢né.
Cvicenia ozna¢ené symbolom T vyzaduju numerické vypocty.

Nadvizujuce prednasky o fyzike tuhych latok

V prednaskach 1-11 klasifikujeme fazy hmoty na zdklade ich priestorovej symetrie, stru¢ne popisujeme
experimentalne metédy Studia Struktary hmoty a skimame elastické vlastnosti materidlov. Na tato
¢ast kurzu nadvézuji prednésky

Struktira a mechanické vlastnosti materidlov

Semindr zo Struktiry a mechanickijch vlastnosti materidlov

V prednégkach 12-22 skiimame pohyb elektronov pre zadané polohy jadier. Vysvetlujeme rézne netri-
vidlne typy vézieb a sktimame elektrické a optické vlastnosti kovov a izolantov. Na tuto cast kurzu
nadvizuji prednagky

FElektrické a optické vlastnosti materidlov

Semindr z elektrickych a optickych vlastnosti materidlov

V prednéskach 23-26 som uviedol par vylomkov z fyziky magnetizmu a supravodivosti. Podrobnejsiemu
vykladu tychto tém sa venuju prednésky

Kooperativne javy

Semindr z kooperativnych javov

Vybrané kapitoly zo Statistickej fyziky
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1 Zakladné pojmy

Fyziku tuhych latok, alebo vSeobecnejsie fyziku kondenzovanych latok, mozno charakterizovat ako fy-
zikélnu disciplinu, ktora klasifikuje rézne termodynamické skupenstva (fazy) latok, hlada oblasti ich
stability a sktima ich fyzikalne vlastnosti. Vyznamnou stucastou tejto discipliny je aj ttadium transfor-
mécie latok medzi jednotlivymi fazami, tzv. fazovych prechodov.

Termodynamické fazy

Ako elementarny priklad skumajme balén vyplneny atomami Ar pri teplote T a tlaku p. Je experi-
mentalnym faktom, ze v zavislosti od T a p mozu atémy Ar vytvarat tri rozne termodynamické fazy:
plynna (G-gas) pri vysokych teplotéch, kvapalnia (L-liquid), a tuha (S-solid) pri nizkych teplotach a
vysokych tlakoch, pozri obrazok 1.1
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Obr. 1: Schematicky nacrt fazového diagramu argéonu. V diagrame st zobrazené oblasti stability troch faz a dva &pe-
cidlne body: T=trojny bod (Tr = 84 K, pr = 6.9 x 10* Pa) a C=kriticky bod (Tc = 151 K, pc = 4.9 x 10° Pa).
VTavo: logaritmicka 3kéla tlakov. Vpravo: linearna gkala tlakov. “Plyn” v bode 1 mozno pozdiz &iarkovanej drahy spojite
transformovat na “kvapalinu” v bode 2.

Makroskopicky stav daného (velkého) po¢tu N argéonovych atémov v jednotlivych fazach o =G,L,S
je jednozna¢ne dany zadanim iba dvoch intenzivnych parametrov, teploty a tlaku. Z termodynamiky
vieme, Ze pri zadani tychto dvoch parametrov sa minimalizuje Gibbsova volné energia G(T,p, N) sys-
tému. RozloZenie jednotlivych faz v rovine T, p moZno jednoducho zd6vodnit, ak uvazime, Ze Gibbsovu
voInu energiu mozno vyjadrit pomocou energie F, entropie S a objemu V systému v tvare

G=FE—TS+pV.

Pri vysokych teplotach a malych tlakoch sa minimum G bude realizovat stavom s maximélnou entro-
piou, t.j. plynom. Naopak, pri nizkych teplotach alebo vysokych tlakoch budu stabilné fizy s mini-
mélnou energiou alebo objemom, t.j. tuhé latky. Pritomnost kvapalnej fazy vSak z podobnych tvah
nevyplyva.?

Spontanne narusSenie symetrie

Z mikroskopického hl'adiska si latky za beZnych laboratornych podmienok moZno predstavit ako obrov-
sky subor jadier a elektréonov. KedZe jadréa nie sa elementarne Eastice, maju zloziti vnitorna struktiru
a mo6zu byt nestabilné. V tomto kurze vSak jadré budeme povazovat za stabilné bodové ¢astice. Naviac,
budeme predpokladat, Ze jadra aj elektrony mozno popisat nerelativistickou fyzikou. Ak hmotnosti ja-
dier a elektronov oznatime m; a ich naboje ¢; a ak zohladnime iba elektrostatické interakcie medzi

1V zavislosti od tlaku a teploty sa latka s danym chemickym zloZenim obvykle moZe nachadzat v niekolkych roznych
tuhych fazach. Napriklad uhlik sa moéZze nachadzat vo faze diamantu a vo faze grafitu. V takomto pripade hovorime o
polymorfizme.

2Vznika teda otazka, ¢ existujia latky, ktoré netvoria kvapalnt fazu. Napriklad v praci M.H.J. Hagen et al., Nature
365, 425 (1993) autori argumentujt, ze fazovy diagram pre molekuly Cgo neobsahuje kvapalnt fazu.
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¢asticami, potom hamiltonian latky H ma tvar®

2
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kde p; = —ihaixi je operator hybnosti Castice ¢. Ak by sme vedeli vypod&itat Statisticki sumu pre
hamiltonian (1), vedeli by sme riesit takmer vietky otazky z rovnovaznej fyziky latok. Bohuzial, tento
ciel asi nikdy nebudeme schopni dosiahnut.

Ako je v analogickych situaciach obvyklé, pokrok moézeme dosiahnut studiom symetrie. Povgimnu-
tiahodné st nasledovné symetrie hamiltonianu (1):

o Translaénd invariancia: Pri posunuti vSetkych Castic o ti istd hodnotu R sa hamiltonian H
nezmeni.

e Rotacnd invariancia: Pri otoceni vSetkych castic okolo pevnej osi o ten isty uhol sa H nezmeni.

Sktmajme teraz termodynamicke fazy z hladiska symetrie. Za tym ucéelom vydelme maly objem AV (x)

okolo bodu x v latke, zmerajme ¢asovo stredovany pocet Castic AN(x) v fiom a definujme ¢asovo

stredovanti hustotu v bode x, n(x) = ﬁ])}[((;()) Dostaneme nasledovné vysledky:

e Fazy L,G: n(x) nezavisi od x. Takéto fazy nazveme translacne a rotafne invariantnymi.
o Fiza S: n(x) zavisi od x.* Teda veli¢ina n(x) nie je invariantna voci symetriam hamiltonianu.

Zistili sme teda, Zze

symetria stavu moze byt nizsia neZ symetria hamiltonianu;
takyto stav nazyvame stavom so spontanne naruSenou symetriou.

Klasifikacia faz

Féazy mozno rozlisovat na zéklade rozdielov v symetrii. Napriklad pevné faza S ma inti symetriu nez
tekutiny L,G. Na zaklade merania symetrie mozno pre akykol'vek bod roviny 7', p rozhodnt, ¢i skimana
faza je typu S alebo typu L,G. Désledkom réznosti symetrii faz S a L,G je, 7e ¢iara oddelujtica fazu S
od faz L,G nemoze nikde skondit.

V pripade, Ze fazy maju tie isté symetrie, napriklad kvapaliny a plyny, rozliSenie spociva v po-
zorovani kvantitativneho rozdielu nejakej intenzivnej termodynamickej veli¢iny (napr. hustoty). Fazy
v8ak mozno rozlisit iba na ¢iare koexistencie, kedy moZno pozorovat rozhranie medzi nimi. Mimo Ciary
koexistencie nemozno, striktne vzaté, rozligit L a G. Naozaj, ked7e ¢ara koexistencie I a G koné&i v
kritickom bode, z akéhokol'vek bodu v T-p rovine (v tekutej oblasti) moZno spojite prejst do akého-
kolvek iného bodu - t.j. st sucastou jedinej termodynamickej fazy, pozri obrazok 1.

Fyzikalne vlastnosti faz

Tekutiny (L,G) sa ligia od tuhej latky absenciou tvarovej paméti. Ked polozime na stol hore dnom
pohar s vodou a nasledne pohéar odstranime, voda sa vyleje-zmeni svoj tvar z valcovitého na machulu s
rozmermi diktovanymi povrchovym napitim. Ked urobime to isté s poharom s Fadom, Tad si ponechéa
valcovity tvar.? V daldich prednaskach uvidime, Ze rozdiel medzi tekutinami a tuhymi latkami savisi
s nenulovostou Smykovych modulov pruznosti v tuhych latkach. Tie sd zas dosledkom spontéanneho
narufenia symetrie v tuhych latkach.

3Hamiltonian (1) opisuje vicinu javov, s ktorymi mame pri $tadiu tuhych latok do ¢inenia. V mnohoelektrénovych
atémoch, v ktorych je rychlost elektronov porovnatelné s rychlostou svetla, vSak treba zohladnit relativistické korekcie.
Podobne pri opise optickych javov je potrebné zahrnit vizbu elektronov s prieénym elektromagnetickym polom a pri
$tudiu magnetizmu hraja rolu aj interakcie spinov s magnetickym polom a/alebo s orbitalnym pohybom.

4Mame tu na mysli stredovanie cez nie prilig dlhé ¢asy, kedy vplyv tecenia mozno zanedbat. Na vel'mi dlhych ¢asovych
gkalach tec¢d aj tuhé latky. Casto spominanym prikladom je napr. zhrubnutie dolnych ¢asti okennych tabul v starych
kostoloch.

®Opit iba na nie prilis dlhej Gasovej skale.



Na druhej strane, kondenzované fazy (S,L) sa od plynu liSia tym, Ze nie je potrebné uzatvérat ich do
baléna, aby mali kone¢ny objem.® Inymi slovami, kondenzované fizy drzia samé od seba pohromade,
atomy “skondenzovali” do kvapiek alebo krystélikov.

Teda tie isté atomy argéonu mozu mat (v zavislosti od termodynamickej fazy, v ktorej sa nacha-
dzaju) nasledovné velmi roznorodé vlastnosti:

1. v tuhej fize maja staly objem a tvar
2. v kvapalnej faze maja staly objem, ale nestaly tvar
3. v plynnej fize maji nestily objem a nestily tvar

Fazové prechody 1. druhu (nespojité prechody)
Teraz preskimajme fazové prechody medzi jednotlivymi fazami argénu. Ak predpokladame, ze baléon
s atébmami Ar je homogénne vyplneny niektorou termodynamickou fazou, Gibbsova volna energia sa
musi dat pisat ako sacin po¢tu Castic a intenzivnej veli¢iny p s vyznamom Gibbsovej volnej energie
pripadajicej na jednu Casticu,

G(T,p,N) = Nu(T, p).

Veli¢inu u(T, p), zavisla od intenzivnych veli¢in 7" a p, nazyvame chemickym potencidlom.

Chemické potenciély roznych faz o st dané roznymi funkciami p, (7, p). Teraz ukdZeme, Ze ak fazy
« a B su pri teplote T a tlaku p v rovnovahe, potom ich chemické potencidly musia byt rovnaké.
Naozaj, nech v baléne je N atémov, z nich N, vo faze o a Ng vo faze 3. Teda N = N, + Ng. Gibbsova
volna energia systému je” G(T,p, N) = Nuopa(T,p) + Ngus(T,p). V rovnovéhe pri danom T, p je G
minimélna. Preto pri malej zmene dN, = —dNg prerozdelenia ¢astic medzi fdzami musi byt dG = 0.
Ale dG = dNupo(T,p) + dNgpg(T,p) = dNg [pa(T,p) — pg(T,p)]. Preto v rovnovahe medzi fazami a,
B pri teplote T a tlaku p musi platit

(T, p) = pp(T,p).

Téato rovnica definuje ¢aru v rovine T', p. Vysvetlili sme teda experimentéilny fakt, Ze dve rézne fazy
a a f3 koexistuju iba pozdlz §pecialnych ¢iar ¢ar v rovine T,p, pozri obrazok 1. V trojnom bode musia
koexistovat fazy G a L, a tiez fazy G a S. Preto trojny bod musi lezat na prieseénici ¢iar, ¢o je (okrem
patologickych pripadov) mozné len pre diskrétny pocet bodov.
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Obr. 2: Chemicky potencial dvoch réznych faz o, 8 ako funkcia tlaku pri fixovanej teplote Tp.

Preskiimajme teraz chemické potencidly pq(T0,p) a pug(To,p) ako funkcie tlaku p pri fixovane;
teplote Tj, pozri obrazok 2. Rovnost chemickych potencidlov nech nastava v bode p = pg, teda bod

SMame tu na mysli nie prili§ dlhé ¢asy, pri ktorych netreba uvazovat o vyparovani alebo subliméacii. Zo striktne
termodynamického hladiska budi aj kondenzované fazy stabilné iba po ich vloZeni do bal6na: proces vyparovania alebo
sublimécie spoésobi vznik plynnej fazy okolo $tudovanej kondenzovanej latky. Tento proces sa zastavi aZz po dosiahnuti
tlaku nasytenych par v plyne.

"V nagich avahéach v tejto prednaske pritom zanedbavame energie rozhrani. Mame totiz na mysli tzv. termodynamicki
limitu, t.j. limitu vel'kych systémov s linedrnymi rozmermi L — oo a fixovanou kone¢nou koncentraciou ¢astic, kedy povrch
systému, ktory skéluje ako L2, mozno zanedbat voé objemu, ktory skaluje ako L>.
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(Th, po) nech je bodom fazového prechodu. V&imnime si, Zze ak skimanému systému zabranime usku-
tocnit fazovy prechod, teda ak systém pripravime povedzme vo faze o pri p < po a pri zvySovani tlaku
ho printatime zotrvat v tejto faze,® potom bod fazového prechodu (Tp, p) nie je pre fazu o ni¢im vyni-
moc¢ny. Inymi slovami, faza « je lokalne stabilna, t.j. stabilnd voc¢i malym fluktudciam, aj v oblasti
tlakov pg < p < po. Pre p > pg je samozrejme globalne stabilnou faza 3; hovorime, Ze v intervale tlakov
po < p < po je fdza o metastabilni. Podobne v intervale tlakov pg < p < pg je metastabilnou fiza
8. Explicitny priklad uvidime pri diskusii o prechode kvapalina-plyn.

Gibbsovo pravidlo faz

V tomto odstavci budeme namiesto balonu s argonom skiamat zlozitejsi systém pozostavajici z n typov Castic. Predpo-
kladajme, Ze v rovnovahe moze koexistovat r roznych faz. Nech chemicky potencial castic typu ¢ vo faze j je ,uj a relativne
koncentracie astic typu ¢ vo faze j si cf Koncentracie C’Z st pritom normalizované nasledovne: c{ + c; +...+d =1
teda kazda faza je popisana n — 1 nezavislymi koncentraciami. Chemické potencialy uz zjavne zavisia od T, p a od che-
mického zloZenia faz, preto st v kazdej faze funkciami n + 1 (intenzivnych) premennych: uf = ug(T,p, c{, c%, ey cfkl).
V rovnovahe musia byt chemické potencialy Castic typu ¢ rovnaké vo v8etkych fazach, inak by tieto Castice prechadzali
do fazy, v ktorej je ich chemicky potencial najnizsi. Preto pre kazdy typ Castic i ma platit

pi=pi == pui,

t.j. » — 1 rovnic. Celkovo teda mame ng = n(r — 1) rovnic pre np = 2 4+ r(n — 1) premennych (teplota, tlak a po n — 1
relativnych koncentracii v r fazach). Nezavislych premennych teda mame f = np — ng, ¢ize

Ak f < 0, potom mame viac rovnic ako premennych a rovnovaha r faz vo vSeobecnosti nemoze nastat. Ak f = 0, potom
mame prave tolko rovnic, kolko premennych. Rovnovaha moze nastat v izolovanych bodoch priestoru premennych. Ak

f > 0, potom rovnovaha r faz moZze nastat na f-rozmernej ploche v np-rozmernom priestore premennych.

Fazové prechody 2. druhu (spojité prechody)

Vo fazovom diagrame argému sa realizujii iba fazové prechody 1. druhu, ktoré stvisia s globalnou
stabilitou lokalne stabilnych faz. V prirode vSak existuji aj fazové prechody 2. druhu, ktorych podstatou
je strata lokalnej stability faz. Obvykle ma vysokoteplotné faza vySSiu symetriu ako nizkoteplotnéa
faza.? Ak teplotu prechodu (pri fixovanych ostatnych parametroch) oznacime T, potom fazovy prechod
2. druhu mozno charakterizovat nasledovne:

e pri teplotach T' < T, je symetrickd faza nestabilng voci infinitezimalnym fluktuaciam, ktoré
symetriu narisaja

e pri teplotdch T' > T, je nesymetrickd faza nestabilnd vodi infinitezimélnym fluktuaciam, ktoré
symetriu reStauruja

Pri studiu feromagnetizmu a supravodivosti spozname konkrétne realizicie fazovych prechodov 2.
druhu.

Cvicenia

1. Kvapalné krystaly. Molekuly v tvare dlhych tenkych paliciek mozu vytvarat kvapalnt fazu, v ktorej si v8etky palicky
natocené jednym smerom. Taktito fazu nazyvame nematickym kvapalnym kryStdlom. Ukazte, Ze symetria nematickych
kvapalnych krystalov je rozna od symetrie kvapalin aj krystalov.

2. Sktimajte idealny plyn Castic so spinom S = 0 a hmotnostou m pri teplote T" a tlaku p.
(a) Ukazte, Ze Statisticka suma plynu s N casticami v 8katuli s objemom V pri teplote T je

1 (VY

kde A = —2Z_ je tzv. tepelna vinova dizka (pozri dodatok 30).

V2mmT
(b) Pomocou Stirlingovej formuly N! ~ v27N (g)N ukazte, Ze Helmholtzova volna energia je
1%
F(T,V,N) = ~TnZ(T,V,N) ~ —NT {m (W) + 1} .

8V prednaske o nukleacii uvidime, Ze tento projekt mozno do istej miery realizovat.

9Toto tvrdenie sa tyka aj fazovych prechodov 1. druhu, pozri napriklad obr. 1. Existuji viak aj vynimky, napriklad
izotop 2He pri tlaku ~ 3 x 10° Pa je pri teplotach v blizkosti absolitnej nuly kvapalny a krystalizuje aZ po vyhriati nad
~ 0.2 K.



X
Zo zndmych F a S urcte vnitorni energiu F (tento vysledok ste uz poznali, az na aditivnu kongtantu) a napokon aj
Gibbsovu volni energiu G = E — T'S + pV. Ukazte, ze chemicky potencial u(T,p) je dany vztahom

(¢) Najdite entropiu S = — (%)Niv (Sackur-Tetrode) a tlak p = — (BF)NT (aky je fyzikalny zmysel tejto rovnice?).

w(T,p) =Tl (’%3) . (2)

3. Identickym postupom ako v tlohe 2 ukaZte, Ze v zmesi dvoch idedlnych plynov s koncentraciami n1 = (1 — ¢)n a
n2 = cn st chemické potencialy plynov 1 a 2 pri teplote T a tlaku p dané vztahmi

/j’l(T7p7 C) = Ml(TJ?) + Tln(l - C) ~ Ml(Tap) - TC; :u/z(T7p> C) = :U’Q(Tvp) +Tln (&

3
kde p;(T,p) = Tn (p;i ) je chemicky potencial ¢istého plynu i pri teplote T a tlaku p. Priblizna rovnost plati pre riedky
roztok ¢ < 1. Navod: Vyuzite, Ze pre Gibbsovu volnua energiu plati G(T',p, N1, N2) = p1 N1 + p2Na.

4. Osmoza. Skumajme dva riedke roztoky latky 2 v rozpustadle 1. Nech koncentracie latky 2 v oboch roztokoch sa ustalia
na hodnotach ¢r a cr1. Roztoky nech si v kontakte sprostredkovanom polopriepustnou membréanou, ktora prepusta
molekuly rozpustadla 1, ale nepreptsta molekuly latky 2. V rovnoviahe budd teploty oboch roztokov rovnaké. Rovnaké
budi aj chemické potencialy rozpustadla v oboch roztokoch (preco?), ale tlaky v oboch roztokoch budii iné; ozna¢me ich
pr a pr. PouZite odhady chemického potenciadlu z predoslého cvicenia a ukazte, Ze

T(cir — ¢
Ap:pn,plz%7

kde v = 66% je objem pripadajici na jednu ¢asticu rozpustadla. V roztoku s vySSou koncentraciou latky 2 je teda vyssi

tlak. Rozdiel tlakov Ap sa nazyva osmoticky tlak.

2 van der Waalsova-Londonova vazba

Existencia kondenzovanych latok, t.j. latok, ktoré netreba uzatvarat do baléna, aby drzali objem, si
vyzaduje pritomnost pritazlivych sil medzi zakladnymi struktirnymi jednotkami latky, tzv. vizieb. V
tejto prednagke najprv kvalitativne popfSeme rézne typy vézieb. Potom ozrejmime, ako mozno vo vse-
obecnosti vypocitat viizbovi energiu danej latky. Nakoniec popiSeme najuniverzalnesiu vizbu v prirode.

Klasifikacia vizieb

Pod vézbou rozumieme existenciu minima potenciilnej energie U(R) pri koneénych vzdialenostiach
R medzi zvolenymi zakladnymi Struktirnymi jednotkami latky. Obvykle za entity, ktoré sa viazu,
povazujeme atomy. Ak vSak chceme pochopit napr. kondenzované fazy vody, potom za elementarne
§truktarne jednotky je rozumné brat molekuly HoO a neriesit otazku, ¢o drzi pokope atémy vodika a
kyslika, ale aka sila viaze rozne molekuly vody dokopy.

Vsetky zname typy vizby mozZno chapat ako dosledok elektrostatickych sil a kvantovej mechaniky:.
Pokial gtruktirne jednotky maji nenulové multipélové momenty, vizbu moZno pochopit aj z Cisto
klasickych dvah, bez pouzitia kvantovej mechaniky. Specialnym pripadom je i6nova vizba medzi
ibnmi s nenulovymi nabojmi, ako napr. v NaCl. Na vizbu medzi molekulami vody sa moZno pozriet
ako na dip6l-dipolovi interakciu. Molekuly Hy, Og, atd. maju nenulovy kvadrupélovy moment, ktory
tiez implikuje pritomnost koneénych medzimolekulovych sil.

Okrem klasickych elektrostatickych sil v8ak musia existovat aj iné vizbové sily, pretoze vSetky
multip6lové momenty rozloZenia naboja v atémoch vzacnych plynov He, Ne, Ar, atd. st nulové, napriek
tomu vSak existuju kondenzované fazy tychto plynov. Prislusnt interakciu oznacujeme ako van der
Waalsovu-Londonovu viizbu. Ako uvidime neskor, van der Waalsova-Londonova vézba vzniki v
dosledku kvantovomechanickych fluktuacii do excitovanych stavov, ktoré nesi dipélovy moment.

Dalsie dva typy vdzby vznikaju radikdlnou zmenou kvantovomechanického stavu elektromov. V
pripade chemickej vizby dvojica valentnych elektrénov obsadi namiesto atoméarnych orbitalov tzv.
viizobny orbital, ktory je lokalizovany pozdlz spojnice atoémov, &im sa znizi kineticka energia elektrénov
a zaroven zvysi pritazliva interakcia medzi elektréonmi a jadrami, pozri prednasku 13.

V pripade kovovej viizby sa elektron namiesto toho, aby bol priputany k “svojmu” atému ako
do potencialnej jamy, delokalizuje v celom systéme. Tym sa zniZzi jeho kinetickd energia pri zhruba
rovnakej potencidlnej energii. V takomto pripade hovorime o kovovej vizbe, pozri prednasku 12.
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Pri stabilizacii redlnych materidlov obvykle hr4 rolu nie iba jeden, ale viacero vizobnych mecha-
nizmov.

Bornovo-Oppenheimerovo (adiabatické) pribliZenie
Teraz ukaZeme, ako mozno v principe poéitat véizobnu energiu U(R) medzi zékladnymi Struktdrnymi jednotkami. Mame
rieSit mnohocasticovii ilohu pre elektrony a i6ny s hamiltonidanom (1), ktory pozostava z kinetickych energii elektréonov
H. aiénov H; a zo vzajomného coulombovského podsobenia medzi elektronmi H., medzi iénmi H;;, a medzi elektronmi
a iénmi He;:

H=H.+H;+ Hee + Hei + Hi;.

Pri teplote T' = 0 systém elektronov a jadier obsadi zdkladny stav Schrédingerovej rovnice (SchR)
HY(r,R) = E¥(r, R),

kde r oznacuje sadu sturadnic elektrénov a R je sada siradnic i6nov. Amplitidu pravdepodobnosti ¥(r, R) konfiguracie
(r, R) elektronov a jadier budeme hladat ako sicin amplitidy pravdepodobnosti ¢(R) konfiguracie iénov R a amplitady
podmienenej pravdepodobnosti ¢ (r; R) elektronovej konfiguracie r za predpokladu i6novej konfiguracie R. Inymi slovami,
rieSenie SchR budeme hladat v tvare U(r, R) = ¢(R)y(r; R). Posobenie celkového hamiltonianu H na vlnova funkciu
¥(r, R) potom moZno pisat ako

HV(r,R) = ¢(R) [He + Hee + Hei(R)] (r; R) + [Hi + Hii] p(R)(r; R),

kde sme pri zapise prvého ¢lena vyuzili, Ze operator kinetickej energie elektronov nepdsobi na vlnovt funkciu iénov ¢(R)
a ze potencialne energie st obycajné Cisla, a nie operatory.

Elektronovi vinovi funkciu ¢ (r; R) pri fixovanych polohach iénov R budeme hl'adat rozvojom podla iplného systému
vlnovych funkeif 1, (r; R), ktoré st vlastnymi stavmi nasledovného ¢isto elektronového problému

[He + Hee + Hei(R)] %n(r; R) = £n(R)¢n(r; R). 3)

Vsimnime si, Ze parametrickd zavislost od poléh i6nov R vstupuje cez interakcie medzi elektronmi a i6onmi H.;(R).
Energia £, (R) elektronového podsystému teda zavisi od R.
Dosadme teraz vlnovi funkciu ¥(r, R) =3 @(R)cathn(r; R) do Gplnej SchR. Tak dostaneme

> cn[Hi+ Hii+en(R)] (R)pu(r; R) = E)_ cap(R)vn(r; R).

Operator kinetickej energie i6nov H; posobi zarovei na ¢(R) aj na 1, (r; R). Mame teda stale do ¢inenia so zviazanym
systémom elektréonov a iénov.

Nag doterajsi vyklad bol presny. Teraz urobime kltucové (tzv. adiabatické) priblizenie. KedZe elektrony st omnoho
lah&ie a teda rychlejSie ako i6ny, budeme predpokladat, Ze pre kazda okamZitii polohu i6nov R elektrony zaujmi stav s
najnizSou moznou energiou, t.j. zakladny stav ¢o(r; R) rovnice (3). Budeme preto predpokladat, Ze ¥ (r; R) = vo(r; R).
Inymi slovami, za vlnovid funkciu systému elektréonov a jadier v adiabatickom pribliZzeni vezmeme

| ¥(r, R) = p(R)vo(r; R). |

D4 sa ukéazat, %e vdaka velkému rozdielu hmotnosti elektrénov a i6nov mozno v iplnej SchR poésobenie operatora
kinetickej energie i6nov H; na vlnovi funkciu elektrénov o (r; R) zanedbat. Uplna SchR sa preto redukuje na nasledovnt
efektivnu SchR pre iony

[H; + U(R)] p(R) = Ep(R),

ktora popisuje pohyb iénov v efektivnom potenciali

] U(R) = Hi(R) + =0 (R). \ (4)

V adiabatickom priblizeni je teda pohyb i6nov nezavisly od elektronov. Efektivna potenciélna energia iénov U(R) pritom
pozostava z dvoch ¢lenov: z prispevku od coulombovskej interakcie i6nov H;;(R) a z prispevku od energie elektronov
eo(R). Vdaka pritomnosti ¢lena £q(R) funkciu U(R) vo vSeobecnosti nemozno pisat ako sucet parovych interakcii medzi
atémami.

Klasickd limita pre iony
Jedné sa o hrubsie pribliZzenie ako adiabatické pribliZzenie. V tomto priblizeni Gplne zanedbavame kineticka energiu iénov
a napr. rovnovazny tvar krystalu pri 7' = 0 dostaneme minimalizaciou potenciélnej energie iénov U(R). Nech minimum

funkcie U(R) sa realizuje pri R = Ro. V klasickej limite ma energia U(Ro) vyznam vizbovej energie.

van der Waalsova - Londonova vizba
Ide o véizbu medzi Struktirnymi jednotkami s nulovymi multipélovymi momentmi. Tento typ vézby je
zakazdym pritomny; prispieva okrem iného k stabilizicii biologickej hmoty.

Fyzikalnou podstatou vizby je, Ze hoci izolované atémy nenest v zékladnom stave dipoélovy mo-
ment, v pritomnosti dipélovo-dipélovej interakcie medzi atémami dochddza ku kvantovomechanickym



fluktuaciam do excitovanych stavov, ktoré nestt dip6lové momenty a preto navzijom interaguji. Na
konci tejto prednasky ukazujeme, Ze ak je vzdialenost R medzi atémami omnoho vicSia nez rozmer
atomov, van der Waalsova - Londonova vézba sa prejavuje ako pritazliva dalekodosahové interakcia
tumernd, R6.

Pre malé vzdialenosti R porovnatelné s rozmermi atémov naga analyza neplati. Vtedy ocakavame,
7e atomy sa spravaju ako tvrdé gule a pri malych R teda musi byt interakcia medzi atémami silne
odpudivé. Analytickd forma tohto odpudzovania nie je znédma. Casto sa potencidl medzi inertnymi
atdmami parametrizuje v tvare (tzv. Lennardov-Jonesov potencial, alebo 6-12 potencial)

o =[(5)"- (5] ®

kde prvy ¢len popisuje odpudzovanie na malych vzdialenostiach. Vol'ba tohto tvaru odpudivého poten-
cialu nie je motivovana ni¢im inym, len jeho jednoduchostou. Potencidl ma minimum pri R = 2'/6¢ ~
1.120 a jeho hodnota v minime je —e, pozri obrézok 3. Potenciél je kladny pre R < . Teda ¢ meria
typicka interak¢ént energiu a o je zhruba priemer atémov. Lennardove-Jonesove parametre pre inertné
plyny urcené meranim stavovej rovnice realnych plynov uvadzame v tabulke 1.

He Ne Ar Kr Xe
Z 2 10 18 36 54

o(A) 256 274 340 3.65 3.98
e (meV) 09 311 104 104 20

Tabulka 1: Lennardove-Jonesove parametre pre inertné plyny uréené meranim stavovej rovnice realnych plynov. Si-
vis medzi parametrami € a ¢ a stavovou rovnicou realnych plynov ozrejmime v prednéaske o prechode kvapalina-plyn.
Vsimnime si, Ze s po¢tom elektronov (t.j. s atémovym &islom Z) rastie parameter o (v silade s jeho interpretaciou ako
priemer atomov), ako aj sila vizby e. Interakcie st pomerne slabé, ¢o vysvetluje nizke teploty trojného bodu a kritického
bodu v Ar (1. prednéagka).

I~

te

Obr. 3: VIavo: Lennardov-Jonesov potencial U(R) ako funkcia vzdialenosti R medzi atémami. Vpravo: fazovy diagram
izotopu *He pri nizkych teplotach a tlakoch. V oblasti Hell je hélium supratekuteé.

Odvodenie pritazlivej ¢asti van der Waalsovej-Londonovej vizby

Teraz ukdZeme, Ze medzi dvomi atémami s nulovymi dip6lovymi momentmi, ktoré sa nachadzaji vo vzdialenosti R
omnoho vi&Sej nez je rozmer atému, existuje pritazliva interakcia amernd R~°. UvaZujme pre konkrétnost dva atomy
Ar. Operatory dipélovych momentov oboch atémov ozna¢me d; a do.'® Hamiltoniany izolovanych atémov nech sia H; a
Hs. Uplné systémy vlastnych stavov oboch atémov |n;) a im prisluné vlastné energie F,, spliiajt rovnice

Hjln;) = En|n;),

0Pre sadu bodovych nabojov ¢; s polohovymi vektormi r; je operator dipolového momentu d definovany vztahom
d = ", qiri. Lahko sa presved¢ime, Ze pre neutralny systém nabojov >, ¢; = 0 operator d nezavisi od volby pociatku
stradnicového systému.
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kde j = 1,2 je index atému. Dipo6lovo-dipoélova interakéna energia je

1 d; - ds d; -Rd:-R
H = -3
4eq R3 R5

a celkovy hamiltonian systému je H = Hy + Ha + H'. Predpokladajme, Ze vzdialenost medzi atémami R je velka. Potom
mo#no H' chapat ako mald korekciu k hamiltonidanu H; + H» neinteragujtcich atémov a vplyv H' moZno zapocitat
pomocou poruchovej tedrie.

Predpokladajme, ze zakladné stavy oboch atémov si nedegenerované a ze dip6lové momenty atomov v zadkladnom
stave st nulové. Potom korekcia prvého radu k energii zdkladného stavu je dana strednou hodnotou H’ v zakladnom
stave [0102),

1 | doo - doo doo - Rdoo - R

EV = H = -
0" = (0:102]H110:02) = 2| =g 3 RS ’

kde sme pre maticové elementy operatora dipélového momentu zaviedli oznaéenie d,n, = (n|d|m). KedZe obidva inte-
ragujice atomy su identické, nepieme, ktorého z atémov sa maticovy element tyka. Podla predpokladu v8ak dipolové
momenty atémov si nulové, dgo = 0, a preto korekcia k energii E(()l) =0.

Korekcia druhého radu poruchovej tedrie je dana suétom prispevkov od vSetkych excitovanych stavov |nims) roznych
od stavu |0102),

i
H'|0,02)]
5@ _ N~ [{nime|
0 nz E,+ En —2Ey

kde (nims2|H’|0102) je maticovy element dipélovo-dipolovej interakcie medzi stavmi (n| a |0) atému ¢islo 1 a medzi
stavmi (m| a |0) atomu &islo 2. Pre nage ucely si sta¢i vSimnut, Ze

1 dno - dm dno-Rdpmo - R
<n1m2|H'|0102> = dre |: 0 0 -3 0 0 .
0

R3 RS

Vo vieobecnosti st maticové elementy d,o rézne od nuly, ako sa lahko moZno presved¢it v pripade, kedy Hi 2 popisuji
atom vodika. Ak odhadneme ich velkost ako |dno| ~ ear, kde —e je néboj elektronu a ap je Bohrov polomer, potom

2
@ . L (dap)" 1
0 FEo \ 4meg RS’

kde sme rozdiel energii E,, + E,, — 2E, odhadli ako radovo totozny s Fj.

mame <n1m2|Hl\0102> ~ a teda

ezaB
4megR3?

Zvlastnosti hélia

Nizka hodnota interakénej energie € pre He ma niekol'ko pozoruhodnych désledkov:

1. sila medzi dvomi atémami He je slabsia nez sila medzi héliom a (prakticky) ¢imkolvek inym. Preto
atomy He uprednostiiuja cudzie atémy vo svojom okoli. Désledkom je, ze hélium zméca prakticky
vSetky povrchy.

2. pri atmosférickom tlaku hélium ostava kvapalné az do najniz$ich meranych teplot, pozri obrézok 3.
Pri nizkych teplotach hraja tlohu tepelného pohybu kvantovomechanické fluktuédcie polohy castic,
ktoré zabrafiuju krystalizécii. Vyznamna tlohu tu zohrava okrem slabosti interakcii aj nizka hmotnost
atémov He.

3. pri nizkych teplotach vytvara izotop ‘He novii kvapalnii termodynamicku fazu. Tito fazu nazyvame
supratekutou, pretoze v nej hélium te¢ie cez trubice aj pri nulovom aplikovanom rozdieli tlakov na
koncoch trubice.'" Inymi slovami, hélium nekladie odpor pri te¢eni, ¢ize jeho viskozita je nulové. Preto
pri teceni hélia nedochddza k stratam v désledku trenia o steny nadoby a mozeme hovorit o bezstrato-
vom (tzv. bezdisipativnom) transporte hmoty. Supratekuté faza je analogom supravodivej fazy kovov,
o ktorej budeme hovorit v prednéske 26.

Cvicéenia
1. Nech |1s) a |2p.) st vlnové funkcie elektronu v stavoch 1s a 2p. atému vodika. Vypod&itajte maticové elementy operé-
tora dipolového momentu (1s|d|1s) a (2p.|d|1s).

2. Interakcia medzi argénom a kovovou podlozkou. Nech atém argénu sa nachadza vo vzdialenosti z nad kovovou pod-
lozkou. Predpokladajme, Ze akékolvek okamZité rozloZzenie ndboja v argone bude kompenzované zrkadlovymi nabojmi
v kove. Ukazte, ze v takomto pripade je strednd hodnota dipélovo-dipdlovej interakcie medzi argéonom a zrkadlovymi
nabojmi nenulova. Najdite vyraz pre potencidlnu energiu argonu U(z) ako funkciu z. Aké je znamienko interakcie? S
akou mocninou z sa meni U(z) a preco?

H1z0top 3He je potrebné schladit na zhruba o tri rady niZsiu teplotu, aby v fiom vznikol supratekuty stav. Kvalitativne
rozdielne spravanie *He a ®He sivisi s rozdielnou &tatistikou oboch izotopov: *He je bozén a *He je fermion.



3. Presne riesitelny model van der Waalsovej interakcie. Uvazujme dva atémy 1,2. Nech R je vzdialenost medzi jadrami
atémov. Viazané elektréony v atémoch modelujme harmonickymi osciladtormi kmitajtcimi pozdlz spojnice atémov. Nech
stiradnice elektrénov st x; a x2.

(a) Ukazte, Ze dip6l-dipolovii interakciu popisuje hamiltonian H' = —%xmz. (b) Ukazte, ze prechodom do systému
siradnic zs = %(ajl + x2) a x4 = %(xl — x2) sa interagujiici systém atomov transformuje na dva neinteragujice

oscilatory.
(c) Najdite zavislost energie zakladného stavu od vzdialenosti atémov R.

4.* Multipolové interakcie. V teorii elektromagnetického pola sa ukazuje, Ze elektrostaticky potencial lokalizovaného
rozlozenia nabojov p(x) na vzdialenostiach omnoho vic¢sich ako rozmer oblasti s nenulovym nabojom je

1 q dﬂ?i 1QZZEZZL'
o) = o | T4 T 4

Ameg | T r3 2 s ’

kde ¢ = [ d®xp(x) je celkovy néboj, d; = [ d*xp(x)z; je dipélovy moment a Q;; = [ d*xp(x)(3ziz; —r25;;) je kvadrupé-
lovy moment rozlozenia naboja. Na druhej strane, energia lokalizovaného rozlozenia nabojov p’(x) s celkovym ndbojom
q’, dipélovym momentom d; a kvadrupélovym momentom Qéj v elektrostatickom potenciali p(x) je

1
U=q¢+doip+ gngaiajgo +...

Molekuly typu O2 alebo N2 modelujte ako palicky s nulovym celkovym nébojom, ktorého kladné cast je ststredena na
oboch koncoch palitky a zaporna Cast je sustredend v strede palicky. Ukazte, Ze takéto molekuly maji nulovy dipolovy a
nenulovy kvadrupolovy moment. Najdite interakéni energiu dvoch molekil vo vzdialenosti R. Ako st molekuly vzajomne
orientované v stave s minimalnou energiou pri fixovanom R?

5.*" Numericky rieste Schrédingerovu rovnicu pre dva atémy *He, ktoré navzajom interaguji prostrednictvom Lennardovho-
Jonesovho potencialu. Rozhodnite, ¢i existuje viazany stav. Poznamka. VInova funkcia “molekuly” musi byt symetricka
pri zamene Castic. Na druhej strane, orbitalna ¢ast vlnovej funkcie “molekuly” pozostavajicej z dvoch izotopov *He moze
byt pri zamene Castic ako symetricka (v tzv. singletnom pripade), tak aj antisymetricka (v tzv. tripletnom pripade), pozri

prednagku 24.

3 Prechod kvapalina-plyn

Stavova rovnica realnych plynov

Stavova rovnica pre idedlne plyny, p} = NT, plati pre plyny neinteragujucich klasickych ¢astic. Reédlne
plyny sa samozrejme skladaja z atémov alebo molekul, ktoré navzajom interaguji. V désledku tychto
interakcii sa stavova rovnica redlneho plynu bude li§it od stavovej rovnice idedlneho plynu. Slabo
neideélne plyny mozno kvalitativne popisat nasledovnou stavovou rovnicou (van der Waals):

NT N?
O—. (6)

P=y "Ny 42

Tuato stavovii rovnicu mozno ekvivalentne zapisat iba pomocou intenzivnych veli¢in p, T a objemu

. - . Yokl _ V.
pripadajiceho na jednu casticu v = -

Pri kons§trukcii stavovej rovnice van der Waals zohl'adnil dve korekcie voci stavovej rovnici idealneho
plynu:

Korekcia na konecnij objem atémou:

Prvy prispevok k tlaku v rovnici (6) predstavuje modifikovany vyraz pre idealne plyny a zohladiuje
fakt, Ze existuje minimalny objem, na ktory mozno redlny plyn stladit; tento minimalny objem je Nb,
kde N je pocet atémov realneho plynu a parameter b ~ o> mozno radovo odhadnit pomocou priemeru
atomov o.

Korekcia na pritazlivé medziatomové sily:

Druhy prispevok k tlaku v rovnici (6) vznika ako désledok pritazlivych medziatoémovych sil; ak totiz
budeme predpokladat existenciu pritazlivych medziatémovych potencialov o velkosti € na vzdialenos-

tiach o, potom potencialna energia plynu bude zhruba Uyt (N, V) ~ —Ne ("?’TN), pretoze priemerny
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pocet inych atomov v okoli s objemom o okolo zvoleného atému je "?’TN Zodpovedajici dodato¢ny
tlak v plyne potom je ppot = —agﬁ’j" ~ —‘%3, teda dostavame odhad a ~ go3.12

Prechod kvapalina-plyn

Analyzujme teraz zavislost p = p(v) pri konstantnej teplote popisant rovnicou (6). Za tym ucelom

skiamajme derivaciu % ako funkciu v:

@_ T 2a

ov (U—b)2+ﬁ.

Ked7e prvy ¢len dominuje tak v limite minimalneho atomarneho objemu v — b ako aj pre velké

atomarne objemy v — oo, tlak je v tychto oblastiach klesajicou funkciou v. Ako vidno z grafu funkeii
ﬁ a i—g na obrézku 4, v oblasti stredne velkych atomarnych objemov bude znamienko % zévisiet
od teploty. V limite vysokych teplot bude funkcia p = p(v) monoténne klesajicou, kym pri znizovani

teploty pod kritickt teplotu T, bude existovat interval objemov (v1,vs2), na ktorom % > 0.

o
e fr-6*
2
N Trd
W
b
- >
i R
*v'nr — =
{1 T2 A

Obr. 4: Vravo: grafy prispevkov ﬁ a i—‘; k tlaku neidealneho plynu ako funkcie v. Vpravo: zavislost p = p(v) pri
teplote T' < Tk.

Tvar funkcie p = p(v) pre teploty T' < T, je zobrazeny na obrazku 4. VSimnime si, %e ak chapeme
rovnicu (6) ako rovnicu pre objem pri zadanej teplote a tlaku pg, potom okrem rieSeni vy a vg ma
tato rovnica aj rieSenie vy, leziace medzi vy a ve. Teda rovnica p = p(v) ma tri redlne korene, ako aj
mé byt, kedZe rovnica (6) je kubickou rovnicou pre objem:

T b
03—(b+>v2+av—a:0.
p p p

V&imnime si, ze v tzv. kritickom bode sa vSetky tri korene totozné, vy, = vg = vg = v, a teda
rovnica (6) musi mat tvar (v — v.)3 = 0, ize

v3 — 3uw? + 31}31} — vg =0.

Porovnanim koeficientov pri rovnakych mocninidch v tak dostavame vztahy pre parametre kritického

bodu:
a 8 a

T 27h?’ T oTh
Ako ukazeme v dalom vyklade, prave popisany kriticky bod mozno stotoZnit s experimentalne pozo-
rovanym kritickym bodom systému kvapalina-plyn, t.j. s koncom ¢iary koexistencie kvapaliny a plynu.
Pozoruhodnou predpovedou van der Waalsovej teérie je predpoved univerzalnej'® hodnoty parametra

DPc v. = 3b.

PV, 3
©< == =0.375.
T 8
12Formalnou analyzou sa da ukdzat, Ze pre atomy interagujice cez 6-12 potencial (5) stvisia parametre a a b v
rovnici (6) s parametrami 6-12 potencialu nasledovne: a = 1%503 ab= 2.7“03, v zhode s na$im hrubym kvalitativnym

odhadom. Pozri cvigenie 1. Vyraz pre volni energiu postulovany v tomto cviceni mozno odvodit vypodtom Statistickej
sumy plynu, pozri napr. Uvod do fyziky materialov 2007, prednagka 2.
13T . nezavislej od mikroskopickych parametrov a a b.
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Tato predpoved van der Waalsovej teorie sice nie je v kvantitativnej zhode s experimentom, pretoze

napr. pre hélium ?7¢ = 0.31 a pre vodu ¢ = 0.23, ale kvalitativne spravne je popisané potlacenie
parametra 2&7¢ oproti jeho hodnote 1 pre 1dea1ne plyny.

Spinodalna dekompozicia

Van der Waalsovu stavovil rovnicu nemozno interpretovat doslovne, pretoze oblasti s ap > () st nesta-
bilné. Naozaj, predstavme si, Ze v nejakej oblasti tekutiny vznikne fluktudcia s vy§Sou hustotou Castic,
t.j. v lokalne klesne. Ak g—f)’ > 0, potom v tejto oblasti klesne tlak, ¢o povedie k d'al§iemu rastu hustoty v
tejto oblasti, pretoze v okolitych oblastiach je tlak tekutiny vyssi. Podobne fluktuacie s nizSou hustotou
ako priemernd sa buda dalej vyprazdnovat. Teda systém s % > 0 sa spontadnne rozpadne na zmes
hustych a riedkych oblasti. Takyto (velmi rychly) rozpad nazyvame spinodalnou dekompoziciou.

Maxwellova kongtrukcia

Oblast v > v9 na izoterme p = p(v) zodpovedé plynnej faze a oblast v < v1 zodpoveda kvapalnej faze.
Nech teplota T je fixované. Pytajme sa, pri ktorom tlaku pg nastane fazovy prechod medzi plynnou a
kvapalnou fazou. V rovnovihe musia byt chemické potencialy oboch faz rovnaké, (T, po) = pa (T, po)-
V termodynamike sa ukazuje, Ze pri zmene teploty a tlaku sa chemicky potencial meni podla vztahu

dp = —sdT + vdp (7)

kde s = £ je entropia na jednu Casticu. Predstavme si teraz izotermicky proces, pri ktorom studovany
~ J p J Yy b y P Yy
plyn opise krivku L102G na izoterme p = p(v), pozri obrazok 4. Kedze chemické potencialy oboch faz

si rovnaké, musi platit
/ Vdp = 0,
L102G

¢ize, ako vidno z obrazku 5, hodnota rovnovazneho tlaku po(7') bude dand Maxwellovym pravidlom,
podTa ktorého vysrafované oblasti nad a pod ¢iarou p = po(T) maju rovnakt plochu.

v ) X775 5
(e [ - (B SPOLU:
o i o i ’
L1 24 A - = %atﬂaﬁ?
I y @
Fo fi K zJi{i‘ [
L
[ ﬁ’.‘ae"m:
. SN
}"""\'f-hr-ffv 4?__

Obr. 5: VTavo: kladné a zaporné prispevky k integralu leOQG Vdp. Vpravo: to isté ako vlavo, ale po od&itani rusiacich
sa prispevkov.

Co sa deje pri tlaku p = po(T)? Pri tomto tlaku kvapalna a pynna faza koexistujiu. Celkovy objem
systému V preto moze byt kdekolvek medzi Vi a Vg. Ak oznadime podiel kvapalnej zlozky ako z,
potom bude platit
Va—-V
Va-Vr’

Zmena objemu V systému sa teda realizuje zmenou zastipenia kvapalnej a plynnej fazy.

V:xVL—i-(l—a:)Vg; T =

Prehriate kvapaliny a podchladené plyny
Skumajme teraz zavislost chemického potencidlu oboch faz ako funkciu tlaku pri fixovanej teplote.
Vieme, ze pri p = po plati ur(T,po) = puc(T,po). Integrovanim rovnice (7) pri konstantnej teplote
T'ahko nahliadneme, ze pre p > pg je ur(T,p) < pa (T, p), pretoze vy, < vg, a preto je stabilna kvapalna
faza. Podobne pre p < pg je ur(T,p) > na(T,p), teda stabilna je plynna faza.

V&imnime si, Zze tlak pg nie je ni¢im vynimoény ani pre jednu z faz osobitne. Jeho vynimoénost
spociva iba v tom, Ze pri p = pg su chemické potencidly oboch faz rovnaké. Napriklad plynna faza je
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stabilnd vo¢i malym fluktudciam hustoty pre vSetky tlaky p < po. Takato stabilita voc¢i malym fluktu-
aciam sa nazyva lokélnou stabilitou. Oblast 2G izotermy p = p(v) na obrazku 4 v8ak nie je stabilna vod&i
velkym fluktudciam, pretoZe v tejto oblasti je globalne stabilnou zmes kvapaliny a plynu. Hovorime
preto o metastabilite oblasti 2G, ktori nazyvame aj oblastou podchladeného plynu. Podobne kva-
palné faza je lokdlne stabilné pre vsetky tlaky p > p;. Metastabilni oblast L1 na obrazku 4 nazyvame
oblastou prehriatej kvapaliny.

Kedze bod koexistencie faz nie je vynimotnym bodom pre kvapalni ani pre plynna fazu, niet
dovodu ocakavat, ze v bode koexistencie maju jednotlivé fazy singularity. Podobne niet dovodu o¢akavat
rovnost termodynamickych veliéin v bode prechodu, samozrejme okrem p. Napriklad entropie oboch
faz budu v bode koexistencie rézne.

Skumajme teraz proces izotermickej a izobarickej premeny daného mnozstva latky z bodu L do bodu
G. Ked7e chemické potencialy v bodoch L a G st rovnaké, musi platit eq —T'sq+pvg = e, —T'sp,+pvr,
kde e, je vnitorna energia na jednu casticu vo fazach G a L. Tuto rovnicu moZno pisat v tvare

e =er +q—plvg —vr),
kde ¢ = T'(sg —sr). Studujme energeticki bilanciu tohto procesu: po¢iatotna energia je er, systém pri
rozpinani vykond (strati) pracu p(vg —vr,), kone¢né energia je eq. Veli¢inu ¢ musime interpretovat ako
prijaté teplo, potrebné na proces skupenskej premeny a nazyvame ju mernym skupenskym teplom
(na 1 casticu). Ocakavame, ze s > sr a preto ¢ > 0: na premenu kvapaliny na plyn je potrebné dodat
teplo.

Krivka nasytenych par

Pomocou Maxwellovej konstrukcie mozno pre v8etky teploty T' < T, vypocitat tlak po(T), pri ktorom
kvapalina a plyn koexistuja, tzv. tlak nasytenych par. Dvojice (T,po(1")) potom vytvoria ¢iaru v
T, p rovine, tzv. krivku nasytenych par, pozri obrazok 6. Na krivke nasytenych par mozu koexistovat
kvapaliny a plyny v rovnovéhe.

" 4 " KRIT,
1 A
b //’ BoD
Ty
o L
p— ', ;
-
A
P e
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7 e = —% CERES ¥
? 1 e & T™ i
1 1 |2 T’:\ | 1 If) T

Obr. 6: VIavo: chemicky potencial kvapalnej a plynnej fazy pri danej teplote ako funkcia tlaku. Vpravo: krivka koexis-
tencie kvapaliny a plynu v rovine p — T

Teraz odvodime presny vysledok pre krivku nasytenych par. Najprv si v§imnime, Ze z rovnice (7)
pre fazy o = L, G a zo znalosti chemického potencialu mozno odvodit vztahy:!4

Pri posunuti o dT pozdlz krivky nasytenych par sa chemicky potencial fazy o zmeni nasledovne:

I Ol dp dp
dipo, = ——dT + ——dT = | — — | dT
fo = T 5, ar Sa+ Ve | 44
Ale pozdiz ¢iary koexistencie medzi fazami L a G musi platit durz(T,p) = dug(T, p). Preto pre &aru

koexistencie dvoch faz dostavame nasledovnia rovnicu (Clausius-Clapeyron):

dp  sg—sL q

AT~ vg — vy, T(vg —vr)

1Vztah pre vo (T, p) predstavuje stavova rovnicu fazy o



13

Zo znameho merného skupenského tepla ¢(7) a rozdielu hustot mozno urcit rovnicu p = p(T') ciary
koexistencie.

Kriticky bod

Pozdlz krivky nasytenych par koexistuje kvapalna féza s koncentriciou ny = 1/vr, a plynna faza s
koncentraciou ng = 1/vg. Je experimentalnym faktom, Ze pri zvySovani teploty sa rozdiel ny — ng
zmenguje, az napokon tento rozdiel zanikne pri T' = T, kedy koncentréacie oboch faz su ny = ng = ne.
Obréazok 7 ukazuje, ze experimentalne data pre zavislost ny a ng od teploty pre rozne tekutiny lezia
v blizkosti kritického bodu na jednej univerzalnej krivke, pokial teplotu meriame v jednotkach
kritickej teploty 1. a ak hustoty meriame v jednotkéch kritickej hustoty n.. Tento vysledok je zaujimavy
a neoCakavany, pretoze sily posobiace medzi molekulami roznych tekutin mozu byt velmi rozdielne.

i
TUSTOTA PorbL?

KRIVKY NAsSTTENYcH palp

&~
g

>

il 1 h / 'r"pf =
C

Obr. 7: Hustota (merana v jednotkich n.) kvapalnej a plynnej fazy pozdlz &ary koexistencie ako funkcia teploty
(meranej v jednotkach T¢). Data pre rozne tekutiny lezia na jedinej univerzélnej krivke.

Existencia kritického bodu vyplyva aj z van der Waalsovej rovnice, ktord predpoveda zavislost
ng —ng « (T. — T)P, kde exponent 8 ma hodnotu § = 1/2.° Na druhej strane, experimentalne
déta mozno fitovat tym istym vzorcom, avSak s 8 =~ 1/3. Nesulad medzi van der Waalsovou teériou a
experimentom je sposobeny zanedbanim fluktuac¢nych efektov. Moderna tedria fazovych prechodov vie
uspokojivo vysvetlit pozorovani univerzalitu ako aj ¢iselnt hodnotu exponentu 5.

Cvicenia
1. Ukazte, 7e van der Waalsovu stavovi rovnicu moZno odvodit z nasledovnej volnej energie:

. 2
F(T,V,N) = —NT {m(v Nb) +1} _Na

N3 1%
Vypocitajte chemicky potencial van der Waalsovho plynu.

2. Odhadnite merné skupenské teplo vyparovania vody pri 100°C.

3. Najdite priblizny tvar fazového rozhrania tuhé latka - plyn v rovine p-T), t.j. krivku p = p(T') tlaku nasytenych par.
Navod: Chemicky potencial v tuhej latke aproximujte kondtantou us = —|us| a chemicky potencial v plyne aproximujte
vyrazom (2) pre idealny plyn. Pomocou rovnice Clausia-Clapeyrona ukazte, Ze v tomto pribliZeni je skupenské teplo
subliméacie pri nizkych teplotach q &~ |us|.

4. Ukéizte, 7e z van der Waalsovej rovnice vyplyva, Ze rozdiel medzi hustotou kvapaliny a plynu je pozdlz krivky koexis-

tencie kvapalina-plyn v blizkosti kritického bodu popisany vztahom ny — ng « (T — T)l/z.

4 Krystaly s van der Waalsovou a iénovou vazbou

V tejto prednéske najprv zdévodnime, preco inertné plyny pri nizkych teplotach a tlakoch vytvaraja
krystaly s najtesnejsim usporiadanim. UkadzZeme tiez, Ze experimentalne tdaje pre rovhovaznu mriez-
kova konstantu, kohéznu energiu a modul objemovej pruznosti si v dobrej zhode s modelom parovych
interakcii Lennardovho-Jonesovho typu medzi atémami inertnych plynov. V druhej casti prednasky
budeme podobnym spdsobom analyzovat stabilitu iénovych krystalov.

15Pozri cvicenie 4.
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Krystaly inertnych plynov

Budeme studovat velky pocet atémov inertného plynu, povedzme Ar. Budeme predpokladat, ze atomy
interaguji vylucne v paroch, a sice cez Lennardov-Jonesov potencidl. Obmedzime sa na pripad T'= 0
a okrem tepelnych fluktuécii zanedbame aj kvantovomechanické fluktuacie. Naviac budeme predpokla-
dat, ze tlak p = 0. KedZe v takomto pripade sa Gibbsova volné energia redukuje na energiu, nagim
cielom bude najst konfiguraciu atémov s minimalnou energiou E. Budeme pritom predpokladat, 7e
optimalnou konfiguraciou je krystal, t.j. periodické usporiadanie atémov.'®

Lennardov-Jonesov potencial sa s rasticou vzdialenostou medzi atémami rychlo blizi k nule. Preto
sa zda byt rozumné v prvom pribliZzeni minimalizovat interakénu energiu blizkych atémov. T4 je mini-
maélna, ak maju blizke atomy vzdialenost zhruba o. Ak si atémy predstavime ako gule s polomerom o /2,
potom optimélnej konfiguracii zodpovedaja dotykajice sa gule. Ked7ze vietky vzdialenosti medzi gu-
Tami s aspof o, ¢m budd gule tesnejsie usporiadané, tym bude ich energia nizgia. Teda minimalizécia
energie suvisi s ilohou o najtesnejiom usporiadani gal.'?

Hladajme optimélnu konfiguraciu mechanickou analégiou: sypme gule do gkatule. Skatul'a nech
je dostatocne velka, aby sme mohli zanedbat vplyv jej okrajov na optimélne usporiadanie gal. Gule
najprv zaplnia najnizsiu vrstvu a vytvoria trojuholnikové dlazdenie dna Skatule. Tito vrstvu oznacme
A. Pri sypani dalsich gal zaénu gule zapliat novi vrstvu v jamkach vytvorenych spodnou vrstvou. V
optimalnom pripade je nova vrstva opét trojuholnikova. Existuju dve moznosti na vyber takejto vrstvy
- B alebo C, pozri obrazok 8.

Obr. 8: VIavo: &ary reprezentuji trojuholnikovi vrstvu A, plusy trojuholnikovi vrstvu B a kolieska trojuholnikova
vrstvu C. Vpravo: modré body zobrazuji fcc mriezku. Cervené Giary ukazuji tesne usporiadani rovinu kolmi na telesovii
uhlopriec¢ku elementarnej kocky.

Povedzme, Ze druh4 vrstva bude typu B. Tretia vrstva ma opat na vyber z dvoch moznosti: moze
byt typu A alebo C (jedinou podmienkou je, Ze musi byt rozna od B). Teda radenie vrstiev moze byt
ABA alebo ABC. Vzdialenosti atémov prvej a tretej vrstvy budu zjavne iné v konfiguraciach ABA a
ABC, preto ich energie budii vo v8eobecnosti iné. Existuju teda dve moznosti:

e Interakcie “obvrstvu” preferuju rovnaké vrstvy. Vysledkom je konfiguracia ABA. Aplikovanim
argumentu o rovnakosti pre 4. vrstvu potom dostaneme ABAB a indukciou ... ABABAB...; takyto
krystal oznacujeme ako hexagonalny tesne usporiadany krys$tal alebo skratene krystéal typu
hep (z anglického hexagonal close packed)

e Interakcie “obvrstvu” preferuju rozne vrstvy. Vysledkom je konfiguracia ABC. Aplikovanim ar-
gumentu o roznosti pre 4. vrstvu potom dostaneme ABCA a indukciou ... ABCABCABC..;
takyto krystal oznacujeme ako ploSne centrovany kubicky krysStal alebo skratene krystél
typu fcc (z anglického face centered cubic). Krystal fec patri medzi kubické krystaly. Vsetky jeho
body mozno dostat z jednoduchej kubickej mriezky pridanim stredov vSetkych elementarnych
stien. (Najlepsie to vidno pri pohl'ade na elementarnu kocku v smere jej telesovej uhlopriecky.)'®

1%Dokaz neexistuje. Obvykle sa iba argumentuje, Ze v krystali sa to isté optimalne lokalne okolie stale opakuje.

1"Neskor uvidime, Ze roznym konfiguraciam s rovnakou hustotou gal zodpovedaju rozne energie. Ulohy teda nie st
totozné, iba pribuzné.

18Kedze interakcie “obvrstvu” moézu byt velmi slabé, pomerne Gasto mozu vznikat aj krystaly s aplne nahodnym
radenim vrstiev.
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Rovnovazne vlastnosti krystalov inertnych plynov

V tomto odstavci pri teplote T' = 0 vypocitame rovnovaznu mriezkovi konStantu, kohéznu energiu a
modul objemovej pruznosti krystalu inertného plynu pre model s parovymi interakciami Lennardovho-
Jonesovho typu medzi atémami inertnych plynov. V tomto modeli je energia krystalu inertného plynu

dané vztahom . N
E= 52(](}%) =5 > U(R)),
i#] R#0
kde v druhej rovnici sme predpokladali, Zze vSetky body mriezky maja rovnaky potencia
zvoleného bodu so vSetkymi ostatnymi bodmi mriezky sme oznacili R.

Nech a oznacuje vzdialenost najblizsich susedov v mriezke. Namiesto sady spojnic R zvoleného
bodu so v8etkymi ostatnymi bodmi mriezky zavedme bezrozmerné vektory x = %. Pre konkrétnost
predpokladajme, 7e parovy potencial U(R) je Lennardovho-Jonesovho typu s parametrami € a o.
Potom energiu krystalu mozno pisat

E]i?) P {Au (%)12 — Ag (2)6] ,

kde bezrozmerné mriezkové sumy A, = Zxﬂ) ﬁ si dané iba geometriou mriezky. Napriklad pre
fcc mriezku, ktorej sa tykaju v8etky numerické odhady v tomto odstavci, mame Ag = 14.45 a Ao =
12.13.2° Rovnovaznu mriezkovt konitantu mozno néjst minimalizaciou energie podla a, %—f = 0. Pre

optimalnu mriezkovi konstantu tak dostavame

2A 1/6
ap = < A;) o~ 1.090.

119 a spojnice

Kohéznu energiu krystalu definujeme ako energiu, ktord treba dodat na rozobranie kry$talu na sadu
nekone¢ne vzdialenych atémov (energia tohto stavu je nulovd). Preto kohézna energia na 1 ¢asticu
je

E(ao) _ Af

N 24y
Nakoniec pristupme k §ttidiu mechanickych vlastnosti krystalov inertnych plynov. Obmedzime sa pri-
tom na modul objemovej pruznosti B, ktory je definovany ako podiel prirastku tlaku Ap a nim vyvolanej
relativnej zmeny objemu %AV:21

e~ —8.6¢.

A 0 0’F 0%e
po S 0 OF_ P
-5 AV % aV ov
kde sme vyuzili vztah p = —g—g pre tlak pri nulovej teplote a v poslednej rovnosti sme presli k
intenzivnym veli¢indm na 1 €asticu e = % av = % V fec mriezke v = %, a preto zavislost energie
krystalu od v mozno pisat v tvare
A12 0.12 0.6
e(v)=¢|——F — 44— -
) [ 2 vt 02
3
Vypoctom druhej derivicie podla v v minime funkcie e(v), t.j. v bode vy = %, potom pre modul

objemovej pruznosti dostavame vysledok

5/2
B= ng%; ~ 75%.

12
Tabul'ka 2 ukazuje, ze ¢im st prvky taZzsie, tym je silad tedrie a experimentu lepsi. Je tomu tak preto,
lebo vplyv kvantovych fluktuacii, ktoré sme do nagich uvah nezahrnuli, je pre tazké prvky maly. Na
druhej strane, v He st kvantové fluktuacie pri T = 0 tak velké, 7e pri atmosférickom tlaku vedu k

roztopeniu krystalu!

19T ahko sa presvedéime, Ze tento predpoklad je splneny napr. pre fcc a hep mriezky.
20Pozri cvitenie 2 v kapitole 5.
21Velké hodnoty B teda zodpovedaji malo stlatitelnému materialu.
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Ne Ar Kr Xe

a/(1.09s) 1.05 1.0 1.00 1.00

le|/(8.6e)  0.74 0.90 0.92 0.99

B/(75¢/0%) 0.61 0.85 1.01 0.95

Tabul'ka 2: Porovnanie experimentalnej mriezkovej konstanty a, kohéznej energie na 1 atém e a modulu objemovej
pruZnosti B s teoretickymi predpovedami. Parametre Lennardovho-Jonesovho potencidlu ¢ a € sme prevzali z tabulky 1.

Modul pruznosti v Smyku

Koneéné hodnota modulu objemovej pruznosti B nie je vysadou tuhych latok, pretoze aj v tekutinach
je B # 0. Ak v8ak materidl uzavrieme do pravouhlej krabice, ktort nésledne deformujeme tzv. §my-
kovou deforméciou s uhlom 6 < 1 v rovine zy tak, aby sa objem krabice nezmenil (pozri obrazok 9),
potom budi existovat podstatné rozdiely v spravani tekutin a tuhych latok: Energia tekutin sa pri
takejto deformacii nezmeni,?? kym energia tuhej latky by mala narast o 0E > 0, pretoZe pri takejto
deformacii atémy nezaujimaji optiméalne polohy. Explicitny vypocet zavislosti 0E = JFE(6) pre nas
model inertného krystalu by bol komplikovany. KedZze vSak podla predpokladu 8 = 0 zodpoveda mi-
nimu energie F = 0, mali by sme o¢akavat, Ze pre malé deformécie 6 E o< 6. Vztah medzi 0F a 6% sa
obvykle parametrizuje v tvare 6 E = 2C446%V, kde Cyy je tzv. $mykovy modul.??

Obr. 9: Smykova deformacia s uhlom 6. VIavo je nedeformovana pravouhla krabica, vpravo je deformovana krabica.

Vsimnime si, Ze koneénad hodnota Smykového modulu vysvetluje tvarovi stélost tuhych latok:
zmena tvaru stoji energiu! KIi¢ovym pozorovanim pritom je, Ze kone¢na hodnota §mykového modulu
savisi s naruSenim transla¢nej invariancie: atémy zmrzli v uréitej optimalnej konfiguracii a kazdd jej
deformécia, bez ohladu na to, ¢ meni objem konfiguracie alebo nie, stoji kone¢nt energiu.?*

I6nové krystaly

Prototypom i6nového krystalu je krystal NaCl, v ktorom atémy Na a Cl vytvaraji dve navzajom
do seba vnorené fcc mriezky, pozri obrazok 10. Kazdy atém jedného druhu ma 6 najblizsich susedov
opacného druhu.

Podstata ionovej vizby je nasledovné: kvoli velkému rozdielu elektronovych afinit sa sodik ionizuje
na kation Na™, kym chlér viaze dodatoény elektréon a vytvara anion Cl—. Nabité i6ny sa nasledne
pritahuji elektrostatickymi silami, ¢o vedie ku kone¢nej kohéznej energii. Elektrostatickd energia sa
optimalizuje pre minimélne vzdialenosti medzi i6nmi. Proces zmr&tovania krystalu sa zastavi, ked sa
iony (ktoré si mozno predstavit ako tuhé gule) zatnu dotykat.

Energeticka bilancia tvorby iénov je predmetom kvantovej chémie a tu uvddzame iba empirické
data:

Na +5.14 eV — Na™ + e; Cl+e— Cl” +3.61 eV,

t.j. na ionizaciu Na treba dodat ¢; = 5.14 eV, kym pri zachyte voIného elektronu atémom Cl sa uvolni

22Presnejsie by sme mali hovorit o hustote energie, t.j. o podieli £/V v limite velkych objemov V. Zmenou krabice sa
totiz zmeni povrchova energia, o ktorej budeme hovorit v kapitole 6. Tento efekt nas vSak teraz nezaujima.

23D4 sa ukézat, Ze okrem ¥mykového modulu Ci4 a modulu objemovej pruznosti B st elastické vlastnosti kubickych
krystalov popisané este jednym nezéavislym modulom.

24Vgimnime si, Ze pre platnost tohto argumentu je striktna periodicita idealneho krystalu nepodstatna. Teda aj skla,
t.j. nekry8talické tuhé latky, budd mat kone¢né $mykové moduly.
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Obr. 10: Krystal NaCl. Centralny atém chléru mé 6 susednych atémov sodika.

£, = 3.61 eV.?5 Teda na prenesenie elektrénu z atému Na na nekone¢ne vzdialeny atém CI treba dodaf
€; — €q = 1.53 eV. Vizba vznika aZ priblizenim iénov na kone¢na vzdialenost.
Predpokladajme teraz, zZe interakéna energia dvoch iénov vo vzdialenosti R je

o\ 12 ez 1
ot =1e(5)*s 5%

R

Prvy ¢len popisuje odpudivé sily na malych vzdialenostiach. Zanedbali sme rozdiely v odpudzovani
Na-Na, CI-Cl a Na-Cl, pretoze zjavne dominuje iba jeden z nich, a sice Na-Cl. Druhy ¢&len popisuje
coulombovskeé sily medzi rovnakymi (+) a réznymi (-) iénmi.

Uvazujme o krystali s N atémami Na a N atémami Cl. Energia krystalu je

2

E e

o 12
sti—sa—kZU(R)zei—5a+4A125(g> — o
R0

dmepa’

kde a je vzdialenost najbliz§ich susedov Na-Cl. V prvej rovnici sme uvazili fakt, Ze interakéné energia
2N atomov je N x potencial jedného ionu Nat. V druhej rovnici sme oznadili najkratsiu vzdialenost
Na-Cl ako a a zaviedli sme

1 +1
Az = Z 12 Q= Z ’
x| x|
x7#0 x#0

kde x = R/a beZi cez spojnice zvoleného i6nu so vietkymi ostatnymi ionmi (t.j. cez tzv. jednoducha
kubickin mriezku). Pre najblizsich susedov Na-Cl teda plati |x| = 1. Znamienko v sume pre « sa
voli kladné (zaporné) pre spojnice s opacne (rovnako) nabitymi ionmi (vzhladom k zvolenému i6nu).

Konstanta « sa nazyva Madelungova.?6

Podobne ako pre krystaly inertnych plynov moZzno minimalizaciou energie E(a) opat ur¢it rovno-
vaznu vzdialenost ag najblizsich susedov Na-Cl, kohéznu energiu krystalu E(ag) a modul objemovej
pruznosti, pozri cvicenie 5.

Cvidenia
1. Kol'ko najblizgich susedov méa atém v mriezkach fcc a hep?
2. V krystali NaCl by mal byt rovnaky pocet atomov Na a Cl. Na obrazku k prednaske je zobrazenych 14 atomov Na

a 13 atémov Cl; cely krystal by sme v8ak mali dostat periodickym opakovanim zobrazeného motivu. Vysvetlite tento
paradox.

2 Podotykame, e schopnost neutralneho atomu chléru viazat elektron nie je celkom trividlna. Kvalitativne to mozno
chapat ako dosledok rozloZenia naboja v atome Cl: kladny naboj je zhruba bodovy, kym kompenzujici zdporny naboj
je rozlozeny v konecnej oblasti. Preto vnitri atomu existuje nenulovy potenciil. Naozajstny vypoclet vSak vyzaduje
poznatky o mnohoelektréonovych systémoch.

26Suma, ktora definuje Madelungovu konstantu, nekonverguje absolitne, t.j. bez uvaZzenia oscilacii znamienka téato
suma diverguje. Takdto suma sa nazyva relativne konvergentnou. Podla Riemannovej vety moZno s¢itance relativne
konvergentnej sumy preskupit tak, Ze daja lubovolny vopred zadany vysledok. Preto je potrebné pocitat ju velmi
pozorne.



18 5 ZAKLADY KRYSTALOGRAFIE

3. Vypocitajte Madelungovu sumu pre jednorozmerni retiazku atémov, v ktorej sa striedaji kladne a zaporne nabité
2 3 4
i6ny, pricom vzdialenost susednych atémov je a. Pomocka: pri vypocte vyuzite vztah In(1+x) = 2 — 5 + & — & +....

4. Vypocitajte rovnovaznu mriezkovi konstantu a kohéznu energiu krystalov inertnych plynov s uvazenim kvantovome-
chanickych nulovych kmitov atémov. Navod:
(a) Predpokladajte fcc Struktiru a nulové kmity modelujte pohybom atému v kockovej krabici s hranou 2(a — o). Ukazte,

ze
E o\12 o\6 a -2
(D) a3 x (2
2eN 2 \a °\a T o

a vypocitajte konstantu k.

(b) Vykreslite funkciu E(a) pre He, Ne, Ar, Kr, Xe. Vysledky pre rovnovaznu mriezkovi konStantu a kohéznu energiu
porovnajte s experimentalnymi idajmi. VSetky &iselné tdaje (okrem hmotnosti atémov) st uvedené v prednaskach 2 a
4.

(c)* Stadiom entalpie H(a,p) = E + pV najdite kriticky tlak p., ktory stabilizuje krystalické hélium. Poznamka: pri
kone¢nom tlaku sa minimum entalpie bude zakazdym realizovat pri kone¢nej mriezkovej konstante. Treba vymysliet kri-
térium, ktoré umozni rozligit krystalicka a plynni fazu.

5." Numericky vypotitajte Madelungovu sumu o pre mriezku typu NaCl. Ukézte, Ze pre energiu iénoveho krystalu plati

E(ao) _ 11 e?
N fiTce 12a471'60a0'

Za ao vezmite experimentalnu hodnotu pre NaCl, ap = 2.82 A, a vypotitajte kondenzacnt energiu NaCl. Vysledok

porovnajte s experimentalnou hodnotou E(ag)/N = —6.37 €V.

5 Zaklady krystalografie

V tejto prednagke ukazeme, ako mozno klasifikovat rozne typy krystalov z hladiska ich priestorove;j
symetrie. Prekvapivym hlavnym vysledkom tejto klasifikicie je, Ze existuje iba koneény pocet réznych
symetrif krystalov.

Operacie symetrie
Pod operaciou priestorovej symetrie krystalu budeme rozumiet akékoIvek transformécie bodov pries-
toru, ktoré nemenia rozlozenie atémov v priestore, t.j. ktoré previdzaja kazdy atém v krystali do s nfm
ekvivalentného atému a ktoré zaroven zachovavaja vzdialenosti medzi atémami. Prikladom operécie
symetrie je napriklad otocenie fcc krystalu o 90° okolo niektorej z hran elementarnej kocky, zrkadlenie
voCi niektorej zo stien elementarnej kocky, inverzia so stredom v [ubovolnom mriezkovom bode, alebo
posunutie pozdlz niektorej z hran elementérnej kocky o mriezkovt konstantu.

V mnoZine operacii symetrie krystadlu moézeme definovat nasobenie nasledovnym spdsobom. Nech
a a b st operacie symetrie krystalu. Potom pod sic¢inom a % b budeme chapat operaciu, ktord najprv
na krystal zaposobi pomocou b a na vysledok zap6sobi pomocou a.

Mnozinu G s operaciou nasobenia x nazveme grupou, ak dvojica (G, *) ma nasledovné vlastnosti:
1. uzavretost: pre v8etky a,b € G plati a xb € G

2. asociativnost: (a*xb)xc=ax (bxc)

3. jednotkovy prvok: existuje taky prvok e, ze pre vSetky a € G plati axe =exa=a

4. inverzny prvok: pre kazdy prvok a € G existuje taky prvok a~!, Ze plati a x a~! 1

=a " xa=e

Lahko nahliadneme, Ze mnoZina operdcii symetrie krystalu s operaciou skladania symetrii vytvéra
grupu. Tdto grupu nazyvame priestorovou grupou krystalu.

Vyznamnou podmnoZinou mnoziny priestorovych symetrii je mnozina tzv. bodovych symetrii, t.j.
symetrif ponechavajtcich aspon jeden bod krystalu na mieste. Medzi takéto operacie patria rotécie,
zrkadlenia a priestorova inverzia. Opét Tahko nahliadneme, Ze bodové symetrie s operaciou skladania
vytvaraja tzv. bodovi grupu. Podobne mnozina posunuti vytvara tzv. translaénia grupu.

Priestorovi grupu, ktorej kazdy prvok mozno pisat ako sucin prvku bodovej grupy a posunutia,
nazyvame symorfnou priestorovou grupou. Ak priestorova grupa obsahuje prvky, ktoré nemozno
pisat ako sucin prvku bodovej grupy a posunutia, potom ju nazyvame nesymorfnou priestorovou
grupou. Mohlo by sa zdat, Ze priestorové grupy krystalov musia byt symorfné. Existuji vSak krystaly,
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ktorych operacie symetrie nie st st¢inom prvku bodovej grupy a posunutia. Prikladmi takychto symetrif
st skrutkova os a sklzova rovina, pozri obrazky 11 a 12.

Obr. 11: Jednorozmerny “krystal” stop. Obrazec ma dve symetrie: (1) symetria vo&i posunutiam o a; (2) sklzova rovina
(t.j. zrkadlenie vo¢i m a stfasné posunutie o a/2).

4 ¥ ) + \L’
i = 7 2 N
/,u’ . // . '\x A\ MI/I
— - 1 bl L _vi’ i o :T %{ _ L R
| o - ._‘\\}.,- +
———re, o,

Obr. 12: Vlavo: obrazok ukazuje, ze zrkadlenie moZno chapat ako stéin otolenia o 180° okolo osi kolmej na rovinu
zrkadlenia a nésledni inverziu okolo stredu v priese¢niku roviny zrkadlenia a osi otacania. Vpravo: Priklady netrividlnych
symetrii kry$talu hep (pohlad pozdlz trojnej osi). Plné &ary znazoriiuja rovinu A. Plusy znazoriiuja rovinu B. Operacia
symetrie pozostavajica z otoCenia okolo bodu S 0 60° a posunutia v smere osi z (kolmo na obrazok) o polovicu mriezkove;j
konStanty v smere osi ¢ sa nazyva skrutkova os. Sklzova rovina vznika zloZenim zrkadlenia vzhladom na m a posunutia
v smere osi z o polovicu mriezkovej konStanty v smere osi c.

Bravaisova mriezka
Definicia 1: Bravaisova mriezka je nekonecny diskrétny stubor bodov s tou vlastnostou, ze pri pohlade
z Tubovolného bodu vyzera orientacia a usporiadanie ostatnych bodov rovnako.

Definicia 2: Nech ajp, as, a as s tri nekoplanarne vektory, t.j. a; - ao X ag # 0. Sada bodov R =
niaj + neas + nzas, kde ni,ng, ng si celé Eisla, tvori Bravaisovu mriezku. Vektory a; nazyvame pri-
mitivnymi vektormi mriezky.

Poznamka 1. Definicie 1 a 2 s ekvivalentné. Je totiz o¢ividné, Ze sada bodov slitajuca definiciu 2 splha
aj definiciu 1. Na druhej strane, nech sada bodov splha definiciu 1. Skongtruujeme vektory a;, as, a
ag a ukizeme, 7e sada bodov R = nja; 4+ ngas + ngas je totoznd s pévodnou sadou bodov. To bude
znamenat, ze sada bodov spliia definiciu 2.

Konstrukcia a;: uvazujme o I'ubovolnej priamke p prechadzajicej cez dva body Bravaisove] mriezky.
Za a; vezmeme vektor spajajici najbliz§ie mriezkové body na tejto priamke.

Konstrukcia as: uvazujme o I'ubovolnej rovine r prechadzajucej cez priamku p a bod Bravaisovej
mriezky mimo priamky p. Za as vezmeme vektor spajajuci najbliz§ie mriezkové body, z ktorych jeden
je na priamke p a druhy je mimo priamky p, ale v rovine r.

Konstrukcia az: za ag vezmeme vektor spajajici najblizs§ie mriezkové body, z ktorych jeden je v rovine
r a druhy mimo nej.

Kedze v8etky body Bravaisovej mriezky maja rovnaké okolie, a kedZe vektory ai, as, a ag spajaja
mriezkovy bod s mriezkovymi bodmi, buda vSetky body tvaru R = nja; + nsas + ngas lezat v
povodnej Bravaisovej mriezke. Staci ukazat, ze takto vygenerujeme vSetky body, t.j. Ze mriezka bodov
R = nja; + noas + nsag nie je pririedka. Ale v okoli priamky p a roviny r je nova mriezka akuratne
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husta. Tym je dokaz hotovy.
Poznamka 2. Vyber a; pre danti Bravaisovu mriezku nie je jednoznacny.

Symetria Bravaisovych mriezok (BM)

1. Priestorovd grupa symetrie BM je symorfnd.

Dokaz. Nech U je akdkol'vek operacia symetrie BM. Nech U zobrazi bod r mriezky do bodur’ =r+R
mriezky. Nech Tr je posunutie o R. Zrejme plati Tg *T_r = e kde e je jednotkovy prvok, t.j. posunutie
tam a zasa naspat nie je posunutim. Potom tiez musi platit

U:TR*T_R*U:TR*S,

kde sme zaviedli nova operaciu symetrie S = T_g * U. VSimnime si, Ze operéicia S zobrazuje bod r do
seba samého, a teda je bodovou symetriou. Teda kazdy prvok priestorovej grupy symetrie vieme pisat
ako st¢in posunitia a prvku bodovej grupy. Tym je dékaz hotovy.

2. Bodovd grupa symetrie BM obsahuje inverziu so stredom v lubovolnom bode mriezky. (o¢ividné)

3. Bodovd grupa symetrie BM madZe obsahovat nanajvys 2,5,4 a 6-ndsobné rotdcie.

Doékaz urobime pre dvojrozmernt BM pre os prechadzajucu mriezkovym bodom. Nech a je najkratsi
vektor BM. Nech otocenie o 6 je operaciou symetrie mriezky. Nech b vznikne otoCenim a o 6. Podobne
nech ¢ vznikne otocenim a o —0 (inverzny prvok). Vektor b + ¢ musi patrit do Bravaisovej mriezky.
Na druhej strane, vektor b 4 ¢ je rovnobeZny s a, preto musi byt jeho nasobkom:

2a cos = na.

Kvo6li ohranicenosti kosinusu pripadajii do tvahy len rieSenia pre n = —2,—1,0,1,2. Dovolené uhly
otoCenia potom su 180°,120°,90°,60°,0°. Tym je ddkaz hotovy.

Klasifikacia Bravaisovych mriezok* (Tvrdenia bez dokazu)

1. Ezistuje 7 bodovijch grip pre BM. Zodpovedd im 7 krystdlovijch systémov, pozri tabulku 3.

Bodova, grupa kubického krystalového systému obsahuje 3 navzajom kolmeé 4-né osi, 4 trojné osi pozdlz
telesovych uhlopriecok a 6 dvojnych osi prechddzajucich cez stredy protilahlych hran, spolu 24 &istych
rotacii.?” Okrem nich obsahuje 24 sudinov ¢istej rotacie a inverzie. Teda bodova grupa kubického
krystalového systému obsahuje spolu 48 operacii symetrie, pozri aj cvicenie 2.

Tetragondlny, ortorombicky, monoklinicky a triklinicky systém vznikaji z kubického systému po-
stupnym znizovanim symetrie. Trigonalny systém si tiez moZzno predstavit ako deformovany kubicky
systém. Hexagondlny systém je svojbytny, lebo obsahuje prvok symetrie, ktory absentuje v kubickom
systéme: 6-nasobnil os symetrie.

krystalovy systém Bravaisove mriezky geometria

kubicky sc,bee,fec a=b=c,a=0=v=90°
tetragonalny st,bct a=ba=0=vy=90°
ortorombicky so,Bco,bco,fco a=p=v=90°
monoklinicky sm, Bcm a=pp=90°

triklinicky 1 ziadne symetrie

trigonalny 1 a=b=c,a=p=v#90°
hexagonalny 1 a=b,a=p=90°~v=060°

S 14

Tabul'ka 3: Klasifikicia Bravaisovych mriezok. sc,bec,fec=jednoducha, objemovo centrovana a plosne centrovana ku-
bickd mriezka; st,bct=jednoducha a objemovo centrované tetragonalna mriezka; so,Bco,bco,fco=jednoducha, bazilne
centrované, objemovo centrovana a ploSne centrovana ortorombickd mriezka; sm, Bcm=jednoduché a bazalne centrovana
monoklinickd mriezka

2. Existuje 14 priestorovijch grip pre BM. Zodpovedd im 14 Bravaisoviych mrieZok.
Obrazok 13 demonstruje réznu priestorovii symetriu obdlznikovej a centrovanej obdlznikovej mriezky,

2734 to: identita, 3x3 ototenia okolo 4-nych osi (o 90°, 180°, 270°), 4x2 otoCenia okolo 3-nych osi (o 120°, 240°) a 6
otoceni okolo 2-nych osi.
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napriek zhodnosti ich bodovych symetrii. Ako d'algi priklad uvadzame 3 kubické BM:

1. jednoduché kubicka mriezka: a; = (a,0,0), a2 = (0,a,0), ag = (0,0, a)

2. objemovo centrovand kubickd mriezka: obsahuje okrem bodov jednoduchej kubickej mriezky aj stredy
elementarnych kociek; z definicie 1 vidno, Ze ide o BM; primitivne vektory mozno zvolit takto:

a; = (a/2,a/2,—a/2), az = (a/2,—a/2,a/2), a3 = (—a/2,a/2,a/2)

3. plone centrované kubickd mriezka: obsahuje okrem bodov jednoduchej kubickej mriezky aj stredy
stien elementarnych kociek; primitivne vektory mozno zvolit takto:

a; = (a/2,a/2,0), ag = (a/2,0,a/2), ag = (0,a/2,a/2)

Lahko vidno, ze vSetky kubické BM maju tu istt bodovi grupu.
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Obr. 13: Vlavo: demonstracia roznej priestorovej symetrie obdlznikovej a centrovanej obdlznikovej mriezky, napriek
zhodnosti ich bodovych symetrii. Centrované mriezka je symetrickd pri inverzii vo¢i bodu S (bod A sa zobrazi do bodu
B), kym necentrovana mriezka tito symetriu neméa. Treba si v§imnit, Ze inverzia vo&i bodu S nie je bodovou symetriou.
Vpravo: demontracia roznej symetrie obdlznikovej mriezky s bazou. Mriezka s bazou nie je symetricka pri inverzii vo&i
bodu S, kym Bravaisova mriezka tito symetriu mé.

Primitivna bunka Bravaisovej mriezky
Primitivnu bunku BM definujeme ako “dlazdicu” asociovanu s kazdym bodom mriezky, pricom dlaz-
denie vyplha cely priestor a dlazdice sa neprekryvaju. Ak koncentracia bodov BM je n, potom objem
primitivnej jednotkovej bunky musi byt vy = 1/n. Tvar primitivnej bunky vSak nie je jednoznac¢ne
urcéeny.

Primitivnu bunku so vSetkymi symetriami BM nazyvame Wignerovou-Seitzovou primitivnou
bunkou. Wignerovu-Seitzovu bunku prislusna k bodu X mozZno skonstruovat ako mnoZinu tych bodov
priestoru, ktorych vzdialenost od bodu X je mengia neZ ich vzdialenost od hociktorého iného bodu BM.

Idealne krystaly

Idealne krystaly (t.j. nekone¢né krystaly bez poruch) mozno “skonstruovat” nasledovnym spoésobom:
zoberme tzv. bazu,?® t.j. sadu atémov v presne definovanych plohach, pripravme nekonecne vela jej
replik a periodicky ich rozmiestnime v bodoch nejakej Bravaisovej mriezky. Je jasné, Ze takto dostaneme
krystal. Ukazeme, 7Ze takto mozno skonstruovat kazdy krys$tal. Naozaj, uvazujme krystal obsahujuci
atom typu A. Kedze ide o idedlny krystal, vietky atémy typu A musia mat rovnaké okolie.?? Sada
atomov A preto musi vytvorit Bravaisovu mriezku, lebo sucastou okolia atomu A sa aj vietky ostatné
atomy typu A. Argument mozno pouZit na akykolvek typ atému, preto kazdy typ atému by mal obsadit
nejakt Bravaisovu mriezku. Teraz uz stacdi iba ukézat, ze Bravaisove mriezky pre v8etky typy atéomov
musia byt rovnaké. Ale to je intuitivne zrejmé, lebo keby napr. Bravaisova mriezka pre atomy typu A
bola ina ako pre atémy typu B, potom by okolie kazdého z atomov typu A nemohlo byt rovnaké. Teda
rekapitulujme:

idedlny kryStal=Bravaisova mriezka+béaza ‘

Priklad 1: Krystal NaCl mozno zostrojit z fcc Bravaisovej mriezky s mriezkovou konstantou a
vloZenim dvojatémovej bazy: atéom Na v bode (0,0,0) a atém Cl v bode (a/2,0,0).

28 Niektori autori bazu nazyvajia motiv. V pripade molekularnych krystalov je bazou alebo motivom jedna alebo viac
molekdl.

29Nemusela by to byt pravda napriklad pre atémy kyslika v krystali pozostavajicom z molekil Os. Kysliky v moleku-
larnom krystali pozostavajicom z molekil Oz by sme vS8ak mohli oindexovat. Mali by sme dva typy atémov: atom O, a
atém Ob.
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Priklad 2: Krystal CsCl mozno zostrojit z sc Bravaisovej mriezky s mriezkovou kongtantou a vlo-
zenim dvojatomovej bazy: atom Cs v bode (0,0,0) a atom Cl v bode (a/2,a/2,a/2).

Stoji za povSimnutie, Ze rozklad kryStélu na Bravaisovu mriezku a bazu nie je jednozna¢ny. Naozaj,
napriklad bce krystal si mozno predstavit alebo ako bee Bravaisovu mriezku s jednoatémovou bézou,
alebo ako jednoduchu kubickt Bravaisovu mriezku s dvojatémovou bazou.

Klasifikacia krystalov* (Tvrdenia bez dokazu)

1. Existuje 32 bodovijch grip symetrie pre krystdly

V&imnime si, Zze bodovych griup pre krystaly je viac, nez bodovych grap pre BM (ktorych je 7). Tuto
skutotnost mozno vysvetlit nasledovne. Po vlozeni bazy do kazdého bodu BM mo6zu niektoré z prvkov
symetrie BM vymiznut, ak symetria bazy je dostato¢ne nizka. Preto bodova symetria mriezok s bazou
moze byt niz§ia ako bodova symetria BM (pozri napr. obrazok 13). Medzi bodové grupy symetrie pre

kry&taly teda patria bodové grupy symetrie Bravaisovych mriezok spolu so vietkymi ich podgrupami.3’

2. Existuje 230 priestorovijch grip symetrie pre krystdly (Fedorov, Schonflies 1891-95)

Pocet priestorovych griap symetrie pre krystaly je opédt vacsi, ako pocet priestorovych grip symetrie pre
BM (ktorych je 14). Postupnym znizovanim priestorovej symetrie BM vSak mozno ziskat len mengiu
Cast priestorovych grup symetrie pre krystaly. Vacsina (157) priestorovych grup symetrie pre krystaly
je nesymorfnych. Je zrejmé, ze tieto grupy nemoézu byt podgrupami (symorfnych) priestorovych grup
symetrie pre BM.

Neumannov princip
Nasledovné takmer oc¢ividné tvrdenie sa nazyva Neumannovym principom:

Symetria fyzikalnych vlastnosti krystalu je aspon tak vysoka, ako jeho bodovéi symetria.

Vsimnime si, ze symetria fyzikalnych vlastnosti teda moéze byt vyssia ako symetria krystalu. Explicitny
priklad uvidime pri §tudiu elektrickej vodivosti kubickych krystalov: hoci kubické krystaly sa inva-
riantné iba vod 24 otoceniam, ich elektricka vodivost je izotrépna, t.j. invariantna vo¢i nekone¢nému
poctu otoceni.

Poznamky na zaver

1. Nas vyklad bol zamerany na nemagnetické materialy. Ak pripustime, ze skimané latka je magneticky usporiadana,
pocet roznych (tzv. magnetickych) priestorovych grap narastie na 1651.

2. V naSom vyklade sme predpokladali, Ze v idedlnom krys$tali atémy obsadzujt deterministicky predur¢ené polohy, ktoré
st rozmiestnené periodicky. Opakom krystalu je sklo, t.j. material s viac-menej ndhodne zamrznutymi atémami vo vopred
nepredpovedatelnych polohach. V prirode sa v8ak realizuje aj tretia cesta: polohy atémov st predpovedatelné, ale atomy

neobsadzuji periodickd mriezku. Takyto typ usporiadania sa nazyva kvéazikrystalickym.

Cvidenia
1. Otocenie o 60° okolo skrutkovej osi je operaciou symetrie hcp krystalu. M4 tito symetriu aj mriezka fcc? Moze byt
mriezka fcc symetricka vo&i otofeniam okolo nejakej inej skrutkovej osi? (VyuZite, Ze fcc je Bravaisova mriezka.)

2. Kubické Bravaisove mriezky si zjavne symetrické voci rozli¢nym zrkadleniam. Vysvetlite, pre¢o sme ich explicitne
nespomenuli pri vymenovani 48 prvkov bodovej symetrie.

3. Ukazte, Zze body hcp mriezky netvoria Bravaisovu mriezku. (PouZite definiciu 1.) Najdite primitivne vektory ai, az a
ag a stradnice bazy pre hep krystal guli s polomerom a/2.

4." Vypocitajte sumy A, = Zx?ﬁo |x|™™ pre n = 6 a n = 12 pre fcc, bee a hep mriezku. Pripominame, Ze velkost naj-
mengieho nenulového vektora je |x| = 1. Pre atémy s Lennardovymi-Jonesovymi interakciami rozhodnite, ktora mriezka

by mala byt stabilna.

30Nech H je podmnoZina mnoZiny G tvoriacej s operaciou nasobenia * grupu (G, *). Hovorime, ze (H, %) je podgrupou
grupy (G, ), ak mnoZina H je uzavreta vzhladom na néasobenie.
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6 Povrchové napitie a nukleacia

Povrchova energia

V makroskopickej termodynamike prisudzujeme rozhraniam faz energiu timerni ploche tychto rozhrani.
Plosnu hustotu tejto energie nazyvame povrchové napitie o. Pritomnost takejto energie mozno mik-
roskopicky zdovodnit nasledovne. Skimajme pre jednoduchost kubicky krystal s mriezkovou konstantou
a, v ktorom je kazda dvojica susednych atéomov viazand vizbovou energiou —e. Nech teplota T' = 0.
Rozrezme takyto krystal rovinou kolmou na jednu z kubickych osi a vzniknuté krystaly oddialme od
seba. Povedzme, Ze sme rozrezali N vizieb, teda sme museli dodat energiu Ne. Vytvorili sme pritom
dva nové povrchy, t.j. rozhrania krystal-vakuum, kazdy s plochou S = AMa?. Preto povrchové napitie
takychto povrchov je

€ 1
0=55= gle\a,
kde v druhej rovnici sme povrchovii energiu porovnali s objemovou hustotou vizbovej energie krystalu
e = —2—5. Povrchové napétie zavisi od faz, ktoré tvoria rozhranie, a ako ukaZeme neskér, v pripade

krystalov aj od orientacie rozhrania. Pri kone¢nej teplote budeme povrchové napitie definovat ako
plogni hustotu Helmholtzovej volnej energie.?!

Silové ucinky povrchového napitia
Sktmajme obdlZnikovy ramik s jednym pohyblivym ramenom dlzky w, na ktory je natiahnuty film
kvapaliny s povrchovym napdtim o. Pri povytiahnuti ramena o dx sa povrchova energia filmu zvysi
o dE = 2cwdx (kedze film ma dva povrchy: horny a dolny), preto na jednotku dlzky ramika treba
posobit silou
PV
w  wdx

Teda o mé& vyznam sily posobiacej na jednotku dlzky rozhrania, odtial nazov povrchové napitie. Po-
vrch si teda mozno predstavit ako elastické médium pod napitim o.

Obr. 14: Trajektoria v p-v diagrame pri izotermickom cyklovani tlaku okolo tlaku nasytenych par po skimanej latky.
Srafovana plocha predstavuje hysterézne straty § pdv < 0 pripadajiice na 1 ¢asticu pri jednom cykle.

Hysterézia

Skumajme proces izotermického stla¢ania plynu pri teplote T', pri ktorom prekroc¢ime tlak nasytenych
par po(T). Ak je proces stla¢ania dostato¢ne rychly, kondenzécia plynu nenastane pri tlaku pg, ale pri
vysSom tlaku p4 v metastabilnej oblasti podchladeného plynu, pozri obrazok 14. Hodnota p4 moze
fluktuovat od merania k meraniu, ale vo vSeobecnosti plati, Ze ¢im je stlaCanie rychlejgie, tym je tlak
nizsom nez pg, pricom hodnota pp opit fluktuuje, pozri obrazok 14. V désledku spominanych javov
makroskopicky stav tekutiny nezavisi iba od stavovych parametrov T a p, ale aj od histérie. Taktto
zavislost nazyvame hysteréziou. Kedze pre jeden cyklus je § pdv < 0, hysteréznemu systému treba
dodavat pracu na vykonanie cyklu.??

31Povrchové napétie pritom mo¥no, striktne vzaté, definovat iba pozdlZ krivky nasytengch par. Pre prechod kvapalina
- plyn povrchové napitie o klesa pri zvySovani teploty a v kritickom bode o = 0.
328t0ji za zmienku, e k hysteréznym javom dochadza pri akychkolvek fazovych prechodoch prvého druhu, teda napr.
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Obr. 15: K teérii nukleacie. Bodka na obrazku vlavo zobrazuje stavové parametre (teplota, tlak) skiimaného podc-
hladeného plynu. Vpravo je zobrazena zavislost prirastku Gibbsovej energie plynu s kvapkou AG od polomeru kvapky
R.

Nukleacia

Teraz budeme Studovat mechanizmus transformacie podchladeného plynu na kvapalinu. Skiimajme
teda plyn pri teplote T a tlaku p blizkom, ale vi¢Som nez tlak nasytenych par po(7'), pozri obra-
zok 15. Oznag¢me odchylku od tlaku nasytenych par Ap = p — pg > 0. Za tychto podmienok je rozdiel
chemickych potencidlov plynnej a kvapalnej fazy dany vztahom

Ap = pe(T,p) — pr(T,p) = pa(T,po) — pr(T,po) + (va — vr)Ap = (vg — vi)Ap > 0,

&ize plynna faza je globalne nestabilnd vo&i kvapalnej faze. Zaujimajme sa o osud malej gulocky
kvapaliny s polomerom R. Prirastok Gibbsovej energie systému plyn+kvapka oproti homogénnemu
plynu je?3

4j M R3

AG(R) = —NpAp+ 4nR%c = — + 410 R?,

3 V1,

kde prvy ¢len meria zmenu Gibbsovej energie pre Ny = %ﬂ'RS Jvp, Castic, ktoré zmenili skupenstvo,
a druhy ¢len je povrchova energia kvapky. Tvar funkcie AG(R) je zobrazeny na obrazku 15 a jej
maximum sa nachadza pri polomere

RC _ QJUL 20 VL,

Ap  Apuvg —vr

Kvapky s polomerom R, st vo vratkej rovnovaznej polohe: mensie kvapky st nestabilné voci vyparo-
vaniu a vac8ie kvapky budu rast nad vSetky medze. Teda aby nastal fazovy prechod, musi tepelnou
fluktuaciou vzniknut kritickd kvapka s polomerom R, a volnou energiou AG. = AG(R,), ¢ize

BC= 3 awE = 3 (Bp

167 o%v} 161 o° v\
vg —vr)

Pravdepodobnost takéhoto procesu je podla Statistickej fyziky umerna faktoru exp (—AG./T). Viim-
nime si, Ze s pribliZovanim pracovného bodu ku krivke nasytenych par, teda pre Ap — 0, rastie rozmer
kritickych kvapiek a zaroven klesa pravdepodobnost generacie takychto kvapiek. V§imnime si tiez ulohu
povrchového napétia pri nukleécii novej fazy: kone¢na hodnota o spdsobuje konecnd hodnotu AG,, a
teda aj stabilitu podchladenej kvapaliny.

V realnych plynoch uzavretych v nadobach obvykle dochadza ku tvorbe kvapiek na stenach nadob
alebo na necistotach, pretoze tam je obvykle povrchova energia kvapiek nizia.

Smerova zavislost povrchového napitia
Oznac¢me normalu k povrchu krystalu n a skiimajme zavislost povrchového napétia o od n, t.j. vySet-
rujme funkciu o(n). O¢akavame, Ze pre povrchy s normalami vo vyznaénych smeroch nadobtda funkcia

aj pri prechodoch kvapalina-krystal alebo krystal-plyn. Fazové prechody medzi réznymi kryStalickymi fazami s tieZ
obvykle prvého druhu. V pripade, Ze medzi priestorovymi grupami krystalickych faz je vztah grupa-podgrupa, moze ist
o fazovy prechod druhého druhu.

33V skutocnosti je tlak vnitri kvapky, ktora je v mechanickej rovnovahe s okolitym plynom, vA¢ii nez tlak plynu.
Rozdiel tlakov nazyvame Laplaceov tlak, pozri cvi¢enie 1. V nasich tvahéach tento rozdiel zanedbavame. Ked v teorii
nukleacie zohladnime Laplaceov tlak, dostaneme iba malé korekcie, pozri cviGenie 4.
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Obr. 16: Horny rad. VIavo: ¢iarkovana &iara znézorfiuje atomarnu rovinu v krystali; plna ¢iara zobrazuje makrokopické
natocenie povrchu kry$talu. Vpravo: mikroskopicky pohlad na ten isty povrch. Dolny rad. Typicka zavislost povrchového
napitia o(n) od orientacie normaly n. Zobrazené si iba niektoré vyzna¢né smery v kubickom krystali.

o(n) lokalne minimé. UkaZzeme, 7Ze kvoli diskrétnosti atomarnej struktury krystalu bude funkcia o(n)
v blizkosti takychto lokélnych minim neanalyticka.?*

Naozaj, nech § < 1 je uhlova odchylka normaly n od vyznatného smeru v kryStali. Takato odchylka
sa, musi realizovat ako sada rovnobeznych schodikov s atoméarnym rozmerom a, pri¢om vzdialenost
medzi schodikmi je L, pozri obrazok 16. Zjavne musi byt § = a/L. Plogna hustota energie takéhoto
povrchu bude su¢tom plosnej hustoty energie povrchu s normalou vo vyznatnom smere o(0) a energii
schodikov. Nech energia jednotkovej dizky schodika je F. Plogné hustota energie povrchu v smere 6
potom bude

F F
0) = — = 0| —.
o(6) = 0(0) + 7 = o(0) + 6]
Pre kubicky krystal preto moze funkcia o(n) vyzerat ako na obrazku 16.

Rovnovazny tvar krystalov
Skimajme fixované mnozstvo latky v krabici s objemom V a predpokladajme, Ze v krabici sa nachadza krystal v rovnovahe
s vlastnymi parami, pozri obrazok 17.35 Nech objemy tuhej a plynnej fazy sa Vs a Vg, pricom V = Vs + Vg.

I

Obr. 17: Vlavo: skiimana krabica s krystalom v rovnovahe s vlastnymi parami. Vpravo: definicia ploch S, a k nim
prislusnych vySok h,,.

Ocakavame, Ze rovnovazny krystal pozostava z kone¢ného poctu stien orientovanych vo vyznacnych smeroch s plo-
chami S,, a nizkymi povrchovymi energiami ¢,, napr. v modelovom priklade na obrazku 16 v smeroch (100), (110)
a (111). Pre fixované V a T bude v rovnovaznom systéme minimalizovanad Helmholtzova volnéa energia F. Pri malom
naraste objemu krystalu dVs = —dV¢ sa volna energia zmeni nasledovne

dF = —psdVs — pcdVe + Y 0ndSn = (pc — ps)dVs + ) _ 0ndSy,

kde dS,, je prirastok plochy n-tej povrchovej steny pri naraste objemu krystalu. KedZe volna energia je pre rovnovazny
tvar kryStalu minimalna, musi platit dF° = 0. Pri naSich tvahach sa obmedzime na také tvary krystalov, pre ktoré

34Speciélne smery v kubickej mriezke budeme oznacovat nasledovne: (100) je smer od stredu elementarnej kocky do
stredu jej steny, (110) je smer od stredu elementarnej kocky do stredu hrany takejto kocky a (111) je smer od stredu
elementarnej kocky do jej vrcholu.

35Pre jednoduchost uvazujeme o (chemicky) jednozlozkovom systéme.
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je mozné najst taky vnitorny bod S krystalu, Ze spojnice tohto bodu so vietkymi vrcholmi krygtalu leZia celé vnitri
kryStalu. Objem kryStalu potom bude siftom objemov ihlanov, ktorych podstavami s jednotlivé steny kryStalu a
vrcholom vgetkych ihlanov je bod S. Ak vygky tychto ihlanov ozna¢ime h,, bude platit Vg = % > hnSn, a preto

1
dVs = 2 > (Sndhn + hndSy).

n

Na druhej strane, prirastok objemu dVs moZno o¢ividne pisat aj v tvare dVs = Y Sndhy. Porovnanim najdenych dvoch
vyrazov pre dVs dostavame dVs = % >, hndSn, preto podmienku dF = 0 moéZeme pisat v tvare

1
dF =Y [5(]7(; —ps)hn + an} dS, = 0.

KedZe tato podmienka ma byt splnena pre Tubovolni sadu dSn, musi platit (pe — ps)hn + on = 0, €0 moZno pisat v

tvare3®

o 20n
pPs pG—h~

n

Teda pre znamu sadu povrchovych napiti vo vyznacnych smeroch o, vieme uréit sadu h,, a tym padom aj rovnovazny
tvar kryStalu.

Teplotnd zdvislost rovnovdzneho tvaru. Pri nizkych teplotach je teda rovnovaznym tvarom krystalu mnohosten. Na druhej
strane, pri teplotach vysich ako teplota topenia T,, sa kry$tal roztopi a rovnovaznym tvarom kvapaliny je gula. Vznika
preto otézka, ¢i sa rovnovazny tvar kondenzovanej latky pri teplote 7;, meni skokom. Ukazuje sa, Ze tomu tak nie je a Ze
zmena tvaru sa uskutociiuje postupne v intervale medzi teplotami 7). a T,,. Pri teplotach T' < T’ je rovnovaZnym tvarom
kry$talu mnohosten. V intervale teplot T, < T < T, sa kry&tal zafne zaoblovat, najprv v blizkosti vrcholov, neskor
hréan. Este neskor sa za¢nd zaoblovat postupne vSetky sady stien, aZz napokon zanikne aj posledné rovinna cast povrchu.
Teplotu T, nazyvame teplotou zdrsiiovania (anglicky roughening), pretoZe oblé ¢asti povrchu vyzeraji na mikroskopicke;j
Skale drsné oproti atomarne hladkym rovinnym castiam povrchu.

Redlne tvary krystdlov su zriedka zhodné s rovnovaznymi. Dobrym prikladom si snehové vlocky, ktoré zjavne nemaji
minimalnu povrchovi energiu. Dévody pre vznik bizarného tvaru snehovych vlo¢iek si kinetické: krystal preferencéne
rastie v niektorych smeroch. Ak je rychlost rastu dostato¢ne velka, kryStal nema dost ¢asu na najdenie energeticky

optimélneho tvaru.

Mikrostruktiira materialov

Materialy v tuhej faze obvykle vznikaju chladnutim z taveniny. Pri tuhnuti sa opat uplatiuje nukle-
afny mechanizmus. Oproti kondenzacii kvapalin z par vSak existuje jeden podstatny rozdiel: orientacie
krystalickych osi v réznych zarodkoch si nahodné. Preto po ukoncen{ procesu krystalizacie material
obvykle pozostava zo sady monokrystalickych zin s ndhodnymi orientaciami. Takyto materidl nazy-
vame polykrystalickym. Rozmer zfn je dany stupfiom podchladenia taveniny, podobne ako v pripade
nukleacie kvapiek. Pre velké podchladenia (t.j. pri rychlom chladeni) st polykrystalické zrna malé, kym
pre malé podchladenia (t.j. pri pomalom chladeni) vznikajiu velké zrna. Po ukonéeni procesu krySta-
lizdcie sa mikrostrukara materidlu mdZze menit pomalymi procesmi rastu jednych zfn na tkor inych.
Vysledkom takého procesu je zanik malych zin a rast priemerného rozmeru zrna.

Cvicéenia

1. Laplaceov tlak. Ukazte, Ze tlak p; v kvapke gulového tvaru s polomerom R a povrchovovym napitim o je vy ako
tlak okolitého plynu pg, pricom pr, — pg = %". Navod: Skimajte krabicu s objemom V = Vg + Vi a predpokladajte
mechanickd rovnovahu, t.j. zmena Helmholtzovej volnej energie pri zmene objemu kvapky Vi mé byt nulova.

2. Presktimajte smerovi zavislost povrchového napétia dvojrozmerného Stvorcového krystalu s mriezkovou konstantou a
a vidzbovou energiou —e medzi najblizs§imi susedmi. Navod: Vypocitajte povrchovi energiu rozhrania so schodikmi vysky
na a dlzky ma. Takéto rozhranie zviera uhol § so smerom (10), pricom tan§ = o

3. Predpokladajte, ze povrchové napitie skimaného kubického kry$talu nadobtda lokdlne miniméa v smeroch (100), (110)
a (111).

a) Aky bude rovnovazny tvar krystalu, ak o100 < 0110,01117

b) Aky bude rovnovazny tvar krystalu, ak o110 < 0100, 01117

c) Aky bude rovnovazny tvar kry§talu, ak o111 < 0100, 01107

d) Najdite miniméalne hodnoty povrchovych napiti o110 a o111, pre ktoré odpoved v bode (a) este plati. Podobne ana-
lyzujte aj pripad (c).

(
(
(
(

36V gpecialnom pripade, kedy povrchové napitie ¢ nezavisi od orientacie povrchu, na§ postup reprodukuje vysledok
pre Laplaceov tlak, pozri cvi¢enie 1.
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4. Teodria nukleacie s uvaZzenim Laplaceovho tlaku. Najdite kriticky polomer kvapky R., pri ktorom sa realizuje vratka
rovnovaha medzi kvapkou a okolitym plynom. Skumajte Helmholtzovu volni energiu krabice s objemom V = Vg + Vi a
ziadajte jednak mechanickd rovnovahu (t.j. dF = 0 pri zmene objemu dV;, = —dV¢), jednak “chemickd” rovnovéahu (t.j.
dF = 0 pri zmene poctu castic dN;, = —dNg).

7 Difrakéné experimenty 1

Klasické mikroskopické metody zaloZené na pouziti viditelného svetla neumoziuji tudium atoméarne;j
struktury latok, pretoze rozliSovacia schopnost takychto mikroskopov je dané vlnovou dizkou vidi-
telného svetla, a teda je omnoho vidsia ako rozmer atému. Aby sme ziskali potrebni rozliovaciu
schopnost, musime preto pouzit namiesto foténov viditelného svetla iné ¢astice, ktorych vinova dizka
je porovnatelna s rozmermi atomu. Kvoli porovnatelnej velkosti mriezkovej konstanty a vinovej dizky
testovacich Castic v8ak zakonite dochadza k ohybu (difrakcii) vinenia. Obraz latky preto nemozno in-
terpretovat pomocou geometrickej optiky, ale musime zobrat do tvahy vlnovy charakter testovacich
castic. Preto hovorime o difrakénych metédach gtruktirnej analyzy.3”

Castice disperzny zdkon energia pri A = 1A interakcia s: hibka vniku
fotony € = hck 12 keV elektrony 1 mm
neutrény e = (hk)?/(2M) 0.1 eV jadra; spiny elektronov 5 c¢m
elektrony e = (hk)?/(2m) 100 eV elektrostaticky potencial 1 pm

Tabul'ka 4: Prehlad ¢astic, ktorgch difrakciou skiimame Struktiru materialov.

Klasifikacia difrakénych experimentov

Zakladnou poziadavkou pri struktdrnej analyze je, aby analytickd metéda nedestruovala Studovany
material. Ako testovacie Castice v difrakénych experimentoch sa obvykle pouzivaja fotony, neutrony a
elektrony (pozri Tabulku 4), ktorych destrukéné uc¢inky mozno uc¢inne minimalizovat. Fotony sa zis-
kavajt z tzv. anédového Ziarenia alebo zo synchrotrénového Ziarenia.?® Zdrojom neutrénov je typicky
jadrovy reaktor alebo tzv. §tiepny zdroj.?? Posledny stipec tabulky je v zhode s predstavou, Ze najsilnej-
Sie s latkou interaguju elektricky nabité elektrony, ktoré preto prenikaju len cez mald hrabku materialu.

Braggova formulacia
UvaZujme o rozptyle vin na dokonalom krystali. Nech na vzorku dopada monochromaticka rovinné vlna
s vlnovym vektorom k. Skiimajme intenzitu elasticky rozptyleného Ziarenia vo vzdialenom detektore,
ku ktorému sa Ziarenie musi §irit s vlnovym vektorom k’. Z elasticity pritom plynie poZziadavka |k| =
K'| = ZF, kde A je vlnova dizka Ziarenia. UkéZeme, Ze zmena vlnového vektora Ziarenia k’ — k nesie
informéciu o geometrii krystélu.

Krystal si predstavme ako sadu mriezkovych rovin so vzdialenostou d medzi susednymi rovinami.
Nech dopadajtce Ziarenie sa odraza od jednotlivych rovin z danej sady podla zdkona dopadu a odrazu
z optiky. Predpokladame pritom, Ze k difrakcii dojde iba raz, t.j. Ze odrazené Ziarenie sa druhykrat

3TDo tejto schémy vSak nezapadd moderna technika rastrovacej tunelovej mikroskopie (STM) a pribuzné techniky,
pomocou ktorych moZno skimat rozloZenie atomov na povrchu krystalov. Pozri aj cvicenie 15.5.

38V Rontgenovej lampe vysokoenergeticky elektron naraza na anodu a produkuje fotony jednak brzdnym Ziarenim a
jednak tym, Ze excituje atémy anddy, ktoré potom relaxuji do zakladného stavu. V réntgenovskej oblasti pritom lezia
tzv. Ka Ciary, ktoré pochadzaju z prechodov medzi najnizSou a prvou excitovanou energetickou Supkou atémov; napr. Ko
Glara medi m4 energiu 8.98 keV. Pokial rontgenovskii lampu pouZivame ako zdroj monochromatického Ziarenia v blizkosti
Gary Ka, typicky az 99% energie dopadajtcich elektronov sa v koneénom désledku spotrebuje na teplo. Kvéli zniZeniu
zahrievania sa preto pouZiva tzv. rotujiuca andda. Synchrotrony st velké zariadenia, v ktorych sa vysokoenergetické
elektrony pohybuji po uzavretych drahach a v dosledku nenulového zrychlenia sa stavaju zdrojom brzdného Ziarenia.

39V Stiepnom zdroji (spallation source) ostrelujeme vysokoenergetickymi proténmi teréik z tazkého kovu, napr. uranu
alebo tantalu. Neutrony st produkované v zrazkach proténov s jadrami v ter¢iku. Neutrény produkované reaktorom alebo
Stiepnym zdrojom treba spomalit na energiu porovnatelni s tepelnou energiou - hovorime o tzv. termélnych neutrénoch.
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neodraza. Toto je obvykle dobré priblizenie pre rozptyl foténov a neutrénov, nie vSak pre rozptyl
elektrénov, ktoré silne interaguju s mriezkou.

Ak oznac¢ime uhol, ktory zviera dopadajtci la¢ s mriezkovou rovinou ako 6,% potom drahovy rozdiel
lacov, ktoré sa odrazaju od susednych mriezkovych rovin, je 2dsin #. Konstruktivna interferencia preto
nastane, ak je splnend Braggova podmienka

2dsin @ = nA,

kde n je celé &islo. Pre dant orientéciu krystalu a pre dany smer a vinova dlzku dopadajtceho Ziarenia
treba preskimat vetky myslitelné sady mriezkovych rovin (t.j. v8etky myslitelné hodnoty 6) a zistit,
& pre niektort z nich nie je splnend Braggova podmienka. Ked je tato podmienka splnena, dochadza
k difrakcii dopadajtceho Ziarenia o uhol 26.

=DEnd DETEKTOR
—
AN &
¥ = 4o

V+oREA

- HEIE 3 tove
¢~ ROVINY

Obr. 18: VIavo: v typickom rozptylovom experimente pozname vlnovy vektor k dopadajiceho Ziarenia a meriame
intenzitu Ziarenia optigtajticeho vzorku s vlnovy, vektorom k’. Vpravo: obrazok ukazuje drahovy rozdiel pre lide odrazené
od dvoch susednych atomarnych rovin.

von Laueho formulacia

Vlna dopadajica na studovany material sa v iom méze rozptylit na jednotlivych atémoch a difrakciu
mozno chéapat aj ako interferenciu Ziarenia od jednotlivych rozptylovych centier. Uvidime, Ze ide o
vSeobecnejsi pristup nez Braggova formulacia, ktory pre krystaly reprodukuje Braggovu podmienku,
ale umoznuje napr. aj analyzu difrakcie na kvapalinach.

Obr. 19: Fazovy rozdiel pre lace rozptylené na dvoch atémoch v relativnej vzdialenosti R.

Zaoberajme sa otazkou, akd bude amplituda pravdepodobnosti difrakcie viny s vlnovym vektorom
k do vlny s vlnovym vektorom k' pre pripad rozptylu na dvoch rozptylovych centrach v bodoch 0 a
R. Nech amplitida rozptylu na centre v bode 0 je f. Potom amplitiida rozptylu na centre v bode
R bude okrem f obsahovat aj fazové faktory zodpovedajice rozdielnym draham, ktoré musia rovinné
viny absolvovat k bodom 0 a R a sucet oboch amplitad bude f + fe'&~k)R,

10Na rozdiel od optiky, uhol dopadu nemeriame od kolmice.
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Zovseobecnime teraz tento vysledok na pripad rozptylu na mnohych réznych atémoch v polohéach
R,, s individudlnymi rozptylovymi amplitudami (tzv. atomovymi formfaktormi) f,. Dostaneme

> fue ¥R, (8)

1.[’41

V experimentoch sa meria intenzita ziarenia na tienidle, ktora je dané §tvorcom amplitady pravdepo-
dobnosti:

kde sme zaviedli tzv. prenesent hybnos

2
I(q) = | fue'@Rn| . (9)

Vztah (9) pre tzv. $truktarnu funkciu I(q) plati pre difrakciu na akomkol'vek materiali (tuha latka,
kvapalina, sklo,...).*2

Atomarny formfaktor

Teraz preskimame, ako atomarne formfaktory f, zavisia od prenesenej hybnosti q a od typu atémov.
Pri naSej analyze sa obmedzime na rozptyl rontgenovského Ziarenia; v tomto pripade st primarnym
zdrojom rozptylu elektrony. Na atéom typu n sa mdzeme pozriet ako na spojité rozlozenie elektréonového
naboja p,(r). Ak zovieobecnime vyraz (8) na pripad rozptylu na spojitom rozloZeni naboja, dostaneme

o0 1 oo .
fn(q) = fel / dSI‘pn(r)@iq-r = 27Tfel/ d?”T'Qpn(T‘)/ dteiqrt _ 47Tfel/ dT’T‘Q/)n(T‘) sin qr7
0 -1 0 qr

kde fq je amplitida rozptylu pre jediny elektrén.*® V druhej rovnosti sme predpokladali sféricky sy-
metrické rozlozenie ndboja v atéme a presli sme k integracii vo sférickych stradniciach. Namiesto uhla
¥ medzi vektormi r a q sme pritom zaviedli premennt ¢t = cos?). V8imnime si, ze f,(¢ = 0) = Zfq,
kde Z je pocet elektrénov v atéme.** Pre velké prenesené hybnosti, t.j. ak ¢ je aspon 1/rozmer atému,
formfaktor klesa, kedze vtedy funkcia sin ¢r rychlo osciluje na gkale atomu.

Reciproéna mriezka

Vyraz (9) ukazuje, ze difrakciu je prirodzené popisovat v priestore vlnovych vektorov, ktory nazyvame
tzv. reciproénym priestorom. V tomto odstavci preskiitmame recipro¢ny priestor pre Bravaisovu mriezku
bodov R = mnia; + noag + ngag s primitivnymi vektormi aj, as, ag a objemom primitivnej bunky
vo = ay - (a2 X ag). Reciprotnou mriezkou k danej Bravaisovej mriezke nazyvame mnoZinu v8etkych
bodov K v priestore vlnovych vektorov, pre ktoré plati

KR —1 pre vietky R. (10)

Tvrdenie: recipro¢na mriezka je Bravaisovou mriezkou v priestore vinovych vektorov s primitivnymi
vektormi

as X as az X aj
by =2r— 2" = py=2p 7T pi=on
al - (az X a3) ay - (ag X ag)

a; X ag
ai - (ag X ag).

“1Podla de Broglicho m4 ¢astica s vlnovym vektorom k hybnost p = hk. Preto budeme (v stlade s beznou praxou)
vlnovy vektor a hybunost chapat ako synonyma. V kvantovej teorii si difrakciu moézeme predstavit ako zrazku fotonu s
pociato¢nou hybnostou p s materidlom: kone¢n4 hybnost foténu je p’ a rozdiel hybnosti odnesie (masivna) vzorka.

2Kedze typicky difrakény experiment sa realizuje akumuléciou déat za ¢as dlhy v porovnani s typickymi fluktuaénymi
Casmi vo vzorke, vyraz (9) pre Struktirnu funkciu treba ustrednit v ¢ase. Pre idealne krystaly takéto ustrednenie nevedie
k Ziadnym zmenam, v pripade kvapalin je vSak ustrednenie klicoveé.

“3Rontgenovské fotony sa na elektronoch rozptyluju tzv. Thomsonovym rozptylom, ktory mozno klasicky popisat
nasledovne: dopadajtice Ziarenie rozkmita elektrony, ktoré nasledne vyZaruja na tej istej frekvencii. Z klasickej analyzy
rozptylového procesu pre zavislost fe od rozptylového uhla 20 vyplyva |fa|* o< 1 4 cos? 26.

*“Tento vysledok vysvetluje, preco atomy vodika obvykle nie st pri rontgenovskej difrakcii viditeIné. Vimnime si
dalej, Ze pre rontgenovské ziarenie budi iény K a Cl™~ takmer nerozligitelné, pretoze ich elektronové oblaky st takmer
rovnaké, kedze oba st podobné atému Ar. Na rozligenie ionov K+ a C1~ bude preto zrejme vyhodné pouzit napr. rozptyl
neutréonov.
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Dékaz. Priamym vypoc¢tom lahko overime platnost vztahu

’bi -aj = 271’51'3‘,

kde d;; je Kroneckerova delta. Preto pre kazdy celociselny nasobok vektorov by, ba, bs, t.j. pre kazdy
vektor

’K = miby + mabs + m3bs,

kde m1, ma, ms st celé &isla, plati KR = g2ri(minitmanatmans) — 1 Teda vietky celodiselné nasobky

by, bo, bs patria do recipro¢nej mriezky. Na druhej strane, Tahko vidno, Ze ak aspon jedno z &isel
mi,ma, m3 nie je celé, potom mozno vybrat R tak, aby e/®R £ 1. Takto sme ukézali, Ze reciprocna
mriezka obsahuje prave vetky celociselné nasobky b1, b, bs.

Wignerova-Seitzova bunka recipro¢nej mriezky okolo bodu K = 0 sa nazyva 1.Brillouinova zéna.
Explicitné priklady recipro¢nych mriezok, ako aj niektoré vSeobecné tvrdenia o nich, preberieme na
cviCeniach.

Millerove indexy mriezkovych rovin
Teraz ukazeme, Ze medzi vektormi reciproénej mriezky K = hb; 4+ kbo + [bs a mriezkovymi rovinami
vystupujicimi v Braggovej podmienke existuje tizky stvis.

Sktimajme rovinni vinu e®7* ako funkciu stradnice r v redlnom (nie recipro¢nom) priestore. Rov-
nica 8T = 1 definuje v realnom priestore sadu rovin, tzv. vlnoploch, ktoré st kolmé na K a ktorych
vzdialenost je d = 27“ Predpokladajme, Ze h,k,l vo vyraze pre K nemaja netrividlneho spolo¢ného
delitela. Inymi slovami, nech K je najkratsi z vektorov recipro¢nej mriezky v danom smere. Potom
systém rovin e
1. Kazdy mriezkovy bod R patri do jednej z rovin e
2. Vietky roviny e’87* = 1 su obsadené bodmi R rovnako, ¢ize vzdialenost susednych mriezkovych
rovin je d = 2%

Indexy h, k,l sa nazyvaji Millerovymi indexami zodpovedajiiceho systému mriezkovych rovin. Sys-
tém takychto rovin sa oznacuje (h, k,1).*5

= 1 mé& nasledovné vlastnosti:
iKr 1

Dokaz. Kedze vietky mriezkové body R Bravaisovej mriezky splitaju rovnicu e®® = 1, musia sa

vietky z nich nachadzaf v niektorej z rovin T = 1. Ostéva ukéazat, 7e vietky roviny e&T = 1 su
rovnako obsadené. KedZe ide o Bravaisovu mriezku, ak je nejaka rovina obsadené mriezkovymi bodmi,
musi byt obsadena rovnako ako kazd4 iné rovina. Stale v8ak existuje moznost, Ze len kazda n-t4 vyde-
lena rovina je obsadena. Potom vSak podla definicie (10) spolu s vektorom K musi recipro¢na mriezka
obsahovat aj kratsi vektor %, ¢o je v spore s predpokladom, Ze K je najkratsi vektor reciprocnej

mriezky v danom smere. Tym je dokaz ukoncéeny.

Cvicenia .
1. Ukazte, 7e objem primitivnej bunky recipro¢nej mriezky je by - (b2 X bs) = (2m)

vo

2. K recipro¢nej mriezke, kedZe je Bravaisovou mriezkou, moZno definovat jej recipro¢nt mriezku

b2><b3 b3><b1 b1><b2

Ty baxbs) 2T b (baxbs) T by (bsx bs)

Ukazte, 7ze pre i = 1,2, 3 plati ¢, = a;, t.j. Ze recipro¢nd mriezka recipro¢nej mriezky je totozné s pévodnou Bravaisovou
mriezkou.

3. Dokazte nasledovné tvrdenia:
(a) recipro¢né mriezka sc mriezky s a; = (a,0,0), a2 = (0,q,0), ag = (0,0, a) je sc mriezka:

bi=(00)  b=(0,2,0) bo=(0,00),

(b) recipro¢na mriezka bee mriezky s a; = §(1,1,—1), a2 = §(—1,1,1), ag = §(1,—1,1) je fcc mriezka:

a
2

_ 2m 2w

2w
b = —(1,1,0 b = —(0,1,1 bs = —(1,0,1
1 (1,(7’) 2 a(77) 3 a(7’)7

45V kubickych krystaloch (aj centrovanych) sa Millerove indexy volia vzhladom na zodpovedajicu jednoduchi kubickd
mriezku.
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=3 Pt} ) =3 ) = 3LY j i :
(c) recipro¢nd mriezka fcc mriezky s a; = §5(1,1,0), a2 = §(0,1,1), az = 5(1,0, 1) je bcc mriezka

by = 27T(1 1,-1)  bo=2"(—1,1,1) by= 27T(1 ~1,1).
a

4. Vypocitajte atomarny formfaktor f(q) pre atém s modelovou hustotou elektronového naboja p(r) = ﬁeqz/“z

Navod: Pouzite kartézske stiradnice.

5." Vypocitajte diferencialny a¢inny prierez pre rozptyl monochromatickej rovinnej elektromagnetickej vlny na klasickej

bodovej ¢astici s ndbojom —e a hmotnostou m.

8 Difrakéné experimenty 2

V tejto prednaske najprv dokazeme ekvivalenciu Braggovho a von Laueho opisu difrakcie. Vo zvysku
prednagky popiSeme, ako mozno realizovat difrakéné experimenty.

Strukturna funkcia pre krystal

Pre mriezku s b4dzou mozZno polohy atémov vyjadrit v tvare R; = R +rj, kde R je polohovy vektor
v Bravaisovej mriezke a r; je poloha atému (s formfaktorom f;) v baze. Preto moéZzeme Struktirnu
funkciu krystalu zapisat nasledovne:*

2 2 2
Z Z f] q(R+rj)| _ Z fjeiq-rj « Z ez‘q.R ) (11)
J R

Teda intenzita Ziarenia s prenesenou hybnostou q je dané sic¢inom dvoch faktorov: faktora savisiaceho

s tvarom bézy a faktora suvisiaceho s typom Bravaisove] mriezky.

Vypoéet sumy Y g edR

Uvazujme pre jednoduchost o krystéali v tvare rovnobeznostena s N = NiNoN3 elementarnymi bun-

kami.*” Hrany krystalu teda st Ajay, Npas, Nsasz, pricom Np, No, N3 > 1. Predpokladajme najprv,

7e povolené hodnoty vlnového vektora st
m1

=—b
q N, 1+

m2

No

mg
2+ Mg (12)
kde m; st celé &isla. Kedze N1, N2, N3 > 1, povolené hodnoty q st potom takmer spojito rozlozené.

Mame teda, kedze R = nia; + ngas + nsas,

Na—1 N3—1 1— eQﬂ'iml 1— e?ﬂ'img 1— 627rim3
eiq- emlq ag emgq as eing qas _
E : § : z : z : 1— 627rim1//\/1 1— e?ﬂ'img/NQ 1— 627”'7713//\/-37
R n1=0 n3=0

kde sme v druhej rovnici vyu#ili vzorec pre sumu geometrického radu N; ¢lenov. Lahko vidno, Ze ak
m; nie st nasobkami N;, potom suma je rovné nule. Ak vSak m; st nasobkami N;, potom q je totozné
s nejakym vektorom recipro¢nej mriezky a preto vetky ¢leny sumy st rovné 1. Sumarne teda mozno

pisat
D TR =N ok, (13)
R K

kde dqk je Kroneckerova delta.

40Opit sa obmedzujeme na pripad rozptylu rontgenovského Ziarenia. V pripade rozptylu neutrénov existuje doda-
to¢na komplikécia, ktord stuvisi s tym, Ze obvykle nemame do Cinenia s izotopicky Cistymi materidlmi. Kvoli ndhodnému
rozdeleniu izotopov vo vzorke preto formfaktor j-teho atomu bazy zavisi aj od polohy R v Bravaisovej mriezke.

4TPredpokladame totiZ, Ze pre dostatoéne velké krystaly difrakény obrazec zavisi iba od vnitornej geometrie krystalu
a nie od makroskopického tvaru krystalu.
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Zamena sumy cez q za integral
Kedze dovolené body (12) vytvaraju pre makroskopické N7, N3, N3 husti sief, sumu cez dovolené
hodnoty q mézeme chapat ako Riemannovu sumu pre nasledovny integral:

273 273
[ta-Fw X -5 1o

q

(271.)3

V prvej rovnici sme si vSimli, Ze v 1. Brillouinovej zéne, ktorej objem je ~= (pozri cvicenie 7.1),

lezi N dovolenych bodov (12), a preto s kazdym z nich je asociovany elementarny Riemannov objem
3

%. V druhej rovnici sme vyuzili, ze V = Ny je objem celého krystalu. Vysledok (14) budeme ¢asto

pouzivat v dalom vyklade.

Vypocdet sumy » o TR pre spojito rozlozené vektory q
PrepiSme teraz vysledok (13) pre spojito rozlozené vektory q. Je zrejmé, Ze Kroneckerovu deltu musi v tomto pripade
nahradit Diracova delta funkcia. UkéZeme, Ze pre makroskopické krystaly plati

iqR __ (271')3
;e o ;Mq K). (15)
Z porovnania s rovnicou (13) je zrejmé, Ze staci ukazat, Ze multiplikativny faktor pred Diracovou delta funkciou je
zvoleny spravne. Za tym tdcelom pocitajme sumu qus oboch stran rovnice (15), kde S je oblast v hybnostnom priestore
obsahujica prave jeden bod recipro¢nej mriezky a hodnoty q bezia cez dovolené hodnoty (12). Suma lavej strany da, s
vyuzitim (13), vysledok >° s N3 g dqx = N. Na druhej strane, ak pouzijeme vysledok (14) na vypocet sumy > ¢
pravej strany, dostaneme

X Rtla-10 = g [ #allE S s ==

q€S

Teda normalizacia je spravna a dokaz je hotovy.

Ekvivalencia Braggovej a von Laueho formulacie

Zo vztahu pre truktirnu funkciu krystalu (11) a z vysledkov (13,15) pre mriezkové sumy je zrejmé,
ze difrakcia na idedlnom krystali je mozZna, iba ak prenesena hybnost q = k — Kk’ je rovné nejakému
vektoru inverznej mriezky K. Tak dostavame von Laueho podmienku pre difrakciu na krystali:

19

Teraz ukizeme, Ze rovnica (16) je ekvivalentna s Braggovou podmienkou. Najprv si uvedomme, Ze
k| = [K| = 2T a namiesto vektorovej rovnice (16) napiSme iba rovnicu pre komponentu rovnobeznt s
K, tj K= 47” sin #, kde uhol 6 je definovany na obrazku 20. Ak dalej uvazime, ze vektor K definuje
systém k nemu kolmych mriezkovych rovin so vzdialenostami d, pricom K = 27n/d a n je celé ¢islo,

dostaneme napokon Braggovu podmienku 2dsin 6 = n.

Obr. 20: VTavo: geometria rozptylu podla von Laueho: k = k' + K. Trojuholnik je rovnoramenny, pretoze |k| = |k'|.
Vpravo: interpretacia K pomocou sady mriezkovych rovin.

Vyhasinanie reflexii

Vdaka prvému faktoru na pravej strane rovnice (11), ktory siivisi s tvarom bazy krystalu, budt intenzity difrakcii povo-
lenych von Laueho difrakénou podmienkou (16) rozne. Porovnajme napriklad difrakciu na jednoduchej a objemovo cen-
trovanej kubickej mriezke. Obidve mriezky mozeme chépat ako jednoduché kubické mriezky s mriezkovou konstantou a a
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roznymi bazami: bud s trividlnou jednoatémovou béazou, alebo s dvojatémovou bazou r1 = (0,0,0) ar: = (a/2,a/2,a/2).
Vektory recipro¢nej mriezky st potom v oboch pripadoch K = 27”(h, k,1), kde h, k,l st celé ¢isla. Prenesené hybnosti
pre rozptyl na oboch mriezkach prebiehaji cez tie isté hodnoty K. Vaha rozptylu s prenesenou hybnostou K je | f(K)|?
pre mriezku sc, kym pre bcc mriezku je to

2
— [FK) |1 4 s

3 0

Vgimnime si, Ze ak h+ k41 je neparne, potom reflexia s prenesenou hybnostou K = 2Y’T(h7 k,1) vyhasina. Vo veobecnom
pripade pritomnost netrivialnej bazy vedie k modulacii vahy difrakénych maxim. Uplné vymiznutie niektorych maxim v

naSom priklade je désledkom $pecidlnej symetrie bazy.

—F
0 4 0 A
L]
. L]
LS
RBobY KEC|PROTNEYD
HRIE FEYT

Obr. 21: VIavo: Ewaldova gul'a ako geometrické miesto pociatkov A vektorov k’. Vpravo: vo vieobecnosti na Ewaldovej
guli nelezi ziaden bod K # 0 recipro¢nej mriezky.

Experimentalna realizacia rozptylového experimentu

FEwaldova konstrukcia

Do pociatku O recipro¢nej mriezky umiestnime zaciatok vektora k. Zostrojme gulu G so stredom v
koncovom bode vektora k a s polomerom |k| = k. Vektor k/ umiestnime tak, aby jeho koniec bol
totozny s koncovym bodom vektora k, t.j. so stredom gule G. Z elasticity rozptylu |k’| = k vyplyva, Ze
podiatofny bod A vektora k' musi lezat na guli G. Zaroven musi byt bod A kvoli podmienke zachova-
nia hybnosti K = k — k/ bodom recipro¢nej mriezky. Teda, aby sme pozorovali difrakciu, gula G musi
prechédzat aspon jednym netrivialnym bodom K # 0 reciproénej mriezky. Obrazok 21 vsak ukazuje, ze
to vo vieobecnosti nie je mozné. Teda pre vieobecne natoeny krystal pri danej vlnovej dizke Ziarenia
difrakcia vo vSeobecnosti nenastane. Tomuto problému sa da vyhnit nasledovnymi spésobmi.

Obr. 22: Pri von Laueho metéde je Ewaldova gula nahradena sadou gal s polomermi v intervale (kmin, kmax), ktoré
vyplnia Srafované medzigulie.

von Laueho metéda

Namiesto monochromatického Ziarenia sa pouzije ziarenie s vinovymi vektormi v intervale (kmin, Kmax)-
Ewaldovu konstrukciu potom treba urobit pre vietky dopadajtce vinové dlzky. Gula G sa tak nahradi
grafovanym medzigulim na obrazku 22. Pre dostato¢ne Siroky interval (kmin, kmax) potom medzigulie

48

48Smer dopadajiiceho Ziarenia sa predpoklada pre vietky vlnové dizky rovnaky.
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zarutene obsahuje nenulové body recipro¢nej mriezky a nastava Braggov rozptyl. Bohuzial, pokial
nevykoname dodato¢né merania, nevieme, ktora z vlnovych dizok bola rozptylena. Preto metéda nie
je kvantitativna.

,f"— —T | F el ﬁ@f:
L i

."///?T\

- )
\J v it 40 Lugtde

\ \ -"2‘17_1::..4.1_,._( (‘-w.n (f_g,:_}_.‘l‘.;"i:'am.rr‘ﬂ‘;-'y’

A

Ny

-Mark lele  loetar --L,e.f,:-j.!_a.-, ’;J—‘\ A:r..'.{,ir_f;}
4 J

: e f I s
;L-M f,'{ﬁ ik ;‘-,...;?4 (% ( Eva _*',_,,;?-r_é,, \1
—_— it

Obr. 23: Pri metode rotujiceho krystalu rotuje reciproéna mriezka spolu s krystalom (v nafom priklade ide o rotaciu
okolo osi kolmej k obrazku). Trajektorie bodov recipro¢nej mriezky st koncentrické kruznice. V momente, kedy niektory
z bodov recipro¢nej mriezky pretina Ewaldovu gul'u, nastava difrakcia.

Metdoda rotujiceho krystalu

Pouzivame monochromatické Ziarenie, ale krystil nechame rotovat okolo pevnej osi, ktoréd je obvykle
kolméa na smer dopadajiceho Ziarenia. KedZe reciprotna mriezka otoceného krystalu sa pritom tiez
otaca, vSetky netrivialne body K # 0 recipro¢nej mriezky pritom krizia po kruhovych driahach. Nie-
ktoré z tychto drah vSak zaruene pretntu Ewaldovu gulu. V okamihu, kedy sa tak stane, je v8ak
splnend Braggova podmienka a nastiva difrakcia Ziarenia. Na tienidle za krystalom pozorujeme sadu
diskrétnych bodov, ktoré vznikaju dopadom Ziarenia v smeroch k’ od krystalu.

Prdskovd (Debyeova-Scherrerova) metdda

Tato metoda je podobnd metdde rotujtceho kry$talu. Ak rozomelieme kryStal na malé krystaliky s na-
hodnymi orienticiami krystalickych osi alebo ak budeme skiimat difrakciu na polykrystalickej vzorke,
potom difrakény obraz z takejto vzorky bude identicky s difrakénym obrazom od nerozomletého krys-
talu, ktory viak nahodne rotujeme o Tubovolné uhly okolo Tubovolnych osi. Pritom zrejme kazdy
netrividlny bod recipro¢nej mriezky opide gulu. Ewaldova kongtrukcia nam opét zarudi, ze buda exis-
tovat priese¢niky gule G s gufovymi trajektoriami bodov K. Teda budu existovat netrivialne difrakcie
(od vhodne zvolenych zrniek). Naviac, kedZze priese¢nice dvoch guli st kruznice, na tienidle za kry$ta-
lom budeme pozorovat sadu koncentrickych kruznic.

Cvicenia
1. Diamant méa Bravaisovu mriezku typu fcc a dvojatomovi bazu. Zistite, ako si modulované difrakéné maxima diamantu
vo¢i maximam mriezky fcc s jednoatémovou bézou.

2. Skumajte difrakciu na praskovej vzorke NaCl. Najdite 8 najkratsich vektorov recipro¢nej mriezky, pri ktorych docha-
dza k difrakcii.

3. Va3 kamarat meral difrak¢éné uhly troch polykrystalickych vzoriek A,B,C. Pre kazda vzorku zmeral $tyri najmensie
uhly a zapisal ich do tabulky:

Bohuzial, idaje o tom, ktora vzorka je ktora, sa stratili. Vase tilohy:

a) Vieme, Ze vzorky mali tieto krystalické Struktiry: bec, fce a Strukttru diamantu. Pomoézte kamaratovi urcit, aké
symetrie mali vzorky A,B,C.

b) Urlte mriezkové konstanty vzoriek A B,C. Kamarat si spomenul, Ze vlnova dizka ziarenia bola A = 1.5 A.

1 N—1 _igna

4.7 Nakreslite grafy funkcie F(q) = N Dm—p € pre spojito sa meniace vlnové vektory g z intervalu ¢ € (—2%, 27)

a’ a

pre N = 10, 20, 30. Preskiimajte, ako sa meni girka pikov s /. Ako moZno urcit linearny rozmer zrniek z difrakcie pras-
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42.2° 28.8° 42.8°
49.2° 41.0° 73.2°
72.0° 50.8° 89.0°
87.3° 59.6° 115.0°

kovou metodou?

9 Klasicka tedria kmitov mriezky

V tejto a v dvoch nasledujicich prednaskach budeme skiimat malé kmity kryStalov. V ivodnej pred-
naske budeme predpokladat, ze jadra su klasické (nekvantové) objekty a klasifikujeme rozne kmitavé
mody kryStalov. V nasledujicich dvoch prednédskach budeme skimat kvantova teériu kmitov mriezky.

Harmonicki aproximaéacia
Studujme krystal, ktorého bunky Bravaisovej mriezky budeme oznafovat indexom n a typ atému v
bunke budeme oznacovat indexom s. Predpokladajme, Ze minimum energie sa realizuje pre polohy
ionov RY,. Predpokladajme dalej, ze pre kazdu konfiguraciu iénov Rps = R2, + u,, vieme v adia-
batickom priblizeni vypocitat energiu krystalu U({Rys}). Z predpokladu rovnovaznosti konfiguracie
RO, vyplyva, ze Taylorov rozvoj U({R,s}) okolo rovnovaznej polohy neobsahuje linedrne mocniny
vychyliek uys:
0 1 aY a, B
U(Rash) = UWRRD + 5D D = gt + . (17)
ns n's’!

nsa n's'f8

(indexy «, 8 oznatuju kartézske suradnice vektora vychyliek u,s). Priblizenie, v ktorom sa obmedzime
na ¢leny druhého radu v u,s, nazyvame harmonickym pribliZzenim. Ako uvidime, v tomto pribliZeni
mozno kmity krystalu rozlozit na sadu nezavislych harmonickych oscilatorov.

Kmity jednorozmerného krystalu

Namiesto vSeobecnej analyzy kmitov kry$talu sa v nasledujucich odstavcoch obmedzime na §tidium
troch jednoduchych modelov. Za¢neme s najjednoduchsim modelom linearnej retiazky atémov s hmot-
nostou M v rovnovaznych vzdialenostiach a. Obmedzime sa na Studium vychyliek u, orientovanych
pozdiz osi retiazky.

Realistické krystaly maji konetné rozmery a oCakidvame, ze spektrum kmitov mriezky je iné v
blizkosti povrchov a iné v objeme krystalu, t.j. daleko od povrchov. V tejto prednagke nés zaujimaju
objemové vlastnosti, ktoré nezavisia od okrajovych podmienok. Preto budeme studovat kmity N > 1
atomov, pricom budeme predpokladat, ze vychylky atémov spliaja najjednoduchsie, tzv. periodické
okrajové podmienky:

Un+N = Unp.
Naviac budeme predpokladat, ze sily medzi atémami si extrémne kratkodosahoveé:

N

U =53 (i =,
n=1
t.j. potencidlna energia krystalu zavisi iba od vzdialenosti najblizsich susedov. VSimnime si, Ze ¢len n =
N popisuje vdaka periodickym okrajovym podmienkam interakciu medzi atémami N a 1. Tento ¢len
mozno interpretovat ako vysledok zatocenia retiazky atémov do uzavretého prstenca, pozri obrazok 24.
Sila posobiaca na n-ty atom je F,, = —0U/du,,, preto Newtonova pohybova rovnica pre tento atom
ma tvar

My, = K(“n—l—l + Up—1 — 2“11)7
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t.j. zvizuje pohyb n-tého atému s pohybom vsetkych ostatnych atémov. Stoji za zmienku, Ze nebyt
periodickych okrajovych podmienok, pohybové rovnice pre atémy pri krajoch krystalu by mali iny
tvar.

Riesenie pohybovych rovnic budeme hl'adat v tvare u,(t) = ue*"?~*! Periodicka okrajova pod-

mienka je splnend, ak vlnovy vektor k spliia rovnicu e*Ne = 1, ¢ize pre
27
k= —m,
Na

kde m je celé &islo. Lahko sa tiez presved¢ime, ze pri posunuti vlnového vektora k o l'ubovolny nasobok

%’r sa pole vychyliek u, (t) nezmeni. Preto pri analyze nagho N-atomového retazca sa mozeme obmedzit
™ T

na vektory k v intervale s dizkou 27” Obvykle sa voli symetricky interval okolo & =0, t.j. (=%, Z). V

a’a
tomto intervale sa nachadza N dovolenych k-bodov, teda pocet modov je rovnaky ako pocet atémov,

ako aj ma byt.

‘,A , A [ — \L/ o
N -4 2 n_ - g il o —‘# K

Obr. 24: Vlavo: interpretacia periodickych okrajovych podmienok pomocou retiazky zatocenej do kruhu. Vpravo:
disperzny zakon pre kmity jednorozmernej mriezky s jednoatémovou bazou. VInové vektory k prebiehaji cez interval
T T 27

(—=Z,Z) s (malym) krokom =F.

Dosadenim ansatzu pre u,(t) do pohybovych rovnic sa Tahko presvedéime, Ze vietky rovnice st
splnené, ak pre dané k zvolime frekvenciu kmitov

. ka
sin —

w(k) = 5

)

kde 2 = 2\/%. V limite dlhych vin & — 0 sa tento vysledok redukuje na linearny disperzny za-

kon pre zvukové viny w(k) = volk|, kde vy = a\/% je rychlost zvuku. Ak vytvorime vlnovy ba-

lik z vin okolo vlnového vektora k, potom tento balik sa cez kryital bude &frif grupovou rychlostou

v(k) = g—‘g = Uo% cos %“ Vsimnime si, ze rychlost je funkciou vlnového vektora a napr. na hranici

Brillouinovej zony, t.j. pri k = 2, je rychlost vin nulova.

C (diamant) Si Cu Ag Au
vo (m/s) ~18000 ~9000 ~4800 ~3600 ~3200

Tabul'ka 5: Rychlost zvuku v roznych latkach pri T ~ 300 K a p ~ 10° Pa. Uvadzame strednt rychlost pozdlzneho
zvuku, spriemerovani cez smer jeho Sirenia. VSimnime si, Ze rychlost zvuku rastie so silou vazby K a klesa s hmotnostou
atomov M.

Kmity jednorozmerného krystalu s dvojatémovou bazou

Studujme d'alej kmity retiazky atémov typov 1 a 2 s hmotnostami My a Ms. Nech mriezkova kongtanta
je opét a a nech atém jedného typu mé za najbliz§ich susedov atémy opac¢ného typu vo vzdialenostiach
a/2. Vychylky atomov typu 1 a 2 v elementéarnej bunke n oznac¢me ako u,, a v,. Predpokladajme, ze
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Obr. 25: VIavo: disperzné zékony pre dve vetvy kmitov jednorozmernej mriezky s dvojatémovou bazou. Vpravo: vy-
chylky atémov v dlhovlnnej limite & — 0 pre akustickt vetvu (dole) a optickd vetvu (hore).

potencialna energia krystalu opif zavisi iba od vzdialenosti najblizsich susedov:%?
N
K
U= 5 Z [(vn — ) + (g1 — vn)z] .
n=1

Sily pésobiace na atomy typu 1 a 2 v elementéarnej bunke n st —9U/du,, a —OU /dvy,, preto Newtonove
pohybové rovnice pre tieto atémy su

My, = K(vn 4 vp—1 — 2uy,), Mo, = K (up + upt1 — 20p).

ikna—iwt

Riesenie hl'adame opéat v tvare rovinnych vin, w, = ue a v, = ve'fre—iwt Nekone¢ny systém

zviazanych pohybovych rovnic sa tak redukuje na systém dvoch linedrnych rovnic pre dve neznédme
amplitady u, v: '
Miw? — 2K, (1+e * K v _y
(14K, Myw? - 2K v )
Netrividlne riegenie potom existuje, iba ak determinant matice je nulovy, t.j. ak frekvencie w spfﬁajﬁ
rovnicu My Mow?* — 2K (M; + Ma)w? + 2K2(1 — coska) = 0. RieSenia tejto rovnice st
w?(k)
02

- 2 K(Ml + MQ) . 2M7 My
14+ /1 - a(l - coska), kde Q° = ML a= WESYAL
Spektrum kmitov mriezky teda pozostava z dvoch vetiev. Analyzujme najprv dlhovlnnd limitu. Dolné
vetva ma charakter zvukovych vin, w_ (k) = wok, a preto sa nazyva akustickou vetvou. V tomto
mode si vychylky oboch podmriezok vo féze, v = u, preto vzdialenosti atémov st malo modulované a
frekvencia médu je nizka.?® Frekvencia hornej vetvy je wy (k) = Qv/2. V tomto moéde kmitaja atomy v
protifaze, v & —uMj /Ms, preto vzdialenosti atémov st silno modulované a frekvencia modu je vysoka.
Ak naboj na atémoch typu 1 a 2 je opacény, potom takéto kmity mozno vybudit elektromagnetickym
polom a preto sa tento mod nazyva optickym médom.

Na hranici Brillouinovej zény, t.j. pre k = 7/a, st frekvencie oboch médov \/2K/M; a /2K /Ms.
Zakidzany pas energii teda vymizne pre M; = M;.5!

Mechanické vlastnosti dvojrozmerného krystalu

V jednorozmernych krystaloch sa mézu homogénne deformacie realizovat jedinym sposobom: zmenou
dlzky krystalu. Nérast energie deformovaného krystalu preto mozno interpretovat ako dosledok ko-
nec¢nej objemovej stlac¢itelnosti. Prejdime preto k §tadiu viacrozmernych materialov, v ktorych mozno
realizovat homogénne deformécie bez zmeny objemu.

¥ 0Opit predpokladame periodické okrajové pdmienky, t.j. Unin = Un & Unin = Un.
*0Pre k = 0 mozeme amplitidy vychyliek u,v v moédoch + a - ur¢it ako vlastné vektory matic

—2K, 2K u-\ g, 2K M, /My, 2K ur \ g
2K, —2K v )T 2K, 2K M, /M vy )

51Tento vysledok mozno vysvetlit nasledovne. V pripade M; = Ms je na3 problém ekvivalentny s kmitmi jednoduchej

mriezky s mriezkovou konStantou §. Namiesto o dvoch médoch v Brillouinovej zéne (—7, 7) teda moézeme hovorit o
jedinej (akustickej) vetve v Brillouinovej zéne (—2%, 2T)_ V spektre teda neexistuji Ziadne zakézané frekvencie.
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1?+9+%\

R K4 Bt X

MOdEL 2D KRSTALU SHYkova  DEFORMACIA

Obr. 26: VIavo: definicia tuhosti K a Ko. Kry3tal s Ko = 0 by bol nestabilny vo¢i deformécii §tvorcovych elementarnych
buniek na kosostvorcové bunky. Vpravo: pole vychyliek vr pri Smykovej deformécii krystalu.

Pre jednoduchost sa obmedzime na §tadium dvojrozmernych krystalov, ktoré modelujeme ako
§tvorcovi mriezku atémov s mriezkovou konstantou a. Dvojice atémov vo vzdialenosti a nech st po-
spajané pruzinami s tuhostami K a dvojice vo vzdialenosti a/2 pruzinami s tuhostami K. Vychylka
atomu v bode R = (x,y) mriezky nech je (ur,vr). Potom energia deformovanej mriezky bude dana

natiahnutim pruzin:>?
K, 2 21 , K2 2 2
U=+ ER: [(UR-H% —ur)” + (VR4+g — VR) } +5 ER: [(€R+5c+g —er)"+ (dr—2+9 —dr)"|, (18)

kde @ a g st vektory dizky a v smeroch x a 3. Vychylky atomov v smere & + § sme oznadili eg a v
smere & — § zase dr. Pritom samozrejme plati eg = %(UR +vr) adr = %(—uR + UR).

Tvarovd pamdt

Najprv ukdzeme, Ze na§ model vedie k narastu energie krystalu pri homogénnej deformécii bez zmeny
objemu. Naozaj, skimajme homogénnu (tzv. mykovi) deforméaciu popisant polom vychyliek ug = 0,
vr = 0z. Predpokladajme, Ze 6 < 1. Z obrazka vidno, Ze §tudovand deformécia nemeni objem (t.j.
plochu) krystélu, ale tvar kry$talu sa meni. Lahko vidno, Ze pri takejto deformécii je ¢len timerny
K1 nulovy. Kedze er = dr = 0x/+/2, potencialna energia krystalu narastie o U = %KQNaQGQ, kde
N je pocet atomov v krystali. Teda krystal kladie odpor zmendm tvaru; hovorime, Ze m4 nenulovy
$mykovy modul pruZnosti. Inymi slovami, kryStal ma tvarova pamét. V kvapaline atémy nemajua
pevné miesta, preto zmeny tvaru kvapky nemaj na energiu kvapaliny ziaden vplyv.53

Pozdlzny a priecny zvuk

Da sa ukazat (pozri cvi¢enie 2), Ze pohybové rovnice dvojrozmerného kry$talu mozno riesit pomocou ansatzu v tvare
rovinnej viny ur(t) = ue™ Rt yr(t) = ve™ R Pre fixovany vinovy vektor k v krystali existuji dva mody s
frekvenciami w = w4 (k). V dlhovlnnej limite moZeme disperzné vztahy pisat v tvare pre zvukové viny: wi (k) = v (9)k,
kde rychlost zvuku zavisi od smeru $irenia rovinnej vlny k = k(cos ¢, sin ¢):

a2

oM

V1 () {Kl + 2K, + \/K12 cos? 2¢ + 4K2sin? 2¢ | . (19)

V smeroch s vysokou symetriou mozno zvukové viny identifikovat ako pozdizne (t.j. viny polarizované v smere Sirenia
vlny) a prieéne (t.j. vlny polarizované kolmo k smeru $irenia vlny). Smer polarizicie viny je pritom dany smerom kmi-
tania atomov; v naSom priklade smerom vektora (u,v), pozri vztah (20) v cviceni 2. Napriklad v smere ¢ = 0 je rychlost
pozdiznych vin a4/ %, kym rychlost prie¢nych vin je a\/%. V&imnime si, Ze rychlost pozdlznych vin je vicsia. To je
obvykly jav, lebo pri pozdiznych vlnach dochadza ku zmenam objemu: pozdiZna vina predstavuje striedanie zhustenych
a zriedenych oblasti. Rychlost pozdiznych vin je teda dominantne urcovana (obvykle velkym) modulom objemovej pru-

nosti. Naopak, prie¢ne vlny menia iba tvar kry$talu, a preto méZu existovat iba v materidloch s nenulovymi §mykovymi

52Pri kongtrukcii funkcie U sme vyuzili, Ze vzdialenost dvojice atomov s vychylkami u; a uz od rovnovaznych poldh R a
R» s rovnovaznou vzdialenostou RJ; je do prvého radu vo vychylkich dana vztahom Ra; = RS+ (R2—Ry)-(uz—u1)/RY,,
t.j. natiahnutie pruziny R21 — R31 zavisi iba od priemetu vektora uz — u; do smeru Ra — R;.

530krem vplyvu povrchového napitia, o viak nie je objemovy jav.
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modulmi, ktoré si obvykle mengie nez modul objemovej pruznosti. V tekutinach prie¢ny zvuk neexistuje.

Trojrozmerna mriezka s r atémami bazy (bez dokazu)

Teraz budeme prezentovat vysledky pre kmity vieobecného krystalu. Mame na mysli krystal s N Bra-
vaisovymi bunkami, teda s N'r atomami a 3N stupfiami volnosti. V takomto krystali potom bude
N vlnovych vektorov a preto na kazdy vinovy vektor musi pripadat 3r réznych modov.>* Preto bude
existovat 3r vetiev disperzného zakona. Spomedzi tychto vetiev budu 3 vetvy zodpovedat akustic-
kym médom®® (t.j. v dlhovlnnej limite budu totozné so zvukovymi vinami) a zvy$nych 3r — 3 vetiev
budi optické mody, t.j. médy s kone¢nou frekvenciou pre k = 0.

i
}3{@3 oppachel voldr
5 f=
jﬁ%uﬁ‘a&fwhg : f/-ﬁ-dzf%; 'hﬂ‘{} P n_’w.
D fnt ot Fe - 1p
/’M L7 43’9%145; .f
o dossca, e

h’&:}

Obr. 27: Schematicky nacrt disperznych zakonov pre kmity mriezky v krystali s r atémami bazy.

Cvicenia
1. Kmity molekulového krystalu. Najdite spektrum kmitov linearneho retazca atémov s hmotnostami M a mriezkovou
kongtantou a. Nech elementiarna bunka je tvoren& dvomi blizkymi atémami. Potencidlnu energiu modelujte pruzinami s
tuhostami K (vézba medzi atbmami jednej molekuly) a K> (vizba medzi atbmami z roznych molekil). Predpokladajte
Ky > K.

2. Ukazte, ze pohybové rovnice pre atémy dvojrozmerného krystalu s potencialnou energiou (18) maji nasledovny tvar:

oU K>

Miir = T —Ki [2ur — uR+s — UR—3] 5 (4ur — UR4i+§ — UR+3—§ — UR—3+§ — UR—5—g)
R
K>
+5 (VR+d+5 = VR+a—g — VR—o+9 + VR-i7)
.. oUu Ko
Mir = “oen = —K1 [2vR — VR4+§ — VR—g] — o5 (4R — VR+4+§ — VR+2—§ — VR—2+9 — UR—2—9) 5
R

2
+7(UR+5C+@ — UR+43—§ — UR—d+9 + UR—3—9)-

Dalej ukéizte, Ze pomocou ansatzu ur (t) = ue’™ B yg (t) = ve™ B! 53 pohybové rovnice zredukuji na dve rovnice:
2 2 2 2
Wy +wi —w ws u
= 2

( w3 wfj—i—wf—wQ)(v) 0, (20)

kde sme zaviedli oznacenia
2K 2K 2K 2K
wl = Wl(l —coskga), w,= Wl(l —coskya), wi= WQ(I — coskgacoskya), wi= WQ sin kya sin kya.

Pre dany vinovy vektor k teda v krystali existuji dva moédy s frekvenciami, ktoré vynuluji determinant:

2 2 2 2\ 2
wy + w wz — w.
wi =wi+ =2 y:l:\/( = y) + ws.

2 2

V dlhovlnnej limite overte platnost vztahu (19).

3. Kolko vetiev m4 vibra¢né spektrum (a) diamantu, (b) NaCl, (¢) krystalu typu hcp? (Bravaisovu mriezku pre krystaly
zakazdym zvolte tak, aby baza obsahovala najmensi moZny pocet atémov.)

% Ppredpokladame, ze N> 1 a preto nemusime brat do tvahy, Ze medzi 3N r médmi buda aj 3 médy zodpovedajtce
fistym translaciam a 3 mody zodpovedajiice ¢istym rotéaciam krystalu ako celku. Tieto stupne volnosti by sme nemali
klasifikovat ako mody vlnenia.

5V smeroch vysokej symetrie mozno tri akustické médy klasifikovat ako jeden pozdizny a dva prie¢ne.
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4. Sktimajme kmity monoatomarneho krystalu s fcc Struktirou. Nech potencidlna energia deformaécie je

K 2

E = ?Z(TU_R) 5
(i7)

kde (ij) oznacuje najblizsich susedov na mriezke, r;; je ich aktuélna vzdialenost a R je ich rovnovéazna vzdialenost.

a)* Ukazte, 7e frekvencia vlastnych kmitov u; = uexp(ik-R;—iwt) je dana vlastnymi ¢islami problému Dy g (k)ug = w?ua,

kde sme zaviedli tzv. dynamickd maticu

oK 2 — cpcy — CzC2 Sz Sy SxSs
Dgys(k) = 57 Sz Sy 2 — cycs — CyCx SySz ,
SuS2 SySz 2 —c.Cp —Czey

v ktorej co = cos(kqa/2) a sq = sin(kaa/2).
b) Najdite spektrum v smeroch (100), (110) a (111). Médy klasifikujte na pozdlzne a prie¢ne.

5.* Skumajte linearnu retiazku atomov, ktora je zvislo zavesena v gravita¢nom poli. Nech mriezkova konstanta bez gravi-
tacného pola je a a tuhost pruzin je K. Predpokladajte, Zze vychylka hore fixovaného atomu je uop = 0 a najdite vychylky
N pod nim zavesenych atomov. Predpokladajte, Ze retiazka sa roztrhne, ak zmena vzdialenosti susednych atéomov do-
siahne hodnotu ueris ~ a. Odhadnite minimalnu dlzku retiazky, ktord sa roztrhne posobenim vlastnej tiaze.

6.” Skumajte nekonecni linearnu retiazku atémov s hmotnostami M s jednym primesnym atémom v bode n = 0 s
hmotnostou My = (1 4 §)M.

a) Ukazte, ze Newtonove pohybové rovnice mozno riesit pomocou ansatzu u, = e*na—wt | pe=ikna—iwt

pren <0 a

Up = tezknafzwt

pre n > 0, pri¢om disperzny vztah w = w(k) popisuje dokonald retiazku. N4jdite amplitidu r odrazu
na primesi a amplitidu ¢ prechodu cez primes.

b) Ukazte, ze ak Mo < M, potom okrem rozptylovych rieseni popisanych v a) existuje aj lokalizované rieSenie. Najdite
frekvenciu lokalizovaného moédu. Navod: Newtonove pohybové rovnice rieite pomocou ansatzu u, = (—1)"e*"* " pre

n<0au, = (—1)"e """ pre n > 0. V 1.19 popiseme podobné lokalizované stavy v systéme elektréonov.

10 Kvantova teéria kmitov mriezky 1

V tejto prednaske ukdzeme, 7e v kvantovej tedrii harmonického krystalu je spektrum kmitov mriezky
totozné s klasickym vysledkom, ale amplitiida kmitov je kvantovana: energia kmitavého stavu v méde
A s vlnovym vektorom k moze byt iba celociselnym nasobkom fuwyk. Preto kmitavy stav interpretujeme
ako stav obsahujiici dany pocet ¢astic nesicich energiu Aw)y, tzv. fonénov.

Hamiltonovska tedria kmitov jednorozmerného krystalu

Pre jednoduchost budeme opét sktmat najjednoduchsi model, t.j. linedrnu retiazku atémov s hmotnos-
tou M, s mriezkovou konstantou @ a s harmonickym potencidlom s konstantou pruznosti K. Vychylku
atomu n budeme oznacovat u,. Budeme uvazovat krystal s N atémami a opét budeme Ziadat periodickée
okrajové podmienky wu,1n- = uy,. Ak hybnosti atémov oznaéime p,, potom hamiltonian §tudovaného
systému bude

2 K
_ Pn 2
H = 2 S TE) En (Ung1 — up)”.

V kvantovej teorii treba sturadnice u, a hybnosti p, nahradit operatormi, pricom maji byt splnené
nasledovné tzv. kdnonické komuta¢éné podmienky:

’ [umpn’] = 1h0pp/; [Umun’} = [pmpn’] = 0" (21)

Ako vieme z kvantovej mechaniky, tieto podmienky moZno jednoducho splnit, ak za operator suradnice
vezmeme nasobenie ¢islom wu,, a ak zéroven za operator hybnosti vezmeme p,, = —ih%.
n

Vyjadrenie hamiltonianu pomocou stradnic normalnych médov
Pri §tadiu klasickych kmitov sme videli, Ze klasické rieSenia maji povahu rovinnych vin. Preto prejdime
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od amplitfld vychyliek v bodoch mriezky u, k amplittdam rovinnych vin @Qj s vlnovymi vektormi
k = {7,m, kde m je celé dislo:

1 ikna 1 —ikna
n = —_—— 5 = —_—— n-. 22
=N Zk T Ov= Zn © (22)

Prvi rovnicu mozno interpretovat tak, ze vychylky w, vyskladame z rovinnych vin e**"¢ s amplita-

dami Qp. Z formalneho hladiska prva rovnica je priamou a druhé rovnica je spdtnou Fourierovou
transforméciou. V&imnime si, Ze stibor posunuti u,, je totozny pre viny s vlnovymi vektormi k a k+ =F 2”

Preto sa obmedzime na stibor rovinnych vin leziacich v intervale (—=2,7), v ktorom, ako sme v1deh A\
predchédzajtcej prednéaske, sa nachadza prave A vlnovych vektorov k. Konfigurdciu krystalu teda mo-
zeme opisat pomocou sady N vychyliek {u, }, alebo ekvivalentne pomocou sady N zovieobecnenych
suradnic {Q}.

Hybnost n-tého atému mézeme po vyuziti pravidla o derivovani zlozenej funkcie vyjadrit nasle-

dovne: 5 90 5 . 5
— _sh— k _ih ) = = —ikna s
Pn = m(‘)un Zk:aun ( zﬁan> \/Nzk:e ( zhan)

kde v poslednom kroku sme vyuzili vyjadrenie (22) zovSeobecnenych siradnic @ pomocou wu,. Ak
teraz zavedieme zovSeobecnené hybnosti P, = —iha%gk, lahko nahliadneme, Ze hybnosti atémov p,,
sa Fourierovymi transforméciami zovSeobecnenych hybnosti:

1 i 1 "
Pn=—=) e "B,  Pi=—=) "y, (23)
R e

kde sme v druhej rovnici zohl'adnili aj spatné Fourierove transformacie.
Nagim cielom teraz bude vyjadrit hamiltonian kry§talu pomocou zovieobecnenych sturadnic a hyb-
nosti. Za¢nime s potencidlnou energiou mriezky:

K ) i
> Z(un—i-l —up)? =53 (e —1) (e — D)QuQr & S, ek

Pri analyze difrakénych experimentov sme odvodili vztah N >, el = S S, kde K je vektor
recipro¢nej mriezky, t.j. K = 27”” . Preto sumu cez ¥’ moZeme nahradit sumou cez vektory recipro¢nej
mriezky:

gZ(unH — un)2 =K k(1 —coska)QrQ_r+x = K (1 —coska)QrQ_p.

V poslednej rovnici sme vyuzili, Ze nielen vektor k, ale aj vektor —k 4+ K musi patrit do 1. Brillouinovej
zony. Tato podmienku spliia iba vektor K = 0 recipro¢nej mriezky.5
Pre kineticka energiu podobnym postupom dostaneme

zszn_zM%;P’“Pk' Ze_lm 2MZPkPk

Preto celkovy hamiltonian krystalu je
H= o ij PiP_j + = ij G QrQ—r,

kde sme zaviedli klasicki frekvenciu kmitov wy = 24/ % |sin %a ‘ Ak tedria ma byt zmysluplna, potom
H musi byt hermitovsky operator. Skiimajme, ¢i je tomu tak. KedZe operator vychylky atému je
hermitovsky, t.j. kedze ul, = U, 7z rovnice (22) vyplyva QL = @_k. Podobne z rovnice (23) a z

%Vel'mi presne hovoriac, nase odvodenie neplati pre k = —7/a. Vtedy totiz —k = m/a, ¢o je vektor leziaci mimo 1.
Brillouinovej zony. Lahko nahliadneme, 7e v tomto $pecidlnom pripade by sme mali za K zobrat vektor K = —27/a.
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hermitovskosti operatora hybnosti atému pIL = pn vyplyva P,I = P_;,.57 Preto hamiltonian H mozno
pisat v explicitne hermitovskom tvare

1 Muw?
H=Y" [MP,CP,I + =5 EQrQ! | . (24)
k

Vztah (24) ukazuje, ze harmonicky krystal mozno chapat ako sadu linearnych harmonickych ope-
ratorov. Méd —k v8ak nie je nezavisly od médu k, pretoze plati

2
Muwj

Mw?
EQIQu

PP, + 5

Q—kQT_k = i

1
Lp oty -

2M

Hamiltonian v energetickej reprezentacii

Nagim d'alsim cielom bude vyriesit kvantovomechanicki tlohu s hamiltonianom (24). Ked zavedieme
o : _ /M Lo . T I ) .

bezrozmerné stiradnice xj, = /=52 Q), a uvdzime, ze Py = —zh@ = —z\/thka—mk, potom prispevok

modu k k hamiltonianu (24) mozeme zapisat v tvare

1 o huw

sz t k 62
— PP =k - —2 .
D A LAY VA il L s vy

Vyraz v hranatej zatvorke mozno zjednodusit pomocou tej istej procedary, ktora sa pouziva pri kvanto-
vomechanickom rie§eni harmonického oscildtora. Nasim cielom bude zapisat vyraz v hranatej zatvorke,
t.j. nie¢o ako A% — B2, v tvare pripominajicom (A — B)(A+ B). Za operatory A+ B vezmime operatory

1 0 1 0
ap = \ﬁ <:L‘k + a:L'_k) R a_j = \ﬁ <x_k + 8:L‘k> . (25)

58

Kedze QSL = x_y, operdtory hermitovsky zdruzené k operatorom ag a a_j sa

p_ 1 _90 (0
ay, = 7 <:L‘_k 8zk> , al, = 7 <xk o) (26)

Tieto operatory hraji rolu faktora A — B v rozklade vyrazu A% — B2. Naozaj, lahko overime, Ze plati
nasledovnd identita:

82
a};ak + aT_kafk- + 1 = .%'kl',k - W

Hamiltonian (24) preto mozeme prepisat pomocou operatorov ay a aL nasledovne:

H = ; hwy, <a£ak + ;) . (27)

Pomocou defini¢nych vztahov (25,26) pre operatory ax a aL mozno Tahko overit (pozri cvicenie 2), ze
platia nasledovné komutacné vztahy:

[ak, al,] = Sk, [ak, ar’] = [al, al,] = 0. (28)

Pri §tudiu harmonického oscilatora v energetickej reprezentacii sa zavadzaju operdtory a a al s
identickymi komuta¢nymi vztahmi. Operator ¢ ma vyznam anihila¢ného operatora, t.j. operatora,
ktory zo systému vybera energetické kvantum Aw. Na druhej strane, operator af je kreaény operator,

5TVgimnime si, 7e operatory Qi a Py nie st hermitovskeé.
%8Operator A" nazyvame hermitovsky zdruzenym k operatoru A, ak pre vetky stavy o a ¢ plati (¢|Ay) = (ATp|).
Pretoze [dr¢* % = — [dz% o = [dz (—2%)" ¢, 7 tejto definicie vyplyva vztah (%)T =—-4.
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t.j. operator, ktory do systému vklada jedno kvantum. Operator afa je operatorom poctu kvant v
systéme.59

Jedinym rozdielom komuta¢nych vztahov (28) oproti vysledku pre jeden oscilator je, Ze namiesto

dvoch operatorov a a a' mame do ¢nenia s dvojicami operatorov ay, a az pre kazdy mod k. Operétory

ap a aL st teda anihilatnym a kreanym operatorom pre mod s vlnovym vektorom k. Vyraz (27) je

hlavnym vysledkom tejto prednasky:

kmity krystalu mozno reprezentovat ako systém nezavislych harmonickych oscilatorov. ‘

Vlastné stavy hamiltonidnu moZno charakterizovat potom nj excitacii v stave s hybnostou k.
Energia takychto stavov potom je E = ), hwy(ng + 1/2). Tato formulu interpretujeme ako energiu
ny, Castic k-teho typu. Tieto Castice nazyvame fondny. VSimnime si tiez, Ze minimélna energia kmitov
mriezky (ktord sa realizuje ked ny = 0 pre vSetky k) je rozna od nuly. To znamend, Ze oscilatory
vykonavaju tzv. nulové kmity aj pri teplote 7" = 0.5

Operatory vychylky a hybnosti atému n mozno reprezentovat pomocou fonénovych krea¢nych a
anihila¢nych operatorov nasledovne:%!

1 h ,
Uy = NI Z \/ Mo (ak + aT_k)eZk”a, (29)
k

’ hM -
P = \/LN Z \/ ka (—a_r+ aL)e*’k”“. (30)
k

Na zaklade tychto vztahov moZno vietky pozorovatelné veli¢iny vyjadrit pomocou fonénovych kreac-
nych a anihila¢nych operatorov.

Vlastnosti fonénov

1. Ku kazdému vlnovému vektoru k existuje vlastny typ ¢astic (fonénov).

2. Energia fonénu s vlnovym vektorom k je hwy. VIinovy balik z fonénov s vinovymi vektormi blizkymi
ku k sa 8iri rychlostou vy = %c)'

3. “Hybnost” fononu s vlnovym vektorom k je hk. Ale kedZe vinovy vektor mozno definovat iba mo-
dulo vektor inverznej mriezky K, aj “hybnost” fononu je potom definovana iba modulo AK. Aby sme
predigli nedorozumeniam, treba si naviac uvedomit, ze “hybnost” fonénu nemozno interpretovat ako
stcet mechanickych hybnosti jednotlivych atomov. Naozaj, z rovnice (30) vyplyva, Ze operator celkovej
mechanickej hybnosti krystalu je

Prech = an = \/ZN Zk: W(_ak + a”]f{) Ze—ikzna.

PretoZze suma cez n je nenulovd iba pre k = 0, znamend to, ze fonény s k # 0 neprispievaji k celkovej
mechanickej hybnosti krystalu. K celkovej mechanickej hybnosti krystalu prispieva iba mod s k = 0.62
Preco teda hovorime o hybnosti fonénov? Kittel to formuluje nasledovne: Fondn s vlnovym vektorom
k interaguje s casticami ako fotony, neutrény a elektrony, ako keby mal hybnost hk.%® Avsak fonon
nenesie fyzikdlnu hybnost. Preto namiesto o “hybnosti” ¢asto hovorime o kvazihybnosti fonénov.

Fonoény v trojrozmernych krystaloch (bez dokazu)
1. Pre kazda vetvu vibratného spektra A (pripominame, ze v kry$tali s bazou pozostévajticou z r

%9Pozri cvitenie 3.

59Keby sa oscilator nachadzal v absoltitnom minime potencialnej energie, jeho hybnost by musela mat nekoneéne velki
neurditost.

5'Tieto vyjadrenia dostaneme z rovnic (22,23), ak zovieobecnené suradnice a hybnosti vyjadrime pomocou bez-

rozmernej veli¢iny zp: Qr = 1/%@(:@ a P, = ,\/thk%_ Napokon treba pouzit vztahy x; = %(ak + aik) a
% = %(a_k — al), ktoré dostaneme invertovanim vzfahov (25,26).

®2Pre vieobecny trojrozmerny krystal k celkovej mechanickej hybnosti prispievaji iba tri akustické mody s k = 0,
ktoré zodpovedaju posunutiu kry$talu ako celku.
53 Toto tvrdenie dokazeme v magisterskej prednaske II.8.
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atomov existuje 3r vetiev) a ku kazdému vlnovému vektoru k existuje vlastny typ castic (fonénov).
2. Energia fonénu s kvantovymi ¢islami A a k je hwyk. Vibra¢ny hamiltonian krystélu je

1
H = Zﬁw)\k (af\ka)\k + 2) .

Ak

Vlnovy balik z fonénov s vlnovymi vektormi blizkymi ku k sa §iri rychlostou vy = g—‘l‘(’.

3. Kvazihybnost fonénu s kvantovymi ¢islami A a k je k. Kvizihybnost fon6nu je definovand iba mo-
dulo 7K.

Cvicenia
1. Ukazte, #e zovieobecnené stradnice (22) a im zdruzené hybnosti (23) spliaji kanonické komutaéné vztahy analogické
vztahom (21), t.j. [Qk,Pk’] = ihdpir a [Qkka’] = [Pk,Pk/] =0.

2. Overte platnost komutacnych vztahov (28).

3. Ukazte, ze:

(a) vlastné hodnoty operatora Ny = alak sl nezaporné;

(b) ak Ni|c) = nilc), t.j. ak |c) je vlastny stav operatora N s vlastnou hodnotou ng, potom ag|c) je vlastnym stavom
operatora Ny s vlastnou hodnotou ny — 1, kym a£|c) je vlastnym stavom s vlastnou hodnotou ny + 1;

(¢) z (a) a (b) vyplyva, Ze pripustné vlastné hodnoty ny st nezaporné celé &isla.

4. Nulové kmity jednorozmerného krystalu. Vypocitajte strednt hodnotu ((unt1 — un)?) pre jednorozmerny krystal pri
T = 0. Vysledok porovnajte so strednou kvadratickou vychylkou atéomu (u2) a zdévodnite rozdiel. Odhadnite, aké dlhé
retazce si eSte stabilné. Navod: Podla tzv. Lindemannovho kritéria sa tuha latka topi, ak stredna kvadraticka vychylka

je porovnatelna s mriezkovou kongtantou.

11 Kvantova teéria kmitov mriezky 2

Nepruzny rozptyl neutrénov na krystali

Priamodiary dokaz Casticovej povahy fondénov podavaju experimenty, v ktorych sa Studuje nepruzny
rozptyl monochromatickych neutrénov s hybnostou p nalietavajucich na krystal. Je experimentalnym
faktom, ze ak fixujeme smer neutréonov vylietavajucich zo vzorky, potom energia takychto neutrénov
sa moze li8it od energie nalietavajucich neutrénov ¢ = % iba o diskrétne hodnoty energie. V ramci
klasickej tedrie, v ktorej sa amplitada kmitov meni spojito, takyto vysledok nemozno vysvetlit.54

Kvantova interpretacia rozptylovych experimentov je nasledovné. Rozptylovy proces si mozno pred-

/2
stavit ako zrazku neutrénu s fonénom. Nech hybnost a energia neutrénu po zrazke si p’ a e’ = Pz a

nech kvéazihybnost fonénu a jeho energia su fiq a hwy(q). Pri zrazke musia platit zdkony zachovania
energie a hybnosti:

p' = p + (hq + hK), g = e+ hwy(q)

kde sme uvazili, Ze skuto¢na hybnost fonénu je hq + AK, pricom K je vektor inverznej mriezky.53
Zmamienko plus popisuje absorbciu fononu, znamienko minus emisiu. Ak zo zakona zachovania hybnosti
vyjadrime hq + hK a vyuZijeme periodicitu disperzie fononov, wy(q + K) = wy(q), obidva zikony
zachovania mdzeme zapisat jedinou rovnicou

/12 2 I
P P iw(D p).

oM~ 2M h

Pre fixovana poc¢iato¢nt hybnost neutrénov p a fixovant orientdciu krystalu udévaju rieSenia p’ tejto
rovnice mozné hybnosti vylietavajicich neutrénov. Mame teda jednu rovnicu pre 3 nezname zlozky

64V nagej tvahe sme neutréony povazovali za Castice a vyslo nam, 7e aj kmity mriezky musia byt ¢astice. Ak by sme
v8ak brali neutrény za vlny, diskrétne zmeny ich frekvencii by sme mohli dostat z ¢isto vlnovych tvah, pozri Ashcroft &
Mermin, str. 482-485.

55Pozri napr. I1.8.
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vektora p’, preto riefenia sa budu nachadzat (pre rozne fonénové vetvy A) na plochéach v hybnost-
nom priestore. Fixujme teraz smer vylietavajicich neutrénov. V danom smere bude vo vSeobecnosti
existovat iba diskrétny pocet rieseni, t.j. bude moznych iba diskrétne vela dizok vektorov p’ v danom
smere. To znamena, 7e neutron vylietavajici v danom smere moze stratit alebo ziskat len niekol'ko hod-
not energie. Vysledkom merania energetického spektra neutrénov vylietavajicich v danom smere by
teda mala byt sada delta funkcii. Z takého spektralneho merania preto mozno urcit energiu a hybnost
fonénu. Zmenou pociato¢nej energie neutréonov a ich smeru, ako aj zmenou smeru detekcie vylietava-
jucich neutrénov, mozno mapovat celé fonénové spektrum.
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Obr. 28: VIavo je zobrazeny priestor hybnosti p’, ktoré nest neutrény po rozptyle. Vysrafovana je plocha, na ktorej je
splneny zakon zachovania energie (pre rozptyl na fonénovom moéde A). Vo zvolenom smere pozorovania (“k detektoru”)
teda vylietava neutrén s presne definovanou energiou. Vpravo: priklad hustoty fonénovych stavov pre hlinik. Ostré zlomy
st dosledkom van Hoveho singularit.

Hustota fonénovych stavov

Rozne vetvy vibra¢ného spektra krystalov budeme oznacovat indexom A, ktory teda nadobuda hodnoty
1,...,3r. Zavedme najprv funkciu G(w) merajicu pocet fonénovych stavov v jednotkovom objeme,
ktorych frekvencia je mensia nez w:

= 53 bl — )
k X

kde V je objem krystalu a 6(x) je tzv. Heavisideova funkcia: §(z) = 1 pre x > 0 a inac¢ §(z) = 0. Funkcia

N(w) = dG( ) potom meria hustotu poc¢tu stavov na jednotkovy interval frekvencie v jednotkovom
objeme a na,zyvame ju hustotou (fondénovych) stavov. Explicitnym derivovanim Heavisideovej funkcie
dostavame pre hustotu stavov vyraz

3
— %ZZ‘S[“_“AG‘)] = Z/(;lﬂl;ﬁ[w —wx (k)] (31)
k X A

kde d(z) je Diracova funkcia. V druhej rovnosti sme sumu nahradili integalom. Je zrejmé, Ze funkcia
N(w) je nulova pre w < 0 a pre w > Wpax, kde wpax je maximalna frekvencia fononov.

Vypocet hustoty fonénovych stavov

Trojrozmerny integral cez vlnové vektory v defini¢nom vztahu (31) pre N(w) budeme (pre fixovana
vetvu A spektra) pocitat nasledovnym spdsobom. Recipro¢ny priestor si predstavime ako stbor upiek
podobnych cibulovym vrstvam, ktoré si ohranitené plochami wy (k) = v a wy (k) = v+dv. Hrabka dk |
takejto vrstvy v bode k je pritom dana vztahom dv = vy(k)dk, a jej objem v reciprotnom priestore
je dany dvojrozmernym integralom cez povrch Supky

2
74 d2kd/u:dyj4 dk.
wy (K)=v wy () =v UA(K)
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Obr. 29: VTavo je zobrazena dvojica ekvienergetickych ploch wy (k) = v a wy(k) = v + dv pre dve blizke frekvencie v
a v + dv, ktorad v recipro¢nom priestore vymedzi “cibulovt vrstvu”. Integrovanie cez trojrozmerny recipro¢ny priestor si
podla vztahu (32) mozno predstavit ako s€itovanie cez “cibulové vrstvy” ako na obrazku. Vpravo: dokaz nutnej existencie
sedlovych bodov. Ciara, ktora spaja ekvivalentné body qo a qo + K, je geometrickym miestom maxim funkcie wjy (k)
pozdl7 zvislych rezov. Minimum funkcie wy (k) pozdlZ tejto &ary je hladanym sedlovym bodom p.

Trojrozmerny integral cez vlnové vektory napokon dostaneme s¢itanim Supiek, t.j. integrovanim cez

premennu v:
/ 3k = / dv 7{ Pk : (32)
wy () =v VUA(K)

Ak tento vysledok pouzijeme vo vztahu (31) a explicitne preintegrujeme cez premennt v, pre hustotu
stavov napokon dostaneme vyraz

d*k d*k
Nw =2 [#$ o, @@ =28 o G 33)

A U9

V limite nizkych frekvencii k hustote fonénovych stavov prispievaju iba tri akustické vetvy, ktorych
disperzné zakony maji v dlhovlnnej limite tvar wy(k) = vy(n)k, kde n je jednotkovy vektor v smere
k.56 Ak teraz nahradime dvojrozmernt integraciu pozdlz plochy wy (k) = w integréaciou cez priestorovy
uhol, t.j. ak pouzijeme vztah ¢ d’k = § d*>nk?*(n) = § d°n

nizkych frekvencii dostaneme univerzélny vysledok

2 . .
5—, pre fononovia hustotu stavov v limite
UN (n)’

3uw?

Nw) =553

(34)

. . . . - > 2 . . . 2
kde sme zaviedli priemernu rychlost zvuku v% = % Zi:l ﬁ S v@fﬁ, stredovanu cez tri akustické vetvy
A

)

a cez vietky smery v k-priestore.

Van Hoveho singularity
Pri vyssich frekvencidch méa funkcia N(w) obvykle komplikovany priebeh a vykazuje sadu zlomov. Teraz ukaZzeme, Ze
pritomnost tychto zlomov je nevyhnutnym désledkom periodicity spektra wi (k).

Vyraz (33) pre hustotu stavov indikuje, Ze ak pri frekvencii w na niektorej z 3r ploch s konStantnou hodnotou
wx (k) = w existuje bod, v ktorom maji fonény nulovii grupovi rychlost vx(k) = 0, potom pre tito hodnotu w bude
existovat singularita funkcie N(w). D4 sa ukazat, Ze tieto singularity sa prejavia ako zlomy funkcie N(w), tzv. van
Hoveho singularity. Pre kazdd vetvu A zjavne existuji aspoii dva body, v ktorych vy(k) = 0, a sice minimum a
maximum funkcie wy (k). Okrem toho v8ak musia existovat aj sedlové body funkcie wy(k), t.j. také body, v ktorych
mé funkcia wy (k) pozdiz réznych smerov v k-priestore raz minimum a inokedy maximum.

Existencia sedlovych bodov p vyplyva z nasledujicej avahy. étudujme pre jednoduchost vetvu A kmitov dvojrozmer-

ného krystalu. Nech qo je bod, v ktorom funkcia w (k) nadobida globalne maximum. Zakreslime tie body k-priestoru,

56Na rozdiel od izotrépneho kontinua, v krystali rychlost zvuku vo vieobecnosti zavisi od smeru irenia.
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v ktorych funkcia wy (k) na rezoch s fixovanymi k, nadobida maximum. Tieto body vytvoria ¢iaru S prechiddzajicu
bodmi qo a qo + K, kde K je vektor recipro¢nej mriezky. Studujme teraz funkciu wy (k) na takto skonstruovanej iare a
ozna¢me bod, v ktorom sa nachadza jej minimum, ako p. Z konstrukcie je zrejmé, Ze bod p je maximom funkcie wy (k)

v smere k, a minimom pozdi7 ¢iary S, teda je sedlovym bodom.

Prispevok kmitov mriezky k mernému teplu krystalov

Skdmajme merné teplo pri konStantnom objeme cy = % (%)V' Pri teplote T' je rovnovaZna energia
vibra¢ného stavu mriezky dana vztahom E(T) = >, hwxk (n)\k + %), kde ny)k je rovnovazny pocet
fonénov. Ak (od teploty nezavisli) energiu nulovych kmitov mriezky oznacime E(0) = 1>, hwy,

potom pre teplotne zavisla Cast energie kmitov mriezky dostaneme
E T — E 0 1 1 Wmax
EM) - BO) == Z hwaknak = /dw Zé(w — wyk) hwn(w) = / dwN (w)hwn(w),
v Vx Vx 0

kde v poslednej rovnosti sme vyuzili definiciu (31) fonénovej hustoty stavov N(w) a maximdlnu fo-

nénova frekvenciu sme oznacili wpax. Rovnovazny pocet fonénov je dany Boseho-Einsteinovym
. _ 1 67

rozdelenim n(w) = 7.

V limite vysokych teplot T > hwpax moZzeme pouzit aproximaciu n(w) ~ % a pre energiu

dostaneme A
E(T)—-F Wmax T
7( ) (0)—T/ N(w)dw:3 " )

1% 0 %

pretoze celkovy pocet fononovych modov v krystali s N bunkami a r atémami v bunke je [ N (w)dw =
3N7r. Ale kedZe n = % je koncentracia atémov, vo vysokoteplotnej limite sme teda dostali klasicky
tzv. Dulongov-Petitov zakon®

cy = 3n.
V limite nizkych teplét budd k energii prispievat iba malé frekvencie, preto mézeme pouzit

vysledok (34) a dostavame

et —1 1

E(T) — E(0) 3h /°° dww? 374 /OO A
0 0

Y T 2723 /T 1~ 272(hw)3 hiw)3’

@)
—~

kde sme najprv zamenili hornt hranicu integrovania na nekone¢no, kedze prispevok velkych frekvencii
je odrezany Boseho-Einsteinovou funkciou. Okrem toho sme zaviedli bezrozmerna premennti x = fw /T
3
€T

a pouzili sme identitu fooo drz— = 7{—; Prispevok mriezky k mernému teplu pri nizkych teplotach je

_mt (TN 12t (T
V=5 \w) T 5 "\ep)

Tento vysledok odvodil Debye a je v dobrej zhode s experimentom. V literatire sa merné teplo obvykle

teda amerny 7°:

parametrizuje pomocou tzv. Debyeovej teploty 6p = hv (67r2n) Y 3, ktora je pribliznym meradlom
sily vizby, ako ukazuje tabulka 6.

C Si Ge LiF NaCl Cu Ag Au
Op (K) 2230 645 374 732 321 343 225 165

Tabul'ka 6: Debyeove teploty krystalov s kovalentnou viizbou (C, Si, Ge), i6novou viizbou (LiF, NaCl) a kovovou viizbou
(Cu, Ag, Au). V ramci kazdej skupiny Debyeova teplota klesa s hmotnostou atémov.

67Podobne ako pre fotony, aj pre fonoény je chemicky potencial vietkych médov pax = 0, pretoze pocet fonénov nijako
nie je ohranieny. Naozaj: na jednej strane je chemicky potencial definovany vztahom px = OF/Onxk, kde nax je pocet
fonénov v moéde Ak. Na druhej strane, pocet fononov sa sam nastavi tak, aby minimalizoval volni energiu F, ¢iZe plati
OF /Onxk = 0.

68V klasickej teorii pripada na kazdy stupeii volnosti (v konven¢nych jednotkach) kTB. Kazdy atom ma 3 kinetické a 3
potencidlové stupne volnosti. Preto cy = 3nkp.
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Anharmonické javy
V harmonickom priblizeni je tepelna roztaznost krystalov nulova, pretoze v akokolvek excitovanom
harmonickom oscilatore je odchylka strednej polohy atému od minima potencidlu nulova. Nenulova
roztaznost redlnych materidlov suvisi s asymetriou potencidlnych jam, v ktorych sedia atémy: &m
va¢Smi excitovany je stav oscilatora, tym vécsia je odchylka strednej polohy atému od minima poten-
cialu.

HARMONICET  PoTENCIAL ANtARRORICEY PoTENCIANL

A =HIMIHR PeTERCIALY | 7

B = STREDNA foLohd | /

Obr. 30: VIavo: typicka teplotna zavislost prispevku fonénov k mernému teplu ¢y tuhych latok. Obrazok v strede
ukazuje, Ze v harmonickom kry$tali sa rovnovazna vzdialenost susednych atémov pri raste teploty nemeni. Obréazok
vpravo ukazuje, Ze anharmonické ¢leny st povodcom teplotnej roztaZnosti krystalov.

Okrem toho st v harmonickom priblizeni fonény presnymi vlastnymi stavmi s nekonec¢nou dobou
zivota. To by vSak znamenalo nekoneént tepelnii vodivost,5? pretoze fonén nesie energiu a teda pris-
pieva k transportu tepla. D4 sa ukazat, Ze anharmonické efekty umozinuja rozptyl fonénov na fonénoch
a teda spdsobuju koneént dobu Zivota fonénov a koneéna tepelni vodivost aj v idedlnych krystaloch.

Cvidenia
1. Neutron v rozptylovom experimente méZe utrpiet aj viacero nepruZnych zrdzok, kym opusti vzorku. Presvedcte sa, Ze
takéto zrazky sa v spektre neutrénov vylietavajicich v danom smere prejavia ako spojité pozadie.

2. (a) Zdévodnite, pre¢o rychlost zvuku v tuhych latkach je radovo 10° m/s.
(b) Na zéklade (a) odhadnite typickt Debyeovu teplotu v tuhej latke.

3. Predpokladajte, Ze fonénové spektrum nadobida maximum pre vetvu A v bode ko vnitri 1. Brillouinovej zény. Nech v
blizkosti maxima plati wx (k) = wmax fA(kfko)Q, kde A je kongtanta. Najdite tvar hustoty stavov N(w) v blizkosti wmax.

4. Preskimajte neelasticky rozptyl neutréonov na vzorke s jedinou vetvou akustickych fonénov s modelovym izotrépnym

disperznym zakonom w(q) = %” sin %. Navod: Najprv ukaZte, Ze pri rozptyle neutrénu zo stavu p do stavu p’ musi
platit
n’)2 + n2? — 2nn’ cos 6 4M
(n')? —n® = £C'sin V() 5 ; C= hva’

kde n = pa/h, n’ = p’a/h a 0 je uhol medzi p a p’. Fixujte povedzme C = 20 (prec¢o?) a n = 5 a graficky najdite
pripustné hodnoty n’ pre rézne hodnoty 0.

5.1 Numericky vypocitajte hustotu stavov pre model fcc mriezky z kapitoly 9. Navod: Skimajte vzorku tvaru rovno-
beZnostenu s hranami Na;, MNaz a Nas, kde a; st primitivne vektory fcc mriezky. Predpokladajte periodické okrajové
podmienky a definujte pocet stavov s energiou menSou nez w,

Gw) = /\% z; O(w — wqn),

kde q st vlnové vektory typu (12). Hustotu stavov N(w) pocitajte podla N(w) = W $ rozumne zvolenou

hodnotou Aw. Ako zévisia rozumné hodnoty Aw od linedrneho rozmeru krystalu A7

2
6. Skiimajme anharmonicky oscilator s hamiltonidnom H = £ + %KQZQ - %%mg’ a predpokladajme, ze L > [ = ﬁ,
t.j. ze anharmonicita je mala (w = /K /M je frekvencia harmonického oscilatora). Ukéazte, Ze strednd hodnotu vychylky
(z) takéhoto oscildtora mozno odhadnif pomocou vztahu (z) = ;% coth 2. Diskutujte spravanie veli¢iny (z) v limite
nizkych a vysokych teplot. Pomocka: sila posobiaca na oscilator je FF = —Kx + %mz. KedZze v rovnovaha sila neposobi,
stredovanim tejto rovnice dostaneme rovnicu 0 = —K (z) + £ (2°). Kedze druhy ¢len je imerny 1/L, veli¢inu (z*) stac

59Tento zaver viak plati iba pre nekone¢ny idealny krystal.
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vypocitat pre harmonicky oscilator. Formalnejsi pristup moZno najst napriklad v knihe Feynman: Statistical Mechanics.

12 Kovova vazba

V prednaskach 12-22 studujeme spravanie elektrénov pre zadané polohy jadier. Pracujeme pritom v
tzv. jednoelektrénovom pribliZzeni: predpokladame, Ze stav mnohoelektrénového systému mozno popisat
pomocou rieSeni nejakej efektivnej Schrodingerovej rovnice Hiy = e pre jeden elektrén a obsadenim
jednocasticovych stavov podla Fermiho-Diracovej rozdelovacej funkcie.”™

Fermiho plocha
Makroskopicky homogénny kus kovu budeme modelovat ako plyn elektréonov s danou hustotou n.
Budeme predpokladat, Ze elektrény navzajom coulombovsky neinteraguju. Jadra’' explicitne nezah-
nieme do nagich tvah a ich pritomnost opiSeme tak, Zze vytvaraji potencialov jamu konstantnej hibky
v celom objeme materialu.

Nagim cielom nie je popisovat okrajové javy pri povrchu vzorky, ale jej objemové vlastnosti. Preto
mozeme zvolit taky tvar vzorky a také okrajové podmienky, s ktorymi sa l'ahko pracuje. V literattre
sa Standardne voli kubickd vzorka s hranou L a periodické okrajové podmienky,

Vinové funkcie elektronov vo vzorke musia spliiat Schrédingerovu rovnicu pre volné elektrony

kde H = —%V2 je operator kinetickej energie elektréonov. Uplny ortonormalny systém vlastnych
stavov Schrodingerovej rovnice pre volné elektrény je tvoreny systémom rovinnych vin

1 . 2
¢k(r) = 7611{.1‘; k= %(mvnal))

kde V = L3 je objem zvolenej kocky a vlnové vektory musia byt (kvoli okrajovym podmienkam) volené
v uvedenom tvare, pri¢om m,n,l st celé ¢sla. Kinetickd energia elektrénu v stave s hybnostou hk
pritom je

h?k?
Ek =

. 35
o (35)

Skimajme elektronovy plyn s koncentraciou n pri teplote T = 0. Kvéli Pauliho vylu¢ovaciemu
principu vtedy N = nV elektrénov zaplni % stavov s najniZSou energiou, pricom kazdy stav bude
obsadeny elektréonom so spinom hore aj dole. Ak N > 1, ¢o predpokladame, obsadené stavy v k
priestore zaplnia ttvar velmi podobny guli, tzv. Fermiho gul'u. Pytajme sa teraz, aky je polomer
Fermiho gule kr. Objem gule v k-priestore je V = %Wk%.SDovolené k-body vytvaraja kubickd mriezku,
v ktorej na jeden bod mriezky pripada objem AV = (2%) . Vnutri gule je preto priblizne ALV dovolenych
k-bodov. Na druhej strane, poc¢et obsadenych k-bodov m4 byt % Porovnanim oboch vyrazov nadjdeme
tzv. Fermiho vlnovy vektor

kp = (3n2n)'/3

KedZze L mozno volit velmi velke, sietku dovolenych bodov moZno povazovat za takmer spojiti (kva-
zispojitn) a integraly cez k-priestor mozno podla (14) aproximovat sumou cez dovolené k-body:

/ &k = (2;)3 Y. (36)

k

0 Jednotasticové priblizenie mozno zdévodnit pomocou priblizenia Hartreeho-Focka, ktoré vylozime v IL5.
! Alebo i6ny, podla toho, & chceme hovorit o vietkych, alebo len o valenénych elektronoch.
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Pre energiu zédkladného stavu elektrénového plynu preto dostavame vysledok

L\?* vV Rk 3
E0) =2 ek=2(-— ke = — —L = ENep, 37
=23 e <2w>/,€k KT 52 om 50 F (37)
k<k <kFp
21.2
kde sme zaviedli tzv. Fermiho energiu ep = hQZF , t.j- najvyssiu energiu spomedzi energii obsadenych

stavov. V redlnych kovoch mé Fermiho energia hodnotu rddovo ep ~ 1 €V.

Body v k-priestore, ktoré spliaju podmienku |k| = kp, vytvaraja plochu v k priestore, ktora sa
nazyva Fermiho plochou. Ide teda o plochu v k-priestore, ktora pri T = 0 oddeluje obsadené a
neobsadené stavy. Definiciu Fermiho plochy pomocou obsadenia bodov v recipro¢nom priestore mozno
pouzit aj pri 8tudiu redlnych materidlov. Ako uvidime neskor, disperzny zikon € = ey elektréonov v
krystali sa ligi od (35). Preto Fermiho plocha v realnych kovoch moéze mat iny tvar ako povrch gule.

Kovova vizba

Teraz ukazeme, ze delokalizacia elektronov znizuje celkovi energiu a teda vedie na pritazlivi interakciu

medzi atémami.” Nech kazdy z N atémov vo vzorke tvaru kocky s hranou L mé 1 valenény elektron.

Pohyb elektréonu v atéme modelujme ako pohyb ¢astice v kockovej potencialovej jame s hranou a = #

a nekoneénym potencidlom mimo jamy. Vinova funkcia zdkladného stavu atému je potom tmerna
T TY . TZ

Y(x,y, z) < sin — sin — sin —,
a a a

a preto energia Fy i zdkladného stavu NV izolovanych atémov je

2 32 52
=" N a1as N
2 ma? ma?

Na druhej strane energiu delokalizovanych elektrénov (37) s hustotou n = a% mozno zapisat v tvare

72 2\ 2/3 72
E(0) =3 <37T> N ~ 2.86—— N.

- 52m \ a3 ma?

V&imnime si, ze E(0) < Ej, teda delokalizacia elektronov znizuje celkovi energiu systému. KedZze
takito delokalizacia je moznd iba pre tesne natlacené atémy, dostdvame kovova vizbu.

Hustota stavov

Hustotu elektrénovych stavov definujeme rovnakym spésobom, ako pre fonény. Zavedieme najprv fun-
kciu G(e) = %Zk 0(e — ex) merajtucu pocet stavov s danou projekciou spinu v jednotkovom objeme,
ktorych energia je mengia nez e, pricom 6(z) je Heavisidova funkcia. Derivacia tejto funkcie podla
energie potom meria hustotu poctu stavov na jednotkovy interval energie,

3 2
k Ex=¢

kde §(z) je Diracova funkcia. V jednoduchom modeli s disperznym zékonom (35) pre hustotu stavov
dostaneme vysledok

N(e) = - (27”)3/2 Ve (39)

Tar? \ n?

Lahko nahliadneme, ze hustota stavov na Fermiho energii je v modeli (35) dana vztahom

Ner) =2 (39)

"2Samozrejme, ide o velmi zjednodugeny argument.
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Tato formula explicitne ukazuje, ze hustota stavov meria pocet stavov na jednotku energie v jednot-
kovom objeme. Pri skiimani redlnych materidlov ju budeme ¢asto pouzivat na kvalitativne odhady.

Merné teplo elektrénového plynu
V tomto odstavci budeme studovat prispevok vodivostnych elektrénov k mernému teplu pri konstant-

nom objeme
1 (0OF
cv==1|=—1] .
YTvl\ar),

Potrebujeme teda zistit, ako sa meni energia F elektronového plynu pri zmene teploty 7.
Podla statistickej fyziky budu pravdepodobnosti obsadenia elektrénovych stavov ¢y pri konecnej
teplote T ur¢ené rovnovaznym Fermiho-Diracovym rozdelenim

0 1

W= s EmE

kde p je chemicky potenciél, ktory treba nastavit tak, aby vo vzorke bola pozadovana koncentricia
elektronov n. Musi teda platit

2 1 o0
n=<% fu=2[de5> de—a)fl(e)=2 [ deN(e)f'(e), (40)

kde faktor 2 zohTadhuje spin elektronov. V druhej rovnosti sme vyuzili, ze Fermiho-Diracova distribu¢né
funkcia je iba funkciou energie, t.j. fy = f9(ek). V poslednej rovnosti sme vyuzili definiciu hustoty
stavov. Naviac, kedze hustota stavov je nulova pre zaporné energie, za dolnd medzu integracie sme
zobrali —ooc.

Energia systému elektréonov pri konecnej teplote je dand analogickym vztahom

E(T)= QZEka =2V /OO deN(e)efO(e).
k —0o0

V limite nizkych teplot mozno pomocou tzv. Sommerfeldovho rozvoja ukazat,”

energie do radu 72 mé tvar

7e Taylorov rozvoj

2
E(T) = E(0) + %TQN(EF)V, (41)
a teda elektrénovy prispevok k mernému teplu sa v limite nizkych teplot T'— 0 blizi k nule:
2 2
cy = %N(ap)T = AT. (42)

Experimentalne uréené merné teplo je vo vSeobecnosti stctom prispevkov od vsetkych stupnov
volnosti (elektrony, iony, volné spiny, atd). V kovoch dominuje pri nizkych teplotach prispevok od
elektronov. To nam umoznuje urcit z merania koeficientu ~ hustotu stavov na Fermiho ploche.

Nakoniec budeme interpretovat vysledok (42) pre merné teplo. Ak pouZijeme vztah (39) pre hustotu
stavov jednoduchého modelu vol'nych elektronov, pri nizkych teplotach T' < ep dostaneme

72 T

cy = n
2 ep

Na druhej strane, pri teplotdch T > ep sa plyn elektrénov sprava ako klasicky plyn, a preto vtedy
merné teplo nezavisi od teploty, ¢y = %n Pri nizkych teplotach je teda merné teplo zhruba % krat
mengie ako pri vysokych teplotach. Je tomu tak preto, lebo tepelné excitacie pri nizkych teplotach
menia rozloZenie iba tych elektrénov, energia ktorych sa od Fermiho energie li§i nanajvys o 7. Podiel
takych elektrénov je zhruba %

Neskor uvidime, Ze aj transportné vlastnosti kovov, napr. ich merné elektricka vodivost, st uré¢ované
stavmi v blizkosti Fermiho plochy. Podobne v IV.6 ukazeme, Ze pri prechode kovu do supravodivého
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Obr. 31: Porovnanie prispevkov elektrénov a fonénov k mernému teplu jednoelektréonovych kovov (t.j. kovov s rovnakymi
koncentraciami elektronov a atémov). Prispevok elektronov dominuje len pri nizkych teplotach. Teplotna 3kala nie je
nakreslena realisticky, pretoZze nepomer medzi Debyeovou teplotou 6p a Fermiho energiou er je obvykle vyrazne vicsi,
typicky 0p/ep ~ 1072,

stavu dochadza k zmene elektrénového spektra iba v tesnej blizkosti Fermiho plochy.

Sommerfeldov rozvoj
Pre funkcie K (¢), ktoré sa menia pomaly v blizkosti € = p, plati tzv. Sommerfeldov rozvoj

/oo deK (¢) G%ﬁ) =K(p) + %T2K”(u) +0(T"). (43)

—o0

Dokaz. Integrand je podla predpokladu sic¢inom hladkej funkcie K (¢) a funkcie (—%), ktora ma ostry pik pri energii
€ = p. Funkciu K (¢) rozvinieme do Taylorovho radu v bode ¢ = p a prispevok n-tého radu bude

o wf Of°()\ 1 [ de(e—p)" ny 1 [ dxa"
[oo dele =~ u) < Oe AT /700 cosh? (54) (2T)" In; In= 2 /700 cosh®z’

2T

0
Vdaka exponencidlnemu poklesu funkcie fang(E)) st bezrozmerné integraly definujice I, konvergentné pre vSetky n.

Pre neparne n dostavame I, = 0, pretoze vtedy ide o integral z neparnej funkcie. Pre parne n si hodnoty I,, zname;
2

s

12

napriklad Ip =1 a I> =

Alternativna forma Sommerfeldovho rozvoja
Predpokladajme teraz, ze funkciu K (¢) moZno reprezentovat ako K(e) = [ de’H(e'). Alternativnu formu Sommerfel-
dovho rozvoja dostaneme, ak budeme podcitat integral na Iavej strane rovnice (43) metédou per partes. Tak dostaneme

| ane (_ame) - [T ene@re - Ko E).

Z reprezentacie funkcie K(¢) pomocou H(e) vyplyva, Ze lim.,_o K(¢) = 0. Ak budeme naviac predpokladat, Ze
lim._, 0 K(€)f°(¢) = 0, potom Sommerfeldov rozvoj mozeme zapisat v nasledovnej alternativnej forme:

/jo deH(e)f%(e) = /f deH(e) + %QTZH'(M) +0(TY). (44)

Odvodenie rovnice (41)
Pouzime Sommerfeldov rozvoj (44) v rovnici (40). Do radu 72 dostaneme

i 2 55 2
n= 2/ deN(e) + %TQN’(M) = 2/ deN(e) + 261N (ep) + %TQN'(ap).
0 0

V poslednej rovnici sme vyuZili predpoklad, Ze chemicky potencial 4 = er 4+ du sa zmeni oproti svojej hodnote pri nulovej
teplote e o hodnotu Sy < e, ktora je radu T2. KedZe koncentracia elektronov pri nulovej teplote je n = 2 fOEF deN (e),
dostaneme porovnanim prvého a posledného vyrazu

2 ’
T TQ N (EF) 7
6 N(EF)

¢o potvrdzuje nas predpoklad dp o< T2. Sommerfeldov rozvoj (44) pre energiu potom do radu T2 dava

E(T)

ER 2 2
o= 2/ deN(e)e + 26N (er)ep + %TzN'(EF)EF + %T2N(ap).
0

"Pod nizkymi teplotami tu rozumieme teploty T’ < e, teda napr. aj izbové teploty. Pozri dodatok na konci prednagky.
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Ale sucet druhého a tretieho ¢lena je nula, ¢im sme dokazali (41).

Cvidenia
1. Najdite tlak p v degenerovanom plyne elektronov s koncentraciou n pri nulovej teplote. Navod: energiu zakladného stavu
E vyjadrite ako funkciu poc¢tu elektronov N a objemu systému V a pouzite termodynamicki definiciu p = —(0E/9V)n.

2. Kvantovy drot. Uvazujme o dréte v tvare hranola s rozmermi a X a X L, pricom a < L. Predpokladajme periodické
okrajové podmienky pozdiz drotu, t.j. v smere L. V prie¢nych smeroch modelujme elektrony ako Castice v Stvorcovej
gkatuli s nekone¢nymi bariérami. N4jdite maximélnu (jednorozmerni) koncentraciu elektronov n = %, pri ktorej st
obsadené iba stavy s najniZzSou energiou v prie¢nych smeroch (tzv. najniz$i subpas).

3. Jednorozmeny elektronovy plyn (t.j. kvantovy drot s jednym obsadenym subpasom).

(a) Vypocitajte Fermiho vlnovy vektor kr ako funkciu (jednorozmernej) koncentracie elektronov n.
(b) Vypocitajte priemernt energiu elektronu &.

(c) Vypoditajte hustotu stavov N (g).

4. Dvojrozmeny elektrénovy plyn.

a) Vypoditajte Fermiho vlnovy vektor kr ako funkciu (dvojrozmernej) koncentracie elektronov n.
b) Vypocitajte priemernt energiu elektronu &.

¢) Vypocitajte hustotu stavov N(g).

d) Pomocou Sommerfeldovho rozvoja vypocitajte teplotni zavislost chemického potencidlu p(T).
e) Pouzite vysledok fooo de _ —p (1 + %) a ukaZte, Ze presny vypocet dava

beT4+1
2
w(T)=TIn {exp (TZ; ) — 1} .

Pre¢o sme dostali iny vysledok ako v bode (d)?

(
(
(
(
(

13 Chemicka vazba

V tejto prednaske ukazeme, ze chemicka (kovalentnd) vézba, t.j. sila drziaca pokope molekuly Ha, Oo,
atd., je désledkom kvantovej mechaniky a elektrostatickych interakcii medzi elektronmi a iénmi. Vo
vSetkych uvahach budeme iény povazovat za klasické nepohyblivé Castice.

Molekula H;
Najskor ukdzeme, Ze hoci sa protéony navzadjom coulombovsky odpudzuji, pridanim jedného elektrénu
k dvom protonom vznikne viazany stav proténov! Z chemického hladiska ide o ionizovanii molekulu
vodika H; N4s postup bude nasledovny: Budeme predpokladat, Ze protény sa nachadzaji vo vzajomnej
vzdialenosti R, a ukdZeme, Ze minimum celkovej energie systému sa realizuje pri kone¢nej vzdialenosti
R.

Vzdialenosti elektréonu od proténov 1 a 2 ozna¢me ako r1 a ro. Potom hamiltonian systému protony
+ elektron (po zanedbani kinetickej energie protonov) je

72 2 @ ¢
HR)=——V*—— — — + =, 45
( ) 2m T1 T R ( )
kde ¢® = %. Maéame riesit Schrodingerovu rovnicu pre elektrén
H(R)y(r) = E(R)y(r),

v ktorej hamiltonian (a teda aj vinova funkcia 1 (r) a k nej prislusné vlastna energia F(R)) parametricky
zévis{ od R.

Ulohu budeme riegit varia¢nou metédou: Pre kazdé R navrhneme explicitni vlnova funkciu
¥ (r). Varia¢ny princip nam zarudi, Ze najnizdia vlastna energia elektronu je zhora ohrani¢end strednou
hodnotou energie vo varia¢nom stave:

_ g 0 H)
S TR

Pre velké vzdialenosti R otakdvame, %e energia zakladného stavu elektronu v HJ je totoZné s energiou
zékladného stavu atému vodika Fy = —FEp, kde Ep = 2 _ 13.59844 &V je atomarna jednotka

2ag

E(R)
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energie a ap je Bohrov polomer atému vodika. Ak pri kone¢nej vzdialenosti R bude v stave popisanom
varia¢nou vlnovou funkciou energia E(R) nizsia nez Ey, potom budeme mat exaktny dokaz pritomnosti
viizby v Hy .

Metéda LCAO (linear combination of atomic orbitals)
Ide 0 metdédu konstrukcie variaénej vinovej funkcie. Zakladnym predpokladom metody je, Ze elektron
vic8inu ¢asu stravi v blizkosti jedného z proténov, kedZze prave tam je jeho potencidlna energia naj-
niz§ia. Potom bude rozumné vziat namiesto funkcie ¢ (r) jednoduchii linearnu kombinaciu atomarnych
vlnovych funkcii lokalizovanych okolo proténov 1 a 2.

Pripomenime, Ze vlnové funkcia pre zdkladny stav atomu vodika s proténom v pociatku sturadnic je

1 —-r/ja
o) = —p—erlen [ o) — 1.

/ 3
Tap

Preto za vlnovi funkciu pre elektron v blizkosti protonu ¢ budeme brat ¢(r;) = ¢(r — R;), kde R; je
polohovy vektor protonu i. Teda v priblizeni LCAO berieme za varia¢nu vinova funkciu ¢ (r) nasledovnu
linearnu kombinéciu:

P(r) = crp(ry) + cap(ra).

V&imnime si, 7e potencidl, v ktorom sa elektrén pohybuje, ma zrkadlovd symetriu. V cviceni 1
ukazeme, ze v takomto pripade staci, ak do Gvahy zoberieme iba symetricku a antisymetrickd linedrnu
kombinéciu atémovych orbitélov:

Y(r) = @(r1) £ p(ra).

Pocitajme najprv normy vinovych funkeii ¢4 (r):

/ Pris(r)? = / Pr [p(r)? + p(r2)? = 2p(m)p(r)] = 2(1 % 5),

kde sme vyuzili realnost a normovanost vinovych funkcii ¢(r;) a zaviedli sme tzv. prekryvovy integral
S = [d’ro(ri)e(ra).

Pre maticové elementy hamiltonidnu v (nenormalizovanych) stavoch 14 (r) dostavame analogickym
postupom vyraz

/d3P¢i(P)H¢i(P) = /dgl‘ [o(r1)Hep(r1) + o(r2) He(rz) £ o(r1) He(ra) £ o(r2) Ho(rr)]

= 2/d3r [p(r1)Hp(ry) £ o(ro)He(r)] ,

kde sme opét vyuzili pravo-lavii symetriu systému. Strednd hodnota energie vo variainych stavoch

¥4 (r) je preto dand vyrazom
AFt
Fi(R)= —— 46
kde sme zaviedli oznatenia A = [ d3rp(r1)Hep(r1) at = — [ d®rp(re) Hp(r1). Energia A je energiou
elektronu v atomarnom stave p(r1) po jeho vlozeni do molekuly. Energia t sa nazyva amplittdou tu-
nelovania medzi stavmi ¢(r1) a @(re).

Dalej si v8imnime, Ze operator celkovej energie H po6sobi na vlnovi funkciu ¢(r1) nasledovne:
o @& & & ¢’ ¢’
Ho(r1)=|—-—7—7V" — — — = |E —
@(r1) [ 3 e TR0 o+ g | elr) = o),

kde sme vyuzili fakt, Ze vlnova funkcia o(r1) je vlastnym stavom izolovaného atému ¢. 1 s vlastnou energiou Fjo.
Nasobenim vyrazu pre Ho(r1) zlava funkciami ¢(r1,2) po naslednej integracii dostavame vyjadrenia pre A a ¢:
2

2
8= [drptet) = o+ -2 t=— [ drpt) o) = Q- [E + %} s

kde sme zaviedli dva nové integraly

P:/d3r<p(r1)z—2<p(7'1), Q:/d3rw(r2)%¢(7'1)-
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Obr. 32: Funkcia Fy (§). Horna krivka zobrazuje F_, dolna krivka zobrazuje Fy. Obrazok ukazuje, Ze ion HJ je stabilny,
ak elektron obsadi symetricka vlnovi funkciu (véizobny orbital). Elektron v stave s antisymetrickou vlnovou funkciou
(antivizobny orbital) ma energiu vyssiu ako v izolovanom atéme. To znamend, %e v antivdzobnom stave sa protony
odpudzuji.

1.5

0.5 //‘

Obr. 33: Vinové funkcie vizobného orbitalu 1 (r) (symetricka funkcia) a antiviizobného orbitalu 1_ (r) (antisymetricka
funkcia) pozdlz spojnice protéonov pre § = 2.5.
Integrovanim v eliptickych stradniciach pritom moZno ukazat:™

L _p=2F
R B

2 2
1 1§66‘25, Q=2Ep(1+d)e’, S=<1+5+%>e_6

kde sme zaviedli parameter § = R/ap, ktory meria vzdialenost medzi protéonmi v jednotkidch Bohrovho polomeru.
Dosadenim vyrazov pre A a t do vztahu (46) dostavame napokon pre energie variatnych stavov 1+ (r) vysledok

2¢~0 [(1 +8)ed £ (1 - %)]
o1 (14645 ) e]

)

| E+(R) = Bo + Fe(0)Ep,|  Fe(0) =

kde prvy ¢len na pravej strane je energia elektronu v zakladnom stave atomu vodika a druhy ¢len je korekcia zohladiiu-

juca pritomnost druhého jadra.

7Z grafu funkcie Fl{(0) vidno, 7e ak sa elektron nachdadza v stave so symetrickou vlnovou funkciou
¥4 (r), t.j. vo vizobnom orbitali, potom F,(R) < Ey. To znamend, ze elektron je schopny sprostredko-
vat vizbu medzi protéonmi. Rovnovazna vzdialenost protéonov je pritom dana polohou minima funkcie
E. (R). Fyzikalnu podstatu vizby objasiiuje graf funkcie ¢4 (r), ktory ukazuje, ze vo vizobnom orbitali
sa elektrén jednak delokalizuje, ¢im sa znizi jeho kinetickd energia, a zaroveil sa prednostne nachadza
v priestore medzi proténmi, kde profituje z pritazlivéeho potencialu od obidvoch proténov.
Molekula H,
Ocakavame, Ze v neutralnej molekule Ho obidva elektréony obsadia ten isty vizobny orbital a
7e podobne ako pre i6n H; existuje stabilny viazany stav systému. Koniec koncov, ak existuje viazany

" Pozri cvicenie 5.
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LCAO presné rieSenie experiment
Ro (A) 132 1.058 1.06
E (eV) 1.76 2.654 2.651

Tabul'ka 7: Rovnovazna vzdialenost protonov a disociatné energia ionu Hy (t.j. energia potrebné na jeho rozdelenie na
izolovany protén a atom vodika v zédkladnom stave). Problém moZno riesit presne. Presné riesenie je vo vybornej zhode
s experimentom.

stav nabitého i6nu, neutralna molekula by mala byt tym skor stabilna. Na dékaz stability vizby moZno
opit pouzit varia¢nu vinova funkciu. Formélne korektny popis by si v8ak vyzadoval diskusiu o symetrii
dvojcasticovych vlnovych funkcii. Tejto téme sa budeme venovat aZ v prednéske o paramagnetizme.
Namiesto toho budeme prezentovat nasledovny kvalitativny argument pochédzajuci od Weisskopfa.
Celkovy hamiltonian molekuly Ho (opét predpokladame statické protony) je stctom kinetickej ener-
gie elektronov H, a energie coulombovského posobenia medzi elektronmi a iénmi H;, medzi elektréonmi

. “ ., . L. 2
navzajom H¢., a medzi ibnmi navzdjom H;; = %:

¢ ¢
H:H6+H6i+H€6+E :H,(R)+E
V druhej rovnici sme elektronovi ¢ast hamiltonianu oznacili ako H'(R). Nech E'(R) je energia zaklad-

ného stavu operatora H'(R). Potom celkova energia molekuly v zékladnom stave je

2
E(R)=E'(R)+ L.
R

Trik spociva v interpolacii funkcie E'(R). Pre vzdialenosti R > 2ap oc¢akdvame, Ze prekryvy vino-
vych funkcii elektrénov prislusnych réznym proténom st malé. V tejto oblasti by sme mali o¢akavat
slabt van der Waalsovu interakciu, ale ak ju zanedbame, bude celkova energia systému dana stuctom
dvoch izolovanych atémov vodika, E(R) = 2Ey. Pre elektronovu ¢ast energie tak na intervale R > 2ap
dostavame E'(R) = 2Ep — %. Teda napriklad E'(2ap) = —3Ep.

Dalej si v8§imnime, 7e pre R = 0 je elektronové tiloha totozna s problémom atému hélia. Ak vyuzi-
jeme poznatok z atémovej fyziky, ze atém He je stabilny s energiou zakladného stavu Fp, dostaneme
hodnotu E'(0) = E; = —5.7Ep.

Funkciu E'(R) pre vzdialenosti jadier leziace v intervale 0 < R < 2ap odhadneme pomocou linear-
nej interpolacie medzi jej hodnotami pre R = 0 a R = 2ap a dostavame E'(R) = [-5.7 + 1.35R/ap] Ep.
Celkovu energiu F(R) molekuly Hy napokon dostaneme pripo¢itanim coulombovskej energie i6nov
% = 2“TBEB k energii E'(R). Tak dostaneme odhad

R
E(R) = —5.7+1.35£+2%B Ep,

ktory plati pre na intervale 0 < R < 2ap. Pre R > 2ap naopak dostavame E(R) = —2Ep.

Z grafu funkcie F(R) a z porovnania s experimentom vidno, Ze Weisskopfov odhad celkovej energie
molekuly ako funkcie vzdialenosti medzi protonmi kvalitativne vysvetluje existenciu viazaného stavu
molekuly Hs.

odhad experiment
Ry (A)  0.65 0.74
E (V) 558 4.478

Tabulka 8: Rovnovazna vzdialenost proténov a disociaéna energia molekuly Ho. N4§ hruby odhad je v rozumnej zhode
s experimentom.

Cvicenia
1. Definujme operator P ako operator, ktory vlnovej funkcii ¢ (x,y, z) priradi vlnova funkciu x(z,y, z), priCom plati
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Obr. 34: Weisskopfov odhad energie F(R) molekuly H2 v jednotkédch Ep ako funkcie vzdialenosti atémov. Pouzili sme
experimentalnu hodnotu vézbovej energie atomu He E1 = —5.7Ep. Energia nadobida minimum FEi, = —2.41Ep pre
vzdialenost Ry = 1.22ap medzi proténmi.

x(z,y,2) = PY(z,y,2) = ¥(x,y, —z). Operator P teda vlnovej funkcii priraduje jej zrkadlovy obraz.

(a) UkaZte, Ze pre hamiltonian (45) a pre I'ubovolna vlnovia funkciu v (r) plati HPy(r) = PHt(r). Inymi slovami,
operator P komutuje s hamiltonidnom, [H, P] = 0.

(b) Ukaite, ze plati P2 = 1. Dalej ukézte, %e vlastné &isla operatora P st A = +1. Tymto vlastnym &islam zodpovedajt
symetrické (A = 1) a antisymetrické (A = —1) vlnové funkcie. Bazu Hilbertovho priestoru teda mozno skonstruovat tak,
7e pozostava iba zo symetrickych a antisymetrickych vinovych funkcii.

(c) Ukazte, ze ak 1 je vlastny stav operatora P s vlastnou hodnotou A, potom aj H1) je vlastnym stavom operatora P s
tou istou vlastnou hodnotou A. Presvedcte sa, Ze z tohto dovodu mozZno operator H diagonalizovat zvlast v podpriestore
symetrickych a zvlast v podpriestore antisymetrickych vlnovych funkcii. Toto pozorovanie sme pouZili pri vol'be funkcii

Py (I‘)

2. Nech X je atoém s ¢iastocne zaplnenymi orbitalmi typu p. Skimajme dvojatémovi molekulu Xo. Nech spojnica atémov
X-X je orientovana v smere osi z. Ozna¢me orbitaly typu p prvého atému ako 1., 11y a 11.. Podobne orbitaly typu
p druhého atému nech st 2z, 2y a 12.. Ak budeme hladat molekulové orbitaly metodou LCAO, potom vieobecnéa
vlnova funkcia by mala byt linedrnou kombinéciou tychto Siestich orbitalov.

(a) Vyuzite symetriu problému voci zrkadleniam = — —z a y — —y a ukazte, Zze

[ dtwvi ) = [ deoi, )t = [ a0 e = [ dro, @ H ) =0

(b) Ukazte d'alej, ze ked naviac uvazime symetriu z — —z, v metéde LCAO staci uvazit nasledovné vizobné a antivizobné
orbitaly:

Yot = P12 £ P2z; Yt = Y1z £ P2q; wﬁyi = Y1y & Pay.
Energie vizobnych orbitdlov 1,4 (tzv. o vizba) a ¢+, ¥r,+ (tzv. © vézby) budi nizSie nez energie atoméarnych p-
orbitalov. Na druhej strane, energie antivizobnych orbitdlov ¥»— a ¥r,—, ¥r,— budi vySSie neZz energie atomarnych
p-orbitalov. Ako by ste zoradili energie tychto Siestich orbitalov?
(c)* Ukazte, Ze vizobné a antivizobné orbitaly typu 7 st ortogonalne k vSetkym vidzobnym orbitalom vyrobenym kom-
binaciou atomarnych orbitalov typu s. Ako by sme mali z vinovych funkcii 11, a 12, kon§truovat vézobné a antivizobné
orbitély typu o, aby sme zaruéili ich ortogonalnost ku vietkym vazobnym orbitdlom vyrobenym kombinaciou atomérnych
orbitalov typu s?

Ny O Fy
elektronova konfiguracia atomu  2p3  2p?  2p°
vizobné energia (eV/molekula) 9,80 5,16 1,64

Tabulka 9: Tabulka vizobnych energii dvojatomovych molekil.

3. Analyzou obsadenia vazobnych a antiviazobnych o a 7 orbitalov zdovodnite zavislost vazobnych energii dvojatémovych
molekdl (t.j. energii potrebnych na ich roztrhnutie) od poctu p elektronov v atome uvedenii v tabulke 9.

4. (a) Pomocou experimentalnych tdajov v tabulkach 7,8 vypoditajte ioniza¢nt energiu molekuly Hs, t.j. energiu po-
trebnti na vytvorenie ionu Hj presunom elektronu do nekone¢na.

(b) Presktimajte zavislost amplitiidy tunelovania ¢ od (bezrozmernej) vzdialenosti § medzi protéonmi v ione Hi . Aké je
znamienko ¢ pre fyzikalne relevantni vzdialenost § ~ 2.57
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5." Vypocitajte integraly P, Q a S vystupujice v teorii chemickej vizby. Navod: Pouzite eliptické saradnice £ = %,

n = %2 a ¢, kde ¢ je azimutéalny uhol okolo spojnice proténov.

14 Spektrum elektréonov v idedlnom krystali: metéda tesnej vazby

Touto prednéaskou zac¢iname sériu prednisok o spektre elektréonov v dokonalych krystaloch. Vsetky
ivahy vedieme v tzv. jednoelektrénovom priblizeni. Ide o to, Ze nestudujeme Schrédingerovu rov-
nicu pre mnohoelektréonova funkciu, ale namiesto toho skimame pohyb jediného elektronu v efektivnom

potenciali, ktory je tvoreny iénmi a ostatnymi elektronmi.”

Spektrum jednorozmerného krystalu

Skumajme linedrnu retiazku atémov s mriezkovou konstantou a. Kazdy atom je charakterizovany sadou
dovolenych hladin. Pre za¢iatok sa obmedzime na sktimanie jedinej atoméarnej hladiny s energiou A.
Nech krystal pozostava z AN atémov a nech elektron na atome v bode R je popisany vlnovou funkciou
|R). Predpokladame pritom, Ze |R) je viazany stav lokalizovany v blizkosti atomu R. Pre jednoduchost
budeme naviac predpokladat, ze sada vlnovych funkecii |R) je ortonormélna, t.j. Ze plati

(R'|R) = drp-

Na konci tejto prednasky tento predpoklad odstranime.

Klasicky pohyb elektrénu z jedného atému na druhy nie je mozny, pretoze elektrény st lokalizované
v atomarnych potencidlnych jamach a na ich opustenie nemajt dostato¢nt energiu. V kvantovej me-
chanike sa v8ak elektrony mozu premiestiiovat medzi atémami tunelovanim. Ak mriezkova konstanta
a bude omnoho vadsia ako rozmer vlnovej funkcie |R), potom tunelovanie elektronov medzi atémami
mozno zanedbat a spektrum krystalu bude pozostavat z jedinej hladiny A, ktora je N-krat degene-
rované. Pre kone¢nu amplitudu tunelovania medzi atomami vSak ukdZeme, Ze N-krat degenerovand
atomarna hladina A sa rozstiepi na kvazispojity pas dovolenych energii.”®

T P R € s S |
—— 4 1B [
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Obr. 35: VIavo: linearna retiazka A atomarnych orbitalov v polohdch R = na s amplitidou tunelovania ¢ medzi
susednymi orbitalmi. Vpravo: N -krat degenerovana atomarna hladina sa pri kone¢nej amplitiide tunelovania rozstiepi na
kvazispojity pas energii.

Nech H je hamiltoniidn pre elektréon v krystali. Budeme predpokladat, Ze v pritomnosti tunelovania
mozno podsobenie hamiltonianu H na vlnova funkciu |R) vyjadrit nasledovne:

|H|R) = A|R) —t{R —a) —{R+a).| (47)

Prvy ¢len znamen4, %e energia elektronu v atéme je A. Druhy a treti ¢len popisuja tunelovanie elektrénu
z atomu R do susednych atémov R+ a. Aby sme zarudili platnost rovnice (47) aj na koncoch krystalu,
opit pozadujeme splnenie periodickych okrajovych podmienok, t.j. Ziadame, aby pre vietky R platila
identita

|R+ Na) = |R).

Vztah (47) je vlastne definiciou hamiltonianu. Definovat operétor totiz znamené definovat predpis,
akym tento operédtor posobi na stavy. Amplitida tunelovania je definovand maticovym elementom
t = (R + a|H|R), rovnako ako v teorii chemickej vizby. V hamiltoniane (47) sme sa obmedzili na

5 Jednoelektronovému priblizeniu sa detailne venujeme v I1.5 a IIL5.
"6Ide o zovieobecnenie popisu chemickej viizby. Tam sme skimali 8pecialny pripad s N' = 2 a dve atomarne hladiny
sa rozstiepili na vizobnu a antivdzobni hladinu.
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gpecidlny pripad, kedy amplitida tunelovania je rovnaké pre preskoky dolava aj doprava. V takomto
pripade mus{ byt amplitada tunelovania reilna, pozri cvicenie 1.

Nagou ulohou je riegit bez¢asovi Schrodingerovu rovnicu H|y) = e|y) pre elektron. RieSenie hla-
dame podobne ako pri diskusii chemickej vizby metédou linearnej kombinécie atoméarnych orbitalov,
t.j. predpokladame, Ze

W) = crlR).

R

Koeficienty cg maja vyznam amplitidy pravdepodobnosti, Ze elektrén sa nachddza v mriezkovom bode
R. Ak tento ansatz dosadime do Schrédingerovej rovnice, dostaneme rovnicu

D cr[AIR) —t|R—a) —t{R+a)]=e> cglR).
R R

Ak teraz zoberieme skaldrny sucin tejto rovnice s (r|, dostaneme namiesto Schréodingerovej rovnice
sadu N oby¢ajnych algebraickych rovnic pre N neznamych amplitad ¢,:7"

—t(Crpa + Cr—q) + Acy = ecp. (48)

Systém rovnic (48) pripomina zviazany systém pohybovych rovnic Studovany v teorii kmitov

mriezky. Preto sa ponika jeho rieSenie v tvare rovinnej viny ¢, = ﬁGZkT‘ Lahko sa presved¢ime,

7e vlastna energia tohto riesenia je

’5k = A —2tcos kza‘ (49)

a prislugna normalizované vinova funkcia elektrénu
1 ikr
k)= = > el
T

je charakterizovana vlnovym vektorom k.

Ak budeme Zziadat periodické okrajové podmienky c.ianq = ¢, dostaneme dovolené hodnoty
k = J%%n, kde n je celé ¢islo. V&imnime si naviac, ze ak K je vektor reciprocénej mriezky, potom
vinové funkcie |k) a |k + K) sa totozné, pretoze vtedy su koeficienty ¢, totozné. To ale znamena, Ze
existuje prave N nezavislych vinovych funkcii |k). Teda hladina A sa v pritomnosti kone¢ného tune-
lovania rozstiepi na N hladin v intervale (A — 2t, A + 2t). KedZe obvykle skimame makroskopické
vzorky, pre ktoré N' > 1, zvycajne zanedbavame zrnitost k-priestoru a hovorime o spojitom péase
dovolenych energii. Pre dalsie uivahy bude délezité aj pozorovanie, ze v pase je prave tolko roznych
stavov, kolko elementarnych buniek sa nachadza v krystali.

Jednorozmerny model i6nového krystalu

V tomto odstavci budeme skuimat spektrum jednoduchého jednorozmerného modelu iénového krystalu,
ktory pozostava z periodicky rozmiestnenych atémov Cl s atomérnou hladinou A; a atémov Na s
atomarnou hladinou Ay, pricom predpokladame, 7e Ay < Ay.”® Vzdialenost susednych atéomov Na a
Cl nech je 5 a mriezkova konStanta je a. Ortonormélne vinové funkcie atémov Cl a Na v bunke R
nazveme |R,1) a |R,2). Posobenie elektronového hamiltonianu H na tieto stavy postulujeme v tvare

HIR,1) = A{|R,1)—t|R—a,2) —tR,2),
HIR,2) = A9|R,2)—t|R,1)—tR+a,l),

""Rovnicu (48) mozno chapat ako diskretizovani verziu obytajnej bez¢asovej Schrodingerovej rovnice v jednom rozmere

—% ‘22712& +Uv¢(x) = ey(x). Ak sa totiz vlnova funkcia ¢ (x) pomaly meni na $kale a, jej druhi deriviciu v bode x moZeme
aproximovat vztahom ‘227%’ = [p(z + a) +(x — a) — 2¢(x)] /a*® a Schrédingerova rovnica nadobudne tvar
2 2
gz W+ a) 4 (-l + (U ) u(a) = v,

ktory je ekvivalentny s (48), ak ziadame ¢t = Qn’faQ a A = U+2t. Zdéraziiujeme, ze kedZe a zostava konecné, tieto rovnosti
nemoZno pouZit na numericky odhad parametrov ¢ a A. Na druhej strane, vyraz pre ¢t naznacuje, Ze je prirodzené Ziadat
t > 0. Iny argument vedici k hodnote ¢ > 0 prezentujeme v cviceni 13.4.

Podla prednagky 4 mozno ocakivat Ay = —U — e, a Ay = U — &4, kde U je Madelungov potenciél.
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Obr. 36: VIavo: v jednorozmernom iénovom krystali sa striedaja atéomy typu 1 a 2. Zobrazené st 3 bunky Bravaisovej
mriezky. Vpravo: disperzné zakony pre valen¢ny a vodivostny i6nového krystalu.

kde t je amplituda tunelovania medzi atomami Cl a Na. Predpokladajme dalej, 7e v krystali pripada v
priemere 1 elektrén na ién, t.j. 2 elektrény na bunku. V €isto ibnovom obraze méze v takomto pripade
elektréon opustit ién Na a spolu s vopred pritomnym elektrénom iénu Cl vytvorit “oktet”; t.j. v naSom
pripade plne zaplneny orbital Aj.

Riegenie SchR pre elektron opat hladajme v tvare LCAO:

) = [crlR,1) + dg|R,2)].

R

Ked v SchR H|y) = e[¢)) pouzijeme LCAO ansatz a nasobime ju postupne zlava vyrazmi (r, 1] a (r, 2|,
dostaneme nasledovny systém 2N algebraickych rovnic pre koeficienty ¢, a d,:

Ao, —t(dy +dr—g) = ecp,
Aody — t(Crgq +¢r) = ed,.

RieSenie tohto systému rovnic hladajme v tvare ¢, = ce’*”, d, = de'*("+2/2) ¢im sa systém 2N rovnic
zjednodusi na dve rovnice pre dve nezname amplitidy c a d:

A1 —2tcosk32—a c _ . c
—2tcosk2—“ As d | d |-’

Rovnice maji nenulové rieSenie, len ak ¢ je vlastnym &islom matice na lavej strane, teda ak

2
=Bt ¢ (B58) st

Namiesto dvoch diskrétnych hladin A; a As sme dostali dva pasy dovolenych energii, ktoré st odde-
lené zakdzanym pasom energii. Kazdy z pasov obsahuje N stavov s dovolenymi vlnovymi vektormi,
pricom kazdy z tychto stavov méze byt obsadeny elektrénmi so spinmi nahor alebo nadol. Preto pri
nulovej teplote 2\ elektronov plne obsadi dolny, tzv. valenény pas, kym horny, tzv. vodivostny
pas, je prazdny. V prednaske 16 ukaZeme, ze takyto material je izolant.

Trojrozmerny krystal s jednym pasom
Napokon preskimame, akym spésobom sa z jednej atémovej hladiny vytvori pas vo vieobecnom trojroz-
mernom pripade. Vlnov funciu elektronu lokalizovaného pri atéme R oznacime |R). Budeme $tudovat
realisticky pripad, kedy vlnové funkcie lokalizované pri réznych atémoch nie st ortogondlne, ale maja
nenulovy prekryv.

7 transla¢nej invariancie pritom vyplyva, ze prekryvovy integral zavisi len od relativnej vzdialenosti
p medzi atomami, t.j. (R + p|R) = S(p). Opét pritom predpokladame, ze vinové funkcie st normali-
zované, a preto S(0) = 1. Podobne aj prvky hamiltonovskej matice (R + p|H|R) mézu zavisiet iba od
relativnej vzdialenosti p, teda mozeme pisat ¢(p) = (R + p|H|R). O¢akavame pritom, ze prekryvovy
integral S(p) aj amplituda tunelovania t(p) rychlo klesaju so vzdialenostou p medzi atémami.
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Vinovi funkciu elektréonu budeme hladat v priblizeni LCAQ, pri¢om z transla¢nej invariantnosti
problému vyplyva, ze sta¢i uvazovat iba vlnové riesenia

I S
k) = Vit %: IR). (50)

Ak vyuzijeme explicitny tvar vlnovej funkcie k), pre jej normu dostaneme

R—-R/)k —ik- —ik- _ —ik-
(k|k) = NZ (R'|R) = NZ@ PRApR) =D e PS(p) =14 e rS(p),

RR/ P p#0

kde v druhej rovnici sme pouzili substiticiu R’ = R + p a namiesto cez R’ sme sumovali cez p, kym
v tretej rovnici sme si v8imli, Ze sumand nezavisi od R. Pre konkrétnost budeme skumat jednoducha
kubickd mriezku a zanedbame vietky prekryvové integraly okrem prekryvu najblizsich susedov. Ak
naviac budeme pre jednoduchost predpokladat, ze atoméarna vinova funkcia |R) je izotropna, potom
vSetkych 6 prekryvovych integralov spajajacich vybrany bod mriezky s jeho najbliz§imi susedmi bude
rovnakych. Ak ich oznac¢ime S, potom dostaneme

(k|k) =1+ 25 (cos kza + cos kya + cos k.a).

Podobnym spoésobom mozeme pocitat stredntt hodnotu hamiltonidnu v stave |k):

(K|H k) = /\/Z RBOKRIHIR) = e 0t(p).

RR' p

V poslednej sume sa opét obmedzime na dva najvicsie ¢leny. Maticovy element t(p) pre p = 0 oznadime
v zhode s vykladom pre jednorozmerny krystal ako A. Za predpokladu izotrépnej vinovej funkcie |R)
bude v8etkych 6 maticovych elementov ¢(p) pre najblizsich susedov rovnakych. Ak ich oznacime —t;,
fostaneme

(k|H|k) = A — 2t1(cos kga + cos kya + cos k;a).

Energiu elektronu v stave |k) preto mozno vyjadrit v tvare analogickom k vyrazu (46):

c(k) = (k|H|k) A —2ti(cos kya + cos kya + cos k.a)
~ (klk) 1+ 2Si(coskza+ coskya+ cosk,a)’

Ak teraz uvazime, ze pre dostato¢ne lokalizované vlnové funkcie plati S; < 1 a [t1/A| < 1, druhé
mocniny malych veli¢in mézeme zanedbat a dostaneme

e(k) = A — 2t(cos kya + cos kya + cos ka),

kde t = t; + S1A. Explicitne sme teda ukazali, Zze v krystali s AV primitivnymi bunkami sa kazda
atomova hladina rozstiepi na pas (s po¢tom N') dovolenych energif. Velkost rozstiepenia hladiny (v
nasom modeli 12¢) je dominantne uréena prekryvovymi a preskokovymi integralmi medzi najbliz§imi
susedmi. Pre hlboké hladiny bude rozdiel medzi dovolenymi atémovymi hladinami velky a naopak ¢
bude malé (lebo hlboké hladiny maji malé prekryvy a preskoky). Preto hlboké hladiny budu rozgtiepené
omnoho menej, ako vzdialenost medzi nimi.

Naopak, vysoké hladiny buda uZ v izolovanych atémoch blizko seba. KedZe pre tieto hladiny oc¢aka-
vame vel'ké prekryvy a preskoky, Sirka tychto hladin bude vaésia nez vzdialenost medzi nimi a preto pri
vysokych energisch nebudi existovaf zakézané energie, pripadne zakizané pasy buda velmi tzke. Ttto
situaciu moZno lepsie popisat z uplne opa¢ného §tartovacieho bodu: pritomnost nenulového potencidlu
je vtedy vyhodné zahrnat v ramci poruchovej teérie, v ktorej sa za neporuseny problém vezme pohyb
elektronu vo vikuu. Ale o tom az nabudice.

Cviéenia
1. Hamiltonian (47) reprezentujte ako maticu v baze stavov |R), t.j. skonstruujte maticu ' X N pozostavajicu z prvkov
(R'|H|R). Ukazte, ze aby bol hamiltonian hermitovsky, musia byt amplitidy tunelovania ¢ realne.
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Obr. 37: Vlavo: pohlad zhora na rovinu CuQz. Zobrazené st orbitaly d,2_,2 atémov medi a relevantné orbitaly p, a p,

)
atomov kyslika, ako aj znamienkova konvencia pre amplitidy tunelovania medzi atémami Cu a O. Vpravo je zobrazend
Brillouinova zéna pre 2D Stvorcovi mriezku a jej $pecialne body.

2. Metodou tesnej vizby vypocitajte spektrum elektrénov jednorozmerného kry$talu atomov s jednou atomérnou hladi-
nou A. Predpokladajte, Zze atomarne orbitaly |R) tvoria ortonormalny systém. Predpokladajte, Ze tunelovanie nemoZno
zanedbat medzi Ziadnymi dvoma atémami a Ze redlny tunelovaci maticovy element medzi atémami vo vzdialenosti +ma
je tm.

3. Metodou tesnej vazby vypocitajte spektrum elektréonov na $tvorcovej mriezke. Predpokladajte, Ze atomarne orbitaly
tvoria ortonormalny systém. Nadrtnite disperzny zakon pozdlz ¢iar I'M, M X a XTI v 1. Brillouinovej zbne.

4. Metodou tesnej vizby vypocitajte spektrum elektronov v CuOs rovine vysokoteplotnych supravodic¢ov. Atomy medi
tvoria v CuO2 rovine §tvorcovii mriezku; medzi kazdou dvojicou susednych atémov medi sedi atém kyslika. Uvazujte tri
orbitaly na jednotkovi bunku: orbital d,2_,2 medi s energiou 4, orbital p, kyslika na x-ovej spojnici med-med a orbital
py kyslika na y-ovej spojnici med-med. Predpokladajte, Ze tunelovanie je nenulové iba medzi najbliz§imi dvojicami med-
kyslik. balej predpokladajte, Ze tunelovaci maticovy element je —t, ak znamienka vlnovych funkecii na spojnici atémov,
ktorych sa tunelovanie tyka, st rovnaké, a +t¢, ak znamienka st rozne. Napokon predpokladajte, Ze atoméarne orbitaly
tvoria ortonormalny systém a e €4 > €,. Nadrtnite disperzny zakon pre vietky tri pasy pozdiz ¢iar TM, MX a XI' v
1. Brillouinovej zo6ne.

5.7 Numericky vypocitajte hustotu stavov pre tesne viazany pas na jednoduchej kubickej mriezke.

15 Spektrum elektrénov v idedlnom krystali: Blochova veta

V tejto prednaske pokracujeme v skimani (v jednoelektronovom priblizeni) spektra elektrénov v doko-
nalom krystali. Najprv odvodime vSeobecny vysledok pre tvar vinovej funkcie v periodickom potenciali,
tzv. Blochovu vetu. V druhej ¢asti prednasky sa budeme zaoberat explicitnym vypoctom spektra elek-
tronov v opacnej limite ako v predoslej prednagke: budeme sa zaujimat o elektrony s kinetickou energiou
véicsou ako potencidlna energia v mriezke. V takom pripade je prirodzené povazovat krystalicky poten-
cial za mala poruchu. Hovorime o pribliZeni takmer volnych elektrénov.

Blochova veta
Budeme predpokladat, Ze hamiltonian popisujtci elektréon v dokonalom krystali mé nasledovny tvar:

n_,
H=—"' V1V
2m +Vi),

kde V(r) je efektivny potencial, v ktorom sa elektrén pohybuje.”™ Dalej budeme predpokladat, ze

"Nenapisali sme najvieobecnejsi myslitelny hamiltonian. Okrem iného sme predpokladali, Ze potencial je lokalny,
zanedbali sme spin-orbitalnu vizbu, atd.
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potencial V (r) je periodickou funkciou s periodicitou krystalovej mriezky, t.j. Zze plati

V(r+R)=V(),

kde R = nja; +nsas + nzaz s vektory Bravaisovej mriezky, teda a; st primitivne vektory Bravaisovej
mriezky a n; st celé ¢isla. Kedze potencial V(r) je podla predpokladu periodicky, jeho Fourierov rozvoj
ma tvar

. 1 .
V) = 3 Ve, Vie= ) [ drvime e,
K

kde K = m1b; +mabs +msbs st vektory reciprocnej mriezky, t.j. b; st primitivne vektory recipro¢nej
mriezky a m; st celé &sla. Rozvoj potencidlu moZno chapat ako zovSeobecnenie Fourierovho rozvoja
periodickych funkcii na pripad trojrozmernych periodickych funkcii. Viimnime si naviac, ze kedze V (r)
je redlny potencial, musi platit Vig = V_gk.

Skumany krystal nech obsahuje N = N1 NoN3 primitivnych buniek a vyZadujme, aby vinova funkcia
elektronu v (r) spliala periodické okrajové podmienky,

P(r +Mai) = Y(r + Maag) = (r + Nzaz) = ¢¥(r).

Riegenie SchR pre elektrén Hiy = et budeme hladat pomocou rozvoja vlnovej funkcie elektréonu do
uplného systému rovinnych vin

1 .
Y(r) = — e 51
(r) oy zk: (51)
Lahko vidno, Ze periodické okrajové podmienky budu splnené, ak za vlnové vektory vezmeme

k:ﬂb1+@ n3

M N2 N3

kde n1,n9,ng st celé éisla. Kedze N7, No, N3 > 1, dovolené hodnoty vlnovych vektorov k st rozloZené
kvézispojito. Stoji za zmienku, Ze mriezka bodov K je omnoho redgia nez kvazispojita mriezka bodov
k. Dosadenim rozvoja (51) do SchR dostavame

§ :E?(Ckezk-r + § :Vchez(erK)-r —c § :Ckezk-r7
Kk p.K k

bs + — b, (52)

C s o . ) . 2)2 ) . ik
kde sme zaviedli disperzny zakon pre elektrény vo vakuu, Eﬂ = % Porovnanim koeficientov pri e’®*
dostavame nekoneény systém rovnic
0 _
EkCk t+ Vkek_k = eck. (53)
K

V&imnime si, ze SchR nezvizuje koeficient ¢ v rozvoji vinovej funkcie so vSetkymi ostatnymi koefi-
cientmi ¢y, ako by sme naivne mohli oc¢akavat, ale iba s koeficientmi posunutymi o vektor recipro¢nej
mriezky K. To viak potom znamend, 7e pre dané k je rieSenim SchR nasledovna funkcia®?

1 . 1 :
¢k(r) — W ch_Kez(ka)-r _ ﬁelk.r Z ck_KefzK.r
K

K

Teraz si viimnime, Ze u(r) = Y cx_xe KT je periodickd funkcia s periodou mriezky, ktora pa-

rametricky zavisi od k. Dostali sme tzv. Blochovu vetu, podla ktorej vlastné stavy elektronov v
idedlnom krystali mozno pisat ako stéin rovinnej viny ¢’* a modulacnej funkcie uy(r), ktord ma ta
ist peridédu, ako krystal:

Dre(r) = \}veik'ruk(r). (54)

80 Ak sa totiz vlnovy vektor k' neda zapisat v tvare k — K, kde K je nejaky vektor reciproCnej mriezky, potom moézeme
v rovnici (53) zvolit ¢ = 0, t.j. rovinna vina e™ * nebude figurovat vo Fourierovom rozvoji vlnovej funkcie 1y (r).
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Vlnova funkcia ¢y (r) sa nazyva Blochova vlnova funkcia.

Takmer vol'né elektrony v 1D

Skuiimajme v priblizeni takmer volnych elektrénov pohyb elektronov v jednorozmernom krystéli. Ne-
porusenym problémom teda je SchR Hyy(x) = ey(x), kde Hy = —%%. Predpokladame periodické
okrajové podmienky ¢ (z+L) = (), kde L = Na je dl7ka vzorky, N je pocet Bravaisovych buniek aa
je mriezkova konstanta. Riefenim neporugeného problému je systém rovinnnych vin |k), kde k = L n a
n je celé ¢islo. Prislugné vlastné energie st 52 a vlnové funkcie st ¢y (z) = ﬁei’”. Za poruchu budeme
povazovat periodicky potencial V(z+4a) = V(). Standardna poruchova teéria déva korekcie k vlastnej
energii stavu |k) do druhého radu v tvare

(K'|V|k Vi |2
er = €9 + (KIVIE) + 7’ Vi) Qo+ ) |K‘
gl — 0 0 — &Y

k£k K’ K#O k+K

kde sme v druhej rovnici vyuzili, Ze maticovy element potencialnej energie V(x) je rovny Fourierovej
transformacii V' (x)

1 . /
(K'|V|k) = 7 / dzV (z)e'F=F)T =y,

a preto je nenulovy iba pre ¥’ —k = K, kde K = <™ je vektor recipro¢nej mriezky. Poruchova formula
pre g ukazuje, Ze v prvom rade poruchovej teorle st v8etky hladiny posunuté o ti istt konStantu
Vo. Takyto trividlny posuv nemeni tvar Fermiho plochy ani dynamické vlastnosti systému elektrénov.
Netrividlne zmeny spektra vystupuju az v druhom rade poruchovej teorie podla V' a preto sit nominalne
malé. Jedinou vynimkou sa tie k-body, pre ktoré je splnena podmienka

0_ .0
€k = €k+K

pre niektory vektor inverznej mriezky K. Pripomeinime, Ze rozptyl zo stavu k do stavu k + K je
Braggovym rozptylom elektrénov. Teda velké zmeny spektra mozno oakévat pre tie rovinné viny,
ktoré st Braggovym rozptylom zviazané s rovinnymi vlnami s tou istou energiou. V jednorozmernom
pripade ide o vSetky vektory %, t.j. celociselné nésobky 7., pozri obrézok 38.

Pocitajme teda spektrum elektrénov pre k = —%, kde K je Tubolny, ale fixny vektor recipro¢nej

mriezky. Podl'a Blochovej vety mozno vlnovt funkciu rozvinat do radu ¢(z) = % Yoo Cryqe G,

kde G su vektory recipro¢nej mriezky. OcCakavame, Ze pre k = —% budid v rozvoji vlnovej funkcie
dominantne zastipené iba dve komponenty: ¢ a ciyx, pretoze energia vSetkych ostatnych rovinnych
vin je veImi odlign4. V takom pripade sa nekone¢ny systém rovnic (53) redukuje na nasledujtci problém

vlastnych ¢&isel matice 2x2:
0 *
Vi )ik ChtK cryk )

kde sme pouzili vlastnost V_g = Vi, aby sme explicitne demonstrovali, Ze matica je hermitovska.
Vlastné energie tejto SchR su

2
0, .0 0_ .0
S €k ~ ChyK
5i:%i % + |V |2.

Pre k = —5 t. j ak je Braggova podmienka presne splnend, st energie vlastnjrch stavov e4 = 5(}( /2 +

vvvvv

energie 5K/2 vznikd pas zakazanych energii s sirkou 2|V /.

Vzorec pre £+ moZno interpretovat nasledovne: dve hladiny 52 a 52 4k Sa pri zapnuti interakcie
posunt do dvoch novych hladin a to tak, Ze energia nizsej hladiny sa zniZi a energia vys$Sej hladiny sa
zvysi. Hovorime preto o odpudzovani hladin.

Spektrum elektrénov v krystali je kvalitativne zobrazené na obrazku 38. To isté spektrum mozno
prezentovat dvomi odlisnymi spdsobmi: na obrazku vlavo je spektrum zobrazené na celej redlnej osi k.
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Obr. 38: Disperzny zakon pre 1D krystal v rozgirenej zone (vlavo) a v redukovanej zéne (vpravo).

Takéto zobrazenie nazyvame zobrazenim v tzv. rozsirenej zoéne. Pri takomto zobrazeni je olividny
savis spektra elektronov v krystali €, s parabolickym spektrom elektrénov vo vikuu 52: pri vypnuti
periodického potencidlu prejde e spojito do 52.

Vo fyzike tuhych latok je obvyklé to isté spektrum ey zobrazovat iba v 1. Brillouinovej zéne, t.j. v
naSom jednorozmernom priklade na intervale k£ € (=7, ™), ale s mnohymi vetvami. V takomto pripade
hovorime o reprezentécii spektra v tzv. redukovanej zéne. Ide o ekvivalentnii reprezenticiu spektra:
vSetky vetvy spektra v rozgirenej zéne, ktoré zodpovedaji vilnovym vektorom k mimo 1. Brillouinovej
zony, st pozdlz osi hybnosti posunuté o vhodny vektor recipro¢nej mriezky tak, aby sa nachadzali vnatri
1. Brillouinovej zény. Pri takomto zobrazeni je zrejmé, ze kazdy dovoleny pés energii obsahuje prave
toTko stavov, kolko dovolenych vinovych vektorov k sa nachédza v 1. Brillouinovej zéne. Spominany
pocet dovolenych vlnovych vektorov je viak rovny po¢tu primitivnych buniek v krystali.®! Preto spektra
v redukovanej zéne mozno priamo porovnavat so spektrami, aké by sme dostali aplikdciou metddy tesne
viazanych elektréonov.

Ako 8peciélny priklad predpokladajme na zaver, Ze periodicky potencidl ma tvar V(x) = 2U cos 2%:”,
pricom U > 0. V takomto pripade jedinymi nenulovymi Fourierovymi komponentami potencialu st

Varja = V_ar/a = U. Vinové funkcie a vlastné energie pre k = —7 preto mozno vybrat nasledovne:
1/] (.Z') _ 1 <€i7rx/a + efiﬂx/a) — /g COS E o 80 +U
+ \/ﬁ L a’ + 7/a ’

1 ) ) 2 T
_ irz/a _ —imxfa) _ | P
v-() iv2L (e ¢ ) \/Zsm o’ T CmeT

Teda vlastnymi stavmi elektronu na hrane Brillouinovej zony su stojaté viny. Lahko zdoévodnime, ze
energia stavu 14 (z) musi byt vyssia ako energia stavu 1_(x). Naozaj, kedze pravdepodobnost vyskytu
elektronu [+ (x)|? je velka v oblastiach s V(z) > 0, energia stojatej viny ¢ (x) bude vysia v krystali
ne vo vakuu. Naopak, pravdepodobnost vyskytu elektronu |1 (z)|? je velka v oblastiach s V(z) < 0,
preto energia stojatej viny ¢_(x) bude nizsia v krystali nez vo vakuu.

Cvidenia
1. Ukazte, Ze v 1. Brillouinovej zone krystalu s A/ primitivnymi bunkami sa nachddza A dovolenych vlnovych vektorov
typu (52).

81Pozri cvi¢enie 1. V cviteni 2 ukazujeme, Ze reprezentacia spektra v redukovanej zéne je prirodzenejsia ako reprezen-
tacia v roz8irenej zone a ze kazdy vlnovy vektor k z 1. Brillouinovej zony treba chapat ako vlnovy vektor charakterizujici
Blochovu vlnovi funkciu (54).
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2. Ukazte, ze kazdtu Blochovu funkciu (54) moZno zapisat ako blochovski vlnovd funkciu s vinovym vektorom leziacim
v 1. Brillouinovej zone. KedZe vietky vlastné stavy musia byt popisané Blochovymi vlnovymi funkciami, tento vysledok
dokazuje moznost reprezentovat spektré elektronov v redukovanej zone.

3. V jednorozmernom modeli s periodickym potencidlom V(xz) = 2U cos 27fo s U > 0 vypocitajte energiu najnizsich
dvoch vetiev pre vinovy vektor k = —Z 4 ¢, kde 0 < ¢ < Z. Ukazte, 7e energiu tychto dvoch vetiev mozno aproximovat

vyrazom

h2q2
0
Ei(q) =¢€x/a + (U + Qm*i .

Najdite vyrazy pre tzv. efektivne hmotnosti mi v blizkosti minima horného a maxima dolného pasu. Aké velké sii
efektivne hmotnosti m% v limite, kedy Sirka zakdzaného pasu 2U — 07 Zdovodnite vysledok. St vlnové funkcie ¢4 ()
stojatymi vlnami?

4. Sktmajme elektrony s hmotnostou m, ktoré sa pohybuji v jednorozmernom krystali s mriezkovou konStantou a
popisanom potencidlom (tzv. model Kroniga-Penneyho)

oo

U(z) = QZL Z 0(z — na).

n=-—oo

2 2
a) Ukazte, Ze spektrum elektronov e = Zgl moZno uréit z rovnice

sin qa

e (55)

cos ka = cosqa +

V iilohéch b) a c) definujeme funkciu F(z) = cosz + 5+ 32% a analyzujeme pripad, kedy a > L.

b) N4jdite spektrum elektrénov v limite nizkych energii gL < 1. Navod: v tejto limite lezia funkéné hodnoty funkcie
F(ga) v intervale (—1,1), iba ak ga = nmw + 4, kde n je celé &islo a |§| < 1. V rovnici (55) pouzite Taylorov rozvoj funkcie
F(qa) a najdite ¢ (a teda aj energiu €) ako funkciu k. Overte, pre aké hodnoty n je splnena podmienka |0| < 1. Vysledok
pre € = e(k) porovnajte s priblizenim tesnej vizby.

c) Najdite velkost zakdzaného pasu v limite velkych energii ¢L > 1. Navod: ukazte, ze na intervaloch nm < ga < nmw+§
lezia funkéné hodnoty funkcie F(ga) mimo intervalu (—1,1). Hodnotu ¢ (a teda aj Sirku zakdzaného pasu) najdite z
rovnice (—1)" = F(nm + §) rozvojom funkcie F'(z) okolo bodu z = nm do druhého radu v 4.

5.* Rastrovacim tunelovym mikroskopom moZno merat tzv. lokdlnu hustotu stavov N(e,x) pri energii ¢ v mieste x na
povrchu krystélu. Lokalna hustota stavov v idedlnom krystali je dana vztahom

N(e,x) = Y [nk(x)[*6(e — o),

kde suma sa vedie cez vSetky Blochove stavy nk (t.j. sumaciu cez k vedieme iba cez jednu Brillouinovu zénu a indexom
n ¢islujeme rozne zoény-teda rozne pasy). VSimnime si, ze keby vietky Blochove funkcie boli rovinnymi vlnami, funkcia
N(g,x) by nezavisela od x a bola by rovna uz zavedenej hustote stavov. Vypocitajte profil lokdlnej hustoty stavov N (e, )

ako funkcie x pre model Kroniga-Penneyho pre niekol'ko hodnot energie £ v najniZSom dovolenom pése spektra.

16 Spektrum elektronov v idedlnom krystali: kovy vs. izolanty

V tejto prednaske najprv ukdzeme, ako z Blochovej vety vyplyva existencia dovolenych a zakézanych
pasov energie.’? V druhej ¢asti prednagky ukazeme, ako zo znalosti pasovej struktiry mozeme rozhod-
nut, ¢ je skimany material kov alebo izolant.

Existencia pasov
Dosadme Blochovu vlnovi funkciu (54) do SchR [Hy + V(r)]y = . Po jednoduchej uprave dosta-

nemeS?’

h2
[m(—iv FR)+ v<r>] i (r) = ()i (). (56)

Ide tu o rovnicu (parametricky zavisiacu od k) pre vlastné ¢isla e(k) a vlastné funkcie uy(r), ktoré
maji spliaf okrajovit podmienku uy(r) = ux(r + R). Z kvantovej mechaniky vieme, Ze takito tloha
vedie k diskrétnemu spektru

| Huie(r) = en(k)duc(r). |

82Pasovii dtruktiru spektra sme zatial zdovodnili iba v limitnych pripadoch tesne viazanych a takmer volngch elek-
trénov.
83Staci si uvedomit, ze plati —iV [e“"ruk(r)} = T (—iV + k)u(r).
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Teda vlastné stavy a prislusné vlastné energie mozno indexovat dvomi indexmi: kvazispojito sa menia-
cim pseudovlnovym vektorom k leziacim v prvej Brillouinovej zéne recipro¢nej mriezky a diskrétnym
indexom n, pri¢om vlnovi funkciu ¢,k (r) mozno pisat v tvare

1
Unk(r) = Welk “uni(r),
kde V je objem krystalu a u,k(r) je funkcia s periodicitou mriezky, u,x(r + R) = uyk(r). Pre dany
index n zaplnia dovolené hodnoty kvazispojity pas energii €, (k). Preto index n nazyvame pasovym
indexom.

Analyza Blochovej vety

1. Riegenia SchR pre elektron sa periodickymi funkciami vlnového vektora k,

t.j. en(k+ K) = e,(k) a ¥k (r) = Ynkik (T). '

Dokaz. Nech Blochova vinova funkcia ¢, (r) = %elk'runk(r) je rieSenim s vlastnou energiou &, (k).
\%Vei(k“()'r [tnk(r)e ™ T]. Periodické funkcia v hranate;
zatvorke preto musi byt rieSenim rovnice (56) pre vinovy vektor k + K s tou istou vlastnou energiou
en(k). Cislovania (t.j. priradenie indexov n) rieSeni rovnice (56) vSak mozno zvolit tak, aby pre k a

k + K platilo i (r)e” T = u, k(r). Potom plati ¢, (r) = Yniyk (r) a tiez e,(k + K) = e, (k).

Tato vlnovia funkciu mozno pisat v tvare

2. Blochove funkcie s vinovymi vektormi v 1.BZ moZno zvolit tak, aby tvorili ortonormalny systém:

/ Y (D) () = G ip.

Doékaz. Kazdy bod priestoru r mozno charakterizovat pomocou polohového vektora R primitivnej
bunky, v ktorej sa nachédza, a pomocou polohového vektora p v rdmci primitivnej bunky: r = R + p.
Preto integral cez cely krystal mozno chapat ako sumu integrélov cez primitivne bunky s objemom
vo: [d’r = Ygp fvo d3p. Teda skalarny sucin dvoch Blochovych vinovych funkcii moZeme poéitaf
nasledovne:

* 1 i(p—k)- i(p—k)-p, * o *
[ e el = 5 S PR [ 0 ug(p) = 2 | @ oo
Vo

R vo Yo

kde sme v druhej rovnici vyuzili ortogonalitu roznych rovinngch vin, g AR = NS Sqk. Kedze
obidva vlnové vektory k a p lezia v 1. Brillouinovej zéne, dostavame odtialto podmienku k = p. Or-
togonalita funkcii u,k(p) pre rovnaké indexy k a rozne pasové indexy plynie z toho, Ze ide o rieSenia
toho istého problému vlastnych &isel (56).

3. Pocet stavov v péase (t.j. pocet dovolenych k-bodov v 1. Brillouinovej zéne) je rovny poétu primi-
tivnych buniek v redlnom priestore, pozri cvicenie 1 k prednéske 15.

4. Kazdu Blochovu vlnovi funkciu mozno reprezentovat ako tesnovizobni vlnovi funkciu.
Dokaz. V krystali s A primitivnymi bunkami definujme pre kazdy pas n tzv. Wannierove funkcie:

CRI= L N kR
wy(r —R) = Wzk: Yk ().

Ocakavame, ze Wannierova funkcia wy,(r — R) je lokalizovana v primitivnej bunke R krystalu.®* Teda
v ramci jedného pasu moZno namiesto o A Blochovych funkcidch hovorit o N Wannierovych fun-
kcidch. Kym v8ak Blochove funkcie sa vlastnymi stavmi hamiltonianu elektrénu v idedlnom krystali,
Wannierove funkcie nie si energetickymi vlastnymi stavmi. Inverznu transformaciu

ik-an(r . R)

1
Unk(r) = Vi ;6

84 Explicitny priklad je predmetom cvienia 1. Stoji za zmienku, Ze k danej sade Blochovych funkcii mozno skonstruovat
nekonec¢ne vela sad Wannierovych funkecii, pozri I11.2.
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mozno interpretovat ako tesnovizobny rozvoj, pretoze takto zapisand Blochova vinova funkcia ma
tvar (50). Inymi slovami, Blochovu vinu sme vytvorili vhodne sfazovanou superpoziciou elektronov v
jednotlivych “atémovych” orbitéloch.

Semiklasickd dynamika Blochovych elektrénov

Pojem Blochovych elektrénov je uzitoény pri stidiu zakladného stavu a rovnovaznej termodynamiky
idedlnych krystalov. Pri §tadiu dynamiky elektrénov, t.j. pri skimani premiestiiovania elektrénov pod
vplyvom vonkajgich poli, viak tento pojem nie je bezprostredne pouzitelny, pretoze Blochove vinové
funkcie zodpovedaju elektronom delokalizovanym v celom objeme krystalu. Aby sme mali do ¢inenia s
viac-menej lokalizovanymi elektronmi, je potrebné vytvorit tzv. vinové baliky.

Vytvorme teda vlnovy balik z Blochovych funkcii pasu n okolo vinového vektora k. Nech vinovy
balik je lokalizovany v oblasti Az > a, kde a je mriezkova konstanta. Potom hybnost mozno urcit s
nepresnostou Ak ~ A%T < 2% Inymi slovami, v porovnani s rozmerom Brillouinovej zény dostaneme
velmi presne uréent hybnost. Standardnym postupom mozno ukazat, Ze grupovia rychlost balika
(t.j. rychlost premiestiovania taziska balika) udava vyraz

1 Oen (k)
Vik =5 Tk

(57)

Pripominame, Ze vo vSeobecnosti v, # %, ba dokonca v, nemusi mat ani smer zhodny s k.
Analyzou ¢asovo zavislej Schrédingerovej rovnice pre vlnovy balik sa da ukazat, ze pre dostatocne
slabé aplikované polia mozno dynamiku vinovych balikov popisat nasledovnou rovnicou:%

hk = —e (E 4+ v x B), (58)

kde naboj elektronu sme oznacili —e. Tato rovnica mé tvar Newtonovej pohybovej rovnice. Vieobecna
pohybova rovnica obsahuje okrem uvedenych Clenov aj polom indukované prechody zo $tudovaného
pasu n do inych pasov. V limite slabych poli v8ak medzipasové prechody mozno zanedbat.

Rozdiel medzi kovmi a izolantmi

Predpokladajme, Ze jednoelektrénovy hamiltonian je redlny. Podla cvicenia 3 potom moZno pasy odis-
lovat tak, aby platila identita e, (k) = €,(—k), ¢ize disperzny zakon mozno zvolit ako parnu funkciu
vlnového vektora k. Priidovéa hustota v stave termodynamickej rovnovahy preto vymizne,

. —2e
J= 7 %k:vnkfnk = 07

kedze Fermiho-Diracova distribu¢né funkcia f,x = f(en(k) — p) je parnou funkciou k, kym grupova
rychlost v,k je neparnou funkciou k. Teda hoci v materidli si pritomné pohybujuce sa elektrény, v
termodynamickej rovnovéhe je pohyb vSetkymi smermi vykompenzovany a celkovy elektricky prad v
rovnovaznom stave je nulovy.

Odteraz sa v nagich ivahach obmedzime na diskusiu pripadu s teplotou T' = 0. Aby sme vytvorili
stav s nenulovym pridom povedzme v smere osi +x, je potrebné premiestnit aspoil jeden z elektrénov
z obsadeného stavu k so zlozkou pradu vy do neobsadeného stavu p so zlozkou pradu vg > vy. Teda
na vytvorenie stavu s nenulovym prudom je potrebné dodat do systému energiu e, — ex > 0. Této
energia musi pochadzat od aplikovaného elektrického pola. Predpokladajme, Ze aplikované pole ma
harmonicky priebeh s frekvenciou w. Potom pole dodava do vzorky energiu po kvantach hAw.

Nech minimalna energia potrebna na vytvorenie stavu s nenulovym priadom v danom materiali je
2A. Potom pole s frekvenciou Aw < 2A nema dostatoéni energiu na vytvorenie takéhoto stavu.8¢ Inymi
slovami, material je pri takychto frekvenciach nevodivy. Materidly rozdelujeme na vodice a izolanty
podla toho, ¢i ich vodivost je konecne velka alebo nulova v limite malych frekvencii w — 0. Preto ak
v danom materiali 2A > 0, potom ide o izolant (so zakédzanym pasom 2A), kym v pripade 2A = 0 ide
o vodi¢ (kov).

85 Pogri 111.2.
860Obmedzili sme sa na pripad jednofoténovej absorpcie.
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KedZe v ramci jedného pasu st dovolené hladiny rozmiestnené kvéazispojito, ak sa Fermiho energia
nachadza vnutri pasu povolenych energii, potom A — 0 a skiimany material je kov. Teda

kovy st materidly s Fermiho plochou, t.j. s mnozinou bodov v k-priestore, pre ktoré plati e, (k) = €. ‘

Izolanty vznikaju iba v $pecidlnom pripade, kedy v materidli existuju iba plne obsadené alebo tplne
prazdne pasy.®” Kedze v kazdom pése existuje prave jeden k-bod na Bravaisovu bunku a kedZe kazdy
k-bod méze byt obsadeny elektréonmi v dvoch spinovych stavoch,

pésovym izolantom sa moze stat iba materidl s parnym poc¢tom elektronov v Bravaisovej bunke.

Vo zvysku tejto prednasky vsSak ukizeme, Ze kvoli moZnosti tzv. prekryvu pasov kritérium parneho
poctu elektrénov nie je postacujicou podmienkou pre vznik izolujiceho stavu.

Takmer vol'né elektréony vo vysgich rozmeroch

Uvazujme pre jednoduchost dvojrozmerny pripad. Fermiho plocha pre volné elektrény je potom kruz-
nica. Pytame sa, ako sa bude Fermiho plocha deformovat v pritomnosti slabého periodického potencialu.
Nech Bravaisova mriezka nasho 2D kryStalu je Stvorcovi. Potom aj recipro¢nd mriezka je Stvorcové.
Stvorec na obrazku znézoriiuje hranice 1. Brillouinovej zony (1.BZ). Lahko vidno, Ze body na tejto
hranici st spojené Braggovymi reflexiami s bodmi s tou istou energiou, preto ich energia sa bude menit
najviac. Podl'a pravidla o odpudzovani hladin sa energia stavov vnutri Stvorca zniZi vo¢i energii stavov
vonku Stvorca. Elektrony obsadzuji stavy s najnizsou energiou, preto obsadenost stavov vnutri 1.BZ
musi narast a obsadenost mimo 1.BZ musi klesnut oproti Fermiho ploche pre vol'né elektrony. Vysledny
tvar Fermiho plochy (v rozsirenej zéne) je zobrazeny na obrazku 39.

Obr. 39: 2D Fermiho plocha v rozSirenej zéne. Bod T' (t.j. bod k = 0) je v strede obrazku.

Podobne ako v 1D pripade, aj v 2D pripade ;e bezné kreslit disperzné zakony a Fermiho plochy v
redukovanej zéne, t.j. na oblasti s plochou (%’r) . Obrézok 40 ukazuje, 7e ak je periodicky potencial
slaby, potom aj v pripade parneho poétu elektréonov na bod mriezky dostavame kov, pretoze 1. Brillou-
inova z6na nie je dplne plnd a 2. Brillouinova zéna nie je tplne prazdna. Systém sa stane izolantom, az
ked velkost periodického potencialu prekrodi kritickn hodnotu, nad ktorou bude 1. Brillouinova zona
iplne zaplnena elektréonmi.

Obréazok 41 v tzv. opakovanej zéne ukazuje, Ze uvazovany material ma 3 Fermiho plochy: jednu
dierov Fermiho plochu okolo bodu (g, g) a dve elektronové Fermiho plochy, jednu okolo (g,()) a
druhi okolo (O, g) Dierova Fermiho plocha je uzavreta plocha oddelujica obsadené stavy najniz&ieho
pasu od bubliny neobsadenych stavov v blizkosti maxima tohto pasu. Elektrénové Fermiho plochy st
uzavreté plochy obopinajice oblasti obsadenych stavov druhého najnizsieho pasu v blizkosti dvoch
minim tohto péasu. Viac detailov ¢itatel najde v cviceni 4.

Cvidenia
1. Vypocitajte Wannierove vlnové funkcie pre jednorozmerny krystal s mriezkovou konstantou a a N atémami. Blochove

vlnové funkcie aproximujte rovinnymi vlnami: ¢y (x) = %ei’”, kde L = Na.

87TTakéto materidly nazyvame péasovymi izolantmi. V pripade, kedy coulombovské interakcie medzi elektrénmi st
omnoho vicgie neZ ich kinetickd energia, jednoelektronové priblizenie moézZe zlyhat a aj material s ¢iasto¢ne obsade-
nymi pasmi sa moze spravat ako tzv. Wignerov-Mottov-Hubbardov izolant, pozri I1.7. Podobne, velka neusporiadanost
moze sposobit lokalizaciu elektronov, t.j. izolujice spravanie (tzv. Andersonov izolant, pozri 11.4).
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Obr. 40: 2D Fermiho plochy z obrazku 39 zobrazené v redukovanej zéne. Obsadené stavy si zakazdym vyznacené
grafovanim. Lavy obrazok ukazuje, #e dolny pés je takmer plny, okrem $tvrtkruhov neobsadenych stavov okolo bodov
(ig, ig) Pravy obrazok ukazuje $tyri obsadené polkruhy v druhej zéne (=v druhom pase), ako aj tvar Fermiho plochy
druhého (horného) pasu po jej posunuti o vektory recipro¢nej mriezky do 1. Brillouinovej zony.

» / I . - »
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Obr. 41: 2D Fermiho plochy z obrazku 39 zobrazené tentoraz v tzv. opakovanej zone, t.j. po periodickom predlZeni
redukovanej zony. Obsadené stavy st opdtf vyznafené Srafovanim. Lavy obrazok ukazuje, Ze $tvrtkruhy neobsadenych
stavov najniz§ieho péasu si sicastou jedinej uzavretej dierovej Fermiho plochy. Vyznaceny $tvorec s vrcholom v bode T’
ukazuje pripustni elementdrnu bunku v recipro¢nom priestore. Pravy obrazok ukazuje, Ze v hornom pase existuji dve
uzavreté elektronové Fermiho plochy v pripustnej obdlznikovej elementarnej bunke v recipro¢nom priestore.

2. Ukazte, ze Wannierove vlnové funkcie s réznymi pasovymi indexami a/alebo v roznych bunkach Bravaisovej mriezky
st navzajom ortogonélne.

3. Nech hamiltonian H = Hy + V(r) elektronu v kry$tali je redlny, H* = H. UkaZte, Ze ku kazdému blochovskému
rieeniu ¢Ynk(r) SchR Hynk = en(k)Ynk potom existuje rieSenie ¢,k (r) s energiou &, (—k) = en (k). Teda pasy mozno
ocislovat tak, aby platila rovnost €, (k) = e, (—k).

4. Skimajme dvojrozmerny krystal so Stvorcovou mriezkou. Nech mriezkova konstanta je a a koncentracia elektréonov je
2

2z .

a) Nakreslite najnizsie dve vetvy disperzného zakona pozdlz $pecidlnych &ar 1. Brillouinovej zéony I'M, M X, XT v
pribliZeni prazdnej mriezky. Kol'ko pasov je ¢iasto¢ne obsadenych?

b) Nech mriezkovy periodicky potencial pre elektrony je

V(z,y) =-U [(1-{—2005 QTTQC) (1+2COSQ7jTy) _1] )

Poruchovym vypoc¢tom odhadnite minimalnu amplitidu U, pri ktorej sa realizuje prechod kov-izolant. Navod: étudujte
spektrum pre k = (Z,0) (problém 2 x 2) a pre k = (Z, Z) (problém 4 x 4).

a’a

17 Transportné javy: fenomenologicky popis

V termodynamike sa ukazuje, Ze v rovnovaznom systéme musia byt teplota 7' a chemicky potencial
Castic p rovnaké vo vSetkych bodoch priestoru. V tejto prednaske budeme skiimat systémy, v ktorych
posobenim zvonka existuji konecné gradienty teploty a chemického potencilu.

Nerovnovazna termodynamika
V nagom vyklade sa pre jednoduchost obmedzime na §tidium systémov s jedinym typom ¢astic. Ocaka-
vame, ze v dosledku nalozenych gradientov v systéme potecie prid ¢astic s hustotou jy a prad energie
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s hustotou jy. KedZe ako celkovy pocet ¢astic, tak aj celkova energia st zachovéavajice sa veli¢iny,
platia pre ne nasledovné rovnice kontinuity:
ou on

— 4 V-ju=0;
+ Ju o1

V-jn=0 99

kde hustotu ¢astic v studovanom bode sme oznadili n a hustotu energie sme oznacili u.%8

Pric¢inou existencie nenulovych pradov je druhd termodynamické veta: systém maximalizuje svoju
entropiu v stave s priestorovo konstantnymi 7" a pu; prady si dosledkom tendencie k zniZeniu tychto
gradientov. Entropia nie je zachovavajicou sa veli¢inou: v procese priblizovania k rovnovahe je entropia
generované. Definujeme preto tzv. hustotu produkcie entropie s:

. 0s
Y
V&imnime si, Ze hustota produkcie entropie je vlastne ¢asovou zmenou hustoty entropie, od ktorej odé&i-
tavame trividlnu zmenu s v dosledku priadov entropie vtekajicich do a vytekajicich von zo studovaného
objemového elementu.
Ak hustotu tepla dodant do Studovaného objemového elementu oznacéime dg, potom prva vetu
termodynamickt mozno pisat v tvare dg = du — udn.?? Preto je prirodzené o¢akavat nasledovny vztah
medzi hustotami pradu tepla, energie a Castic:

+V-js. (60)

jQ =Ju — win. (61)
Hustotu pridu entropie js budeme interpretovat pomocou hustoty pridu tepla jg ako js = jTQ. Preto

1 I
. : o 62
Js = T.]U T.]N ( )

Na druhej strane, prvi vetu termodynamickd mozno pisat v tvare ds = %du — fdn, alebo ekvivalentne

0s 10u pon

o Tot Tot

Dosadenim vysledku pre % do vyrazu (60) pre hustotu produkcie entropie dostaneme

1 Iz
= —— B Y. je=——V -} Py . vV -j
5 +V-Js T JU+T JN +V-]s,

kde v druhej rovnosti sme vyuzili rovnice kontinuity pre u a n. Ak dalej v poslednom ¢lene hustotu
pradu entropie js vyjadrime pomocou (62), pre hustotu produkcie entropie v skimanom jednozlozko-
vom systéme dostaneme napokon

1 1%
SRS vl e . -V(—*)- 63
s=Ju <T> +JN T (63)
Hustotu produkcie entropie teda mozno vyjadrit pomocou sti¢inov tokov a gradientov funkcii teploty a

chemického potenciélu, tzv. afinit. Afinity zjavne hraju Glohu “zov8eobecnenych sil”, pretoze spésobuju
pritomnost nenulovych tokov.

Onsagerove vztahy

Onsager vypracoval vSeobecnu tedriu pre nevratné termodynamické javy. Predpokladal v nej, Ze na
systém mozu posobit rozne afinity X;. Vysledkom posobenia afinit je existencia nenulovych tokov j;.
Onsager dalej predpokladal, 7ze ku kazdej afinite X; prislicha k nej zdruZeny tok j;, pri¢om hustotu
produkcie entropie mozno pisat v tvare

s:§:ﬁ&. (64)

88 Na rozdiel od prednagky 3, v tejto prednaske malymi pismenami oznaéujeme intenzivne veli¢iny vztiahnuté na objem
a nie na pocet Castic v Studovanom objeme.
89Ked7e studujeme zmeny energie v objemovom elemente fixovanej velkosti, ¢len pd) do nagich tvah nevstupuje.
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V priklade (63) sme uvazovali 6 afinit: tri zlozky vektora V(7) a tri zlozky vektora V(—£%). K nim
prislacha 6 zdruzenych tokov: tri zlozky vektora ji a tri zlozky vektora jy. Pri rieSeni konkrétnych
iloh je obvykle jasné, aké toky v systéme te¢u a naSou ilohou je najst k nim zdruzené afinity.
V&imnime si nasledovnii zaujimavost. V naSom jednozlozkovom systéme by sme namiesto dvojice
tokov jy a jy mohli skamat povedzme dvojicu tokov jg a jy. Pomocou rovnice (61) mozno produkciu

entropie zapisat v tvare
. 1 . 1
S—JQ-V<T) +JN - (—Tv,u>. (65)

V tejto formulécii je teda k toku jo zdruZend afinita V(%) K toku jn je v8ak zdruZzena afinita —%Vu,
ktora je odlisnd od afinity zdruzenej k tomu istému toku pri voIbe nezavislych tokov jy a jn.
Onsager dalej predpokladal, ze (malé) toky st linearne zavislé od (malych) afinit:

ji=>_ LixXr, (66)
k

kde koeficienty L;i st tzv. koeficienty linedrnej odozvy, alebo kinetické koeficienty. D4 sa ukézat, Ze
tieto koeficienty st dané vlastnostami rovnovazneho systému; treba ich pocitat pomocou mikroskopickej
teorie.?? Viimnime si, ze podla (66) tok j; zavisi nielen od k nemu zdruZenej afinity X;, ale aj od
ostatnych afinit. Tahko vidno, Ze tento predpoklad je nevyhnutny. Ak by totiz toky zéviseli len od k
nim zdruZenych afinit, dostali by sme spor. Naozaj, v naSom priklade skiimajme pripad, kedy Vu =0
a VT £ 0. Vo formulacii s nezavislymi ji7 a jy by sme dostali jy # 0, kym vo formulécii s nezavislymi
Jo a jn by sme dostali jy = 0.

Hlavnym vysledkom Omnsagerovej teérie je ddkaz nasledovnej symetrie koeficientov lineirnej
odozvy:

|Lit(B) = Lii(—B). | (67)

Dokaz vyuziva symetriu pohybovych rovnic pri inverzii ¢asu. Koeficienty linedrnej odozvy st vo vse-
obecnosti aj funkciami externého magnetického pola B. V pritomnosti pola B v8ak pri inverzii ¢asu
pohybové rovnice nezmenia tvar, len ak zmenime smer magnetického pola B — —B. Z tohto dévodu
déavaju Onsagerove vztahy do suvisu koeficient L;p v poli B s koeficientom Lg; v poli —B.

PRUD Ako DOSLEDOIK

Po3DIELY ELEKTROSTATICKICH

POTENCIALDY

Obr. 42: Grafy zobrazujt zaplnenie elektrénovych stavov ako funkcie energie (vertikilna os) v priestorovo nehomo-
génnych situaciach: pri nenulovom gradiente elektrostatického potencialu (vlavo) a pri nenulovom gradiente chemického
potencialu (vpravo). V oboch pripadoch potecie rovnaky tok elektronov.

Elektrochemicky potencial
V dalsom vyklade budeme aplikovat Onsagerovu tedériu nevratnych procesov na termoelektrické javy,
t.j. na transport tepla a naboja systémom elektrénov v pritomnosti gradientov teploty a chemického

9Pozri napriklad koniec tejto prednagky, prednasku 18, ale aj I11.10 a IV.3.
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potencialu elektréonov. Viimnime si najprv, Ze kedZze naboj elektronu je —e, hustota pradu naboja je
J=—¢jn.

Vsimnime si dalej, ze v pripade nabitych ¢astic mozno tok vyvolat jednak gradientom chemického
potencialu ¢astic, ale aj gradientom elektrostatického potencialu, t.j. elektrickym polom E = —V¢.
Naozaj, studujme dva susedné elementy elektronovej kvapaliny vzdialené v smere osi o Az. Obra-

zok 42 ukazuje, ze gradient chemického potencialu % vyvola taky isty tok elektronov ako gradient

elektrostatickej energie elektronov 72%). Teda namiesto Vu musi v Onsagerovej teorii vystupovat kom-
bindcia V' = Vu+ eE, kde i/ je tzv. elektrochemicky potencial. Ekvivalentne mozno V' zapisat
pomocou efektivneho elektrického pola E' = E + %Vu ako Vu' = eE'. Ale standardné voltmetre me-
raju rozdiely elektrochemickych potencialov, t.j. s ich pomocou meriame efektivne elektrické pole E’.

Preto v dalsom vyklade budeme ¢iarky vynechavat a namiesto p’ a E’ budeme jednoducho pisat p a E.

Termoelektrické javy
Ak vyuzijeme vztah Vi = eE, kde E je efektivne elektrické pole, potom vyraz pre produkciu entropie
(65) mozeme pisat v tvare

1
Ti=j-E+jq 5 (-VT). (68)

V prvom ¢lene spoznavame joulovské tepelné straty v systéme. Ak teraz aplikujeme Onsagerovu teoriu,
pre izotrépny systém dostaneme

1 1
i = Liu—E+ Lis—(-VT
J g =+ 12T2( vT),
1 1
io = Lio=E+ Los—(—VT).
Jo 1275 + 22T2( VT)

V&imnime si, Ze v izotrépnom systéme Onsagerov vysledok redukuje pocet nezéavislych kinetickych
koeficientov zo 4 na 3.%! Sktimajme teraz vyznam jednotlivych koeficientov.

1. Z rovnice pre j vidno, 7e koeficient Li;/T ma vyznam mernej elektrickej vodivosti o meranej
za vedlajSej podmienky VT = 0, ¢o je obvykl4 experimentalna konfiguracia. Preto L1 = oT.

2. Skimajme dalej izolovany homogénny drét v pritomnosti nenulového pozdlzneho gradientu teploty.
Ked7e v drote nemdze tiect prid, z rovnice pre j dostaneme, aplikujic podmienku j = 0, %e v drote
musi existovat nenulové interné elektrické pole E = SVT, kde S je tzv. Seebeckov koeficient. Pre
Omnsagerov koeficient L5 tak dostaneme vztah Ly = T?cS.

3. Z rovnice pre jo vyplyva, Ze pri E = 0 v systéme tecie prid tepla. Z porovnania s rovnicou
jo = Ko(—VT) dostévame vztah Loy = T?kg. ko je merna tepelna vodivost elektréonov za vedlaj-
Sej podmienky E = 0. Sumarizujic teda mdzeme pisat:

j = cE+oS(—-VT),
jo = ToSE+ ko(=VT). (69)
4. Obvykle sa merné tepelna vodivost meria nie za vedlajej podmienky E = 0, ale j = 0, t.j. bez

stucasného toku elektrického pridu. PrepiSme teda rovnicu pre jg pomocou nezavislych premennych j
a—VT:

Jjo=1j+ s(-VT).
V tejto rovnici vystupuji dva nové koeficienty: x = kg — T'0.S? je obvykla merna tepelna vodivost

a Il = TS je Peltierov koeficient popisujici nasledovny jav: v dréte bez aplikovanych teplotnych
gradientov tecie prid tepla, ak v iom zaroven tecie elektricky prid. Koeficienty II a  nie sii nezévislé:

91V prednaske 18 ukaZeme, Ze tento vysledok plati aj pre kubické krystaly. Pre krystaly s niZSou symetriou by sme
museli skalarne koeficienty L;; nahradit tenzormi. V najvSeobecnejSom pripade Onsagerov vysledok dramaticky redukuje
pocet nezavislych koeficientov: namiesto 36 bude nezavislych iba 21 koeficientov.
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mozno ich vyjadrit pomocou uz zavedenych koeficientov o, kg a S.

Termodynamické nerovnosti
Hustota produkcie entropie musi byt kladna. Ak materialové vztahy (69) dosadime do (68), dostaneme podmienku

.. 1, _ o, oS E
Tsf‘]-E—O—?JQ~(—VT)7(E,—VT)( oS, ko/T ) ( VT ) > 0.
KedZe tato nerovnost musi platit pre lubovolné E a VT, matica
o, oS
M= ( oS, ko/T >
musi byt kladne definitna. Odtialto dostavame nasledovné termodynamické nerovnosti:
o> 0, Ko > 0, Hzfio—TUSQ>O.

Viimnime si, Ze znamienko Seebeckovho koeficientu S nie je termodynamikou predpisané. Vdaka vztahu II = T'S tento

vysledok plati aj pre Peltierov koeficient. V prirode sa vyskytuji materialy s kladnymi aj zapornymi II.

Driftova rychlost
Vo zvysku tejto prednasky skonstruujeme najjednoduchsiu mikroskopickt teériu na vypocet kinetic-
kych koeficientov. Kla¢ovym pojmom bude pojem rychlosti unagania elektronov v (tzv. driftovej
rychlosti), pod ktorou budeme rozumiet stredni efektivnu rychlost elektrénov po odéitani interného
pohybu vnutri Fermiho plochy, ktory je sice velmi rychly, ale orientovany vSetkymi smermi a preto
jeho strednd hodnota v rovnovadznom stave je nulova.”?

Pocitajme pradovi hustotu nédboja j v elektronovom plyne s hustotou n a driftovou rychlostou v.
Za tym ucelom pocitajme priad I, ktory pretefie cez mali plochu S kolmd na smer v. Tento prad
mozno vyjadrit ako naboj d@, ktory cez plochu pretecie za Cas dt. Ale dQ = —edN, kde dN = nSvdt
je stredny pocet elektronov, ktoré za ¢as dt pretna plochu S. Preto I = % = %ﬁ”dt = —neSv a pre
pradova hustotu j = é nakoniec dostaneme vztah

j= —nev, (70)
i = —nev.]

kde sme uvazili, ze vektory j a v musia byt rovnobezné.

Elektricka vodivost
Skimajme plyn elektrénov v pritomnosti pola E. Zaujimajme sa o pohyb “typického” elektronu, t.j.
elektrénu, ktorého rychlost je rovna driftovej rychlosti. Newtonova pohybova rovnica pre tento elektrén
je mv = —eE. Riegenim tejto rovnice je rovnomerne zrychlujuci elektrén, t.j. aj pradova hustota by
musela rast s plyndcim ¢asom. Takéto spravanie je v spore s nasou skiisenostou, Ze pri konStantnom
naloZenom napiti tecie cez drét kongtantny prud. Pohybovi rovnicu treba modifikovat: chyba v nej
“trenie” elektréonu o krystal. Z predchadajacich kapitol vieme, Ze elektrén sa cez dokonaly krystal pohy-
buje ako netlmend Blochova vlna. Preto zdrojom trenia nie je samotny krystal, ale jeho nedokonalosti,
t.j. odchylky od ideélnej periodicity (napr. defekty, kmity mriezky, atd.).

Budeme preto predpokladat, Zze driftova rychlost splita nasledovni modifikovanit Newtonovu pohy-
bova rovnicu

m (V+ X) = —cE,
T

kde 7 je tzv. relaxaény ¢as. Jeho vyznam ozrejmime analyzou pohybovej rovnice pri nulovom apli-
kovanom poli, t.j. rovnice v = —¥. RieSenim tejto rovnice je v(t) = v(0)e /7, teda v nafom systéme
s trenim pociato¢na rychlost v(0) relaxuje s charakteristickym ¢asom 7.

Hladajme teraz rieSenie pohybovej rovnice pre driftova rychlost. Zaujimame sa len o stacionarne
riefenie v = 0, ktoré sa ustali po zapnuti elektrického pola E. Pre driftova rychlost tak dostaneme
v = —e}%. Dosadenim tohto vysledku do rovnice (70) a porovnanim s defini¢nym vztahom j = oE tak
dostaneme tzv. Drudeho formulu pre mernu elektricka vodivost

(71)

92Stoji za zmienku, Ze driftova rychlost je obvykle iba malym zlomkom Fermiho rychlosti.
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V&imnime si, Ze pri odvodeni Drudeho formuly pre vodivost nehral Ziadnu rolu fakt, Ze nosi¢mi naboja
st elektrony. Taka istu formulu by sme dostali pre akykolvek systém Castic s koncentraciou n, relaxac-
nym ¢asom 7 a ndbojom +e. Namiesto elektrénov mézu byt nosi¢mi naboja napriklad i6ny v iénovych
vodicoch alebo v plazme, alebo diery v polovodici. Celkova vodivost systému potom bude sti¢tom Dru-
deho prispevkov od v8etkych typov nosi¢ov naboja. Poviimnutiahodné pritom je, Ze o zavisi iba od
Stvorca elementarneho naboja a (v silade s termodynamickymi poziadavkami) je vzdy kladné, preto z
merania vodivosti nemozno rozhodnut, aké je znamienko nosi¢ov ndboja v materiali.

Cvidenia
1. Ako treba zmenit formulaciu nerovnovaznej termodynamiky v pripade, kedy Studovanymi ¢asticami st fonony? Ktoré
transportné koeficienty st v tomto pripade nulové?

2. Pre elektronovy plyn s vodivostou o pri vedlajsej podmienke VT = 0 vypocitajte elektricka vodivost og pri vedlajsej
podmienke jo = 0. Vysvetlite, pre¢o vo vSeobecnosti vodivosti o a 0@ nie st totoZzné. Rozhodnite, ktord z tychto dvoch
vodivosti obvykle meriame.

3. Ukazte, Zze zo zdkonov zachovania energie a poc¢tu ¢astic v jednozlozkovom systéme nabitych ¢astic v staciondrnom pri-
pade vyplyva V-jo = j-E. Vyuzite materialové vztahy (69) a ukazte, ze odtialto vyplyva rovnica V(kVT)+pj* = Tj- V.S,
ktort mozno v homogénnych systémoch s teplotne nezavislymi koeficientmi S, & zjednodusit na tvar kAT + pj? = 0.

4. Termoelektricky generator (termoclanok) je sudiastka, ktora z externe aplikovaného rozdielu teplot generuje napétie.

Termoclanok je vlastne dvojica drotov p a n, ktorych konce st udrziavané pri (niZgej) teplote T¢, pricom druhé konce

tychto drotov st vodivo spojené pri (vysSej) teplote T}. Nech Seebeckove koeficienty drotov si S, a S, a nech odpory

drotov st Ry a Ry,. Nech je termoclanok pripojeny na zataz s odporom R. Ukazte, Ze v takom pripade je prid generovany

termoclankom dany vztahom

(Sp — Sn)(Th — T¢)
R+ R, + R,

Néavod: termoc¢lanok si predstavte ako baterku, ktora vyraba z rozdielu teplot napitie U medzi svorkami A a B, pozri
obrazok 43. Predpokladajte, Ze cez termoclanok tecie prad I a najprv vypoclitajte napitie U. Potom Zziadajte, aby spad
napétia na zatazi bol U = I R.

I= (72)

Obr. 43: Termodlanok ako baterka, ktora z rozdielu teplot generuje napitie U medzi svorkami A a B.

5. Sktimajme drot valcového tvaru s dizkou L a prierezom A, ktorého konce udrziavame pri teplotach T(z = 0) = T, a
T(xz = L) = T, pricom Tj, > T. Predpokladajme dalej, Ze cez drot te¢ie z 0 do L konStantny prid s hustotou j = I/A.
Merny odpor drotu nech je p, jeho Peltierov koeficient nech je IT a jeho tepelna vodivost nech je k. Aky velky je v
stacionarnom stave tok tepla Io(xz = 0) vstupujiceho do drotu? Navod:
(a) Predpokladajte, ze joulovsky generované teplo je odvadzané iba samotnym drotom, t.j. zanedbajte tepelné vyZzarovanie
z drotu do okolia. PouZite vysledky cvi¢enia 3 a ukaZzte, Ze priebeh teploty 7T'(x) vnutri drétu je popisany vztahom
2

T(x) =Th+ (Te = Th) F + S-2(L — x).
(b) Ukazte, ze tok tepla vstupujiceho do drotu je

1

Io(z=0) = 17+ Axth—Te

1,5
——* — SRI’, (73)

kde R = pL/A je odpor drotu.

6.* Utinnost termoelektrického generatora. Na termo&lanok sa mo7no pozerat ako na tepelny stroj pracujici medzi
teplotami Tj, > T.. Tento stroj za jednotku ¢asu odobera teplo Ig = Igp + Ign z tepelného rezervoara s teplotou 7} a
kona uZitoént pracu za jednotku ¢asu P = RI? na zatazovom odpore R. Uinnost 1 takehoto stroja mozno definovat ako
obvykle vztahom 1 = P/Ig. S pomocou vztahov (73) a (72) vyjadrite i¢innost termoelektrickej generécie v termoclanku
ako funkciu zatazového odpora R a parametrov vodi€ov p a n v termoc¢lanku: Seebeckovych koeficientov Sy, a Sy, mernych
odporov pp a pn, mernych tepelnych vodivosti k, a Ky, prierezov vodicov A, a A, a ich dizky L. VyuZite tiez, Ze pre
Peltierove koeficienty pri teplote T} plati (II, — IL,) = Th(Sp — Sn).
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(a) Ukazte, ze koeficient u¢innosti 7 nadobiida maximélnu hodnotu pri optimalnej zatazi

(Sp = Sn)*

R=(Ry,+ Ry,)V1+ZT; Z =
(Apmp + Aurn) (52 + 52)

; T=

pricom optimélna Géinnost je dand vztahom

T, — T. V14+2T -1
n=—7—>5 f=— =1
h 1+ 2T + =

Teda tcinnost 7 je oproti ic¢innosti idedlneho tepelného stroja znizena faktorom 0 < f < 1.

(b) Pri danych teplotach T}, T, nadobtida faktor f maximalnu hodnotu vtedy, ked je maximalny bezrozmerny koeficient
ZT. Pre dant dvojicu materialov p a n moZno koeficient ZT maximalizovat vhodnym vyberom prierezov A, a A,,.
Ukazte, ze optiméalna hodnota koeficientu Z7 je

ZT7T<—S" — 5n )2
VEpPp + \/Enpn

Ulohou materialového vyskumu je najst taka dvojicu materialov, pre ktord je koeficient ZT ¢o najvacsi.

7. Peltierovské chladenie. Ak budeme termoclanok z predoslych uloh napajat z externého zdroja pridom I, potom mo-
Zeme odoberat teplo z chladnejsieho rezervoaru s teplotou Te. Taktto stciastku teda mozno pouzit ako chladié.

(a) Najdite optimélnu hodnotu pridu I, pri ktorej je tok tepla I odoberany z chladnejSieho telesa maximéalny. Navod:
Pouzite vysledok (73).

(b)* Aky maximalny rozdiel teplét mozno dosiahnut?

18 Transportné javy: Boltzmannova rovnica

Vypocet transportnych koeficientov vo formalizme driftovej rychlosti neberie do uvahy Specifické vlast-
nosti materidlov: neprihliada na skuto¢né disperzné zakony pre elektréony, neberie do ivahy rozdielnosti
rozptylovych procesov, atd. V tejto prednaske zavedieme formalizmus, ktory vSetky spomenuté tlohy
riedi, pouzivajic kvaziklasické pribliZenie.

Boltzmannova rovnica

Ustrednou veli¢inou kvéziklasickej teérie transportnych vlastnosti je tzv. distribu¢na funkcia f(r, k, t),
ktora udava rozloZenie vlnovych balikov v 6-rozmernom fazovom priestore.?? Distribuént funkciu mozno
definovat pre akykolvek typ Castic, napr. pre elektrony, fonoény, atd. Pre konkrétnost budeme studovat
distribuéna funkciu pre elektrony, pretoze nagim cielom je opis transportnych vlastnosti kovov, a v
kovoch elektrénovy prispevok k transportu tepla a ndboja dominuje. Okrem toho elektrickd vodivost
je takmer vylu¢ne dané prenosom naboja elektrénmi, dokonca aj v izolantoch.

Skumajme pohyb elektréonov v 6-rozmernom fazovom priestore. Predpokladajme, Ze v Case t sa
elektron nachadza v bode r a jeho vlnovy vektor je k. Okamzita rychlost elektronu je vy a sila, ktora
naii posobi, nech je F = —e(E + vk x B). Po uplynuti ¢asu dt sa elektron premiestni do bodu r + vy dt
a jeho vlnovy vektor bude k + %dt. Preto distribuéné funkcia musi spliiat rovnicu

vt dos s = sk + (3 an
coll

Posledny (tzv. zrazkovy) ¢len opisuje zrazkové procesy: elektron v stave k,r sa moze pod vplyvom
zrazky s nejakou poruchou (alebo s inym elektronom) rozptylit do iného stavu, alebo naopak elektron
z iného stavu moze po zrazke skon¢it v stave k, r. Ak l'ava stranu rozvinieme do Taylorovho radu, potom

9Pre jednoduchost sa obmedzujeme na skiimanie rozdelenia elektréonov v ramci jediného Blochovho pasu. Vo ve-
obecnom pripade by sme museli §tudovat funkcie f,(r,k,t), kde n je pasovy index. Pracujeme s distribu¢nou funkciou
pre elektrony v krystali s objemom V a periodickymi okrajovymi podmienkami, vdaka ktorym nadobiidaji hybnosti
diskrétne hodnoty. Distribu¢n4 funkcia je pritom normalizovana nasledovne: 3 >, [d’rf(r,k,t) = N, kde N je celkovy
pocet elektronov v krystali a faktor 2 zohl'adiiuje spin elektronu. Teda napr. pre distribu¢nt funkciu nezavisla od pries-
torovej stradnice r a ¢asu mame 2), fi = N. To znamena, Ze fi mozno interpretovat ako pravdepodobnost obsadenia
stavu k.
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rovnicu Casovy vyvoj distribucnej funkcie mozno popisat v diferencidlnom tvare tzv. Boltzmannovou

rovnicou
UL B0 (o) -
or T hok ot \ot),
e '.?/-;'-_- i
o pren IR
b N APIS fo .
L5 < l;;'J. P A \,\;/lrz._ < - _ .
i T8 —_'\-rf P (it Lo s 14:} 1 B :L e i
_-;\_,_”_V-I W S
ok
{'_'z-.t'ii.'-.:_:s.'i{ r 2,\:_'{—\’.',_; Lot~ .’-\.-.;I-.:ilg.. )
o —
A
o R i
R-m“h* = — K
. e
""N-
WL e

Obr. 44: Priklady zrazkovych procesov, ktoré menia rozdelenie elektrénov v k-priestore.

Venujme sa teraz analyze zrazkového ¢lena. Obmedzime sa pritom na rozptyl elektréonov na primes-
nych atémoch alebo na kmitoch mriezky.?* Budeme predpokladat, Ze zrazka je lokalna v r priestore.

Zrazkovy Clen (%) I bude obsahovat kladny prispevok od procesov rozptylu zo vSetkych moznych
CO.

stavov kK’ do studovaného stavu k a zaporny prispevok od rozptylov zo §tudovaného stavu k do vSetkych
moZnych stavov k':

(%J?{) =Y Wincfie (1 = fi) = Wiae fi(1 = fio)].
coll K’/

Pravdepodobnost rozptylu z k do k’ za jednotku ¢asu sme oznadili ako Wi .?®> Okrem toho sme zapo-
¢itali, Ze pravdepodobnost rozptylu z k do k’ je iimern4 pravdepodobnosti fi obsadenia pociatoéného
stavu k, ako aj pravdepodobnosti 1 — fys toho, Ze koncovy stav kK’ je (kvoli Pauliho vylutovaciemu
principu) volny.

Linearizovana Boltzmannova rovnica

V&imnime si, ze Boltzmannova rovnica je vo vSeobecnosti zloZitou nelinedrnou integro-diferenciadlnou
rovnicou pre funkciu f(r,k,t). Ale ak st aplikované polia malé oproti internym poliam, bude dis-
tribuéna funkcia elektronov f(r,k,t) iba malo odlisna od tzv. lokilnej rovnovaznej Fermiho-
Diracovej distribucénej funkcie

1
exp {Ek (“g )} —|—1

fo(r7 k) =

Pripustili sme pritom, Ze teplota T'(r) a chemicky potencial p(r) mézu byt pomaly sa meniacimi fun-
kciami polohy r. Odchylky distribu¢nej funkcie od lokélnej rovnovaznej Fermiho-Diracovej distribucne;j
funkcie fO(r, k) oznaéme g(r, k, t):

fr.kt) = f(r,k) + g(r. k. t).

94V obidvoch prikladoch totiz mozno poruchu popisat ako dodato¢ny potencial. K zrazkovému ¢lenu prispievaji aj
zrazky elektronov s elektronmi. V takom pripade mé zrazkovy ¢len zlozitejsi tvar, preto sa elektron-elektronovymi rozp-
tylmi nebudeme zaoberat.

9 Tito pravdepodobnost mono urcit z mikroskopickych avah. Napriklad pre rozptyl na neéistotach pocitame Wi
pomocou Fermiho zlatého pravidla v II.4.
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Odchylkova funkcia g(r,k,t) bude aspoii linedrnou funkciou aplikovanych poli E, B, VT, Vu. Ak bu-
deme naviac predpokladat, ze polia E, B, VT, V st priestorovo homogénne, potom mozeme ocakavat,
7e odchylkové funkcia nebude zavisief od priestorovej stradnice r, ¢ize g = g(k,t).%8

Nasim cielom bude zjednodusit Boltzmannovu rovnicu zanedbanim druhej a vysgich mocnin apli-
kovanych poli. Na l'avej strane Boltzmannovej rovnice vyuZijeme, Ze s presnostou do linedrnych ¢lenov
v aplikovanych poliach mozno nezname funkcie f(r,k,t) nahradit rovnovaznymi funkciami f°(r, k):

F of F 0f° a9
f'7%*'7:Vk'F7,
h 0k h Ok Oe
pretoze Clen % . % je druhého radu v aplikovanych poliach. Podobne, kedZe podla predpokladu je
% = 0, dostavame tiez
of _

0 0 0 _ 0
ai = Vi - <V,uaf +VTa‘f> = Vi - <VM+ €k MVT) %

Vi e T VR or En aT T 9e

Preto linearizovani Boltzmannovu rovnicu mozno pisat v tvare

dg(k, t) e — o) O _ (0f
ot VK <F Vi = V) e = \ar ),

V stacionarnom pripade % = 0 na lavej strane nevystupuje neznama funkcia g(k,t). Uloha sa teda

vyrazne zjednodusila, ale este stale nie je priamodiara.

PribliZzenie relaxa¢ného ¢asu
V pribliZzen{ relaxa¢ného ¢asu nahradime zrazkovy ¢len vyrazom

<0f> _ 9kt
ot coll Tk ,

kde 7y je tzv. relaxacny ¢as.”” Fyzikalny zmysel relaxaéného ¢asu vidno z nasledovnej tavahy. Predpo-

kladajme, Ze studovany systém sa nenachadza v Ziadnom externom poli, ale vznikne v iom odchylka od

) y e . . . g g
rovnovahy g(k,0). Potom Casovy vyvoj tejto odchylky bude dany Boltzmannovou rovnicou g} = —2

8

s riesenim g(k,t) = g(k,0) exp(—t/7), teda odchylka zanikd na ¢asovej kale 7.
V priblizeni relaxa¢ného ¢asu mozno linearizovant Boltzmannovu rovnicu explicitne rie§it. V sta-
cionarnom pripade mé rieSenie tvar

g(k) = <_‘5’fo> Vi - <F V- EkT_ “VT> . (75)

Oe

Odchylkovu funkciu v linearizovanej teorii a priblizeni relaxac¢ného casu (75) je poucné zapisat v tvare
gk) = (—%—JZ)) vk - hAk, kde hAk = 7 (F — Vpu — E22AVT), pretoze potom mozno celkovi dis-
tribuént funkciu vyjadrif ako f(k) = f2 + g(k) =~ f2 Ax. Inymi slovami, nerovnovaznu distribuént
funkciu f(k) dostaneme z rovnovaznej distribu¢nej funkcie f2 posunutim k — k — Ak. Stoji za po-
vimnutie, Ze v kovoch je vdaka nerovnosti |Ak| < kp nerovnovazne prerozdelenie elektronov velké
iba v tesnej blizkosti Fermiho plochy.

Termoelektrické javy
Odteraz sa obmedzime na skimanie tansportu v nulovom aplikovanom magnetickom poli. V takomto pripade moZno pisat

90V tejto ivahe zanedbavame trenie elektréonov o povrch drétu, kvoli ktorému by funkcia g(r, k,t) pri povrchu drétu
mala byt zmengena oproti jej hodnote hlboko vnitri vzorky. O¢akavame, Ze v dostato¢ne masivnych materidloch mozno
podobné povrchové efekty zanedbat.

YTRelaxalny Cas moze zavisiet od tvaru funkcie g(k). Roznym transportnym procesom (napr. elektrickej vodivosti,
tepelnej vodivosti, atd.) zodpovedaji rézne odchylky od rovnovahy g(k), preto im treba priradit rézne relaxaéné casy.
Podobny jav skimame v I1.4.

9Vgimnime si, e nebyt zrazkového &lena, odchylka g(k,0) od rovnovaznej distribuénej funkcie by sa v ¢ase nemenila.
Teda dokonca aj pri popise idealneho plynu sme implicitne museli predpokladat, Ze existuji (infinitezimalne slabé)
zrazkové procesy, ktoré si zodpovedné za ustanovenie rovnovéhy.
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F —Vu = —€eE — Vu = —eE/, kde sme opit zaviedli efektivne elektrické pole, ktoré je gradientom elektrochemického
potencialu. Podobne ako pri fenomenologickom popise budeme namiesto E’ pisat jednoducho E.

Podla prednagky 17 je elektrickd pridova hustota dana vztahom (70), t.j. j = —nev, a hustota pridu tepla je
dana vztahom (61) , t.j. jo = ju — pjn, kde jy = mv je hustota pridu Castic a ju je hustota prudu energie. Ak
teraz pripustime, Ze kazdy elektron sa pohybuje inou rychlostou, vyrazy pre jednotlivé priadové hustoty je prirodzené
zovSeobecnit nasledovnym spésobom:

. 2 .2 . 2 . 2
iv=75 ;fkw; i=y ;(*6)fkvm v=75 ;5kfkvk§ je=73 ;(Ek = 1) frevi,

kde sme predpokladali, Ze objem vzorky je V a faktory 2 zohladiiuji, Ze kazdy stav k je rovnako obsadeny elektronmi so
spinmi T a |. Vyuzili sme tiez, Ze elektron v stave k nesie ndboj —e, energiu ek a “teplo” ex — p. Explicitne sme zaroveil
vyuzili nezéavislost distribu¢nej funkcie fix od priestorovej staradnice r.

V&imnime si teraz, Ze prispevky od rovnovainej ¢asti f k priadovym hustotam st nulové, pretoze s integralmi zo
stéinov parnej a neparnej funkcie k. Tak to aj ma byt, pretoZze v rovnovahe by vSetky pridové hustoty mali byt nulové.
Preto k pridovym hustotam prispieva iba odchylkova funkcia:

.2 . 2
i=5 D (—9avi;  Jo = v D ek — H)gicvic.
Kk Kk
Po dosadeni explicitného vyrazu pre odchylkova funkciu (75) tak dostavame
. 2(—e)? af° 2(—e) Af°N ex — p
] = v ;Vk ( e TxVk - E + v ;Vk e T Tka-( VT),

0 0 2
o = 2(;6) ZVk (*%) (ex — )TV - B+ % ka (*%) @Tka - (=VT).
k

k

Pradové hustoty j a jo teda moéZeme pisat v tenzorovej forme konzistentnej s fenomenologickou formulou (69):

. oT
J= J 81'] I
) oT
JQi = TKi;E; 4+ Koij (*7) .

J= J 81’]'

Viimnime si, Ze na§ vypocet je konzistentny s Onsagerom predpovedanou symetriou koeficientov medzi Sesticou tokov
jiy jqi a Sesticou afinit + Ej;, — 7z oL
J

Transformujme teraz sumu cez k na trojrozmerny integral, ktory premenime na integral cez Supky medzi energetic-

kymi vrstvami podl'a (32):
1 / d’k 1 / f' d*k
=Y = o5 = oy | de — (76)
vV zk: (2m)3  (2m)3h epme Uk

Ak zavedieme pomocni tenzorovi funkciu X;;(¢), ktora meria pohyblivost elektronov s energiou ¢,

1 { 2k
Ei j - ) j 5
i(e) 4m3h S Tk Vki Vk;

potom pre tenzor mernej elektrickej vodivosti o;;, tenzor K;; = (05):; a tenzor mernej tepelnej vodivosti ko;; dostavame

nasledovné vatahy:%°
o 0
oy = (—6)2/d8 <—7a{: > Zij(8)7
o 0
Ky = - [ de (-%;) (e = w)Zis(e),

v = 7 [ (95 ) - wssle) (77)

Symetria tenzora ¥;; je diktovana symetriou krystalu. V cvieni 2 ukaZzeme, Ze v kubickych krystaloch je tenzor X;;
izotrépny, ¥;; = ¥d;5, ale v kryStaloch s nizSou symetriou ¥;; nie je izotréopny a napriklad prid vo vSeobecnosti nema
smer aplikovaného pola. Z formuly pre 3;; v8ak vidno, Ze tenzor X;; je vzdy symetricky, X;; = Xj;, v stlade s Onsagerovou
tedriou.

Vyrazy (77) platia vSeobecne pre akykolvek materidl. Odteraz sa zameriame na diskusiu transportnych vlastnosti
kovov. V kovoch pri teplotach T' < er moZno integral podla € pocitat pomocou Sommerfeldovho rozvoja (43). Ak sa
obmedzime na prvé konecné prispevky k Sommerfeldovinu rozvoju, pre transportné koeficienty kubickych kovov

9 Transportné koeficienty sti rozne vahovanymi integralmi funkcie ¥;;(¢). Vahovy faktor je su¢inom faktora pre typ
pridu a faktora pre typ posobiacej afinity: elektricky prid a odozva na elektrické pole st vahované faktorom —e, kym
tepelny prid a odozva na gradient teploty si vahované faktorom e — p.
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potom dostavame'°°

_K _ 7Ty (). s
. - 3e E(,U,) ) ko = 3TE(1LL)

V cviceni 3 ukdZeme, Ze za istych zjednoduSujicich podmienok je merna vodivost kovov popisanad Drudeho formu-
lou (71). Hoci vo vSeobecnom pripade Drudeho formula kvantitativne neplati, ¢asto sa pouZiva na kvalitativou analyzu
transportnych merani. Teplotna zavislost vodivosti sa napr. interpretuje teplotnou zavislostou relaxa¢ného ¢asu na Fer-
miho ploche 7: ¢im je teplota vyssia, tym viac vybudenych fonénov je v systéme a tym viac existuje rozptylovych procesov.
Takto mozno jednoducho vysvetlit, pre¢o merny odpor kovov rastie s teplotou.

Vsimnime si, Ze Seebeckov koeficient S je nenulovy iba v systémoch, k vodivosti ktorych prispievaji rozdielnou
mierou elektrény nad a pod Fermiho plochou. Ak vodivost je dominovand elektrénmi s energiou € > p, t.j. ak o’ > 0,
potom termonapitie je zaporné, S < 0. Naopak, ak je vodivost dominované elektronmi s energiou € < p, t.j. dierami pod

Fermiho plochou, potom S > 0. Znamienko termonapitia je teda meradlom znamienka dominantnych volnych nosi¢ov

niboja. Pretoze obvykle o' LT - < 1, typickd hodnota Seebeckovho koeficientu v kovoch pri izbovej teplote je mala:

o

1-10 pV/K, pozri tabulku 10.

Ctr Fe Ti Cu Ag V Pb Al Mn Ni Co
S(pV/K) 218 15 91 18 15 023 -1 -1.7 -98 -195 -30.8

Tabul'ka 10: Seebeckove koeficienty S niektorych kovov pri izbovej teplote. Poznamka: z experimentov v zapojeni
podla obrazku 43 moZno ur¢it iba rozdiely Seebeckovyck koeficientov réznych materialov, pozri (72). Ak vSak v jednom z
ramien termo¢lanku pouZijeme supravodi¢, potom (pri nizkych teplotach, kedy je supravodi¢ v supravodivom stave a jeho

Seebeckov koeficient je identicky nulovy) moZno priamo ur¢it absolitnu hodnotu S sktimaného materiélu Pri vysgich

101 88

£2 anaslednym integrovanim S(7T) fTT 95 4.

teplotach moZno urcit absolitnu hodnotu S meranim derivécie

Cvicenia

1. Nakreslite graf odchylkovej funkcie (75) pre jednorozmerny kov pri teplote T' < ep:

(a) v homogénnom elektrickom poli F

(b) v homogénnom poli —VT

(¢) Odhadnite velkost priudovych hustoét j a jo v pripadoch (a) a (b). V akom pripade moze byt Seebeckov koeficient
nenulovy?

2. Ukazte, ze v kubickom kry3tali je tenzor X;; izotropny. Aky tvar tenzora X;; treba oakavat v tetragonalnych mate-
ridloch?

k2

2m*

3. Ukazte, ze pre izotropny disperzny zakon € = a pre relaxacny ¢as 7(ex), ktory zavisi iba od energie elektrénu ey,

ne?r(u)
e

je merna elektricka vodivost plynu elektronov s koncentraciou n popisand Drudeho formulou o =

4. Wiedemannov-Franzov zakon.

(a) Ukazte, Ze pre elektronovy prispevok k mernej tepelnej vodivosti kovov plati =~ ko.

(b) Predpokladajte, Ze dominantnym prispevkom k mernej tepelnej vodivosti kovu je prispevok od elektronov. Ukazte,
ze potom plati tzv. Wiedemannov-Franzov zdkon, t.j. Ze podiel mernej tepelnej a elektrickej vodivosti kovu £ je dany
iba fundamentalnymi konstantami a absolitnou teplotou. Podiel vSak nezavisi od materidlovych parametrov.

5.* Fononova tepelna vodivost. UkéZzte, Ze v priblizeni relaxa¢ného casu prispievajt fonény k tenzoru mernej tepelnej
vodivosti nasledovne:

phon _ 2 :
thk TAkvAkU)\ld

kde suma beZi cez fonénové vetvy A a vlnové vektory k v 1.BZ a n,k je rovnovazne Boseho-Einsteinovo rozdelenie pre
fonony (s nulovym chemickym potencidlom). Ukazte dalej, Ze v izotropnom systéme moZno mernd tepelni vodivost
fonénov vyjadrit v tvare

onx
phon _
K 3V E hwrk—F7~ aT kUK,

100y obyyklych jednotkach, v ktorych kg # 1, pre Seebeckov koeficient a merni tepelni vodivost ko kovov dostdvame

S=-

7k} T (1) w2
; = —kgTX2(p).
3e Z(N) ) Ko 3 B (N’)

101poyri cvicenie 17.3, podla ktorého sa joulovska hustota tepelného vykonu v pritomnosti teplotného gradientu meni z
pj? na pj> —TBSJ VT; pomocou tohto tzv. Thomsonovho javu moZno zmerat teplotni zavislost Seebeckovho koeficientu.
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kde Ixk = vakTak je stredna volna draha fonénového modu Ak. Napokon porovnanim s vykladom v kapitole 11 overte,

Kphon

ze vysledok pre moZno pisat v tvare kPP°" = %cvvl zndmom z elementarnych tvah, v ktorom vl je vhodne prie-

merovany sac¢in rychlosti a strednej volnej drahy fononov.

19 Polovodice

Polovodice su izolanty s pomerne malym zakdzanym pasom A, napriklad v kremiku pri izbovej tep-
lote A = 1.14 V. V tejto prednagke preskiimame ich elektrické vlastnosti: Najprv definujeme pojem
diery a potom preskumame, kolko tepelne excitovanych ¢astic existuje pri izbovej teplote v dokonale
Cistych polovodi¢och. Nasledne ukazeme, Ze za normélnych okolnosti je vodivost polovodi¢ov uréovana
necistotami v krystali.

Pojem diery

Skumajme takmer plne obsadeny pas s malym poc¢tom neobsadenych stavov. Pracujme v kvazikla-
sickom priblizeni, t.j. pod pojmom elektron si predstavme vlnovy balik ako v prednagke 16. Uplna
informéciu o rozdeleni elektrénov mozno v takomto pripade efektivne ziskat vymenovanim neobsa-
denych stavov. S kazdym neobsadenym stavom moZno asociovat nova ¢asticu, tzv. dieru. Prekladovy
slovnik medzi elektronovym jazykom (dolny index e) a dierovym jazykom (dolny index h) je nasledovny:

Poloha, hybnost, zrijchlenie: Ak elektron chyba v bode r., potom diera sa nachadza v bode r; = re.
KedZe toto stotoznenie plati pre vietky ¢asy t, t.j. dierovy vlnovy balik opisuje ti istt trajektériu ako
elektréonovy vlnovy balik, pre rychlosti musi platit v; = 1, = re = ve a podobne pre zrychlenia musi
platit v, = ve.

Ndboj, spin, kvdzihybnost, energia a prid neseny dierou zodpovedajicou absencii elektrénu v stave k.
s priemetom spinu oe:

(i) Diera je absencia elektronu s ndbojom g. = —e, preto naboj diery je ¢, = +e.
(ii) Kedze celkovy spin plne obsadeného pasu je nulovy, priemet spinu s neobsadenym stavom je —o,.
Preto priemet spinu diery definujeme vztahom op, = —0oe.

(iii) Kedze celkova kvazihybnost plne obsadeného péasu je nulové, kvézihybnost pasu s neobsadenym
stavom k. je —hk.. Preto kvizihybnost diery definujeme vztahom hk; = —hke.

(iv) Nech disperzia elektronov je e.(ke). Potom energia plného pésu po vybrati jedného elektronu sa
zmeni o —e.(k.). Energia diery preto je e, (kp) = —ee(ke).

(v) Z definicii energie a hybnosti moZno odvodit rychlost diery

_10en(ke) _ 10ee(k) | 10e(k) Ok _
“h ok, A Ok,  h Ok Ok, °

Vh

v zhode s predstavou o zhodnych trajektoériach elektrénu a diery.

(vi) Prud neseny plne obsadenym péasom je nulovy. Elektron v stave k. by niesol prad —ev,. Preto
diera nesie prud +ev, = +evy. Rovnaky vysledok dostaneme aj z predstavy o diere ako o €astici s
nabojom +e a rychlostou vy,.

(vii) Medzi tenzormi efektivnej hmotnosti v dierovom a elektronovom obraze plati vztah

Y 1 Penlkn) L k) (1
m;; ij T R2 8ki,h8kj,h - R2 ak’i,eakj,e B mg ij.

e

Pohybovd rovnica pre elektrén je Ik, = —e(E+vexB). Ak vyuzijeme vztahy kj, = —k¢ a vj, = v, tuto
pohybovii rovnicu mézeme zapisat v tvare fik;, = +e(E+ vy x B) a vysledok moZeme interpretovat ako
pohybov1 rovnicu pre dieru, t.j. ¢asticu s ndbojom +e. V systéme s izotrépnou efektivnou hmotnostou
preto pre zrychlenie diery plati

d (18€h(kh)) _ 162&%(]%). e

oy = (LI D OER g © (g B).
V= a \ ok, ook KT BV xB)
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Analogickym postupom mozno ukazaf, Ze v elektronovom obraze plati v, = —¢(E+ve x B). Ak teraz
vyuzijeme vztahy m; = —mj} a vj = v, lahko nahliadneme, ze v;, = v.. Tento vysledok sthlasi s

predstavou o zhodnych trajektoridch elektronu a diery.
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Obr. 45: Vravo: porovnanie popisu (toho istého) chybajiceho elektrénu v elektréonovom a dierovom obraze. Vpravo:
disperzny zékon pre vodivostny a valenény pas modelového supravodifa (v elektronovom obraze). Zobrazené sii aj
(viazané) donorové a (antiviazané) akceptorové hladiny.

Koncentracia vlastnych nosiéov
Sktmajme modelovy polovodi¢ s vodivostnym pasom s disperziou e.(k) = A +

pasom s disperziou g, (k) = —%.102 Jednoduchou modifikiciou vysledkov z prednagky 12 pre hustotu

stavov vo vodivostnom a valenénom pase dostaneme

Ne(e) = - (27"?)3/2@; Nv<e>=1<2m3>3/2\/7.

h?k?
2m}

a s valencnym

T a2 \ 2 A72 \ K2

Pri teplote T = 0 v dokonalom polovodi¢i niet volnych nosi¢ov nédboja. Pri koneénej teplote bude
Cast elektronov z valentného pasu tepelne excitovand do vodivostného pasu. Ak chemicky potencial
oznaéime p, potom koncentracia vodivostnych elektrénov bude

n= [T e = ok () [T VA

A T o2 \ 2 A eEmIT 110

Ak budeme predpokladat, ze A — > T, potom Fermiho-Diracovu Statistiku moZzno nahradit Boltz-

£\ 3/2
n = 1 (2me /
2m2 \ k2

Ak dalej vyuzijeme, Ze fooo dr/re ™ = @, pre koncentraciu vodivostnych elektrénov dostaneme

mannovou a preto

/ dev/e — Aelh—)IT,

A

m*T\ %/
n=no(T)e=/T, | no(T) =2 =< : (78)
2mwh?
Podobne poéitajme koncentraciu p dier vo valenénom pése, pricom predpokladajme, ze p > T"
0 [e%S)
p=2 / deNy(e) [1 — f(e)] ~ 2e™H/T / deN,(—e)e /7.
s 0
Teda koncentraciu vodivostnych dier mozno zapisat v analogickom tvare ako pre elektrény:
* 3/2
= po(T)e MT; | po(T) =2 2 . 79
p= (@] po(r) =2 (o (79)

1028h0minané disperzné vztahy pre elektréony a diery dostavame ako Taylorove rozvoje v okoli jediného minima vodi-
vostného péasu a jediného maxima valen¢ného péasu. Predpokladdme pritom, Ze obidva extrémy lezia v bode k = 0 a Ze
hmotnost v okoli extrému je izotropna. Skuto¢na pasova Struktira redlnych polovodicov je podstatne komplikovanejsia,
napr. pasova Struktira kremika je popisana v III.1.
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Dostali sme teda vzorce pre n a p ako funkcie chemického potencidlu p. V8imnime si, Ze sadin np
nezévisi od chemického potencialu:

2mh?

Tento vztah plati vieobecne, aj pre dopované krystaly, pokial chemicky potenciél lezi dostato¢ne daleko
od minima vodivostného pasu a od maxima valen¢ného pasu.

V $pecidlnom pripade idedlneho krystalu z elektrickej neutrality vyplyva n = p = n;, teda n; mé
vyznam koncentréacie vlastnych nosi¢ov naboja (tzv. intrinzickej koncentracie). Napriklad pre Si
pri izbovej teplote n; ~ 106 m™3. Neskor ukéZeme, Ze ak nevyvinieme pecidlne tsile na vyéistenie
kremika, potom koncentracia volnych nosi¢ov naboja bude uréovana koncentraciou necistot.

Nakoniec pocitajme chemicky potencial nedopovaného polovodica. Z podmienky n = n; dostaneme

A n 3T1 m,
=—+—In—.
P= 7 M
Teda chemicky potencial dokonalej vzorky sa nachédza v blizkosti stredu zakdzaného pasu. Podmienky
aplikability nagej tedrie A — > T a p > T sa teda redukuju na podmienku A > 27T. Pre kremik pri

izbovej teplote je tato podmienka dobre splnena.

T \3/2
w=nt] ni=2(shs) iy (50)

(@] (o) o © (e} o )
[} o o °o o © e o
(] o © ) 6 o o =

Obr. 46: Zakladné typy bodovych defektov v krystaloch.

Bodové defekty
Prikladmi “bodovych” defektov krystalov, t.j. defektov lokalizovanych v malej oblasti, si vakancia (t.j. absencia atomu
v mriezkovom bode), intersticial (t.j. dodatoény atém umiestneny v priestore medzi regularnymi bodmi mriezky) a
substitu¢né primes (t.j. atém iného prvku v regularnej mriezkovej polohe), pozri obrazok 46.

Pri kone¢nej teplote buda v rovnovaznom krystali nevyhnutne existovat bodové defekty. Uvazujme pre jednoduchost
iba jeden typ defektov a ozna¢me energiu jedného defektu . Skimajme kone¢ny krystal s N atomami a predpokladajme,
7e pocet defektov Ny je maly, Ng < N. Potom prirastok volnej energie kry§talu sposobeny defektami bude

N N! N
F(Ng) = Nge — TS(N., Ng) =1 =In ——~+—~ Ngln —
(Na) = Noe = T5(Na),  5(Na) n( Nd> PIN=NoING T N

kde entropia defektov S(IV4) je odhadnuté ako logaritmus poctu réznych konfiguracii krystalu. V poslednej rovnici sme
pouzili Stirlingovu formulu pre logaritmus velkych &sel, In N! &~ NIn N — N. Rovnovaznu koncentraciu dostaneme
minimalizaciou volnej energie F, 0F /9Ny = 0. Po tprave dostavame

g = Na _ —e/7
~ :

V&imnime si, Ze rovnovazna koncentréicia defektov rastie s teplotou. Krystaly obvykle rasti pri vysokych teplotach, kedy
sa do nich dostava vysoka koncentracia defektov. V kryStalickom stave si defekty malo pohyblivé, preto pri ochladeni
typicky v krys$tali ostava vySsi nez rovnovazny pocet defektov. Neskor uvidime, Ze ak koncentracia nabitych defektov je

aspoii porovnatelna s intrinzickou koncentraciou nosi¢ov naboja n;, vodivost vzorky bude silne zavisiet od po¢tu defektov.

Primesné stavy

Elektrické vlastnosti polovodi¢ov st dominantne ovplyvnené primesami s po¢tom valenénych elektréonov
roznym od poétu valen¢nych elektrénov hostitelskych prvkov. Uvazujme pre konkrétnost primesi v
kremiku. D4 sa ofakavat, Ze obzvlast jednoducho sa do mriezky Si budd zabudovavat susedné prvky z
Mendelejevovej periodickej tabulky prvkov, fosfor a hlinik (poc¢ty neutrénov su pre elektrické vlastnosti
viac-menej irelevantné, preto ich neuvadzame):

P = [Ne|3s?3p® = Si+1 elektron+1 proton donor,
Al = [Ne|3s%3p! = Si-1 elektron-1 protén akceptor.
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Donorové stavy

Oproti kremiku mé fosfor viac o jeden protén a jeden elektrén. Prebytony protém vytvara v mieste
fosforu dodato¢ny pritazlivy potencial. Z vysledkov pre semiklasickd dynamiku Blochovych elektrénov
vieme, ze ak dodato¢ny potencidl mozno povazovat za pomaly sa meniaci, potom dodato¢ny elektron,
ktory obsadzuje stavy z vodivostného pasu, mozno popisat hamiltonidnom

2 2 2

He =ec(p/h) — ———— = A+ == ¢

Amegesr 2m}  Amwegesr’

kde €5 je (statickd) relativna permitivita kremika, pozri napr. II1.2. Ide teda o problém podobny atému
vodika. Spektrum hamiltonianu H, preto obsahuje rozptylové (neviazané) stavy s energiou € > A a

viazané stavy s energiou ¢ < A. Energia zékladného donorového stavu je!03
ms  me mk
ep=A—-——"S————-=A——5 x13.6eV ~ A —0.045eV,
b me2 2(4megh)? me2

kde m je hmotnost elektrénu vo vikuu. Vazobn4 energia donorového stavu fosforu 0.045 eV je omnoho
mensia ako 13.6 eV pre atom vodika. Je to spésobené jednak malou efektivnou hmotnostou vo vodi-

vostnom péase —¢ ~ 0.2, ako aj velkou relativnou permitivitou e, ~ 11.7. Polomer zdkladného stavu
je ap = Tap ~ 3.1 nm, teda je omnoho vAcS nez mrieZkova konStanta. Stavy s vysSou energiou st

este viicsmi delokalizované. Preto kvaziklasické pribliZzenie pre hamiltonian H. bolo pripustné.

Akceptorové stavy
Hlintk mé& oproti kremiku o jeden protén a jeden elektrén menej. Elektron chyba vo valenénom pése.
V kvéziklasickom priblizeni (v elektrénovom obraze) je preto hamiltonién pre akceptorové stavy

2 2 2

e p e
H¢ =¢, h = — .
o =cu(@/h) + 4Aegesr 2m + Aegesr

Potencidlna energia zodpovedd odpudzovaniu, pretoze v mieste atému hlinika existuje zaporny efek-
tivny jadrovy naboj. V dierovom obraze preto mame

p2 62

2ms Amegesr’

teda kladne nabitd diera je pritahované k jadru hlinika. V dierovom obraze teda existuju dva typy
riefeni: rozptylové stavy pri €” > 0 a viazané stavy pri " < 0, pricom energia zakladného stavu je

4 *
h my  me m},
= — = — x 13.6eV =~ —0.057¢eV.
c4 me2 2(4megh)? me2 ¢ ¢

Pri teplote T' = 0 teda diera sedi v zékladnom stave, ktory je viazany k jadru hlinika. Nizkej vi-
zobnej energii opat zodpoveda velky polomer zakladného stavu, ¢ize kvaziklasické pribliZenie je opét
zdovodnené.

V elektréonovom jazyku viazané'%* akceptorové stavy existuju pri energisach ¢ > 0 a rozptylovée
stavy pri € < 0. Je dolezité si uvedomit, Ze celkovy pocet viazanych a rozptylovych akceptorovych
stavov je taky isty, ako pocet stavov vo valenénom pése idedlneho krystalu (ktory ma plne obsadeny
valentny pas). KedZe v8ak pocet elektronov v krystéli dopovanom jednym atémom hlinika je o 1 mensi
nez v idealnom krystéli, znamené to, Ze pri nulovej teplote je najvyssia akceptorova hladina s energiou
€9 = 0.057 eV obsadend iba jednym elektréonom, t.j. v dierovom jazyku je v nej jedna diera.

Statistika nosi¢ov naboja v dopovanych polovodi¢och
Vynimoé¢nost polovodi¢ov spoéiva v tom, Ze vzdialenosti medzi energiami primesnych stavov ep a €4

103y/zorce pre energiu zakladného stavu a jeho polomer dostaneme zo vzorcov pre atém vodika nahradenim hmotnosti
elektronu m efektivnou hmotnostou m; a nahradenim permitivity vikua ey permitivitou krystalu epes.

104Njekedy sa tieto stavy nazyvaji antiviazané, lebo ich energia je vySSia ne’ maximalna dovolena energia stavov
valen¢ného pasu v dokonalom krystali.
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a energiami hran pasov A a 0 st porovnatelné s izbovou teplotou.'% Preto ocakivame, Ze pri izbovej

teplote su primesné stavy ionizované a do vodivostného a valen¢ného pasu sa dostani tzv. volné nosice
naboja. V tomto odstavci vypocitame ich koncentréicie n a p.

Skimajme polovodi¢ s koncentraciou donorov Np a koncentraciou akceptorov N 4. Nagim cielom
je urcit koncentraciu n volnych elektrénov, t.j. elektronov v rozptylovych a nie vo viazanych stavoch
vo vodivostnom péase, a koncentraciu p volnych dier vo valenénom péase. Nech N; je koncentracia
ionizovanych donorov, t.j. tych donorov, ktorych viazané stavy si prazdne a ktoré si preto efektivne
kladne nabité. Podobne nech koncentricia ionizovanych akceptorov je N, . Aby bol krystdl elektricky
neutrdlny, musia byt koncentracie kladnych a zapornych objektov rovnaké:

n+ Ny =p+Nj. (81)

Odteraz sa obmedzime na sktumanie teplot, pri ktorych chemicky potencial lez{ medzi energiami
viazanych stavov ep a €4, ale dostato¢ne daleko od nich: e4 +T <« < ep — T. V takom pripade st
vSetky primesi ionizované, Gize Nz; ~ Np a N, ~ Ny, pozri cviCenie 3. V skiimanom intervale teplot
mozno nezname n, p ur¢it rieSenim systému rovnic n—p = Np — N4 a univerzalne platnej rovnice (80).
RieSenim je

n

Np-N Np — Na\’ Np-N Np — Na\?
_Np—Na, <DA> 2 _Np—Na <DA) tn2(82)

2 2 v P= 2 2
Intrinzicky rezim
Pre velmi vysokeé teploty, kedy n;(T) > |Np — Na4|, z rovnice (82) dostaneme n = p = n,, teda kon-
centracie volnych elektronov a dier si rovnaké ako v intrinzickom pripade.

|
i
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Obr. 47: Teplotna zéavislost koncentracie volnych elektrénov v kremiku s koncentraciou donorov Np = 102" m™2 a bez
akceptorov. V intervale teplot cca 100-500 K sa realizuje satura¢ny rezim. V limite vysokych teplot sa realizuje intrinzicky
rezim, kym v limite nizkych teplot primesné stavy prestavaji byt ionizované.

Saturaény rezim

Opacna limita, kedy n;(T) < |[Np — N4/|, sa nazyva saturaénym rezimom, pretoZze koncentracia majo-
ritnych nosi¢ov néboja je dana koncentraciami primesf:

(a) Dopovanie typu n: v tomto pripade Np > Ny, preto z rovnice (82) dostavame

n?

teda n > p a majoritnymi nosi¢mi naboja st volné elektrony.

105pglovodite teda mozno definovat ako materialy s nizkou vizobnou energiou primesnych stavov, t.j. s nizkou hodnotou
renormaliza¢ného faktora ;. KedZe viak - oc A (pozri cvidenie 15.3) a €, oc A™? (pozri prednasku 22), malé hodnotu
renormaliza¢ného faktora mozno obvykle docielit malou hodnotou Sirky zakazaného pasu A.
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(b) Dopovanie typu p: v tomto pripade N4 > Np, preto z rovnice (82) dostavame

n?

~ N4 — Np; nR ———, 84
p~Na—Np Ni_ g (84)
teda p > n a majoritnymi nosiémi nédboja st volné diery.
Treba si uvedomit, ze vysledky (83,84) platia iba v obmedzenom intervale teplot, pozri obrazok a
cvicenie 5.

Cvicenia

1. (a) Porovnajte elektronovy a dierovy obraz pohybu jediného absentujiceho elektronu v krystali s inak plne zaplnenym
pasom. Skimajte pohyb v homogénnom elektrickom poli a pracujte v pribliZzeni relaxa¢ného ¢asu.

(b) Sformulujte kinematické podmienky pre anihilaciu paru elektron-+diera, ktorej jedinym vysledkom je emisia foténu.

2. V termodynamike je chemicky potencial v systéme s fixovanym objemom pri 7' = 0 definovany vztahom u = g—ﬁ.
KedZe pocet Castic sa moze menit iba diskrétne, dostavame odtialto dve prirodzené definicie: uy = Eny1 — En a

- = En — En—1. Vypolitajte py a p— pre nedopovany kremik. Ukazte, Ze je prirodzené chemicky potencial definovat
vztahom p = %(;ur + p—). Vysledky porovnajte s prednaskou. Navod: Presktmajte dve latky A a B v elektrickej rovno-
vahe pri malej, ale konec¢nej teplote. V takom pripade musi transfer elektronu z A do B sp6sobit rovnaky narast energie,
ako transfer elektronu z B do A. Ukazte, Zze potom musi platit ,uﬂ +p? =B B

3. Vypocitajte chemicky potencial v polovodici pri nulovej teplote s koncentraciou donorov Np a s koncentraciou akcep-
torov Ng4.

4. Donorova hladina s energiou ep nech sa méZze nachadzat iba v troch grandkanonickych mikrostavoch j s po&tami
elektronov N; = 0 (1 mikrostav) alebo N; = 1 (2 mikrostavy so spinmi 1,]). Inymi slovami, nech donorova hladina
nemodze byt (kvoli coulombovskému odpudzovaniu elektronov) obsadend dvomi elektronmi. Nech energie dovolenych
stavov st E;. Podobne aj akceptorova hladina s energiou €4 nech sa moéZe nachadzat iba v troch grandkanonickych
mikrostavoch j s N; = 2 (1 mikrostav) alebo N; = 1 (2 mikrostavy 1,]). Nech koncentracie donorov a akceptorov si
Np, Na a chemicky potencial elektrénov nech je u. Ukazte, Ze pre koncentréacie ionizovanych donorov N; a akceptorov
N, plati

_ No N = L. (85)

EA—H
T

Ni = =
1+ 2e 1+ 2e
Néjdite podmienky platnosti vztahov N} =~ Np a N, ~ Na. Navod: Pravdepodobnost realizécie mikrostavu j je

k—ep’
T

N;—E; uN;—E;

w i
Pi=1Le T ,kde Z = >.;¢€ T je velka Statistickd suma.

5. Vypotitajte prispevok volnych elektronov s koncentraciou n k vodivosti a k Seebeckovmu koeficientu pre nedegene-
n2k?
2my °

rovany polovodi¢. PouZite pribliZenie relaxa¢ného ¢asu s Tk=const a predpokladajte disperzny zakon e.(k) = A +

Pomocka: [;° dez®?e " = % a [;° drz®?e® = —158‘/?.

6. Numericky vypocitajte teplotnii zavislost koncentracie vodivostnych elektronov n v kremiku typu n s koncentraciou
donorov Np = 10%! m™3 a bez akceptorov. Najdite interval teplot, v ktorom plati n ~ Np (satura¢ny rezim). Predpo-
kladajte, ze m}; = m; = 0.2m, A = 1.14 eV a ep = 1.09 eV. Néavod: Najprv rieste rovnicu (81) pre chemicky potencial,
pri¢om do nej vstupujice veli¢iny n, p a N;r vyjadrite pomocou rovnic (78, 79, 85) ako funkcie .

7.* V pribliZeni tesnej viazby skdmajte nekone¢nd linedrnu retiazku atémov s jednym primesnym atomom v bode n = 0,
ktory modelujte atoméarnou energiou posunutou oproti zvysku mriezky o energiu A. Podobnym postupom ako v tlohe

9.6 preskimajte rozptylové a viazané (resp. antiviazané) stavy.

20 Polovodic¢ova elektronika

V tejto prednaske vysvetlime, ako funguji dve zdkladné polovodicové suciastky: didda na baze p-n
spoja a FET tranzistor. V celom vyklade opét pracujeme so semiklasickymi vlnovymi balfkmi.

p-n spoj: rovnovazny stav

Skumajme makroskopicky kus polovodi¢a s nasledovnym profilom dopovania: polpriestor x > 0 je
homogénne dopovany donormi s koncentriciou Np, kym polpriestor z < 0 je homogénne dopovany
akceptormi s koncentriaciou Ny, pozri obrazok 48. Ak by si obidva polpriestory nemohli vymienat
elektrony, podla vysledkov predchadzajucej prednagky by chemicky potencial v ¢asti typu n bol blizko
dna vodivostného pasu, kym chemicky potenciél v ¢asti typu p by bol blizko maxima valenéného pasu.
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Obr. 48: VIavo: pasové struktiry a chemické potencialy pre izolované kusy toho istého polovodita s dopovanim typu p
alebo n (v elektrénovom obraze). Sipky ukazuji, ktorym smerom poteci difiizne pridy elektronov a dier v okamihu po
ustanoveni vodivého kontaktu medzi polovodi¢mi. Vpravo: naSa konvencia pre znamienko prilozeného napétia na diodu.
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Obr. 49: P-n spoj ako kondenzator. Obrazok vlavo (schematicky) zobrazuje rozloZenie naboja, v strede je zobra-
zeny oakavany priebeh elektrostatického potencidlu ¢(x) naprie¢ spojom a vpravo je elektrostaticka energia elektronov

—ed(z).

Ak teraz umoznime vymenu elektrénov, elektréony z casti n buda difundovat do ¢asti p, ¢ ktora
sa teda nabije zaporne a n Cast sa nabije kladne. Z elektrostatického hladiska teda p-n spoj predsta-
vuje elektricka dvojvrstvu alebo kondenzator, pozri obrazok 49. Elektrostaticky potencial ¢(x) potom
vykazuje schod medzi niZz§ou hodnotou ¢_, pre x — —oo a vysSou hodnotou ¢, pre x — oco. Elek-
trostaticka energia elektronov —e¢(z) je potom hlboko v oblasti n znizena vo& jej hodnote hlboko
v oblasti p. Kedze v semiklasickom pribliZzeni mé elektrén v Blochovom stave nk v mieste x energiu
en(k) — ep(x), dochadza k tzv. zakriveniu pasov, pozri obréazok 50.

TAKRIVENIE PA'sov

NABosovA Husrora

T. . VIavo: zavislost spektra elektronov od stradnice x naprie¢ spojom (v elektronovom obraze). Zakrivenie je
Obr. 50: vr avislost ktra elektro d stradni ie¢ J lektro b Zakrivenie j
priblizne nulové mimo intervalu —d; < x < de. Vpravo: zavislost celkovej nabojovej hustoty od z.

V rovnovahe je chemicky potencial v celej vzorke konstantny. Kedze Fermiho distribu¢né funkcie v
danom bode zavisia iba od rozdielu e, (k) — e¢(z) — u medzi energetickymi hladinami v danom bode
a (v priestore nemennym) chemickym potencialom, pritomnost konetného zakrivenia pasov mozno pri
vypodéte priestorovej zavislosti koncentracie elektréonov a dier zahrnat tak, ze vo vyrazoch (78) a (79)
chemicky potencial y formalne nahradime vyrazom p + eg(x). Tak dostaneme, kedze funkcie no(7') a
po(T') s rozmerom koncentracia zavisia iba od efektivnych hmotnosti elektronov a dier v polovodiéi,
nasledovné profily koncentracii elektrénov a dier:

n(z) = nO(T)e(lH-etb(x)—A)/T p(z) = pO(T)e_(“+e¢(I))/T.

)

Predpokladame, 7ze daleko od rozhrania sa oba polovodice nachadzaju v satura¢nej oblasti a teda ma
platit

n(x = OO) — nO(T)e(H-I-ed)oo—A)/T = Np, p(x _ _OO) _ pg(T)e_(”+e¢*°°)/T — Ny

106pretoze castice difunduji do oblasti s niZsim chemickym potencidlom.
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Vynéasobenim oboch rovnic vypadne hodnota p a pre skok potencidlu na dvojvrstve d¢p = oo — P— o

' (e8¢p—A)/T _ _ NpNa I cont
dostaneme podmienku e = o po(T) ktord mozno zapisat v tvare

_ _NpNa \ _ NpNa
eéqS—A—l—Tln(no(T)po(T))—T1n< 2 >

(2
Teda rozdiel potencidlov d¢ (t.j. celkové zakrivenie péasov) je dany dopovanim Np, Ny susediacich
oblasti a teplotou. Napriklad pre Ny = 102* m™3 a Np = 10! m=3 pri T = 300 K dostaneme
0p =077 V.

V dalgom vyklade budeme predpokladat, Ze oblast zakrivenia pésov je obmedzena na kone¢ny in-
terval (—dp, d.) a ze mimo tejto oblasti je elektrostaticky potencial konstantny a rovny ¢ pre z > de,
resp. ¢_oo pre x < —dp, pozri obrazok 50. Dalej budeme predpokladat, Ze v oblasti zakrivenia pasov
je chemicky potencial dostatocne daleko od donorovych aj akceptorovych hladin. Potom budu v tejto
oblasti v8etky donorové stavy prazdne a vietky akceptorové stavy plne obsadené (t.j. nebudi obsa-
hovat diery).'%7 Pretoze oblast (—dp,,d.) takmer neobsahuje volné nosi¢e naboja, budeme ju nazyvat
ochudobnenou. Striktne vzaté, kvoli konecnosti teploty v8ak aj v ochudobnenej oblasti existuje sice
malé, ale nenulova koncentracia volnych nosi¢ov.

Priebeh potencialu ¢(x) dostaneme rieSenim Poissonovej rovnice ¢"(z) = —%, kde ¢ je celkova
hustota naboja a € = €ges je permitivita nedopovaného polovodica. V intervale 0 < x < d. existuje
nevykompenzovany jadrovy naboj donorov s (konstantnou) hustotou ¢ = eNp, pozri obrazok 50. Preto
Poissonova rovnica tu nadobudne tvar ¢” = —6NTD. Riegenie splhajice okrajovit podmienku spojitosti
potencialu ¢(z) aj elektrického pola E(z) = —¢'(x) v bode x = d, méa tvar

€ND

5 (z —deo)%; 0 <z <de.
€

gb(l‘) = Qboo -

Podobne v oblasti —dp < x < 0 existuje nevykompenzovany jadrovy naboj akceptorov s hustotou
0 = —eNy, preto Poissonova rovnica tu nadobudne tvar ¢” = %. Riegenie spliiajuce okrajovi
podmienku spojitosti potencialu ¢(x) aj elektrického pola E(z) = —¢'(x) v bode = —d}, mé tvar

N
P(r) = P00 + eTA(ﬂU + dp)?; —dp <z <0.

RieSenia v oblastiach —dp, < z < 0 a 0 < x < d. teraz musime zoSit v bode x = 0. Z podmienok
spojitosti ¢(x) a E(x) = —¢'(x) potom dostaneme rovnice

¢ = %(diz + Nad2),  Nady = Npd..

KedZe objemova hustota nevykompenzovaného jadrového naboja v oboch oblastiach je eNp a —eNy4,
druhd rovnica vlastne ziada elektrickii neutralitu vzorky. Systém rovnic pre dve neznadme d., dp mozno
riegit a pre hribku ochudobnenej oblasti dostaneme

\/26 Ng  edop B \/2€ND edp
e2Np Na+ Np’ e2 Ny Nas+ Np'

e = h = (86)
Dostali sme kompletny opis p-n spoja. Zo znameho ed¢p ~ 1 eV, Np,Ny ~ 1020 — 10%* m=3 a
€s ~ 12 potom dostdvame odhad hribky p-n spoja d,dp, ~ 10 — 1000 nm a interné elektrické polia
E ~ 10° — 10" V/m. KedZe hribka spoja je omnoho vii¢Sia nez mriezkovd konstanta, popis pomocou
semiklasickej tedrie by mal byt uspokojivy. D4 sa ukazat, Ze na§ popis ostane v platnosti, aj ked ideali-
zovany predpoklad skokovej zmeny koncentracie dopantov v rovine x = 0 nahradime spojitou zmenou
Np, N4 na dIZkovej gkale kratsej ako de, dp,.

p-n spoj: elementarna tedria usmernovania
Teraz preskiimame prad, ktory potecie cez p-n spoj, ak na tento spoj prilozime napétie V. Znamienkova
konvencia je pritom nasledovna: V' > 0 znamen4, Ze kladny potencial bol prilozeny k oblasti typu p.

107Toto priblizenie nemoéze platit v tesnej blizkosti bodov 2 = —dj a x = d., nase kvalitativne odhady by viak mali
zostat platné.
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KedZ7e v ochudobnenej oblasti niet volnych nosi¢ov néboja, odpor p-n spoja bude dominovany
odporom ochudobnenej oblasti a prakticky cely spad napétia V' bude lokalizovany v tejto oblasti.
Elektrostaticky potencial medzi bodmi —dp, a d. teda bude vykazovat skok d¢ — V. Zo vztahov (86)
potom ocakivame, ze pre V > 0 sa hriibka spoja zmensi a teda potecie vac¢si prid nez pre V < 0, kedy
naopak hriibka izolujtcej ochudobnenej vrstvy vzrastie.

Nasledujuci vyklad ma za ciel zostrojit jednoduchy model pre zavislost prudovej hustoty j tectcej
cez spoj od zvonka prilozeného rozdielu napétia V. Viimnime si najprv, ze v nami skimanom jedno-
rozmernom modeli je v stacionarnom pripade priadova hustota j vdaka rovnici kontinuity pre naboj
nezévisla od x. Pripominame, Ze celkovi pridova hustota je stiétom prispevkov od prudu neseného
tokom poctu elektronov J, a tokom poc¢tu dier Jp,, j = eJy — eJ.. Pritom pocty elektronov a dier nie
sa kazda osve zachovavajicimi sa veli¢inami, pretoZze elektron a diera sa mozu vzajomne anihilovat a
uvolnit kvantum energie napr. vo forme foténu, alebo naopak, tepelnou excitaciou méze v polovodidi
vzniknut elektronovo-dierovy pér. Zodpovedajice procesy nazyvame rekombinécia a generécia (parov).
Preto vo v8eobecnosti budu veli¢iny Jp, a J. funkciami polohy vo vzorke.

V nagom vyklade vSak budeme predpokladat, Ze rekombina¢no-genera¢né procesy su dostatoCne
pomalé, a preto pridové hustoty toku elektréonov a dier Je, J, moZno v kratkej ochudobnenej oblasti
povazovat kazda osve za konstantnu.

N
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‘[*‘3‘?’ \ RS e
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—

REKOHBINACNT PRID DIER GENERATNT #RiD DiEp

Obr. 51: Prispevky k toku dier v priereze z = d. (v elektréonovom obraze). VIavo: rekombinaény (diftizny) prad dier.
Vpravo: generaény (driftovy) prad dier.

Pripad V =0

Hoci v tomto pripade celkova priiddova hustota j = 0, neznamena to, Ze mikroskopické prady vébec
nete¢d. Absenciu pridu treba skor chapat ako stav dynamickej rovnovéahy, kedy prad zlava doprava je
rovnako velky ako prad sprava dolava.

Prud dier budeme analyzovat na konci ochudobnenej zény v n oblasti, t.j. v bode z = d.. Oznacme
Jh—s prud dier smerujucich doprava (do n oblasti). Tieto diery presli cez ochudobnent zénu a pri
prechode museli prekonat bariéru ed¢.!%® Nakoniec budi tieto diery rekombinovat v polovodié typu n.
Tento prud sa preto vold rekombinaény. V inzinierskej literatare sa tento prid nazyva diftiznym,
pretoze diery difundujii z oblasti p s vy$8ou koncentraciou dier do oblasti n s nizSou koncentréiciou
dier.

Prad dier v smere dolava Jy, pochadza z oblasti typu n. KedZe tam st dominantnymi nosi¢mi
naboja elektrony, tieto diery musia byt generované tepelnymi excitidciami a preto sa tento prud vola
generacény. V inzinierskej literattire sa pouziva nazov driftovy prid, pretoze diery, ktoré sa naché-
dzaju v oblasti n, st rozdielom potencidlov unasané do oblasti p. Pri V' = 0 tecie nulovy celkovy prad
dier, preto musi platit J;—,(0) = Jp(0) = Jpo.

Prud elektronov budeme analyzovat na konci ochudobnenej zoény v p oblasti, t.j. v bode x = —d,.
Oznafme J.. prad elektronov smerujucich dolava (do p oblasti). Tieto elektrony presli cez ochudob-
nenu zonu a pri prechode museli prekonat bariéru ed¢. Nakoniec budu tieto elektrény rekombinovat v
polodici typu p. Tento prid sa preto vola rekombina¢ny. Priad elektrénov v smere doprava J.—, poché-
dza 7z oblasti typu p. KedZe tam st dominantnymi nosi¢mi naboja diery, elektrony tu treba generovat
a preto sa prad vold generacny. Pri V = 0 teie nulovy vysledny prud elektréonov, preto musi platit

Jeﬁ(O) = Jee(o) = JeO-

108 T4to bariéra by bola explicitne viditelna, keby sme obrazok 51 kreslili v dierovom obraze. V elektréonovom obraze
bariéru predstavuje nutnost (pri rastiicej siradnici z) vyberat absentujtci elektrén zo stavov s Coraz niZsimi energiami.
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Pripad V #£ 0
Genera¢né prudy elektronov aj dier nezavisia od nalozeného napétia V', preto dostavame Jy, (V) = Jpo
a Je—s (V) = Jeo. Na druhej strane, rekombina¢né prady elektronov aj dier musia prekonat potencidlovy
rozdiel e(d¢ — V') namiesto ed¢, preto si exponencidlne zviacsené vodi ich hodnotam pri V = 0:

s (V) Jee (V) eme0oVUT V)T

= :ee

Preto celkovy dierovy a elektrénovy prispevok k priadu naboja je

gn = eJn=e(Jps = Jne) = eJpo (66V/T - 1) ,
Je = —eJe= —6(J6_> - Je<_) = eJego <€6V/T — 1) .

Kedze celkova nabojova prudova hustota je j = je + jp, dostavame napokon Shockleyho rovnicu pre
diodu
j=do (VT =1),

kde jo = e(Jeo + Jro). Této rovnica predpovedéd velku priadovi hustotu pre V' > 0 a takmer izolu-
jace spravanie pre V' < 0. Sthlas Shockleyho rovnice s experimentom je obvykle iba kvalitativny. V
presnejsej teorii je potrebné zohl'adnit rekombina¢no-generatné procesy v ochudobnenej oblasti, zmenu
priadovych hustdt Jpg a Jeo v pritomnosti koneéného priloZzeného napéatia V, atd.

Na zéver tohto odstavca sa eSte raz pozrime na diédu, na ktora je priloZzené napétie v priepustnom
smere, a preto cez diodu tedie prad. V oblasti p daleko od rozhrania je prud neseny dierami smeruji-
cimi k p-n spoju. Naopak, v oblasti n daleko od rozhrania je prid neseny elektronmi smerujacimi k
spoju. V blizkosti spoja sa teda diery a elektrony navzajom musia anihilovat. Proces anihilacie moze
prebehnit formou vyZiarenia foténu a tento jav sa vyuziva v LED diddach. V polovodi¢ovych slne¢nych
¢lankoch sa zas vyuZiva v Case obrateny proces: tok foténov mozno premenit na tok dier od spoja do
oblasti p a tok elektronov od spoja do oblasti n. Ak totiz v oblasti spoja déjde k absorpcii fotonu gene-
raciou paru elektrén-+diera, potom interné pole v p-n spoji urychli diery a elektrény uvedenymi smermi.

FET tranzistor
Tranzistor je sudiastka, v ktorej je odpor medzi dvomi kontaktmi nazyvanymi vstup (source, S) a
vystup (drain, D) kontrolovany napétim na tretom kontakte, tzv. hradle (gate, G), pozri obrézok 52.

Vo FET tranzistore (z anglického field effect transistor) je odpor medzi vstupom a vystupom kontro-
lovany velkostou prie¢neho elektrického pola (odtial nédzov tohto typu tranzistora). V nagom vyklade
sa pre konkrétnost obmedzime na tranzistor tvoreny sériovym zapojenim polovodi¢ov typu n-p-n. Ob-
lasti typu n st pritom silno dopované s koncentraciou donorov Np, kym tzv. aktivna oblast typu p
je slabo dopovana s koncentraciou akceptorov N4. Na§ vyklad moZno priamociaro modifikovat aj na
popis studiastok typu p-n-p.

V nasej idealizovanej verzii ma FET tranzistor tvar hranola. Jedna zo stien hranola je v aktivnej
oblasti pokryta tenkou vrstvou izolantu, na ktorom je pripravena kovova vrstva tvoriaca hradlo. Os
x nech je orientovand v smere vstup-vystup, kym os y nech je kolmé na povrch hradla. Kontrolovat
mozno napitie Vg prilozené v smere osi y medzi hradlo a aktivnu oblast. V kremikovej technologii
je izolujica bariéra tvorend oxidom SiOs. Takéto tranzistory sa potom nazyvaju MOSFET, t.j. metal
oxide semiconductor field effect transistor.

Pre jednoduchost skimajme pripad, kedy pri nulovom napiti Vg = 0 nedochadza k zakriveniu
pasov na rozhrani aktivnej oblasti a hradla, pozri obrézok 52.1%9 V tomto pripade je odpor medzi
vstupom a vystupom velky, pretoZe pre akikolvek polaritu napdtia medzi S a D je jeden z p-n spojov
(bud spoj S-aktivna oblast alebo spoj aktivna oblast-D) zapojeny v zavernom smere.

Teraz na hradlo prilozme kladné napétie Vg > 0 vo¢i aktivne] oblasti, pozri obrazok 52. Ked7Ze na
Struktaru hradlo-oxid-aktivna oblast sa moZno pozriet ako na doskovy kondenzator s jednou elektrédou

109Tento pripad nastava napriklad vtedy, ak rolu kovovej elektrédy hra silno dopovany material typu p. Ak by chemické
potencialy hradla a aktivnej oblasti boli rozdielne, aj pri Vo = 0 by dochadzalo k zakriveniu pasov, podobne ako v p-n
prechode, av8ak dominantne na strane aktivnej oblasti, ako vidno z vyrazov pre de a dp. Ak je v8ak toto zakrivenie
dostato¢ne malé a vodivostny kanal pri Vo = 0 nie je pritomny, nas vyklad zostane v platnosti.
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Obr. 52: Vlavo: schematicky naért FET tranzistora. Stredny obrazok znazoriiuje energetické spektrum FET tranzistora
(v elektronovom obraze) pozdlz prie¢neho rezu tranzistorom pri Vg = 0. Obrazok vpravo ukazuje zakrivenie pasov v
aktivnej oblasti a vznik vodivostného kanalu pri (dostato¢ne velkom) Vg > 0.

tvorenou hradlom a druhou elektrodou tvorenou aktivnou oblastou, vnttri kondenzatora (t.j. v oxide)
vznikne elektrické pole E v smere osi y. Toto pole bude v principe vnikat do hradla a aj do aktivnej
oblasti. Pre integral pol'a pozdlz ¢iary vedicej z bodu G hlboko vnatri hradla do bodu A hlboko vnitri
aktivnej oblasti bude platit ff dyE, = Vg. Ale kedZe hradlo je kovové, pole E, bude odtienené na
atomarnych vzdialenostiach a prenikanie pol'a do hradla moZno zanedbat. Na druhej strane, v cvi¢eni 2
ukézeme, Ze pri typickej hribke oxidu 3-5 nm sa prakticky cely spad napétia Vg zrealizuje v aktivnej
oblasti, ¢o povedie na zakrivenie pasov v podhradlovej ¢asti aktivnej oblasti, pozri obrazok 52.

Na tomto mieste je doélezité si uvedomit, ze z hradla do aktivnej oblasti tecie (kvoli izolujucej bari-
ére) zanedbatelne maly prud, preto chemicky potencial v aktivnej oblasti takmer nezavisi od siradnice
y a cely spad chemického potencidlu sa zrealizuje vo vrstve oxidu. Preto pri dostatoéne velkom za-
kriveni pasov (t.j. pri dostato¢ne velkom hradlovom napéti Viz) moZze v tesnej blizkosti vrstvy oxidu
energia vodivostného pasu klesnut pod hodnotu chemického potencidlu v aktivnej oblasti, pozri obra-
zok 52. To v8ak znamen, Ze tesne pod hradlom vznikne vodivostny kanal typu n a odpor medzi
zdrojom a odtokom vyrazne klesne, pretoze transport naboja z S do D sa realizuje pozdlz celej trasy
vyluéne prostrednictvom vodivostnych elektrénov.

Kvantovy Hallov jav

Za istych okolnosti vytvara vodivostny kanal tzv. dvojrozmerny elektréonovy plyn, v ktorom boli pozorované dva pozo-
ruhodné javy fundamentalneho vyznamu, obidva ocenené Nobelovymi cenami:

(i) celo¢giselny kvantovy Hallov jav, ktory umoZiiuje najpresnejsie meranie kombinacie fundamentalnych kontant
e% = 25.812807572 k(2 s rozmerom odporu, pozri I1.3,

(ii) zlomkovy kvantovy Hallov jav, pri ktorom v dvojrozmernom elektronovom plyne vznikaji ¢astice s nadbojom,
ktory je zlomkom néboja elektronu —e; naboj neseny tymito Casticami zavisi od hodnoty aplikovaného pola a najlahgie

sa pozoruje pripad zlomkového naboja —£.
Cvicenia

1. Pri detailnejSom popise p-n spoja sa zvykne predpokladat, Ze hustoty toku elektronov a dier J. a Jp, st tmerné jednak
elektrickému polu E, jednak (vdaka difizii) gradientom hustot n alebo p:

Je = —penE — D.Vn, Jy = unpE — Dy Vp, (87)

kde pie,n st tzv. pohyblivosti elektronov alebo dier a D, 5 st difazne koeficienty pre elektrony alebo diery. Ukazte,
%e v nedegenerovanom plyne elektréonov a dier platia tzv. Einsteinove vztahy (e je elementarny néboj):

eD. __eDy
Hn = T

Doékaz &.1: Sktimajte prady Je,, v rovnovaznom plyne elektroénov alebo dier v priestorovo premenlivom potenciali ¢(x);

pre hustoty elektronov alebo dier vtedy platia vztahy n(x) = ngexp (%) a p(x) = po exp (fw%ﬁ(x)), kde p
(bez indexu!) je chemicky potencial elektronov.

Dokaz &.2: Pohyblivosti elektrénov a dier definujme pomocou efektivneho elektrického pola E' = E + éV,LL zavedeného v
prednéske 17 vztahmi J. = —p.nE’ a J. = uppE’. UkaZte, Ze tieto vyrazy moZno prepisat do tvaru (87). Teda elektrické
pole E vystupujtce v (87) je gradientom elektrostatického (a nie elektrochemického) potencidlu a je rézne od E'!

2. Vypocitajte maximéalne elektrické pole v aktivnej oblasti FET tranzistora, ak napétie na hradle je Vi, koncentracia
akceptorov v kanéli p typu je Na a relativna permitivita kanalu je e;. Spad napétia na izolujicej bariére zanedbajte.
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Overte platnost tejto aproximécie pre Vg = 1V, Na = 10?2 m3

, €s = 12 a hribku bariéry 5 nm.

3. Odhadnite rozdiel medzi zakladnou a prvou excitovanou hladinou vo vodivostnom kanali FET tranzistora (ide o hla-
diny pre pohyb v smere kolmom na hradlo). Ak4 je maximalna plogna hustota elektréonov vo vodivostnom kanali, pri
ktorej sa efte da hovorit o 2D plyne? Predpokladajte, ze vSetky elektrony maji jednu orientéciu spinu a Ze efektivna
hmotnost vo vodivostnom pase je m; = 0.2m. Pre ¢iselné odhady pouZite vysledok tilohy 2.

4. Koncentracie n, p elektronov a dier v polovodi¢i sa mézu menit v ¢ase v dosledku tzv. generaénych a rekombina¢nych
procesov. V genera¢nom procese vznikd par elektron + diera, napriklad ako désledok absorbcie fotonu. (Méame tu na
mysli tzv. priame procesy.) V rekombinadnom procese par elektron + diera zanikd padom elektronu do neobsadeného
dierového stavu za sticasnej emisie inej Castice, napriklad fotonu. Skimajme polovodi¢ s rovnovaznymi koncentraciami
elektronov 7 a p, pricom 7p = n?, kde n; je intrinzicka koncentracia.
a) Zdovodnite, pre¢o pohybové rovnice pre n(t) a p(t) maja tvar
dn  dp
— =—=A— Bnp.
dat ~ dt P
Vysvetlite fyzikalny vyznam koeficientov A a B. Analyzou rovnovazneho pripadu ukaZte, Ze medzi koeficientmi A a B
musi platit vztah A = BnZ.
b) Nech ¢asovo zavislé koncentracie elektronov a dier st n(t) = i + p(t) a p(t) = p+ p(t) (preco?) a nech odchylka p od
rovnovéaznej hodnoty je mala oproti n;. UkdZzte, Ze potom pohybové rovnica pre odchylku m4 tvar
dp _ _p
dt T
Najdite vyraz pre tzv. rekombina¢ny relaxacny Cas 7. a vysvetlite jeho fyzikalny vyznam.

5. Vypoéitajte velkost difizneho dierového priidu Jno v bode & = d. p-n spoja. Navod: predpokladajte, ze v bode z = d.
maju diery koncentraciu po, ktora je vyssia nez rovnovazna koncentracia dier p v oblasti x > de.. ba,lej predpokladajte,
7e v oblasti x > d. je elektrické pole zanedbatelné a prad dier je dany vztahom J, = — D, Vp. Tto rovnicu skombinujte
s rovnicou kontinuity pre diery s uvadzenim generac¢no-rekombina¢nych procesov s rekombinaénym ¢asom 7,:

@__pfﬁ_v(]} __p—bp

= Dy Ap.
ot T Tr+hp

z—de

Ukéite, e v stacionarnom pripade ma rieSenie tejto rovnice tvar p(z) = poe” In + p, kde L? = Dp7,. Zo znadmeho
priebehu p(z) napokon vypocitajte hustotu difazneho dierového pridu Jno = Jn(z = de). Analogicky moZno pocitat
hustotu elektronového pridu Jeo.

6. Hranice zfn vo vysokoteplotnych supravodic¢och si moZno predstavit ako nabité rovinné rozhrania s plognou hustotou
naboja o > 0. Vysokoteplotné supravodi¢e modelujte ako polovodice typu p s koncentraciou dier p. Vypocitajte hribku

ochudobnenej oblasti a profil zakrivenia pasov v blizkosti hranice zin.

21 Odozva na ¢asovo premenlivé polia

V tejto prednaske budeme studovat v8eobecné vlastnosti relativnej permitivity a jej siivis so spontan-
nymi oscilaciami v materidloch. Preskiimame tiez najjednoduchsi sp6sob merania relativnej permitivity.

Elektricka susceptibilita

V pritomnosti elektromagnetického pola E(r,t) vznikd v materidloch nenulova hustota dipolov P(r, ),
tzv. polarizacia. Pre dostatoc¢ne slabé polia je vztah medzi oboma veli¢inami linedrny, ale vo vieobec-
nosti tento vztah nie je ani lokdlny (t.j. P(r,t) zavisi od velkosti pola E v bodoch roznych od r), ani
okamzity (t.j. P(r,t) zavisi aj od velkosti pola E v minulosti), ani izotropny (t.j. P(r,t) nemusi byt

rovnobezné s E):110

Pi(r, 1) —60/ dT/d3Ra,»j(R, T)E;(r — R, t — 7).
0

V&imnime si, Ze polarizacia v Case t zavisi iba od hodnot elektrického pola v ¢asoch skorgich ako t.
Takuto odozvu nazyvame pri¢innou alebo kauzalnou.

110Na priklade kamefia hodeného do vody vidno, 7e odozva (okamzita vychylka hladiny) na vonkajsi podnet (hodeny
kameil) vo vieobecnosti nie je lokalna (hladina kmita aj mimo miesta dopadu kameiia) ani okamzita (hladina kmita aj po
pade kameiia). Pri $tadiu elektrickej vodivosti sme okrem toho videli, Ze odozva (elektricky prad) nemusi mat rovnaky
smer ako podnet (elektrické pole). Teda odozva nemusi byt izotropna.
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V tejto prednaske sa obmedzime na Stddium opticky izotrépnych médii, v ktorych plati
o
P(r,t) = eo/ dT/dSRa(R,T)E(I‘ —R,t—7).
0

Funkcia a(R, 7) popisuje vplyv elektrického pola vo vzdialenosti R a v ¢ase o 7 skor§om ako je §tu-
dovany priestorocasovy bod. V redlnych médidch existuje charakteristickd vzdialenost Ry a charakte-
risticky ¢as 7o, pri prekroceni ktorych je funkcia a(R, ) zanedbatelne mala.'!'! V tejto prednagke sa
dalej obmedzime na §tudium elektromagnetickych vin s vlnovou dlzkou A > Ry. V takom pripade
bude mozno elektrické pole E(r — R, ¢ — 7) nahradit hodnotou E(r,t — 7), a preto vztah medzi P a E
je lokalny:

P(r,t) =€ /OOO dra(r)E(r,t — 7).

Bezrozmernt funkciu a(7) = [ d®Ra(R, 7) nazyvame elektrickou susceptibilitou a ked7e nemoze
dojst k jej zamene s magnetickou susceptibilitou, v tejto prednaske budeme jednoducho hovorit o sus-
ceptibilite. Teraz ukazeme, Ze vztah medzi elektrickym polom a polarizaciou, ktory je z matematického
hl'adiska konvoluciou, sa zjednodudi Fourierovou transforméciou. Casovti Fourierovu transformaciu a
transforméciu k nej inverznt definujme nasledovne:

> dw , o0 ,
x(t) :/ —g, e %t Ty :/ dtx(t)e™.
—0o0 —0o0
Poditajme ¢asovi Fourierovu transforméciu polarizacie:
P,(r) = 60/ dte“"t/ dra(r)E(r,t — 1) = eo/ dTeWTOé(T>/ dte“ T EB(r,t — 7).
—0o0 0 0 —0o0

Ak zaviedieme frekvenéne zéavislu susceptibilitu! 2

aw:/ dre™Ta(r), (88)
0

potom vysledok pre polarizaciu moézeme zapisat v tvare

’ P, (r) = egay,Ey(r),

t.j. pri harmonickom budeni existuje medzi polarizaciou a budiacim polom namiesto zlozitej konvoli-
cie jednoduchy algebraicky vztah. Tento vysledok je doésledkom matematickej vety (ktora sme prave
dokazali), ze Fourierova transformdcia konvolicie je sicin Fourierovich transformdcii.

Viimnime si, ze kedze e“7 = coswT + isinwr, susceptibilita oy, je komplexnéa veli¢ina, a,, =
al, +ia!, pricom realna zlozka je parna, o, = o/, a imaginarna zlozka je neparna, o’ , = —a/.

Diskusiu v tomto odstavci mozno zovseobecnit na Studium zavislosti medzi I'ubovolnym silovym
polom |v nasom pripade E(r, )| a prislusnou odozvou [v nasom pripade P(r,t)|. Vo vSeobecnom pri-
pade nazyvame veli¢inu, ktoréd je analégom susceptibility, funkciou odozvy.

Komplexny formalizmus pre popis harmonickych poli
Odteraz budeme predpokladat, ze vietky polia maju tu istd ¢asovi zévislost e~™!. Pouzivame pri-
tom Standardny komplexny formalizmus: fyzikalny zmysel maja iba realne hodnoty poli. Napr. elek-
trické pole v komplexnom zapise E(t) = Ege™ ™" zodpoveda fyzikilnemu polu E(t) = Re [Ege™™'] =
Eq cos wt.

Teraz objasnime fyzikadlny zmysel realnej a imaginarnej ¢asti susceptibility. Po aplikovani pola
E(t) = Ege ™! v §tudovanom médiu vznikne pole polarizacie

P(t) = eoRe [a,Eoe ™" = €y (/,Eq coswt + o/ Egsinwt) ,

11Spomeiite si opét na kameti hodeny do vody.
M2y&imnime si, Ze ak funkciu a(7) pre 7 > 0 predlzime o funkciu identicky rovnd nule pre 7 < 0, potom vSetky integraly
(o) ~ 2 2 . (o) P . ~_ oz ~ P

fo dt mozno nahradit integralmi fiw dt a definicia a, je totoZné so vSeobecnou definiciou x,.
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teda realna zlozka o, popisuje polarizaciu kmitajucu vo faze s aplikovanym elektrickym polom, kym
imaginarna zlozka ! popisuje polarizaciu kmitajicu s fazou posunutou o 7/2 voci aplikovanému
elektrickému pol'u.

Vsimnime si dalej, ze v komplexnom formalizme mozno posobenie operatora 0/0t nahradit naso-
benim faktorom —iw.

Relativna permitivita
Skumajme teraz elektromagnetické pole vybudené vo vzorke vonkajSou ndbojovou hustotou p a vonkaj-
gou prudovou hustotou j. Polarizacné pole vybudené celkovym polom E vo vzorke indukuje dodato&né

nabojové a priudové hustoty:'3

oP
ind = —V‘P, .in = a7
Pind Jind ot

Pre harmonicky priebeh pola e™™! mozno vzfah medzi elektrickou indukciou D = ¢E + P a

intenzitou E popisat namiesto vSeobecného vyrazu s retardaciou jednoduchym lokidlnym vztahom
D, = 606R<W)Ew7

kde sme zaviedli bezrozmerni tzv. relativnu permitivitu, niekedy tiez nazyvanu dielektrickou fun-
kciou,

’eR(w) :1+aw.‘ (89)

Pre harmonicky c¢asovy priebeh je indukovand pradovi hustota dana vztahom j, = —iwP, =

—iwega,Ey. Ked tento vyraz porovname s definiciou optickej vodivosti j, = o(w)E,, dostaneme
io(w)

vztah medzi susceptibilitou a optickou vodivostou ay, = ktory mozno prepisat ako vztah medzi

weg !
relativnou permitivitou a optickou vodivostou
io(w)
er(w) =1+ . 90
rR(w) oo (90)

Teda imaginarna ¢ast permitivity €%, je dana redlnou ¢astou vodivosti ¢’(w) a naopak.

Nech elektrické pole v $tudovanom médiu je E(t) = Re [Ege ™| = Eq coswt. Potom v médiu tect
prady s hustotou j(t) = Re [o(w)Ege~“!] = o/(w)Eq coswt + 6" (w)Eg sinwt a hustota tepelnych strét
po stredovani cez ¢as je

G(t) - E(t)) = o’ (w)E3(cos? wt) + " (w)Ed{cos wt sin wt) = %UI(W)E%.

Ked7e entropia systému musi narastat, musi platit o’(w) > 0. Zo vztahu (90) potom vyplyva, Ze
weh(w) > 0. Na druhej strane, realna ¢ast permitivity €(w) moéze byt kladna aj zaporna. Zo vzta-
hov (88), (89) dalej vyplyva, ze €p(—w) = €x(w) a €x(—w) = —€f(w).

Kolektivne mody

Skimajme teraz spontdnne harmonické kmity v objeme homogénneho kusa materidlu. Ak niet von-
kajsich budiacich nabojov a prudov, potom Maxwellove rovnice pre E a H mozno redukovat na tri
rovnice, dve pre pozdizne polia a jednu pre prie¢ne polia (pozri dodatok):

2
w
er(WV-E, =0, prw)V-H, =0, V24 —er(Wr(w)| Hy = 0.
Transverzalnu ¢ast elektrického pola mozno zo znameho H,, urcit pomocou V x H, = —iepep(w)wE,,.

131ndukovant pridovi hustotu jing je nevyhnutné uvazovat z doévodu zékona zachovania celkového indukovaného
naboja, t.j. musi platit 8"8% + V - jina = 0. Podla v8eobecnych vztahov v dodatku o Maxwellovych rovniciach by k
pridu jing mohli prispievat aj magnetizacné pridy. Pri optickych frekvenciach si v8ak obvykle tieto pridy malé a preto

magnetiza¢né pridy pri analyze optickych vlastnosti nebudeme uvazovat.
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Pozdlzne mddy
Z rovnice pre longitudinélne elektrické pole vidno, ze nenulové rieSenia st mozné len pre frekvencie,
ktoré splitaju rovnicu

er(w) = 0. (91)

Véetky dlhovlnné spontdnne kmity, pri ktorych je modulovand hustota naboja, st rieSeniami tejto
rovnice. Ide o netrividlne mody, ktoré vo vakuu neexistuji. V pripade kolektivnych kmitov elektronovej
kvapaliny prislusné médy nazyvame plazmoénmi.

7 rovnice pre longitudindlne magnetické pole vidno, 7Ze nenulové rieSenia si mozné len pre frekven-
cie, ktoré splhaju rovnicu pr(w) = 0, ale kedZe obvykle pgr(w) = 1, takéto rieSenia obvykle neexistuji.
Odteraz budeme vsade predpokladat, 7e pug(w) = 1.

Priecne maody

Ak v rovnici pre transverzalne polia predpokladame rieSenie pre Casovy priebeh e~
nej vlny €47 s komplexnym vlnovym vektorom ¢, potom posobenie operatora V mozno nahradit
nasobenim vyrazom iq a nenulové riefenia st mozné len pre c?q? = w?er(w), o mozno pisat tiez v

Wt v tvare rovin-

tvare

e = wn(w), (92)
kde sme zaviedli komplexny index lomu

n(w) = n(w) +ik(w) = VVer(w) = y/€x(w) +ieh(w).
V médiu s indexom lomu n + ik je preto komplexny vlnovy vektor dany vztahom ¢ = g + %, kde

_ wn(w) o
1= 0= wr(w)’

Pre ¢asopriestorotasovy priebeh vlny, ktora sa §iri pozdlz osi v takomto médiu preto dostaneme
vyraz H(z,t) = Re [Hwei(qm_“’t)e_w/‘s]. Dostali sme teda rieSenie v tvare priecnej elektromagnetickej
vlny, aké existuje aj vo vakuu. Elektromagnetickd vina v izotr6pnom homogénnom médiu sa od viny vo
vakuu 1f3i jednak kone¢nym tlmenim s charakteristickou dizkou §, jednak rychlostou &renia. Grupova
rychlost foténu v médiu je totiz

dw 1 c

dg ~ dg/dw  n(w) +win’

v =

Kramersove-Kronigove vztahy

V tomto odstavci budeme studovat susceptibilitu a,, definovani vztahom (88) ako funkciu komplexne;j
premennej w = wj + iwe. Z analyzy v komplexnej rovine napokon ziskame uzitoénd informéciu o
vlastnostiach funkcie «, pre fyzikalne relevantné ¢isto redlne hodnoty w.

Najprv si v8imnime, Ze pretoze fyzikalne akceptovatelna funkcia odozvy a(7) pre 7 — oo klesa do
nuly, pre wy > 0 (t.j. v hornej polrovine komplexnej premennej w) je integral oy, = [ dra(r)e™1me w27
konvergentny. Naviac Tahko nahliadneme, Ze funkcia oo, je v hornej polrovine analytickd.''* Stoji za
zmienku, Ze ako konvergencia defini¢ného integrélu pre a,, tak aj analyti¢nost funkcie «, vyplyvaja z
toho, ze funkcia odozvy «(7) je nenulova iba pre 7 > 0, t.j. z kauzality.

Uvazujme o uzavretej krivke C' v komplexnej rovine, pozostavajicej z poloblika v nekonene v
hornej polrovine a z redlnej osi, pricom bod w redlnej osi sa obchédza infinitezimalnym poloblacikom v
hornej polrovine. Studujme integral fC dsas 107d[7 uzavretej krivky C. Podla Cauchyho vety je tento

S—w
integral nulovy, pretoze funkcia %= je na oblasti vnitri krivky C analytickd.''® Na druhej strane,
integral ¢, % je st¢tom troch prispevkov:

P 1" o/ - 1"
da) Oa,, _ _ Ooy,

Owa Owy Owy *

MK omplexna funkcia o, + ia!” je analyticka, ak spliia Cauchyho-Riemannove podmienky % =
Platnost tychto vztahov lahko overime explicitnym vypodtom.

11554¢in analytickych funkcii je totiz analytickou funkciou; tvrdenie moZno overit aj explicitne pomocou Cauchyho-
Riemannovych podmienok. Cauchyho vetu pre analytickd funkciu f(s) = f'(s1,s2) +if"”(s1,s2) lahko odvodime, ak
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dsag
s—w "

Obr. 53: Uzavreta krivka C' v komplexnej rovine premennej s, pozdiz ktorej tudujeme krivkovy integral fo

(i) Prispevok poloblika v nekonecne. Dé sa ukazat (pozri priklady v nasledujicej prednéagke alebo
v8eobecnu analyzu v II1.10), Ze susceptibilita je pre velké frekvencie nulova, t.j. as — 0 pre |s| = oo.
Potom TI'ahko overime, Ze prispevok polobluka v nekone¢ne je nulovy.

(i) Integrdl cez redlnu os minus nekoneéne maly interval (w — 6,w + J). V limite § — 0 sa takyto
integral nazyva integralom v zmysle vlastnej hodnoty a oznacuje sa P ffooo %.

(#i) Integral cez maly oblicik okolo w. Explicitnd integracia dava v limite 6 — 0 vysledok

/ dsa /dzozw+z /0 i6e'de .
= = q, — = —iTQy,,
s—w z . Oci?

kde v 1. kroku sme pouzili substiticiu s = w + z a v 2. kroku sme premennt z nahradili premennou
¢, z = 0e'® kde § je infinitezimalny polomer obludika. Predpokladali sme tiez, ze funkcia a, sa pomaly
meni v blizkosti s = w.

Po dosadeni vysledkov (i)-(iii) do Cauchyho vety §. ‘i‘s_—aj = 0 dostaneme vztah

1 * dsag
oy = — .
T ) oo 8§ — W

Explicitnym prepisanim redlnej a imaginarnej dostaneme tzv. Kramersove-Kronigove vztahy (alebo

disperzné vztahy):
1 o0 d 1 1 o0 d /
o, = P/ s o= —P/ s (93)

T ) s S—W T J s S—W

Podstatnym predpokladom pri odvodeni Kramersovych-Kronigovych vztahov bola analyti¢nost funkcie
as v hornej polrovine, t.j. kauzalita odozvy. Disperzné vztahy umoziuji urcit realnu ¢ast susceptibility
(alebo akejkol'vek inej funkcie odozvy) zo znalosti imaginarnej ¢asti na celej redlnej osi, alebo naopak.

Meranie indexu lomu

Medzi zékladné optické merania patria merania koeficientu odrazu a prechodu svetla danej frekvencie
w. V najjednoduchsej geometrii studujeme svetlo kolmo dopadajtce z vakua na platni¢ku zo skimaného
materialu. Casto je jedinou meratelnou veli¢inou iba koeficient odrazu, pretoze pohlcovanie vo vzorke je
velké a nie je mozné vyrobit dostato¢ne tenku platnicku, cez ktoru prejde meratelnd intenzita Ziarenia.
Obmedzime sa preto na §tudium kolmého odrazu od polroviny s komplexnym indexom lomu n(w). V
cviceni 3 ukdzeme, ze v takejto geometrii pre pravdepodobnost odrazu plati:

(n—1)% + K2

R = o+

(94)

Zdalo by sa teda, Ze z merania odrazivosti R (1 ddaj) nemozno uré¢it komplexny index lomu n (2
udaje). V cviceni 5 v8ak ukdzeme, Ze ak zmeriame R(w) pre vSetky frekvencie w, potom pomocou

si v§imneme, Ze §C f(s)ds = §C(f/d31 — f”dsg) + ifc(f”d51 + f/dSQ) = fC A, -ds+ ifﬁo As - ds, kde sme zaviedli
ds = (ds1,ds2,0) a vektorové polia A; = (f',—f",0), A2 = (f”,f’,0). Pomocou Stokesovej vety preto dostaneme
$o f(s)ds = [((V x A1).dS +i [((V x Az).dS, kde dS je element plochy S obopnutej krivkou C. Ak teraz vyuZijeme

explicitny tvar poli A, 2, dostaneme 3gc fls)ds = — fs( L+ 5L )dS+1 fs(g% vt )dS. Ak teraz pouzijeme Cauchyho-

S1 dsa T Dso
Riemannove podmienky, l'ahko nahliadneme, e oba integrandy st nulové, a preto ¢, f(s)ds = 0.
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Kramersovych-Kronigovych vztahov dostaneme tuplna informéaciu o komplexnom indexe lomu n(w).

Cviéenia

1. Komplexny index lomu 7 = n + ix materialu s relativnou permitivitou eg = € + i€% moZno urcit rieSenim rovnic
r(w) = n?(w) — K (W) a f(w) = 2n(w)k(w). Ukazte, Ze zo symetrie funkeif € (w) a €} (w) vyplyva, 7e bud platia vztahy
n(w) = n(—w) a k(—w) = —k(w), alebo platia vztahy n(w) = —n(—w) a k(—w) = k(w). Zvol'te obvykli konvenciu
n(w) = n(—w). Naviac predpokladajte, Ze n(w) > 0. Pomocou vztahu weg(w) > 0 ukazte, ze komplexny index lomu je

n= \/ 3 [Vt r] e sgn<w>\/ 3 | et i+ ().

2. Hustota toku energie elektromagnetického pola je dand Poyntingovym vektorom S = E x H. Skdmajte ¢asovo ustred-
nend hodnotu (S) pre rovinni vinu E(z,t) = Re [Ewei(‘h*“’”] s redlnou amplitidou E,,, ktora sa v skimanej latke Siri

v smere osi x s komplexnym vlnovym vektorom ¢ = q + %.

(a) Ukazte, Ze pre ¢asovo ustrednent hodnotu Poyntingovho vektora plati (S) = ;ﬁ‘:i EZe2/%, Navod: magnetické pole
pocitajte z Maxwellovej rovnice g X E = powH. Redlna ¢ast vektora H(x,t) mé dva prispevky, jeden imerny cos(qz —wt)
a druhy dmerny sin(gx — wt). Ukazte, Ze k Gasovo ustrednenej hodnote (S) prispieva iba ¢len amerny cos(qz — wt).

(b) V&imnime si, 7e znamienko realnej ¢asti indexu lomu n urcuje smer &irenia energie''® a znamienko § uruje smer,
v ktorom je vlnenie tlmené. Ukazte, Ze bez ohladu na volbu konvencie st elektromagnetické viny zakazdym tlmené v

s . . “ . £ 5 ;s 2cn - 5 "
smere Sirenia energie. Navod: ukaZte, Ze plati § = prAmE uvazte, ze weg(w) > 0.

3. Ukazte, ze amplitudy odrazu r(w) a prechodu ¢(w) rovinnej monochromatickej vlny kolmo dopadajicej z polonekonec-
ného materialu s komplexnym indexom lomu 71 (w) = n1(w) + k1 (w) na polonekoneény material s komplexnym indexom
lomu n3(w) = n2(w) + k2(w) st dané Fresnelovymi vztahmi

2n1

L (n1 —n2)? + (k1 — k2)?
ni+nz’

(n1 +n2)? + (k1 + k2)? '

iy — N

t(w) =

rlw) = =——=;
®) ni + ng
Pomocou cvicenia 1 d'alej ukazte, Ze pre odrazivost plati R(w)'ZNR(—w). Névod. Predpokladajte, ze elektrické pole v
médiu 1 (t.j. pre z < 0) je superpoziciou dopadajtcej viny Eoe“(™12/¢=t) 3 odrazenej viny rEoe’(~"12/¢~Y kym pole
v médiu 2 (t.j. pre z > 0) je popisané vlnou tEoe™("22/¢=t)  Na rozhrani ziadajte splnenie $tandardnych hraniénych
podmienok pre elektrické a magnetické pole.

4." Vypocitajte amplitudy odrazu r(w) a prechodu ¢(w) rovinnej monochromatickej viny kolmo dopadajicej na dosticku
z materidlu s komplexnym indexom lomu 71(w) = n(w) + x(w) a hribkou d umiestnent vo vakuu. V limite d > § napiste
zjednodugené vzorce pre pravdepodobnost odrazu na platni¢ke R = |r|? a prechodu cez platnicku 7 = |¢|2.

5. Kramersova-Kronigova analyza odrazivosti rozhrania medzi vikuom a médiom s komplexnym indexom lomu ﬁ(w)
Komplexni amplitidu odrazu r(w) mo#no pomocou pravdepodobnosti odrazu R(w) zapisat v tvare 7(w) = 1/R(w)e?*).
Funkcia r(w) je funkciou odozvy a ako taka by mala byt analytickd v hornej polrovine. Jej logaritmovanim dostaneme

Inr(w) = %lnR(w) +if(w).

(a) Predpokladajte, ze funkcia Inr(w) je analytickd v hornej polrovine, t.j. okrem iného v celej hornej polrovine Ziadajme,
aby R(w) # 0. Aplikovanim Kramersovych-Kronigovych vztahov na funkciu odozvy Inr(w) ukizte, Ze fazu 0(w) mozno
z experimentalnych dat ur¢it nasledovne:!!”

0(w) = IP/ dsInR(s) :—EP/ dsInR(s) :—LP dsln
0

2w s—w ™ 2 —w? 2 Jo

s—|—w‘ dR(s)/ds
R(s)

o s —w

V druhej rovnici vyuzite, ze R(s) = R(—s) a v tretej rovnici integrujte per partes.

(b) Ako mozno zo znamych R(w) a 6(w) urcit komplexny index lomu 7(w)?

22 Elementarne modely dielektrickej funkcie

V tejto prednaske budeme skumat elementarne modely pre rézne prispevky k elektrickej susceptibilite.
V zévere prednédsky naSe vysledky aplikujeme na analyzu optickych vlastnosti kovov.

16 predpokladame totiz, Ze > 0. Tento predpoklad je splneny vo vicine beznych materialov, ale v umelo pripravenych
tzv. Tavotoc¢ivych materidloch méze byt pu < 0 a nadu analyzu treba modifikovat.

17y redlnych experimentoch sa meria odrazivost iba na konefnom intervale frekvencii (wmin,wmax). Aby sme mohli
pouzit Kramersovu-Kronigovu analyzu, sadu experimentalnych dat je potrebné predizit do oblasti nizkych frekvencii
(0, wmin) & vysokych frekvencii (wmin, 00) vhodnymi interpola¢nymi vzorcami.
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Prispevky k susceptibilite

Celkovu susceptibilitu materidlov mozno modelovat ako stcet prispevkov nezavislych stupfiov vol'nosti.
V tuhej latke obvykle existuju tri typy prispevkov k susceptibilite: susceptibilita vodivostnych elektro-
nov af (pritomna iba v kovoch), susceptibilita tesne viazanych elektronov ' (t.j. posun elektrénov
na hlbokych hladinach vo&i jadru) a i6nova susceptibilita /" (t.j. posun jadier z rovnovaznych poloh).
Okrem toho v materidloch, ktorych zdkladné Struktirne jednotky nest nenulovy dipélovy moment,
ktorého orientacia moze fluktuovat, napr. vo vode, existuje tzv. orientaény prispevok k susceptibilite

. Preto celkovi relativnu permitivitu mozno pisat v tvare

er(w) = 14 a% + ™ 4 /" 4 a2,

Susceptibilita vodivostnych elektréonov

Najprv sa budeme venovat prispevku vodivostnych elektrénov. Skonstruujeme najjednoduchsiu feno-
menologicku tedriu, ktord zhruba popisuje optické vlastnosti kovov. Skimajme pohyb elektrénovej
kvapaliny v ¢asovo premennom poli E(t) = Ege™ ™! pomocou ¢asovo zavislej driftovej rychlosti v(t).
Pohybova rovnica pre driftovii rychlost ma tvar m*v 4+ m*¥ = —eE(t). Ak budeme predpokladat, ze
driftova rychlost kmitd na budiacej frekvencii v oc e™™* potom v(t) = —%E(f) Ak naviac
uvazime, ze prudova hustota je dand vztahom j = —nev, pre opticka vodivost napokon dostaneme

1 ne3r

S

Pre w = 0 sa tento vysledok redukuje na Drudeho formulu.''® Ak vyuzijeme vzfah o, = i‘zo(:j), pre

susceptibilitu vodivostnych elektréonov dostaneme

QQ
ael — _ 0

kde Q2 = ne” Typické hodnoty energie h€2y v beznych kovoch su Ay ~ 10 eV, pozri tabulku 11.

m*eg”

holeV] v=g [H] A=¢[um] g=%[m™'] T = [K]
1 2.418 x 1014 1.2398 8065.5 1.16 x 104

Tabulka 11: Prevodové tabulka medzi roznymi jednotkami (energia, frekvencia, vlnova dizka, vinové &islo, teplota)
pouzivanymi pri charakterizacii elektromagnetického Ziarenia. V tomto texte obvykle charakterizujeme Ziarenie energiou
jeho kvant.

Susceptibilita tesne viazanych elektrénov
Dip6lovy moment atomu v zékladnom stave je nulovy. V pritomnosti vonkajgieho pola sa taziska klad-
ného (jadrového) a zaporného (elektrénového) naboja navzajom posunt, ¢o vedie k vzniku koneéného
dip6lového momentu. V tejto ¢asti popideme jednoduchy klasicky model pre susceptibilitu atémov.'?
Podla kvantovej mechaniky st prechody (spojené s emisiou alebo absorpciou foténov) medzi roz-
nymi stavmi atémov mozné iba pri frekvenciach foténov w; charakteristickych pre dany atém. Ak atom
budeme modelovat ako sadu klasickych oscilatorov s vlastnymi frekvenciami w; a ak budeme predpo-
kladat, Ze tieto oscilatory sa budené polom Foe ™!, potom atémy buda schopné pohlcovat Ziarenie,
iba ak je splnend podmienka w ~ w; pre niektort z vlastnych frekvencii. D4 sa ukézat, Ze takyto
klasicky opis reprodukuje vysledky uplného kvantovomechanického vypoctu, pozri 11.10 a I11.10,11.
Budeme predpokladat, Zze v j-tom mode sa tazisko elektrénového naboja ¢; vychyli o x; vodi
(takmer nehybnému) jadrovému naboju. Vychylka x; popisujtca kmitavy stav j-teho oscilatora potom
spliia nasledovni pohybovi rovnicu:

m(iij + Ujij + wiz;) = qjEoe™™,

18yysledok pre o(w) opit mozno odvodit pre izotrépny systém z linearizovanej Boltzmannovej rovnice v priblizeni
relaxa¢ného Casu.

19Treba si uvedomit, Ze lokalne pole v mieste atému Ei.k(r) moze byt rézne od pola E(r), s ktorym pracujeme v
makroskopickom popise. V nasledujicom vyklade budeme ignorovat rozdiel medzi Eiok(r) a E(r). V IL.9 a II1.9 ukadZeme,
ze takéto pribliZenie je kvantitativne spravne, iba ak |a| < 1.
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Obr. 54: Prispevok atémového prechodu pri frekvencii w; k realnej asti o, a imaginarnej ¢asti o, elektrénovej suscep-
tibility. Funkcie a, a o, st navzdjom zviazané Kramersovymi-Kronigovymi vzahmi. Funkcia «,, ktord meria joulovské
straty, vykazuje (ostré) rezonananéné maximum pri w = w;. V blizkosti tejto frekvencie je velka aj odozva kmitajica vo
faze s budenim (pozri graf funkcie ay,).

kde I'; popisuje tlmenie j-teho oscildtora. KedZze energie iw; st dané elektronovymi energiami, typicky
lezia v intervale od 1 eV do 103 eV.!1?? Na druhej strane, typickad hodnota hI'; je od 1077 eV do 1076 eV
(pozri 111.11), preto plati I'; < w; a na atém sa mozno pozriet ako na oscilator s vysokou kvalitou.
Riesenim pohybovej rovnice je
g Eoe—iwt

Ti = . )
J mwjz—wQ—szw

Ak sa pre jednoduchost obmedzime na jeden typ atémov s koncentraciou nio,, potom prispevok tesne
viazanych elektronov k objemovej hustote dip6lového momentu (t.j. polarizacii) je P = Zj P =
> j Niong; ;. Ak sem dosadime za x; a vysledny vztah porovname s definiciou susceptibility P =
eoafjoreEoe_i“t, dostaneme

02
core __ J
e _zj:w?—w(w—kil“j)’

ionG>
kde Q? = "9 7 kvantovomechanického vypoctu pritom vyplyva Zj qu = Ze?, kde Z je pocet

meg
elektronov v atéme a energie h€); si opat rddovo 1 eV az 10 eV. Za povSimnutie tiez stoji formédlna po-
dobnost susceptibility a°™ so susceptibilitou volnych elektronov: formulu pre of dostaneme z formuly
pre prispevok j-teho médu k aP"®

atoému.

, ak polozime w; = 0, t.j. ak zZiadame, Ze j-ty mod nie je viazany k

I6nova susceptibilita

V i6novych krystaloch (napr. NaCl) ddva iénova susceptibilita o/" relevantny prispevok k relativ-
nej permitivite. Ttto tlohu budeme skimat v II1.9. Tu sa obmedzime na konStatovanie, ze funkcia
lon m4 rezonanény tvar podobny ako na obrazku 54, pricom viak fonénové energie obvykle lezia pri
hw; ~ 1072 €V, t.j. v infrafervenej oblasti.

Q

Orienta¢na susceptibilita
Tento prispevok je relevantny v materiadloch, ktorych stavebné jednotky nest nenulovy dipélovy moment, ktory je vSak
v nepritomnosti aplikovaného pola neusporiadany (t.j. nesposobuje kone¢ni hodnotu polarizacie P). Orientacna suscep-
tibilita je zodpovedna napr. za dielektrické vlastnosti vody pri nizkych frekvenciéach.

V pritomnosti nenulového pola E(t) vznikne v materiali nenulova polarizacia P(t) kvoli preferenénému nato¢eniu
dipolov v smere pola. Predpokladajme, Ze rovnovaZzna hodnota polarizacie Pg" v poli E je Pg" = epag"E. Predpokladajme
dalej, 7ze dynamika vektora P°" je dominované relaxa¢nymi procesmi, t.j.

1

ror

P (t) = —— [P”(t) = P§'(1)],

kde 7°" je orientany relaxa¢ny ¢as. Pre harmonicky ¢asovy priebeh E(t) = Ege™ ™" o¢akivame vynitené kmity polarizacie
PO (t) o< e” ™", a preto P (t) = 1132‘0(:?”. Ak dalej uvazime, Ze v case t nadobida polarizacia rovnovaznu hodnotu dand
okamzitou hodnotou pola, t.j. Ze plati P§'(t) = eoag"E(¢), napokon mézeme pisat P (t) = epal E(t), kde sme zaviedli

120y570bna energia najtesnejSie viazanych elektronov v atéme s atomovym &islom Z je totiz ~ Z2x 13.6 eV.
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X

Obr. 55: Frekven¢na zavislost realnej asti (a2)’ (vlavo) a imaginarnej casti (a2)” (vpravo) orientaénej susceptibility.

orienta¢ni susceptibilitu

or
or Qg
a, =

1 — dwrer’

Charakteristicka frekvencia orienta¢nej susceptibility je teda T—ir V porovnani s ibnovou susceptibilitou ide o pomerne
pomali odozvu, napr. vo vode pri izbovej teplote je TZ ~ 107% €V, t.j. absorp¢né maximum sa nachadza v mikrovlnnej

oblasti. Bezné mikrovlnky pracuji na frekvencii 2.45 GHz, t.j. pri frekvencii o nie¢o nizsej ako je frekvencia v absorpénom

maxime, aby Ziarenie nebolo absorbované v tenkej vrstve na povrchu zohrievanych objektov.

I
Zplw)
- j: }!Pe:’:r.n-m‘ PoL.

$ (6MovA Por.,

$ELEK11E:5E;5;.¢4J POL.

A e

Obr. 56: Schematicky nagrt frekvenénej zavislosti eg(w) pre vodu v Sirokom intervale frekvencii od mikrovinnej oblasti
cez infracervend aZ po ultrafialovd oblast spektra.

frekvencia v [Hz] vInova dlzka A = ¢/v [m] energia E = hv [eV]

~ Ziarenie 107 — 10%0 10-1 —10712 108 — 10°
RTG #iarenie 10" — 1016 1071 —10°8 10* — 102
UV Ziarenie 1016 — 101° 1078 —1077 10% — 10*
viditelné svetlo (7 —4) x 101 (4—7)x 1077 1.6-29
IR Ziarenie 10 — 1012 1076 - 1074 10 — 1072
pw Ziarenie 10t —10° 1073 — 1071 1073 — 1075
TV, rozhlas 109 — 103 107t —103 107° — 107

Tabulka 12: Typické parametre foténov v roznych oblastiach elektromagnetického spektra.

Relativna permitivita kovov

V kovoch moZzno obvykle zanedbat prispevok k susceptibilite od i6nov a orienta¢ny prispevok obvykle
absentuje. Preto susceptibilita kovov pozostéva z prispevku volnych a tesne viazanych elektronov. V
nasom vyklade sa obmedzime na §ttadium frekvencii w, ktoré st mengie nez atomarne frekvencie w;. V
tejto oblasti frekvencii mozno zanedbat frekvenéna zéavislost susceptibility tesne viazanych elektrénov

alr a permitivitu kovu eg(w) = 1 + @™ + o mozno pisat v tvare

2
“p

er(w) = €xo l—m

;o wpE (95)
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Zaviedli sme pritom oznacenie €5 = 1 4+ ", kedZe v oblasti vysokych frekvencii w, < w < w; sa
permitivita kovu redukuje na ep(w) = €x.'?! Frekvencia w, sa nazyva plazmova. Jej hodnota z4visi
od koncentracie vodivostnych elektronov, ich efektivnej hmotnosti a od polarizovatelnosti vnutornych
elektronov a jej typické hodnoty si uvedené v tabulke 13.

Li Na K Mg Al
hw, (V) 71 57 3.7 106 153

Tabulka 13: Plazmové frekvencie vybranych kovov.

V&imnime si, Zze plazmova frekvencia alkalickych kovov Li, Na a K klesa s rasticim rozmerom atémov,
pretoze s atomovym &islom jednak klesd koncentréacia volnych elektronov n a zéroven rastie pocet
vnutornych elektrénov, a teda aj €s,. Na druhej strane, porovnanie plazmovych frekvencii atémov z
jedného riadku periodickej tabulky Na, Mg a Al ukazuje, ze plazmova frekvencia rastie s po¢tom vol-
nych elektréonov na atéom (1, 2 a 3), ¢ize s koncentraciou vodivostnych elektronov n.

:f;{/ w)

Obr. 57: Frekven¢né zavislosti vybranych optickych veli¢in v idealizovanom kove s -

permitivity €z (w). V strede: disperzny zdkon pre prie¢ne elektromagnetické vlnenie. Vpravo: pravdepodobnost odrazu
R(w) pri kolmom dopade. Zavislost R(w) o w™* sa realizuje v limite velmi vysokych frekvencii, pozri cvicenie 6.

= 0. Vlavo: realna cast relativnej

Kolektivne médy v kovoch

Podla cvicenia 1 obvykle mozno oproti plazmovej frekvencii w, zanedbat faktor 7. V tomto odstavci
skamame procesy pri frekvencidch w > wp, a preto budeme predpokladat, ze v (95) je =0

1. Spontanne pozdlzne kmity vodivostnych elektrénov v kove sa podla (91) realizuja pri frekvenciach
splhajtcich podmienku eg(w) = 0. Podl'a (95) je tdto podmienka splnené pre w = w,. Preto frekvenciu
wp nazyvame plazmovou. D4 sa ukazat, Ze nabité Castice s vysokymi energiami pri prechode cez kov
stracaja energiu v nasobkoch Aw,. Tento vysledok moZno interpretovat pomocou nepruznych zrazok,
pri ktorych nabité Castice v kove generuji kvanta plazmovych kmitov, tzv. plazmény.

2. Spontanne priecne kmity sa podl'a (92) realizuju pre frekvencie a vinové vektory spliajtce podmienku
w?er(w) = ¢2¢. Pomocou formuly (95) l'ahko nahliadneme, 7e za G mo#no zobrat &isto redlny vinovy
vektor ¢ a pre disperzny zakon prieéneho vlnenia dostavame

wla) = + 02

_ c 2 . . ., . ~ e, . .
kde v = NS Pre w < wp, naopak dostavame rydzo imaginarny vinovy vektor ¢ zodpovedajuci tlmenej
vlne. Teda minimélna frekvencia prie¢neho elektromagnetického Ziarenia, ktoré sa moze girit v kove,
je wp. Pre frekvencie w > w, méame w ~ vq, kde v je rychlost Sirenia elektromagnetického Ziarenia v

médiu s indexom lomu /€~, pozri obrazok 57.

Optické vlastnosti kovov
1. Oblast malyjch frekvencii w < %

121N48 vyklad sa tyka optickych vlastnosti tych kovov, v ktorych plati w, < w;, napr. Li, Na, K, Mg a Al. Pokial tato

podmienka nie je splnena, neméZeme v oblasti plazmovej frekvencie zanedbat frekvencnii zavislost polarizovatelnosti
core
w
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V tejto oblasti mozno vodivost o(w) aproximovat statickou vodivostou o(0). Podl'a cvi¢enia 1 v typic-

plati U}

eow

Pre komplexny index lomu n + ¢x preto dostavame:

kych kovoch % ~ 10" Hz a pre frekvencie w < =

;
podla (90) aproximovat vztahom eg(w) ~ i%a)'

> 1. Preto relativnu permitivitu mozno

0
n=kk= U< ) >1
26000

a kov sa efektivne sprava ako zrkadlo, pretoze z Fresnelovho vztahu (94) dostavame R ~ 1.
Skumajme droét, cez ktory tecie striedavy prud s frekvenciou w. Striedavé magnetické pole okolo
drotu, ktoré je generované pradom, zaroveir podla prednagky 21 vnika do drotu do hibky § = —. Po

vyuziti vysledku pre x a vztahu o(0) = 60600ng mozno vyraz pre ¢ zapisat v tvare

5= 2

wp V €cowT

Priad s frekvenciou w teda te¢ie len pri povrchu drétu vo vrstve hrubky §. KedZe v limite w — 0
hibka vniku § — oo, statické prady te¢t v celom objeme vzorky. S rasticou frekvenciou viak hibka

vniku klesa. Vzhl'adom na to, Ze i ~ 107" m, hibka vniku moZe byt velmi mala, a preto hovorime o

skinovom jave.!??

2. Oblast stredne velkijch frekvenciz’% <K w < wp
V tejto oblasti mozno vo formule (95) zanedbat konecnost doby Zivota elektronov a pre komplexny
index lomu n + ix preto dostavame

1
w

n =20, R = EOO(WIQ;_WQ)a
teda podla Fresnelovho vztahu (94) je odrazivost R = 1 a kov sa spréava ako zrkadlo.

V tejto oblasti frekvencii mechanizmus odrazu nesavisi s absorpciou Ziarenia kovom, na rozdiel od
oblasti w < % Naviac, Ziarenie nemd propagujicu zlozku a realna ¢ast vinového vektora v kove je
q = 0. HIbka vniku Ziarenia § = o je viak konecna a pre jej frekventni zavislost dostavame vysledok

c 1
0=— .
Py feso(l — w?/wl)

Mechanizmus odrazu je teda iny ako v oblasti w < %, ako vidno aj z opa¢nej zavislosti hibky vniku &
od frekvencie: 0 rastie s frekvenciou a diverguje pre w — wp.

3. Oblast velkyjch frekvencii w > w,
Opét mozeme vo formule (95) zanedbat kone¢nost doby Zivota a pre komplexny index lomu dostavame:

1
nz;,/eoo(WQ—w%); Kk = 0.

V tomto rezime ziarenie vnikd do kovu takmer dokonale (len s malym tlmenim). Kov je priezraény a
§frenie ziarenia je podobné ako v dielektrikach.

Cvidenia
1. Pomocou vyrazu pre relativnu permitivitu kovu (95) a vztahu (90) medzi er(w) a optickou vodivostou vyjadrite
vodivost ako stcet prispevkov vodivostnych elektrénov a tesne viazanych elektronov:
2 * 2 *
ne‘r/m . ' ne‘r/m
w) = ——— —i(€co — 1)egw; w)=—-"-"—
ow) 1 —iwr (e Jeo o w) 1+ w?r?
Realna cast vodivosti teda zéavisi len od vodivostnych elektrénov. Typicka staticka vodivost kovov (t.j. vodivost pri w = 0)
pri izbovej teplote je o ~ 107 Q@ 'm™!. Pouzite odhady n ~ 10* m™ a m* ~ m a ukéite, 7e typicky relaxacny Cas pri

122Pyj frekvenciach, pri ktorych & klesne na hodnoty porovnatelné so strednou volnou dréhou ! = vg7, hovorime o
anomalnom skinovom jave. V tomto pripade naSa analyza neplati a treba pouZit tzv. nelokilny vzorec pre vztah medzi
pridovou hustotou a aplikovanym polom.
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izbovej teplote je 7 ~ 1071* 5, alebo 2 7 ~ 0.1 eV. Ukézte, ze pre frekvencie w < - platl ? > 1.

2. Skiimajme materidl s imaginarnou castou relativnej permitivity danou pre w > 0 vztahom €% (w) = TQ5(w — wo).
Pomocou Kramersovych-Kronigovych vzfahov vypocitajte ez(w) a nakreslite grafy redlnej a imaginarnej ¢asti indexu
lomu n(w) a x(w) a odrazivosti R(w). Akt farbu mé tento material?

3. To isté ako tiloha 2, ale pre materidl s imaginarnou &astou relativnej permitivity danou vztahom €% (w) = ma pre
w1 < w < wa, €p(w) = —ma pre —ws < w < —wp a ina¢ e€p(w) = 0. Akému materidlu by mohla zodpovedat takato
permitivita?

4.” Vypoditajte staticku elektricki susceptibilitu ag systému dipolov velkosti d s koncentraciou n pri teplote T'. Interakcie
medzi dip6lmi zanedbajte.

5.* Dokazte platnost sumac¢ného pravidla pre vodivost

7rne
d =-—,
/ wa =5

kde n je koncentracia vsetkych elektréonov a m je ich hmotnost vo vakuu. Navod: Pouzite Kramersov-Kronigov vztah pre

" (w) pre w — oo. VyuZite tieZ skuto¢nost, Ze v limite velkych frekvencii je 0"/ (w) = ne? rovnako ako v neinteragujicom

systéme, pretoZe elektrony nestihna utrpiet zrazky.

6. Aplikacia Kramersovych-Kronigovych vztahov pre pravdepodobnost odrazu R(w) si vyZaduje znalost funkcie R(w)
na celej realnej osi. Obvykle viak mame k dispozicii len obmedzeny interval meranych frekvencii a data treba predlzit

v smeroch w — 07 aj w — oco. Ukazte, Ze v kove pri malych frekvenciach pravdepodobnost odrazu popisuje Hagenova-

Rubensova formula R(w) ~ 1—2 260“ . V limite vel mi vysokych frekvencii (nad frekvenciami medzipasovych prechodov)

2
pouzite odhad o(w) =~ z% (cviCenie 5) a ukazte, ze R(w) = ( ne® ) .

megw?

23 Diamagnetizmus*

V nasledujicich troch prednaskach budeme skiimat magnetické vlastnosti izolantov. V prvej prednagke
ukiZzeme, ako moZno vo vSeobecnom pripade poéitat magnetizaciu systému. UkadZeme tiez, Ze neexis-
tuje konzistentnd klasickd tedria magnetizmu. Nakoniec vylozime Langevinovu tedriu diamagnetizmu
atémov s plne zaplnenymi vniitornymi energetickymi Supkami.

Magnetizacia

Podobne ako v pripade dielektrickych médii, kde rozliSujeme medzi ndbojmi p na vodic¢och a induko-
vanymi nabojmi ping, pri Studiu magnetizmu je obvyklé rozlisovat medzi prudmi j tecicimi v cievkach
generujucich magnetické polia a viazanymi pridmi jijq v materidloch. Viazané ndboje a priudy mozno
vo vBeobecnosti reprezentovat ako sucet polarizaénych a magnetizaénych prispevkov:

) opP
pind ==V -P;  Jinga = 5 T V x M, (96)
kde P je polarizacia (t.j. hustota elektrickych dipélov) a M je magnetizacia, t.j. hustota magnetickych
dipolov.'?3 Mikroskopické Maxwellove rovnice umoziuju vypocitat priebeh poli E a B zo znalosti
celkovej ndbojovej hustoty piot = p+ pind @ celkovej pradovej hustoty jiot = j+Jjina- Z mikroskopickych
Maxwellovych rovnic moZzno odvodit zdkon zachovania energie v tvare

ou
a%—VS 0,

123Prvy &len vo vyraze (96) pre jina je diktovany zakonom zachovania indukovaného naboja a%‘d + V  jina = 0,
kym druhy ¢len tento zdkon nepokazi. Fyzikalna interpretacia P ako hustoty elektrickych dipélov je zrejmé z vypoctu
dip6lového momentu p generovaného lokalizovanym nébojom ping, pretoze p = fdgrrpind = — derrV -P = derP,
ako sa Tahko presved¢ime integrovanim per partes, kedZe povrchovy ¢len pri integrovani cez objem vA¢Si neZ objem
lokalizovaného naboja je nulovy. Fyzikalna interpretacia M je zrejmé z vypoc¢tu magnetického dipolu [ vytvoreného
statickym lokalizovanym rozloZenim pridov jing, pretoze podobnym vypoctom ako pre p dostaneme ji = % J d3rr X jing =
L[ drr x (Vx M) = [d°rM.



104 23 DIAMAGNETIZMUS*

kde S = iE x B je tzv. Poyntingov vektor s vyznamom hustoty toku energie a celkova hustota
energie u pozostava z prispevku od elektromagnetického pola a z mechanickej energie nabojov, t.j.

@ — 8up01€ OUmech __ COR2 1 p2
ot — o T o kde upgle = FE +2#OB a

8umech
= jiot - E.
ot Jtot

Teraz najdeme vyraz umoziiujuci pocitat magnetizaciu akéhokol'vek systému. Budeme pritom ski-
mat zavislost mechanickej energie Upeen = f dVumeen 0d magnetického pola B. Ked7e samotné mag-
netické pole nekond pracu na nabojoch, musime pritom uvaZit dynamické efekty pri zapinani pola.
Pocitajme teda zmenu energie viazanych pridov pri zmene magnetického pola o dB za cas ot. V do-
sledku takejto zmeny budu indukované elektrické polia E, pricom bude platit 0tV x E = —0B. V
pritomnosti kone¢nych elektrickych poli sa mechanicka energia Upyec, magnetizac¢nych pradov zmeni o
OUmech = 0t [ dVjina-E, o mozno s uvazenim vztahu (96) zapisat v tvare dUpech = 0Umech,P +0Umech,M;
kde 0Umech,p = f dVoP - E je zmena mechanickej energie stivisiaca s polom polarizacie P. Zmena me-
chanickej energie suvisiaca s polom magnetizacie pritom je

(SUmeCh,M:5t/dV(vXM)'E:5t/dV[V'(MXE)+M'VXE],

kde integrujeme cez objem studovaného magnetického telesa plus vakuum okolo neho a pouzili sme
identitu z vektorovej analyzy. Prispevok prvého ¢lena pocitajme pomocou Gaussovej vety. Tak dosta-
neme [dVV - (M x E) = §dS-M x E. Ale mimo telesa je M = 0, preto tento prispevok vypadne.
Tak dostaneme pre zmenu mechanickej energie suvisiacu s magnetizaénymi pradmi vysledok

5Umech,1VI = —/dVM - 0B.

Pre systém v homogénnom magnetickom poli teda plati §Upechm = —fi-0B, kde fi = [ dVM je celkovy
magneticky moment systému. Preto ak hamiltonian vzorky v homogénnom magnetickom poli oznacime
H(B), potom operator magnetického dipélového momentu vzorky mozeme definovat vztahom

Magneticka susceptibilita

Nech hamiltonidn H(B) ma normované vlastné stavy |n(B)) s vlastnymi energiami E,(B). Podla
Feynmanovej-Hellmannovej vety (pozri dodatok 29) magneticky moment v stave |n(B)) mozno po&itat
nasledovne:

0E,(B)
oB
Skumajme teraz magnetizaciu vzorky s objemom V pri kone¢nych teplotach. Nech energia vlastného
stavu n vzorky v magnetickom poli B je E,(B). Potom magnetiziciu vzorky v tomto stave mozeme

(n(B)|an(B)) =

postat zo vaiahn M (B) = _%8%35(;]3) a magnetizacia pri teplote T' je dana strednou hodnotou
M(B T) = zn Mn(B)e*En(B)/T

S e En(B)/T

Definujme $tatisticka sumu Z(B,T) = 3, e BT 3 voInt energiu F(B,T) = —T1nZ. Potom
vztah pre magnetizaciu mozno pisat v tvare

_19F(B,T)
vV 0B

V nemagnetickych materidloch je v nulovom magnetickom poli magnetizacia nulovi. Pre malé apli-
kované polia preto oCakidvame linearnu zavislost ugM = a,,,B, kde «, je tzv. magneticka suscep-
tibilita. Vo vSeobecnom pripade je a,, tenzorova veli¢ina. My sa obmedzime na sktimanie magne-
ticky izotrépnych materidlov, v ktorych o, je skalar. Susceptibilitu teda moézeme pocitat zo vztahu

M(B,T) =
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Qm = [o % B—0’ ¢o moZno pisat v tvare

Ho 82F
o =222 (97)
V 9B2%|,_,

Veta Bohra a van Leeuwenovej

Pre systém klasickych nerelativistickych elektronov plati nasledovny vysledok:!?4

Rovnovazna magnetizacia v kone¢nom magnetickom poli pri kone¢nej teplote je nulova. ‘

Dokaz. Hamiltonian systému elektronov v statickom vonkajgom magnetickom poli ma podl'a dodatku 28
tvar

H = 5o pi eAw) + U{ra)), (98)

kde U({r;}) je potencialna energia zavisla len od poloh elektronov. A(r;) je vektorovy potencial v
mieste i-teho elektronu, ktory méze obsahovat prispevky od vonkajsieho pola, ako aj od magnetickych
poli generovanych ostatnymi elektronmi. V klasickej fyzike je $tatistickd suma dané vztahom (pozri
dodatok 30)

Zoc/d3p1.../dgpN/d?’n.../d?’rNexp {— (P, ,p;,rl, ) ;

v ktorom pre jednoduchost nepiSeme nepodstatné multiplikativne faktory. Podstatnym bodom je, Ze

od magnetického pola st zavislé len integraly cez hybnosti ¢astic [ dBpZ-e_ﬁ[pfreA(ri)]Z. LCahko vsak
nahliadneme, Zze tieto integrily nezéavisia od A(r;) a teda ani od aplikovaného magnetického pola.
Preto volna energia nezavisi od magnetického pola a M = 0. Veta je dokdzana.

Kvantovy popis bezspinovych ¢astic v elektromagnetickom poli
Kvantovomechanicky hamiltonidn nabitych ¢astic vo vonkajSom elektromagnetickom poli dostaneme
z klasického hamiltonianu (98) nahradenim kanonickych hybnosti p; a sturadnic r; operatormi splha-
jucimi kanonicky komutacny vztah [rq,pg] = thdag, kde a, B st indexy popisujuce jednotlivé Castice
a zaroven kartézske zlozky vektorov. Obvykle pracujeme v tzv. r-reprezenticii, v ktorej operatorom
sdaradnice je nésobenie faktorom r;, kym operatorom hybnosti je —ih%.

Spin elektronu

Teraz poukaZeme na komplikaciu, ktora suvisi s tym, Ze elektron méa vnutorny stupein volnosti, ktorym
je vlastny moment hybnosti (alebo spin) S = % V kvantovej mechanike sa ukazuje, Zze ¢astica so spinom
S = % sa moze nachadzat v dvoch linedrne nezévislych stavoch, ktoré obvykle oznatujeme 1 a |. Ide
pritom o stavy, v ktorych je priemet momentu hybnosti AS na zvolent os rovny —i—% a —%. Preto stav
elektronu musime popisovat namiesto jednej vlnovej funkcie 1 (r) dvojicou vinovych funkeii:

e vinovou funkciou 4(r), ktord popisuje amplitidu pravdepodobnosti, Ze elektron sa nachadza v
mieste r v spinovom stave 1

e vinovou funkciou #(r), ktord popisuje amplitadu pravdepodobnosti, Ze elektrén sa nachadza v
mieste r v spinovom stave J.

Dvojicu funkcii 94(r), 1, (r) je uzitoéné povazovat za komponenty dvojzlozkovej vinovej funkcie, tzv.

spinoru
s = (00 )

124 Pento vysledok znamen4, Ze nemoze existovat klasicks teéria magnetizmu. Obvykle sa vysvetluje na priklade magne-
tickej odozvy dvojrozmerného plynu klasickych elektronov pri teplote T' v krabici. Elektréony vnitri krabice sa pohybuji
po kruhovych trajektoriach, comu zodpoveda koneény magneticky moment. Tento moment je v8ak presne kompenzovany
opafne orientovanym magnetickym momentom od ¢astic, ktoré narédzaja do stien krabice.
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Obvykle sa za kvantovaciu os spinu berie os z. Pri takejto volbe budu kartézske zlozky operédtora
spinu dané nasledovnymi (tzv. Pauliho) maticami 2 x 2:

170 1 170 —i 1/1 0
Sx_2<1 0)’ Sy_2<z' 0)’ SZ_2<0—1> (99)
Vyraz pre S, mozno priamodiaro overit nasledovnymi vypoctami:

% < Wér) > B J% ( Wér) > L < %0(1”) > -3 ( wﬁm > ;

tieto vztahy st v zhode s o¢akivanim, Ze spinory

() e ()

zodpovedaju stavom elektronu s ostro definovanymi hodnotami S, rovnymi :l:%. Vztahy pre S, a S,
mozno dostat z komuta¢nych vztahov pre roézne zlozky operatorov spinu.

\V)

V cviceni 2 ukazeme, Ze klasicka Castica s ndbojom ¢ = —e, hmotnostou m a (orbitdlnym) momen-
tom hybnosti AL = r x p nesie (orbitalny) magneticky moment fi; = —upL, kde sme zaviedli tzv.
Bohrov magnetén

eh
pp = — ~93x 1072 J/T.
2m

Pauli postuloval, Ze aj so spinom AS elektrénu je asociovany nenulovy, tzv. spinovy magneticky moment
elektronu fig = —2upS, pricom koeficient imernosti medzi spinovym momentom hybnosti a spinovym

Casovy vyvoj spinora popisujuceho elektron v elektromagnetickom poli je namiesto Schrédingerovej
rovnice popisany tzv. Pauliho rovnicou

;.
i d(r) = Hy(r), (100)
H = {an[—mv+eA(r)}2—e¢(r)}1+2MBB-s, (101)

kde 1 je jednotkovd matica 2 x 2, ktort obvykle explicitne nepiSeme. Maticovy Pauliho hamilto-
nian (101) mozno odvodit z relativistickej Diracovej rovnice pre pomalé (nerelativistické) elektrony.
Treba si pritom uvedomit, Ze prvkami Pauliho maticového hamiltonidnu sd operatory pdsobiace na
jednotlivé komponenty spinoru ¢ (r):

I < a5 [Z1AY + eA(r)]* — e(r) + upB. pp(By —iBy) )
1(By +1iBy) o [—ihV + eA(r)]* — ed(r) — upB. )

Inymi slovami, Pauliho rovnica (100) predstavuje systém dvoch zviazanych diferencidlnych rovnic pre
komponenty spinora.

Magneticky hamiltonidn atému
Skuimajme teraz atom v homogénnom vonkajSom magnetickom poli B, ktoré popiseme vektorovym
potencidlom A = %B x r. Potom Pauliho hamiltonian (101) pre i-ty elektron H; moZno zapisat v tvare

H; = Py _ ep(r;) + H], kde ¢len

2m

2
e
H! = — (B xr;)>+ usB - (L; +2S))
8m
popisuje interakciu i-teho elektronu s magnetickym polom a AL; = r; X p; je jeho orbitalny moment
hybnosti. Interakciu H' medzi magnetickym polom a atémom so Z elektronmi preto mozno pisat ako

sacet hamiltonianov H;:

9 Z
H = _—> (Bxr)’+pusB- (L+28), (102)

=1
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kde L=73".L; aS =) S, st operatory celkového orbitdlneho momentu hybnosti a celkového spinu
elektrénov v atéme. Operdtor magnetického momentu atému teda pozostava z troch prispevkov,

. OH . "
wo = _aiB = Hdia T Horb + Hspin;
62 z
fidia = _% [BTE - rz’(B : rz)] s Horb = —pBL, ﬁspin = —2uBS,

=1

kde jiqi, je operdtor pre diamagneticky moment a fioh, fspin SU operdtory orbitalneho a spinového
magnetického momentu atému.

Diamagnetizmus
Skimajme najprv magnetické vlastnosti atémov s plne obsadenymi orbitdlmi. D4 sa ukazat, Ze v
zékladnom stave |0) takychto atémov sa celkovy orbitalny aj celkovy spinovy moment hybnosti atomu
nuloveé,'25 t.j. L|0) = S|0) = 0.

KedZze obvykle je rozdiel medzi energiami (nedegenerovaného) zakladného a prvého excitovaného
energiu atéomu nahradit energiou zakladného stavu atéomu. V aplikovanom poli B = (0,0, B) tak

dostaneme!26
e

’p? 27 e? B2
(O1H'10) = (0 > _(F +57)|0) = =

2
3 8m )

kde (r?) = 2 5°,(0[r2|0) je odchylka elektrénu od jadra v zakladnom stave atému, spriemerovana cez
vietky elektrony. Pri odvodeni sme vyuZili, Ze z rotanej symetrie atomu vyplyva > .(0|z2]0) = %(7"2).
Ak budeme predpokladat, Ze skimana latka pozostdva z atémov s plne obsadenymi orbitalmi s

koncentriciou atomov n, pre magnetickt susceptibilitu dostaneme tzv. Langevinov vztah

3 Zne?(r?)

Q= )
6mepc?

V&imnime si najprv, ze a,, < 0, ¢o znamené, Ze magnetizicia ma opacny smer ako aplikované pole, v
salade s Le Chatelierovym pravidlom. Takidto odozvu nazyvame diamagnetickou. Ak polomer atému
oznaéime a, hustotu atémov odhadneme ako n ~ a2 a uvézime, ze (r?) ~ a?, dostaneme odhad
susceptibility
Ze?[(ega)  10eV
me2 106 eV
teda diamagnetickd odozva je obvykle slaba. Stoji tieZ za zmienku, Ze diamagneticka susceptibilita
nezévisi od teploty.
Vysledok pre nezavislé atémy s plne obsadenymi orbitdlmi mozno zovSeobecnit na pripad izolantov
s plne obsadenym valenénym pasom. Preto napriklad kremik, ktory mé nezaplnend atoméarnu vrstvu
3s? 3p? a ako atém nesie magneticky moment (pozri nasledujicu prednasku), je v krystalickej faze
diamagneticky.

|t | ~ =107% « 1,

Cvicenia
1. Ukézte, 7e Pauliho matice splfiaji komutatné vztahy [S;, S;] = ie;jx Sk pre operatory momentu hybnosti.

2. Ukazte, ze klasickd Castica s ndbojom g = —e, hmotnostou m a momentom hybnosti AL = r X p nesie magneticky
moment ji;, = %r x j = —pupL. Predpokladajte dalej, Ze Castica sa pohybuje po rovinnej uzavretej drahe s plochou S.

éasovym stredovanim vyrazu fi;, = —5r X % cez jednu periodu dizky T ukazte, ze plati jiy, = Ig, kde I = —e/T je prud

125 Tento vysledok je intuitivne zrejmy. Naozaj, skiimajme povedzme atémovi Supku s danym orbitalnym &islom 1. V
plne zaplnenej Supke st obsadené stavy so v8etkymi moZnymi priemetmi momentu hybnosti od m = —[ az po m = +I.
Stcet z-zloziek orbitdlneho momentu hybnosti je preto 0. Podobne kazdy orbitél je obsadeny dvomi elektronmi so spinmi
hore a dole, preto sucet z-zloziek spinového momentu hybnosti je tiez 0. Ak verime v rota¢nid invariantnost zaplnenych
Supiek, potom vSetky priemety momentov hybnosti musia byt nulové a teda samotné momenty hybnosti musia byt nulové.

126Pri aplikovani rovnice (97) potrebujeme vypocitat korekciu k energii zikladného stavu |0) do druhého radu podla
B. K tomu nam staéi vypocitat prispevok od prvého &lena v (102) do prvého radu poruchovej teoérie. Prispevok druhého
¢lena je nulovy kvoli L|0) = S|0) = 0.
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neseny nabojom a vektor & ma smer kolmy na obeznt drahu castice.

3. Skimajme elektréon v magnetickom poli B = (0,0, B) popisany Pauliho rovnicou bez orbitalneho ¢lena. (Akej fyzikal-
nej situacii to zodpoveda?) V ¢ase t = 0 nech je elektron pripraveny vo vlastnom stave operatora S; s vlastnou hodnotou
+1/2. (Ako mozno takyto stav pripravit?) Vypocitajte ¢asovy vyvoj spinora 1(t). Vysledok interpretujte. Navod: Spinor

1(t) rozlozte do bazovych vektorov, ktoré su vlastnymi stavmi operatora S. s vlastnymi hodnotami +1/2.

24 Paramagnetizmus”

V tejto prednaske preskiimame magnetické vlastnosti atémov s ¢iastoéne obsadenymi vnatornymi Sup-
kami."?” KedZe atomy st mnohoelektronovymi systémami, najprv popiSeme nové javy v sustavach
mnohych elektrénov.

NerozligiteI'nost elektréonov

V kvantovej mechanike povazujeme cCastice rovnakého druhu za nerozli§itelné. Tento predpoklad je
jednak v sulade s experimentalnymi pozorovaniami, na druhej strane ho mozno zdévodnit nasledovnou
uvahou. Skiimajme systém pozostavajuci povedzme z dvoch elektréonov. V podiato¢nom Case zmerajme
polohu x; a z-zlozku spinu o; oboch elektronov, ktoré sme ocislovali i = 1,2. KedZze v kvantovej
mechanike neexistuje pojem trajektorie castic, ak v neskorsom ¢ase zmeriame polohy y, y’ a z-zlozky
spinu 7, 7' elektronov, potom vo vSeobecnosti nevieme povedat, ¢i suradnice y, T popisuju elektrén
¢islo 1 alebo 2. To v8ak znamend, Ze vlnova funkcia dvojelektronového systému W(xy, 01; X2, 02) musi
po zamene suradnic prvého a druhého elektrénu, x;,0;1 <> X9, 09 popisovat ten isty stav, t.j. vlnové
funkcie s vymenenymi stradnicami sa mézu 1iSit nanajvys o fazovy faktor:

. B 7o .
W(x1,01;%2,02) = €"*W(Xg,02;X1,01).
Ak teraz pouzijeme argument o zamene suradnic pre vlnovi funkciu ¥(xg, 09; X1, 01), dostaneme
. _ i« . _ 2ia .
W(xg,09;X1,01) = " “V(x1,01; X2, 02) = e W(x2,092;X1,01).

V druhej rovnosti sme pouzili argument o zamene stradnic pre vinova funkciu ¥(xy,01;x2,092). Ak

viak porovname zaciatok a koniec, vidime, ze musi byt splnena podmienka e2*® = 1. Tato rovnica ma
dve riesenia: ¢** = +1 alebo '* = —1.
Alternativa s ¢'* = —1 sa v prirode realizuje pre ¢astice s polo¢iselnym spinom, S = %, %, R /AT

fermiony. Typickymi prikladmi fermiénov st elektrony a kvarky, ako aj viazané stavy neparneho poctu
fermionov, napriklad protény a neutrony pozostéavajtce z trojic kvarkov. Izotop hélia 3He, pozostavajci
z dvoch proténov, dvoch elektronov a jedného neutronu je tiez fermion.

Alternativa s e/ = 41 sa v prirode realizuje pre astice s celo¢iselnym spinom, S = 0,1,2,. .., tzv.
bozdny. Typickymi prikladmi bozénov st fotény a iné Castice prendsajice interakcie. V tuhych latkach
st bozénmi napriklad fonény. Okrem toho viazané stavy parneho poctu fermiénov si tiez bozénmi,
napriklad izotop hélia *He, pozostévajuci z dvoch protonov, dvoch elektrénov a dvoch neutrénov.

Dvojelektréonovy systém
Skumajme dvojelektronovy systém, v ktorom jeden elektron obsadzuje orbital ¢(x) a druhy elektron
obsadzuje orbital x(x), pri¢om tieto orbitaly st navzajom ortogonalne. Preskiimajme 4 dvojelektronové
stavy, v ktorych s obsadené nasledovné orbitdly: o T x T, ¢ T x 4, o L x T a ¢ | x J. Budeme
predpokladat, Ze elektrény interaguji coulombovskymi interakciami a ukdZeme netrividlny vysledok,
7e energia systému zavisi od spinového stavu systému.

Prvym krokom bude zostrojit vinové funkcie, ktoré menia znamienko pri zdmene stradnic elektro-
nov.'?® Zac¢nime s pripadom, kedy st obsadené orbitaly ¢ 1 x 1. Vtedy antisymetrickd vinova funkcia

127Na3 vyklad mozno aplikovat aj na magnetické vlastnosti paramagnetickych izolantov. Stoji za to pripomenit, Ze z
hladiska $tandardnej pasovej teorie nemozu ziadne magnetické izolanty existovat. Naozaj, ak je dany material izolantom,
potom musia byt jeho pasy plne zaplnené, ale v takom pripade tieto pasy nemoéZu niest nenulovy magneticky moment.
V magnetickych izolantoch teda Standardna pasova teéria zlyhava. Dovody tohto zlyhania vysvetlime v prednaske I1.7.

128Hovorime o antisymetrickych vilnovych funkciach. Dvojelektronové vilnové funkcie budeme oznacovat
U;;(x1,01;X2,02), pricom vyznam indexov ¢, j ozrejmime neskor.
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ma tvar

U11(x1,01;X2,02) = \}i [p(x1)x(x2) — p(x2)x(x1)] < (1) >1 ( (1) )2’

Spinové cast vlnovej funkcie je symetrickd pri zdmene 1 <> 2, kym orbitilna ¢ast vlnovej funkcie je
antisymetrickd. VSimnime si, Ze vlnova funkcia Wy by bola identicky nulova, keby orbitaly ¢ a x boli
totorné. Ukazali sme teda, %e 7z antisymetrie vlnovej funkcie vyplyva Pauliho vylu¢ovaci princip:
dva elektréony nemoézu obsadzovat ten isty stav.

V pripade obsadenych orbitalov ¢ | x | moZno antisymetrickat vinovi funkciu skongtruovat analo-
gicky:

1o i, m) = s eGa)ta) —stental (§ ) (1)

Napokon mame uvazit konfiguracie, kedy jeden elektron ma spin nahor a druhy spin nadol. Tahko
sa presved¢éime, Ze nasledovné kombinécie st antisymetrické pri zdmene 1 <> 2:

Wotamixem) = et —stntal 75 (o) (1) +(5), (V) ]
ool iz n) = o)+ obantal 75 (o ) (1) - (0) (V) |

Teraz definujme operator celkového spinu ststavy S = S; + Sy ako sucet operatorov spinov jed-
notlivych elektronov S; a So. Lahko sa presvedéime, Ze vietky styri dvojelektronové vinové funkcie st
vlastnymi stavmi operatora z-tovej zlozky celkového spinu S? s nasledovnymi vlastnymi hodnotami:

S*WU = Uy Sy = 0; S = —-VUy_q; S*Wgyy = 0.

Teda druhy index v zapise vlnovej funkcie ¥;; je zvoleny ako vlastné ¢islo operatora S*. V cviceni 1
okrem toho ukézeme, 7e stavy Wqo a Wq; st zaroveh vlastnymi stavmi operéatora velkosti celkového
spinu S2 = (S%)2 4 (8Y)2 + (5%)2:

Sz\IJOO = O; SQ\I’M = 2\1»'11 (103)

Kedze v kvantovej mechanike sa vlastné Cisla operatora velkosti celkového spinu parametrizuja vzta-
hom

82V = S(S 4+ 1)V,

v ktorom S sa nazyva celkovym spinom, vyplyva odtialto, Ze celkovy spin stavu Wgg je S = 0, kym
celkovy spin troch stavov Wy; je S = 1. Teda prvy index v zapise vlnovej funkcie W;; je zvoleny ako
vlastné ¢islo operatora vel'kosti celkového spinu. Vinova funkciu Wgg nazyvame singletnou, kym vinové
funkcie ¥;; nazyvame tripletnymi. V&imnime si, Ze v singletnom pripade je orbitélna vlnova funkcia
symetrickd a spinové vlnova funkcia antisymetrickd. V tripletnom pripade je naopak orbitalna vinova
funkcia antisymetrickd a spinova vlnova funkcia symetricka.

Vymenna interakcia

Teraz ukdzeme paradoxny vysledok, Ze napriek tomu, Ze vo vSetkych dvojelektrénovych stavoch W;;
obsadzuju elektrony tie isté orbitaly ¢(x) a x(x), energie E;; coulombovského odpudzovania elektrénov
v stavoch W;; st rozne. Pre energie F;; totiz plati

2
(&
E’L] :/d3X]_/d3X2ZZ\:[]Zj(X]_,O']_;XQ,UQ)LmOb{l_m\Ijij(X]_,O'l;XQ,O'Q).

o1 02

KedZe spinové ¢asti vinovych funkcif ¥;; st normované na jednotku, suméciu cez spinové indexy mozno
trividlne vykonat. Tak dostaneme nasledovny vyraz pre energiu singletného a tripletnych stavov:

1 e2 1
E.= [ & d3xo—— [0* (x1)x " (x2) £ 0% (x2)v* (x¢)] —
c= [ [ e e a (re) o) )] e

NG [p(x1)x(x2) £ p(x2)x(x1)],
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kde znamienko plus plati pre singletny stav a znamienko minus pre tripletny stav. S vyuzitim symetrie
1 <> 2 coulombovskej interakcie dostavame vysledok E+ =V £+ A, kde

2

_ 3 3 2 &€ 2
vos [d [xaleb) et )

X1 — X

A 3 3 * 62 *
= /d Xl/d Xap (XI)X(XI)mX (x2)p(x2).
Lahko vidno, Ze V aj A st realne &sla, pricom naviac V > 0 a A > 0.12% Integral V popisuje coulom-
bovské odpudzovanie elektrénov, ktoré je pritomné aj medzi klasickymi rozloZeniami ndboja. Na druhe;j
strane, tzv. vymenny integral A je podmieneny kvantovomechanickou nerozlisitelnostou elektronov
a nemd klasicky analég. Vimnime si, 7ze vdaka nerovnosti A > 0 je energia singletného stavu vyssia nez
energia tripletného stavu. Takyto vysledok sme mohli o¢akivat na zédklade nasledovnej Gvahy: tripletné
orbitalna vlnova funkcia je antisymetricka, t.j. elektrény sa v tripletnom stave nemdzu navzajom pri-
blizit prili§ blizko a absolitna hodnota vlnovej funkcie je mala pre x; blizke k x5, kedy coulombovska
interakcia medzi elektrénmi je maximélna. Téato skutocnost znizuje energiu tripletného stavu oproti
singletnému stavu.

Ukézali sme teda, Ze coulombovskd energia paru spinov zavisi od hodnoty celkového spinu S
paru. Ak vyuzijeme vztahy (103), hamiltonian coulombovskej interakcie pre dva elektrony v danych
orbitalnych stavoch ¢ a y moézeme nahradit efektiviym hamiltonianom Heg = V 4+ A — AS2.130
Ak si dalej uvedomime, 7e operéator celkového spinu je suétom operatorov spinov oboch elektrénov,
S? = (S1 + S3)? = S? + SZ + 2S; - Sy, a ak naviac uvazime, 7e pre spin % je 82 =82 = %(% +1)= %,
efektivny hamiltonidan mézeme zapisat v tvare

]Heﬁ = Ey — 2AS; - S,, (104)

kde Fy =V — %A. Spinovy hamiltonian (104) explicitne ukazuje, Ze energia dvojice elektronov v
orbitaloch ¢ a x zavisi od spinového stavu.

Hundove pravidla
Teraz sktmajme zakladny stav atémov s ¢iastocne zaplnenymi orbitalmi.'' Najprv sa zaoberajme
atomom v nulovom aplikovanom magnetickom poli. Ak je orbital s kvantovym &islom [ obsadeny n

2(2041) _ ( 2(20+1)

elektrénmi, potom jednotlivé mikrostavy mozno obsadit C;, n > roznymi spésobmi.

Ak by elektrony interagovali iba s jadrom, potom by zékladny stav atému musel byt 02(2’“) krat

degenerovany. Napriklad pre n = 3 elektrény v atomarnej hladine d (t.j. [ = 2) méame Ci% = 120.
Coulombovské odpudzovanie elektronov vsak vedie k ¢iastonému rozstiepeniu tychto hladin a teda
knizgej degeneracii zakladného stavu. Hund sformuloval nasledovné (empirické) pravidla pre zékladny
stav atému s ¢iastodne zaplnenymi orbitalmi:

1. zékladny stav ma maximélny mozny celkovy spin S
2. pri danom S sa energia minimalizuje pre maximélny celkovy orbitadlny moment hybnosti L

3. celkovy moment hybnosti J prislusny k operatoru J = L + S je fixovany spinovo-orbitélnou
vizbou takto: J = |L — S| pren <2l + 1, kym J =L+ S pren > 2l + 1.

129Naozaj, ak zavedieme funkcie f(x) = x*(x)¢(x) a V(x) = ﬁj\xl’ potom A moéZeme zapisat v tvare konvolicie
A = /d3X1 /d3X2f*(X1)V(X1 - XQ)f(XQ).

Ak dalej zavedieme Fourierov obraz f(x) = [ (ZJT‘;‘queiq'x, potom lahko nahliadneme, Ze plati A = [ ésT??,|fq|2Vq, kde
Vg = [d®xV(x)e 4>, Aviak Vg = %, pozri II1.7. Preto A > 0.

130Mame tu na mysli, Ze pre maticové elementy medzi dvojelektronovymi vlnovymi funkciami platia rovnosti
(Uij|Het|Vii) = (Vij|Hcoulomb|Pri). Pre diagonalne elementy je tato rovnost zarucend konstrukciou a nediagonélne
elementy st v oboch pripadoch nulové.

131\ ame na mysli nezaplnenost inych ako valenénych orbitalov. Typickym prikladom magnetického atomu je Zelezo s
konfiguraciou 3d° 4s%. Teda nezaplneny je 3d orbital, ktory nemusi vytvarat vizobné orbitaly.
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Prvé Hundovo pravidlo mozno chapat ako tvrdenie, Ze vymenny integral A medzi atomarnymi vino-
vymi funkciami je kladny. Druhé Hundovo pravidlo mozno tiez zd6évodnit minimaliziciou coulombov-
skej odpudivej energie. Tretie Hundovo pravidlo ma poévod v malych, ale kone¢nych relativistickych
korekciach, ktoré zvizuju orbitilny a spinovy pohyb elektrénov. Toto pravidlo hovori, akym spéso-
bom sa skladd spinovy moment hybnosti S (ktory je optimalizovany prvym pravidlom) s orbitalnym
momentom hybnosti L (ktory je optimalizovany druhym pravidlom).

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
S 1/2 1 3/2 2 5/2 2 3/2 1 1/2
L 2 3 3 2 0 2 3 3 2
J 3/2 2 3/2 0 5/2 4 9/2 4 5/2

Tabul'ka 14: Hundove pravidla pre hodnoty S, L, J v zakladnom stave atému s n elektronmi v orbitali [ = 2.

Podl'a Hundovych pravidiel je teda zakladny stav atému v nulovom magnetickom poli 2J + 1 krét
degenerovany a jednotlivé vlnové funkcie |Jm) mozno rozlisit napriklad vlastnou hodnotou m zlozky
celkového momentu hybnosti J,:

J.|Jm) = m|Jm); m=—-J,—J+1,...,J—1,J.

Tabul'ka 14 ukazuje, Ze v spominanom priklade s tromi elektronmi v atomarnej hladine d ma zakladny
stav celkovy moment hybnosti J = % a preto degeneracia zakladného stavu je iba 2J + 1 = 4 namiesto
naivnej degenerécie C30 = 120.

Paramagnetizmus

Teraz preskamame, ako sa zmenia energie 2J + 1 degenerovanych zékladnych stavov |Jm) po vlo-
zeni atomu s Clastocne zaplnenymi orbitdlmi do magnetického pola, t.j. v pritomnosti poruchy (102).
Podla poruchovej teorie v degenerovanom pripade tieto energie dostaneme (do 1. radu v magnetickom
poli) diagonalizéciou poruchovej matice (Jm/|upB(L, + 2S,)|Jm), kde sme smer osi z stotoznili so
smerom magnetického pola. D4 sa ukazat, 7e poruchova matica je diagondlna a pre jej elementy plati
<‘]m/|:U'BB(Lz + 2Sz)‘t]m> = .g:uBB(Sm’ma kde

3J(J+1) — L(L+1) + S(S + 1)
27(J + 1)

g:

je tzv. Landého g-faktor.'3? To znamen4, Ze aplikovanim magnetického pol'a sa degeneracia zakladného
stavu uplne snime a energia stavu |Jm) nadobudne (do 1. rddu v magnetickom poli) hodnotu mgupB.

Striktne vzaté, na vypodet magnetickej susceptibility potrebujeme poznat volni energiu, a teda aj
energie stavov |Jm), do 2. rddu v magnetickom poli. Existuju dva prispevky k energii stavu |Jm), ktoré
st 2. radu v magnetickom poli. Prvy z nich (Langevinov) dostaneme aplikovanim 1. radu poruchovej
teorie na prvy ¢len v hamiltonidne (102). Druhy (van Vleckov) zas dostaneme aplikovanim 2. radu
poruchovej teorie na druhy ¢len v (102). Explicitny vypocet tychto prispevkov je v8ak komplikovany,
ked'Ze musime pouzit poruchovi tedriu v degenerovanom pripade.

Po zanedbani Langevinovho a van Vleckovho prispevku je vol'na energia atomu v magnetickom poli

132Pomocou teérie grip sa da ukézat, e maticové elementy operatora L + 2S medzi r6znymi stavmi |Jm), |Jm’) st
imerné maticovym elementom operatora J, teda Ze plati (Jm'|(L + 2S)|Jm) = g{(Jm'|J|Jm). Ak sa v tejto vektorovej
rovnosti obmedzime na zlozku z a ak uvazime, Ze stavy |Jm) si vlastnymi stavmi operatora J., dostaneme odtialto
vysledok z hlavného textu, Ze poruchovd matica ma diagonalny tvar.

Landého g-faktor moZno néajst nasledovne. Pokial sa obmedzime iba na podpriestor nizkoenergetickych stavov |Jm),
moéZeme priamo pisat operatorovi identitu L + 2S = ¢gJ namiesto rovnosti maticovych elementov. Nasobenim tejto
identity identitou L +S = J dostaneme pomocny vztah pre Landého faktor L? +S? 4 3L - S = ¢J?. Vyraz L - S na lavej
strane teraz nahradime pomocou vztahu L-S = 1(J? — L? — S?), ktory dostaneme z druhej mocniny identity L+ S = J.
V podpriestore nizkoenergetickych stavov |Jm) viak mozeme operatory J2, L? a S? nahradit ich vlastnymi hodnotami
J(J+1), L(L+1) a S(S+1) - nezabudajme, Ze stavy |Jm) vznikli zo stavov s pevnymi velkostami L a S. Dosadenim
tychto vysledkov do pomocného vztahu pre Landého faktor dostaneme vysledok z hlavného textu.
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Obr. 58: VTavo: rozstiepenie 2.J +1 krat degenerovanej zakladnej hladiny v magnetickom poli. Vpravo: teplotna zavislost
Curieho magnetickej susceptibility.

(do druhého radu v B) dané vztahom

J 92112 B2 J
F(T,B)=-Thn Y e 9o/~ _Tin (27 +1)+ =223 "m?|
m=—J m>0

kde v druhej rovnici sme pouzili rozvoj podla mocnin B funkcie e~9#8B™/T Ak vyyuzijeme vztah
ngoo m? = $J(J +1)(2J + 1), potom (stéle s presnostou do radu B?) dostaneme
2utB%2J(J +1
F(T,B) ~ ~Tn(2J + 1) - S4BT+
6T
Preto tzv. Curieho magneticka susceptibilita systému atémov s nenulovym magnetickym momen-
tom a s koncentraciou n je

p3p?
3T

kde p = g\/J(J + 1) je velkost magnetického momentu atému v jednotkach pp. VSimnime si:

QOm = o7

1. ap, > 0, teda magnetizicia ma smer aplikovaného pola. Tento vysledok sme dostali preto, lebo
magnetické pole iba nataca uz existujice, ale tepelnym pohybom rozusporiadané magnetky.

2. susceptibilita rastie pri znizovani teploty ako % 7 merania teplotnej zavislosti mozno ur¢it velkost
magnetiek p. Experiment ukazuje nasledovné vysledky:

A) pre lantanoidy (Ce, Pr, Nd, ...) je p v zhode s teoretickou predpovedou p = g\/J(J + 1)

B) pre prvky skupiny zeleza (Fe, Co, Ni) experiment dava hodnoty p = 2,/5(S + 1), ktoré by sme
oCakéavali pre L = 0. Teda po vlozeni Fe, Co alebo Ni do krystalu druhé a tretie Hundovo pravidlo
neplatia. V tejto stvislosti sa hovor{ aj o zamfzan{ orbitadlneho momentu v krystali.

3. radovy odhad: ozna¢me polomer atému ako a; hustotou atémov odhadnime ako n ~ a™2 a teplota
nech je T ~ 1072 eV. Potom

e?h? (€2 /ega) x (h%/ma?) 10eV x 10eV
™ eom2c2Ta’d me2 x T 106 eV x 102 eV

Q — 1072’

Cize paramagnetickd susceptibilita je typicky rddovo vécgia nez diamagnetické.

4. divergencia susceptibility pre T'— 0 naznaduje, Ze pri nizkych teplotach st magnetky velmi citlivé
na polia, v ktorych sa nachadzajd. Treba preto ocakavat, ze paramagnety sa pri nizkych teplotach
budt spontanne usporiadavat.

Cvicenia
1. Dokazte vztahy (103).

2. Skonstruujte tabulku Hundovych hodnét S, L a J pre [ = 3.
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3. Chladenie adiabatickou demagnetizaciou paramagnetickych soli. Skiimajme material pozostavajici z izolovanych mag-
netiek so spinom S = % a orbitalnym momentom hybnosti L = 0. Nech koncentracia magnetiek je n. Vypocitajte volni
energiu F (T, B) a entropiu S(T, B) magnetiek. UkéZte, Ze entropia je iba funkciou kombinacie “22. Nakreslite graf

5=,
entropie ako funkcie teploty pri fixovanom poli B.133

4. Merné teplo skiel. Uvazujme o siistave nezavislych dvojhladinovych systémov s energiami +A.

(a) Vypocitajte prispevok jedného dvojhladinového systému k mernému teplu sistavy.

(b) Predpokladajte, Ze veli¢iny A st ndhodné, ale rovnomerne rozloZené v intervale (0, Ag). Vypocitajte zavislost mer-
ného tepla sdstavy od teploty pre T" < Ag. Poznamka: takto sa modeluje merné teplo skiel.

5.* Pri skamani chemickej vizby v molekule Hy sme zaviedli vizobné a antivdzobné orbitaly.

(a) Vypocitajte energiu stavu, v ktorom je vizobny orbital obsadeny elektronmi s obomi projekciami spinu. Aky je
celkovy elektronovy spin molekuly v tomto stave?

(b) Vypocitajte energiu tripletného stavu, v ktorom si vizobny a antivizobny orbitél obsadené po jednom elektrone.
(c) Vysledky tloh (a,b) porovnajte a najdite kritérium stability stavu typu (a).

25 Feromagnetizmus

V tejto prednaske skonstruujeme najjednoduchsiu teériu popisujicu feromagnetizmus izolantov. Uka-
zeme tiez, ze v magnetoch existuje analég ku kmitom mriezky: tzv. spinové viny.

Heisenbergov model

Pre jednoduchost budeme skiimat systém magnetiek lokalizovanych v bodoch ¢ Bravaisovej mriezky.
Magnetky budeme reprezentovat spinmi S; o velkosti % Pre kazda dvojicu susednych spinov budeme

predpokladat, Ze ich coulombovska energia zavisi od ich spinového stavu podla (104), kde namiesto

vymenného integridlu A zavedieme Heisenbergovu vymennt interakciu J = 24 > 0. Teda kazdy spin

interaguje s z okolitymi spinmi'®* a hamiltonian systému je

H=-7) 8S;-8;, (105)
(i)

Vs

kde (i,7) oznatuje dvojice najblizsich susedov na mriezke (pricom kazdy par je zapocitany iba raz).
Heisenbergovym modelom sa v literatire nazyvaju aj rozne modifikicie modelu (105), napriklad
modely s inou velkostou spinu, inou mriezkou, réznymi znamienkami J, atd.

Stoji za zmienku, ze kedZze Heisenbergova vymennd interakcia J pochédza zo silnych coulombov-
skych interakcii, jej velkost je obvykle radovo vidsia nez magnetostatickda dipol-dipélové interakcia
medzi spinmi.!?>

133Chladenie adiabatickou demagnetizaciou mozno realizovat nasledovnymi dvomi krokmi:
a) izotermicky zapnime pole B; pri pociato¢nej teplote T1
b) adiabaticky zniZujme pole na hodnotu By < Bi; kedZe entropia sa pri adiabatickom demagnetizovani nemeni, bude
konec¢né teplota To = T1 B2/ B1 < Th.
Poznamky k pouzitelnosti metody:
i) entropia systému méa byt dominované entropiou spinov; preto treba obvykle volit 77 ~ 1 K;
ii) magnetické pole Bz neméze byt tplne nulové kvéli spin-spinovym interakciam; mozno dosiahnut Th ~ 1073 K;
iii) ak namiesto elektronovych spinov pouzijeme jadrové spiny, hovorime o jadrovej demagnetizacii; takto mozno dosiahnut
podstatne mensgie polia Bs; pri volbe T} ~ 1072 K a B1 ~ 5 T mozno docielit T» ~ 107% K.
134 2 sa nazyva koordina¢né &islo mriezky. Napriklad pre jednoducht kubickd mriezku z = 6 a pre fcc mriezku z = 12.
135Dipol-dipolova interakcia medzi dvomi magnetkami [ a jiz vo vzdialenosti r je
o ~

H= "5 fiz—3m - fn)(n- fi2)]

kde n je jednotkovy vektor v smere spojnice magnetiek. Pre magnetky velkosti Bohrovho magneténu vo vzdialenosti
Bohrovho polomeru dostaneme typicki interakéni energiu 10™* eV, &o je omnoho menej, ako pozorované teploty prechodu
do magnetického stavu. Napriklad v La2CuOy sa spiny iénov Cu®* usporiadaji do tzv. antiferomagnetického stavu pri
teplote T. ~ 320 K. Tento material je izolant, ktorého dopovanim vznika vysokoteplotna supravodivost. Heisenbergova
vymenné interakcia v LaeCuOy4 je J = —0.13 eV.



114 25 FEROMAGNETIZMUS

Fazovy prechod feromagnet-paramagnet

V tomto odstavci preskimame fazovy diagram Heisenbergovho modelu. V limite vysokych teplot T > J
oCakavame, 7e volné energia systému spinov F' = E — TS je minimalizované stavom s maximalnou en-
tropiou, t.j. paramagnetickym stavom s ndhodne orientovanymi spinmi. V tomto stave je preto stredna
hodnota spinu i rovna nule, (S;) = 0. V limite 7" = 0 je naopak jasné, ze zékladnym stavom magnetu je
sada identicky orientovanych spinov S; = m, kde m je Tubovolny, ale pevne dany vektor dizky % Teda
v limite 7" = 0 méme (S;) = m # 0. Skamajme teraz teplotnu zévislost strednej hodnoty (S;) = m
(tzv. magnetizacie). Existuju dve prirodzené moznosti:

(i) vektor m sa pri raste teploty postupne skracuje, ale pri kazdej konetne velkej teplote je konecény.
V tejto alternative existuje pri zmene teploty iba jedind termodynamicka faza, a sice feromagnet.

(ii) vektor m je identicky nulovy pre vsetky teploty vic¢sie nez tzv. kriticka teplota T¢; teploty T' > T,
potom zodpovedaju paramagnetickej faze a T < T, feromagnetickej faze.

Z experimentu vieme, ze priroda sa sprava podla (ii), teda existuje fazovy prechod feromagnet-
paramagnet.

PribliZenie stredného pola

V nasledujucom vyklade vypracujeme najjednoduchsiu teériu pre fazovy prechod medzi paramagnetom
a feromagnetom. Budeme pritom predpokladat, Ze kazdy spin S; vykonava iba malé fluktuacie S; — m
okolo strednej hodnoty m = % >:(Si), kde NV je pocet spinov mriezke. Inymi slovami, predpokladame,
ze S; = m+ (S; —m), pricom |S; — m| < |m|. Potom mo6zeme Heisenbergov model pisat nasledovne:

H=-JY m+(S;—m) - [m+(S; —m)|~-J) [m*+(S;—m) - m+m-(S; —m)].
(i.) (i)

Pribliznt rovnost sme dostali roznésobenim hranatych zatvoriek a zanedbanim druhych mocnin fluk-
tuacii. V priblizeni stredného pola teda hamiltonidn interagujiceho systému nahradime vyrazom
H =~ JZ@-J) [m2 —m-(S; + Sj)], ktory mozno prepisat ako sadu nezavislych spinov H = ) . H;
s hamiltonidnmi .

H; = 5Jm2 —zJm - S;.

V&imnime si, ze v Heisenbergovom modeli (105) ma interakcia zvolenej magnetky i s jej susedmi
tvar —JS; - Zj(i) S;, kde symbol Zj(i) oznacCuje suméciu cez najbliz&ich susedov spinu i. V priblizeni
stredného pol'a sme teda sumu fluktuujtcich veli¢in ) i) S; nahradili jej strednou hodnotou zm. Toto
priblizenie by teda malo byt dobré pre velké koordinaéné ¢isla z.

Optimélnu velkost magnetizacie m ur¢ime minimalizdciou volnej energie F'. Kedze v priblizeni
stredného pola su jednotlivé spiny nezavislé a popisané identickymi hamiltonidnmi, potom F = N f,
kde f je voIna energia jedného spinu S = % s hamiltonidnom H;. Tento spin sa moéze nachadzat v dvoch

zJdm —Ey/T

stavoch s energiami Fy = # + 251 teda Statistickd suma pre jeden spin ma tvar Z =3, e
Preto volna energia jedného spinu je

1 9 zJm
f(m,T)=-TlhZ = §sz —Tln [QCOShQT] .

Minimalizaciou funkcie f(m,T") podla m dostavame rovnicu pre teplotni zavislost magnetizacie:

1t hsz
m = — 11 .
g W T

(106)

7 grafického riegenia rovnice pre m vidno, ze pre teploty T' > T, = % existuje jediné rieSenie m = 0.

Toto rieSenie popisuje paramagnetickt fazu spinov. Pri teplotach T' < T, vSak okrem rieSenia m = 0
existuje aj rieSenie s m # 0. V cviceni 1 ukdZeme, Ze termodynamicky stabilné je netrividlne rieSenie
m # 0, ktoré popisuje feromagneticka fazu.

Spontianne naruSenie symetrie a parameter usporiadania
V&imnime si, ze Heisenbergov model (105) m4 nasledovni symetriu: pri oto¢eni vietkych spinov okolo
danej spolo¢nej osi sa energia 'ubovolnej konfiguracie spinov nezmeni, pretoze energia konfiguracie
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Obr. 59: VIavo: grafické rieSenie rovnice (106) pri teplotach T > T. a T < T.. Vpravo: teplotna zavislost magnetizacie
m = m(T) v pribliZeni stredného pola.

zévisi len od uhlov medzi spinmi. Inymi slovami, hamiltonian (105) je izotrépny v spinovom priestore.
Vsimnime si dalej, ze symetria parametrickej fazy je identickd so symetriou hamiltonidnu. Na druhej
strane, feromagneticky stav s m # 0 ma v spinovom priestore vyznaény smer (a sice smer, v ktorom
st magnetky “zamrznuté”). Pri otoceni okolo osi, ktora nie je rovnobezna s m, sa preto dany feromag-
neticky stav transformuje na iny, rozdielny feromagneticky stav. Ide o priklad spontanneho narugenia
symetrie, ktoré sme v pripade prechodu tekutina-krystal popisali v prednéske 1.

Veli¢ina m = ﬁ- >-:(S;) je nulova vo vysokoteplotnej faze a kone¢na v nizkoteplotnej faze s na-
rufenou symetriou. Takéto veli¢iny nazyvame parametrom usporiadania pre fazovy prechod, lebo
ich hodnota umozije urcit, ¢i sa nachadzame v usporiadanej (nizkoteplotnej) alebo v neusporiadanej
(vysokoteplotnej) faze.

Fazové prechody 2. druhu

Analyzou rovnice (106) sa da ukazat, Zze v teplotnom intervale medzi 0 a T, je spontanna magnetizacia
m monotonne klesajicou funkciou, ktora pri raste teploty spojito klesa z hodnoty m = % pri T'=0na
hodnotu m — 0 pri T' — T..

Fazovy prechod paramagnet-feromagnet je fazovym prechodom 2. druhu. Naozaj, podla cvicenia 1
mé volna energia f(m,T) ako funkcia m pri teplotach 7' > T, jediné lokdlne minimum (t.j. jediny
metastabilny stav), ktory je paramagneticky, t.j. m = 0. Pri tychto teplotach nie je feromagneticky
stav ani len lokdlnym minimom. Naopak, pri teplotdch T < T, je paramagneticky stav s m = 0 lokal-
nym maximom, t.j. stiva sa nestabilnym pri infinitezimalnych fluktuaciach m. VoIna energia nadobuda
miniméa pre sadu feromagnetickych rie§eni s fixovanou velkostou magnetizacie m a s Tubovolnou, ale v
celej mriezke rovnakou orientaciou. Teda bod fazového prechodu oddeluje oblasti stability feromagne-
tickej a paramagnetickej fazy a nemdze dochadzat k javom prehriatia a podchladenia ako pri fazovych
prechodoch 1. druhu. Dalsou délezitou vlastnostou fazového prechodu 2. druhu je rovnost entropii vy-
sokoteplotnej a nizkoteplotnej fazy pri T, a z nej vyplyvajica absencia skupenského tepla pri fazovom
prechode.

V dalom vyklade stru¢ne popiSeme vlastnosti skuto¢nych fazovych prechodov 2. druhu, t.j. nez-
jednodusime si Zivot priblizenim stredného pola. Vysledky iba vymenujeme bez akejkoI'vek snahy o
vysvetlenie. Za¢nime s tym, Ze pojmy spontanneho naruSenia symetrie a parametra usporiadania osta-
vaju nezmenené, podobne ako zavery o neexistencii metastabilnych faz a absencii skupenského tepla,
ako aj o spojitosti parametra usporiadania ako funkcie teploty pri 7.

Hlavnym problémom pribliZenia stredného pola je popis jemnejSich detailov. Napriklad podla cvi-
Cenia 2 teodria stredného pola predpovedéa pre parameter usporiadania zavislost m o (T, — T)ﬁ , kde
exponent S mé hodnotu g = % bez ohladu na rozmernost parametra usporiadania a pocet priestoro-
vych rozmerov systému.'®® Experimentalne hodnoty exponentu 3 viak od spominanych parametrov
zavisia.

Hlavnou chybou pribliZzenia stredného pola je zanedbanie vplyvu priestorovych fluktuéacii. Moderny
pohTad na fazovy prechod 2. druhu medzi vysokoteplotnou a nizkoteplotnou fazou je nasledovny: Za-

136y statistickej fyzike ¢asto studujeme okrem trojrozmernych systémov napr. aj dvojrozmerné systémy, ktoré mozno
realizovat napr. na povrchoch krystalov. Pod rozmernostou parametra rozumieme pocet jeho zloZiek. Napr. v nami
$tudovanom pripade je m trojrozmernym vektorom.
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¢nime magnet skimat povedzme pri vysokych teplotach. Vtedy je J < T a interakcie medzi magnet-
kami mozno zanedbat. Preto kazda magnetka fluktuuje nezavisle od ostatnych magnetiek. Pri znizovani
teploty vznikaja v nemagnetickej faze ostrovéeky, vnatri ktorych sd spiny orientované rovnobezne. Smer
zmagnetizovania v8ak fluktuuje od ostrovéeka k ostrovéeku, pricom rozmer a doba Zzivota takychto os-
trovéekov narastd s pribliZovanim k bodu prechodu. Presne v bode prechodu rozmer aj doba Zivota
ostrovéekov diverguje a pri dal§om znizovani teploty sa symetrickd nemagneticka faza sa stava lokdlne
nestabilnou voéi spontdnnemu narueniu symetrie.

Preskimajme teraz, ¢o sa deje pri priblizovan{ k bodu prechodu od nizkych teplét. V tomto pri-
pade zadiname v dokonale zmagnetizovanom stave a zvySovanie teploty sposobuje vznik ostrovéekov
s “nespravnou” orientéciou magnetizacie. Pri priblizovan{ k bodu prechodu rastti rozmery a doba Zi-
vota fluktuujiicich ostrovéekov a podiel “spravne” orientovanych ostrovéekov klesid. V bode prechodu
st fluktuacie orientécie uplne ndhodné a usporiadanie (magnetizacia) zanika.

Spinové viny
Vo zvysku tejto prednasky preskimame excitacie, ktoré vznikaju pri deformovani zékladného stavu
feromagnetu. Podobne ako v pripade kmitov mriezky, za¢nime s rieSenim klasického problému.

Nech okamZita konfigurécia spinov je {S;}. Potom interakciu spinu S; s jeho susedmi —JS;-> ;) S;
mozeme interpretovat ako interakciu —ji; - B; elementarnej magnetky ji; = —2upS; s internym mag-
netickym polom B; = —2/%9 > i) S;. Casov4 zmena momentu hybnosti magnetky hAS; musi byt rovna
momentu sily pésobiacemu na magnetku, hddsti = [i; x B;. Po dosadeni za interné pole dostaneme
nekoneény systém rovnic pre ¢asovy vyvoj spinov:

ds;
h-t = JSi x %sj.
J(2

Tento systém rovnic je nelinearny. Pre malé kmity, t.j. ak S; = m+s;, kde m = (0,0, 3) je magnetizécia
zékladnéeho stavu a |s;| < 1 je vychylka od zakladného stavu, mozno systém pohybovych rovnic pre s;
linearizovat:

ds;
h—S:J(m—i—si)xZ(m—ksj)%J ZSZ'_ZSJ‘ X m.

dt — —
3(@) J(3)

Tento systém vektorovych rovnic mozno pisat v kartézskych suradniciach:

dsiy J y v dszj J . 2\ ds?
hdt =5 zsi—z(;sj ; hdt =-3 z8; —Z(;sj ; hdt = 0.
g g

Dostali sme systém rovnic, ktory je podobny rovniciam pre klasické kmity krystalu. Preto rieSenie
opit hladame v tvare rovinnych vin, s; = se’®Ti~* Nekone¢ny systém rovuic sa potom redukuje na
hl'adanie rieSenia trojrozmerného problému pre amplitadu s:

thw Jyw O s* 0
*J’yk 1hw 0 sY = 0 y
0 0 thw 5% 0

kde sme zaviedli oznacenie vy, = % (z > = eik'F), pri¢om spojnice zvoleného spinu s jeho najbliz§imi
susedmi sme oznacili vektormi 7. Ak predpokladame, Ze spiny lezia v bodoch jednoduchej kubickej
mriezky s mriezkovou konsStantou a, potom i = 3 — cos kya — cos kya — cos k. a.

Viimnime si, Ze rie§enia splhaja rovnicu s* = 0, t.j. odchylka od rovnovaznej konfiguracie meni iba
lokalny smer magnetizacie, ktory precesuje okolo smeru magnetizacie v zdkladnom stave. Netrividlne
riefenia pre s%,sY sa nazyvaju spinové viny. Ich disperzny zakon dostaneme z podmienky nulovosti

determinantu:

V dlhovinnej limite sa disperzny zdkon redukuje na tvar hwy = %Ja2k2, teda v limite k — 0 maja
spinové viny nekonecne mali energiu. Tento vysledok plati aj v presnej tedrii a mozno ho zdévodnit na
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Obr. 60: Okamzita konfiguracia spinov pre spinovi vinu s vinovou dlzkou A = 4a.

zéklade nasledovnej tvahy: Feromagnetizimus v Heisenbergovom modeli sa realizuje spontannym na-
rufenim spojitej symetrie. Preto oCakidvame, ze ak sa smer magnetizacie bude infinitezimalne pomaly
menit v priestore, energia takto deformovaného stavu bude infinitezimalne blizko k energii dokonalého
feromagnetu.

Kvantova teéria spinovych vin: magnény

V kvantovomechanickej formulécii je S; operadtorom. Hlavna komplikicia spociva v tom, Ze jednotlivé zlozky vektoro-
vého operatora S; navzajom nekomutuji. MoZno v8ak ukazat, Ze malé odchylky od zakladného stavu feromagnetu maja
charakter spinovych vin a disperzny zakon je totozny s klasickym vysledkom. Naviac vieme, 7e energia kmitov v mode
s danym k nie je spojito premenliva, ale pribida v nasobkoch fiwy. Kvantum spinovych vin sa nazyva magnén. Magnon
sa sprava ako redlna Castica s kvazihybnostou 7k, energiou hwy a spinom S = 1. Disperzny zakon magnoénov moZno
merat analogicky ako pre fonény pomocou rozptylu neutréonov, pretoZe neutrény majia nenulovy spin, ktory interaguje

SO spinom magnoénov.

Cvidenia

1. Termodynamika Heisenbergovho modelu. Analyzujte volni energiu Heisenbergovho modelu v ramci teorie stredného
pola, t.j. funkciu f(m,T), ako funkciu magnetizacie m v blizkosti kritickej teploty T.. Ukazte, Ze pre T < T¢ je volna
energia minimalizovand magnetizaciou m # 0. Pre T' > T, ukazte, Ze minimum sa realizuje pre m = 0. Najdite priebeh
entropie v blizkosti T, a velkost skoku merného tepla pri Te.

2. Analyzou rovnice (106) ukazte, Ze:
(a) v blizkosti T, je magnetizacia m malé a ak vyuZijeme Taylorov rozvoj funkcie tanh, pre m dostaneme

zm]il emJ\ >
2T 3\ 2T

(b) pre T <« T, ukazte, 7e teoria stredného pola predpoveda vysledok m = % —e
v tomto pripade velky.

3(T. — T)
T.

L oL
~1  omed

57 . Navod: Argument funkcie tanh je

3. Ukazte, Ze rieSenie rovnic pre spinové vlny ma tvar s;(t) = s(cos p;(t), sin ¢;(t),0), kde ¢;(t) = k - r; — wt. Pomocou
tohto vysledku zddévodnite obrazok 60. Nacrtnite analogické obrazky pre A =2a a A > a.

4. Vypocitajte disperzny zakon pre spinové vlny okolo feromagnetického stavu pre spiny S = % na fcc mriezke.

5." Vypoclitajte zavislost magnetizacie m od teploty v limite nizkych teplot pre feromagneticky Heisenbergov model
spinov S = % na jednoduchej kubickej mriezke. Navod: Predpokladajte, ze kazda spinova vlna znizi celkovy spin vzorky
0 S = 1. Predpokladajte dalej, 7e pocet spinovych vin v systéme pri teplote T je dany Boseho-Einsteinovym rozdelenim
s chemickym potencidlom g = 0. Vysvetlite, pre¢o sme dostali iny vysledok ako v tlohe 2b a rozhodnite, ktory z tychto

vysledkov je spravny.

26 Supravodivost

V tejto prednéske podame tivodnt informéaciu o supravodivosti a na¢rtneme najjednoduchsi popis mag-
netickych vlastnosti supravodicov.
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Supravodivost ako nova termodynamicka faza

.....

divou. Teplota prechodu medzi normalnym kovom a nizkoteplotnou fazou sa nazyva kritickd teplota
T.. Jej typické hodnoty st uvedené v tabulke 15.

Al Nb NbgGe MgBQ HgBaQCagCugog

T.(K) 1.1 95 23 39 135
» 35 3.7 4.2 4 5 a7 10

A(nm) 50 44 90 120* 130*

¢ (nm) 1600 38 3 6.5* 1.3*

Tabulka 15: Kriticka teplota 7., podiel 22, hibka vniku A a rozmer Cooperovho péaru ¢ vybranych supravodicov. V
hexagonalnom materiali MgB> a v tetragonéclnych vysokoteplotnych supravodi¢och vnikd magnetické pole rovnobezné s
krystalografickou osou ¢ inak ako pole kolmé na os c. Hviezdic¢kou sii ozna¢ené data pre pole rovnobezné s osou c. Podobne
vlnové funkcie Cooperovych parov nemaji tvar gule, ale disku. Hviezditkou st oznacené polomery (a nie hribky) disku.
Data pre vysokoteplotné supravodice sa tykaji tzv. optimalne dopovanych materidlov.

Rekordna teplota prechodu sa realizuje v tzv. vysokoteplotnych supravodicoch, ktorych vlastnosti
sa v mnohom odlisuji od nizkoteplotnych supravodicov. Nas§ vyklad bude zamerany na nizkoteplotné
supravodice, ktorych spravanie je v hrubych rysoch pochopené.
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Obr. 61: Vlavo: teplotna zéavislost (v limite nizkych teplot) prispevku elektrénov cy k mernému teplu supravodica.
Bodkovana ¢iara znazoriiuje data pre cy v normélnom stave. Takéto data moZno ziskat bud extrapolaciou dat pre
T > T., alebo rozrusenim supravodivosti - napriklad silnym magnetickym polom. V strede: teplotné zavislost entropie
S = S(T') ur¢ené integrovanim dat pre cy. Vpravo: teplotna zavislost volnej energie F' = F(T) urfenda integrovanim dat
pre entropiu.

V nulovom aplikovanom magnetickom poli je fazovy prechod do supravodivého stavu druhého druhu,
t.j. nie je spojeny s existenciou skupenského tepla premeny. To znamenad, Ze pri 1, je entropia supra-
vodivej fazy S rovnaka ako entropia normalnej fazy Sy. V bode prechodu sa vsak 1i§ merné teplo pri
kongtantnom objeme cy oboch faz.'3” V normalnom kove je merné teplo ¢y linedrnou funkciou teploty.
V supravodici je merné teplo cy pri T' < T, omnoho mengie. Integrovanim experimentalnych dat pre
cy (T) mozno urdit entropiu supravodivej fazy:!'3®

S(T) = /OT dT’CVg/).

Porovnanim s entropiou Sy vypocitanou analogickym postupom, ale z dat pre merné teplo extrapolo-
vanych z normalnej fazy, vidno, ze S < Sy, t.j. novd fdza je usporiadanejsia ako normdlny kov. Kedze
pri T, st volné energie oboch faz rovnaké, dalgou integraciou vyrazu dF = —SdT mozno urcit rozdiel

137V tomto odstavci pre jednoduchost zanedbavame mali teplotni roztaznost kovov a experimentalne data pre merné
teplo, ktoré si obvykle ziskavané pri konstantnom tlaku, interpretujeme ako data pri kongtantnom objeme. Okrem toho
méame na mysli iba prispevok elektronov k mernému teplu. Naviac predpokladame, %e Studovany kov sa nachédza v
nulovom magnetickom poli.

'#8Pouzili sme vztah cy = T4 a tie7 tretiu termodynamickd vetu, podla ktorej je entropia pri nulovej teplote S(0) = 0.
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voInych energii oboch faz:

T
F(T) — Fy(T) :/ d1' [S(T") — Sn(T")] .

T

Takito analyza experimentalnych dat ukazuje, Ze volna energia v supravodivej faze je niz§ia nez v
2

norméalnej faze a ich rozdiel pri nizkych teplotach prepoéitany na jeden elektrém je radu g—; Tento
vysledok interpretujeme tak, Ze v novej faze nastala reorganizicia elektronového spektra v blizkosti
Fermiho plochy, pri ktorej zlomok ~ Z—; zo vetkych elektrénov znizil svoju energiu zhruba o 7.

Nekonec¢na vodivost

V obycajnych kovoch je spad napéatia V na dréte priamo tmerny priadu I te€icemu cez drot, V = RI,
kde R je kone¢ny odpor drétu. So znizovanim teploty odpor klesa a pri prechode do supravodivého
stavu, t.j. pri teplote T, sa odpor drotu meni skokom z kone¢nej hodnoty na nemeratel ne mala hodnotu.
Supravodivy stav je teda stavom s nulovgm odporom.

Najpresnejsie mozno odpor supravodi¢a urcit pomocou merania tzv. perzistentnych pradov. Skua-
majme masivny supravodivy prstenec, cez ktory pretekd magneticky tok ®. budeny vonkajsimi ciev-
kami. V ¢ase t = 0 vypnime ®,.. Podla Faradaya sa v prstenci indukuje napétie U(t) = —% = 0.0(1).
Ak odpor prstenca ozna¢ime R a jeho indukénost L, potom prudy v prstenci budu splhat rovnicu

dI

U(t)=RI+ L. (107)

ktord mé pre uvazovany delta-funkény napifovy pulz rieSenie I(t) = Ipe ¥/7 s asovou kongtantou
T = % a pociatoc¢nou hodnotou pradu Iy = %. Teda z merania Casovej zavislosti pridu mozno urcit
odpor supravodica. Ako v8ak mozno merat prud v uzavretej slucke? Rovnicu (107) pre prad v uzavretej

slucke mozno po uvéazeni Faradayovho zékona pre U(t) zapisat v tvare

d

—(®.+ LI) = —RI.

5 (%e + L)

To znamend, ze v materidloch s R = 0 musi byt celkovy magneticky tok cez prstenec ® = &, + LI

konStantny. Experimenty ukazuja, ze v masivnych prstencoch je pokles toku ® nemeratelne maly.

Obr. 62: Vlavo: Supravodivy prid tedie po povrchu drétu a odtiefiuje vniitro supravodi‘a od magnetického pola B.
MoZno nail teda nazerat ako na rovnovazny Meissnerov prid. Vpravo: rozloZenie pridu v priereze drotu.

Meissnerov jav
Supravodi¢ sa v slabych externych magnetickych poliach sprava ako idealny diamagnet, t.j. vouatri
masivneho supravodica je magnetické pole nulové. Inymi slovami, po povrchu masivneho supravodica
vlozeného do externého magnetického pol'a te¢t povrchové pridy, ktoré odtienia externé pole tak, aby
vnutri supravodi¢a bola splnend podmienka B = (. Tieniace prudy pritom te¢t vo vrstve s hritbkou
A, ktora nazyvame hibkou vniku magnetického pola. Jej typické hodnoty st uvedené v tabulke 15.
Meissnerov jav povazujeme za zakladna vlastnost supravodi¢a. Napriklad transport naboja bez
energetickych strat mozno chapat ako désledok (rovnovazneho!) Meissnerovho javu. Naozaj: obvykle
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nazerame na drot, ktorym preteka prad I, ako na zdroj magnetického pola. Ak sa v8ak na ten isty drot
pozrieme ako na vloZeny do magnetického pola, potom transportny prad I bude tiect kvoli Meissne-
rovmu javu: vdaka tomu, Ze vo vrstve hribky A tecie prad pozdlz drotu, je vnutro drotu odtienené od
magnetického pola (pozri obréazok 62).

Excitaé¢né spektrum

V nesupravodivom plyne elektronov mozno vytvorit excitaciu s Tubovolne nizkou excita¢nou ener-
giou vytvorenim Casticovo-dierového paru, v ktorom sa diera nachadza tesne pod Fermiho plochou a
Castica tesne nad fiou, ako vidno napriklad z nenulovej hodnoty ¢’(w) v limite nizkych frekvencii. V
supravodivom stave moZno napriklad optickymi metédami ukézat, Ze v excitatnom spektre existuje
zakdzany pds okolo chemického potencialu so Sirkou 2A. Tento vysledok interpretujeme ako dosledok
vzniku viazanych stavov tych elektronov, ktoré sa nachadzaju v blizkosti Fermiho plochy. Elektrony
pritom vytvéaraja dvojelektronové “molekuly” (tzv. Cooperove pary) s vizbovou energiou 2A, pri¢om
2A ~ T, pozri tabulku 15.13% Vznik Cooperovych parov pritom ovplyviiuje iba rozloZzenie tych elek-
tronov, ktorych energia sa nachadza v intervale Sirky ~ T, okolo Fermiho plochy, t.j. zlomku ~ Z—C 70
vietkych elektronov, v siilade s analyzou termodynamickych veli¢in. Typické velkosti & Cooperovych
parov s uvedené v tabulke 15.

Podla kvantovej mechaniky moze celkovy spin Cooperovho paru (t.j. sustavy dvoch spinov S = %)
nadobiidat hodnoty S = 0 alebo S = 1, pozri napr. prednasku 24. Experimenty ukazuji, Ze spinova
magnetickd susceptibilita vac¢siny supravodicov pri teplotach mensich nez T, klesa a pri nulovej teplote
vymizne. Tento vysledok vysvetlujeme tym, Ze celkovy spin Cooperovych parov je obvykle S = 0 a
Cooperove pary s nemagnetické.MO

O

%
e -
In
C

Obr. 63: Teplotna zavislost podielu ng/n elektrénov v kondenzate. Casto pre 1u zhruba plati Gorterova-Casimirova
empiricka formula ns/n = 1 — (T/T.)*.

Dvojkvapalinovy model
Cooperove pary nesi celoCiselny spin. Ide teda o bozény a na rozdiel od elektrénov s polociselnym
spinom pre ne neplati{ Pauliho vylucovaci princip. V nasledujiicom odstavci ukazeme, ze Meissnerov jav
mozno vysvetlit predpokladom, Ze v supravodivom stave obsadi makroskopické mnozstvo Cooperovych
parov ten isty kvantovomechanicky stav (tzv. kondenzat).
D4 sa ocakavat, ze pri nulovej teplote alebo pri nulovych aplikovanych poliach su vSetky elektrony
v blizkosti Fermiho plochy viazané v paroch, ale pri nenulovej teplote a/alebo nenulovych aplikovanych
poliach bude ¢ast parov rozbita. Elektrény z rozbitych parov vytvaraja tzv. normalnu zlozku.
Kondenzat (supravodiva zlozka) a normalna zlozka teda tvoria dve “kvapaliny”, ktoré s pritomné v
supravodi¢i. Stcet koncentracie elektronov v normalnej zlozke ny a koncentracie elektronov v konden-
zate ng je samozrejme konstantny a rovny koncentrécii vietkych elektrénov n.'! S rastticou teplotou
pritom koncentracia elektréonov v kondenzate klesa a pri kritickej teplote bude ich koncentracia nulovi,

139 Jednou z kl'i¢ovych otazok tedrie supravodivosti je otazka o povode sil, ktoré viazu elektrony do Cooperovych péarov.
Tejto otazke sa tu nebudeme venovat a budeme jednoducho predpokladat, Zze Cooperove pary existuji.

1409Pripad S = 1 sa realizuje iba v malom poéte supravoditov, napr. v UPt3 alebo v SroaRuOy.

11gtriktne vzaté, rovnost n = ng+ny neplati pre koncentracie vietkych elektronov, ale iba pre koncentracie elektrénov
v blizkosti Fermiho plochy. Ale pretoZe transportné vlastnosti kovov st urcované iba stavmi v blizkosti Fermiho plochy
(pozri prednéasku 18), pri ich popise ni¢ nepokazime, ak podiel ng/nx pre vietky elektrony stotoznime s jeho hodnotou
pre elektrony v blizkosti Fermiho plochy.
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pozri obrézok 63. Supravodivost teda mozno definovat ako fazu s nenulovou koncentraciou elektrénov
v kondenzéate.

Makroskopicka vinova funkcia
Budeme predpokladat, ze kondenzat je popisany (tzv. makroskopickou) vinovou funkciou v (r) popi-
sujicou pohyb faziska Cooperovho paru r. Funkcia 1 (r) je pritom normovana tak, aby |1 (r)]? bola
koncentracia Cooperovych parov v bode r. Vlnova funkcia 1 (r) hra ulohu parametra usporiadania,
podobne ako napr. vektor magnetizacie m je parametrom usporiadania v pripade feromagnetu. Kedze
kazdy Cooperov par v kondenzate obsadzuje ten isty kvantovomechanicky stav umerny v (r), oc¢aka-
vame, Ze 1)(r) spliia oby¢ajnti Schrodingerovu rovnicu pre jednu Gasticu

o

OV _
"ot T am

(—ihV + 2eA)*y) + U, (108)

kde m** = 2m* je hmotnost Cooperovho paru, —2e je jeho néaboj a U je jeho potencidlna energia.'4?

Ak sa obmedzime na skimanie homogénneho supravodic¢a s chemickym potencidlom pre elektrony pu,
volit U = 2pu.
Supravodivy prid kondenzdtu s vinovou funkciou 1(r). Rovnica komplexne zdruzena k rovnici (108)
ma tvar
L oY”
—th—— =
ot 2m**
Vynéasobme teraz rovnicu (108) vlnovou funkciou ¢* a komplexne zdruZzent rovnicu vynasobme vinovou
funkciou 1. Rovnice odéitajme a po uprave dostaneme

(ihV + 2eA) %" + Urp*.

0, .2 ih eA

= V|- Vi — V™) + — =0.

WP+ V- [ — VY — V) + oyl

Ked7e ndbojova hustota kondenzétu je dan& vztahom ¢ = —2e||?, tto rovnicu mo#no chapat ako
rovnicu kontinuity pre naboj dp/0t + V - j = 0 s pradovou hustotou

. teh , 2¢2A
J= ot (Ve — ) - =y (109)
m m
Ak vInova funkciu parametrizujeme v tvare 1(r) = |1 (r)[e?® potom vyraz pre pradova hustotu
moZno ekvivalentne zapisat ako
= 2 (A v (110)
- 2e ’

Teda supravodivy prad tecie ako odozva na vektorovy potencidl A a/alebo gradient fazy makroskopickej
vlnovej funkcie.!4?

Okrajovd podmienka pre makroskopickid vlnovi funkciu. Pre izolovany supravodi¢ je potrebné Sch-
rédingerovu rovnicu pre vlnova funkciu riesit s okrajovou podmienkou ziadajucou, aby normalova
zlozka supravodivého pradu na povrchu vzorky bola nulova. Supravodivy prid zapiSme v tvare

e
2m*

. . % € % .
j= (" (—ihV + 2eA)) + Y (ihV + 2e A))™] = _WRG [ (—ihV + 2eA)1)].
Okrajovi podmienku n - j = 0, kde n je vektor normély k povrchu, preto mozno pisat v tvare

n - (—ihV + 2eA)) = %w, (111)

12y rovnici (108) sme predpokladali, Ze Cooperov par v mieste r interaguje s vektorovym potenciadlom A(r). Ale Co-
operov par je nelokalny objekt s typickym rozmerom &. Preto rovnica (108) moZe popisovat elektromagnetické vlastnosti
supravodicov iba ak hodnota A(r) je v celom objeme Cooperovho paru konstantna, t.j. ak A > £. Pre A < £ musime
elektromagnetické vlastnosti supravodi¢ov popisovat tzv. nelokilnou teoriou: silové pésobenie na Cooperov par v mieste
r zavisi od vektorového potencialu v objeme ~ &3 okolo r.

M3Ked7e prid je fyzikalne pozorovatelna velidina, jeho velkost nemoze zavisiet od vyberu kalibracie pre vektorovy
potencial. Preto kalibra¢nt transforméciu elektromagnetického pofla A — A + Vyx treba kompenzovat kalibratnou

transforméaciou makroskopickej vlnovej funkcie podla predpisu 0 — 6 — Qfx.
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kde b je realna konstanta s rozmerom dlzka. Hodnota b zavisi od typu rozhrania a mozno ju uréit
pomocou mikroskopickej teorie. D& sa ukdzat, Ze pre rozhranie supravodic-izolant (napr. vikuum) je
b — 00 a pre rozhranie supravodi¢-magnet je b — 0. Napokon pre rozhranie supravodi¢-norméalny kov
nadobuda b kone¢nt hodnotu.

Slabé polia. V slabych poliach mdzeme v prvom priblizeni zanedbat zavislost [)|? od magnetického
pola a koncentraciu Cooperovych parov mézeme brat ako priestorovo konstantni a zavisiacu len od
teploty. Za tohto predpokladu namiesto (110) dostaneme tzv. Londonovu rovnicu

. 1 h

. . . - 2 2 Lo . . . .
kde sme zaviedli oznacenie % = %WP. Teraz ukazeme, ze Londonova rovnica vysvetluje Meissnerov

jav a Ze A je hibka vniku. Naozaj, rotacia Londonovej rovnice ma tvar A2V x ppj = —B a s uvazenim
Maxwellovej rovnice v statickom pripade poj = V x B ju preto mozno pisat v tvare A2V x (VxB)+B =
0. Ak teraz pouzijeme vztah z vektorovej analyzy V x (VxB) = V(V-B)—V?B a uvazime, ze V-B = 0,
dostaneme rovnicu

1
2p —
VB—FB.

Tato rovnica popisuje Meissnerov jav s hibkou vniku A: napriklad do polonekone¢ného supravodica v
polpriestore z > 0 totiZ vnikd magnetické pole By rovnobezné s povrchom supravodica!** podl'a vztahu
B(z) = Boe %/

Napokon preskimame teplotnt zavislost Londonovej hibky vniku A. Pri nulovej teplote tvoria
vietky elektrony kondenzét, preto v tejto limite [¢* = % a /\% = ”%lfz. Tento odhad je v radovom
salade s experimentalnymi hodnotami hlbky vniku. S rastticou teplotou koncentracia elektrénov v kon-
denzéte ng = 2|¢|? klesa. Preto hibka vniku rastie a napokon pri T, diverguje: supravodi¢ prestava

vykazovat Meissnerov jav.

Kvantovanie magnetického toku

Sktmajme masivny supravodivy prstenec a v nom drdhu C, ktord obopina dieru v prstenci a lezi
dostatotne daleko od povrchu prstenca. V takom pripade mozno pozdlz C' meissnerovské tieniace
pridy zanedbat. Z Londonovej rovnice (112) vyplyva, Ze integral — ¢ poA%j - dr pozdl ¢iary C' mo7no
pocditat nasledovne:

h h
—fuo)\Qj-dr:j{A-dr—i—%V&-dr:@—%rk,
C C 2e C 2e

kde @ je magneticky tok prechadzajuci cez (aktukol'vek) plochu s okrajom v ¢iare C' a k je celé ¢islo. Pri
odvodeni sme pouzili predpoklad, Ze vlnova funkcia supravodica je jednoznacnd, a preto sa jeho faza
pri obehnuti ¢ary C' moéze zmenif iba o nasobok 27. Aviak pretoZe podla predpokladu pozdlz C tedie
prad j = 0, zéroven musi platit — fc 1oA2j - dr = 0. Preto magneticky tok ® musi splitat podmienku

kde sme zaviedli tzv. kvantum magnetického toku ako kombinaciu fundamentalnych konstant s
rozmerom magnetického toku:

h
oy = % = 2.0678 x 10~1° Tm?.
e

Ukézali sme teda, ze magneticky tok uvizneny v masivnom supravodivom prstenci musi byt na-
sobkom ®g. Tento vysledok nam pomoze vysvetlit stabilitu perzistentnych pradov. Stavy s roznymi
hodnotami k totiz nesut rozne perzistentné pridy. Stavy s nenulovymi priadmi su sice metastabilné,
ale zniZenie prudu vyZaduje zmenu celej makroskopickej vinovej funkcie. To je ale obvykle spojené s
nutnostou prekonat obrovskd energetickil bariéru, a preto pokles prudu je na laboratornej ¢asovej skale
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Obr. 64: Magneticky tok & = fEB - dS prechadzajuci cez Tubovolni plochu ¥ s okrajom na ¢iare C' hlboko vniitri
masivneho supravodivého prstenca nadobida kvantované hodnoty.

extrémne nepravdepodobny.

Cvicenia
1. Najdite ¢asovy vyvoj vlnovej funkcie izolovaného homogénneho supravodica s chemickym potencidlom p. Predpokla-
dajte, Zze supravodic¢ sa nachadza vo vakuu a v nulovom magnetickom poli.

2. Vypotitajte tlak, ktorym posobi kongtantné magnetické pole By na polonekone¢ny supravodi¢ s hibkou vniku A. Pole
nech je rovnobezné s povrchom supravodic¢a. Navod: Objemova hustota sily pésobiaca na prad s pridovou hustotou j je
f=jxB.

3. Skiimajte supravodivii platni¢ku s hibkou vniku X a hribkou 2L v magnetickom poli By rovnobeZnom s povrchom
platni¢ky. Najdite priebeh magnetického pola v platnicke a vypocitajte priemerné magnetické pole B v platnicke. Vy-
pocitajte magnetizaciu platnicky definovand vztahom M = ﬁ(B — Byp). Vypocditajte susceptibilitu definovanii vztahom
X = poM/Bo.

4. Skumajte dva masivne homogénne supravodice s chemickymi potencidlmi p; a po, ktoré sii spojené tenkym supravo-
divym drétikom s prierezom S a dizkou L. Predpokladajte, Ze v ¢ase t = 0 st masivne supravodite popisané vinovymi
funkciami s rozdielom faz 0 a vypocitajte Casovii zavislost pridu I(¢) te¢tceho medzi supravodi¢mi. Ukazte, Ze:
(a) v pripade p1 = pe v drotiku tecie jednosmerny priid timerny sin 6 (tzv. jednosmerny Josephsonov jav)
(b) v pripade u1 # pe v drétiku tecie striedavy prid s frekvenciou hiw = 2(u2 — 1) (tzv. striedavy Josephsonov jav)
Néavod. Zanedbajte magnetické polia generované priidmi, ako aj pripadné nabijanie oboch supravodi¢ov. Jednorozmerna

Schrédingerovu rovnicu (108) rieste pomocou Ansatzu (z, t) = @(z)e "V (@/h

a ukazte, Ze vlnova funkcia ¢(z) v drotiku
line4rne interpoluje medzi vinovymi funkciami oboch masivnych supravodi¢ov. Prid poditajte zo znamej vinovej funkcie

(z,t) pomocou (109).

144predpokladame, e v oblasti z < 0 je vakuum. V tomto pripade moZno zvolit kondtantna amplitadu vlnovej funkcie
[1|, pozri cvicenia.



27 Dodatok: Klasicky elektromagnetizmus

Maxwellove rovnice vo vakuu

VXB:MOjtot+C%%§ V‘E:%ptot (113)
VxE+ 28 =0 V-B=
reprezentécia poli pomocou potencidlov ¢(r,t) a A(r,t):
E=-V¢—-%; B=VxA (114)

celkova nabojova hustota piot je suctom externej hustoty p a indukovanej hustoty v materidli ping
celkova prudova hustota jiot je suétom externej hustoty j a indukovanej hustoty v materiali jing, teda

Prot = P+ Pind;  Jtot = J + Jind (115)
materidlové vztahy pre indukované naboje a prady
pind:_v'P; jind:%il,:;"’_VXM (116)
elektricka indukcia D, magneticka intenzita H
) _ 1
D =¢E+P; H—%B—M (117)

materidlové vztahy izotrépnych materidlov pre elektrickt indukciu D a magneticka intenzitu H pre
slabé polia pri harmonickom ¢asovom priebehu oc et a pre dlhé vinove dizky

D = eper(w)E; B = po(H+M) = popr(w)H (118)

Maxwellove rovnice v hmotnom prostredi pre harmonicky ¢asovy priebeh oc e~ *

VxH=j—wD; V-D=p

VXxE—-iwB=0; V-B=0 (119)

Maxwellove rovnice v hmotnom prostredi pre harmonicky ¢asovy priebeh oc e~ ™! a bez externych
nabojov a pradov
H = —iwD; D=
V x —wD; v 0 (120)
VXE—-wB=0 V-B=0

Maxwellove rovnice pre E a H v hmotnom prostredi pre harmonicky ¢asovy priebeh oc e~ a bez

externych nabojov a pradov pri uvazen{ materidlovych vztahov

V x H = —ieyer(w)wE; er(w)V-E=0

VX E —ipprw)wH=0; prw)V-H=0 (121)

uvazujme lubovolné vektorové pole X(r)

uvazujme nasledovny rozklad tohto pola: X = X + X
pole X nazveme pozdlznou zlozkou pola, ak V x X =0
pole X | nazveme prietnou zlozkou pola, ak V- X =0

Maxwellove rovnice pre pozdlzne E a H:

eR(w)wE” = 0; €R(w)v . EH =0

pr(w)wH) =0; pr(w)V-H =0 (122)

netrivialne rieSenia existuju iba ak eg(w) = 0 alebo pgr(w) =0

Maxwellove rovnice pre prie¢ne E a H: rotacia rovnice pre V x H :
V x V x HJ_ = —iﬁoﬁR(w)wv X EJ_

vyuZime na pravej strane rovnicu pre V X E | ; po tprave dostaneme vlnovia rovnicu

w2

V2 + —aerWur(w) HL =0 (123)



28 Dodatok: Teoretickd mechanika

Lagrangeov formalizmus

V roéznych teoretickych uvahéch, ale aj pri studiu praktickych problémov s vizbami, je uzito¢né praco-
vat namiesto Newtonovych pohybovych rovnic v Lagrangeovom formalizme. Lagrange popisuje klasické
systémy s s stupfiami volnosti tzv. zovSeobecnenymi suradnicami ¢y, . . ., ¢s a k nim prislusnymi rychlos-
tami ¢, ..., qs. Centralnym objektom teérie je tzv. lagranzian, ktory je funkciou suradnic aj rychlosti:
L=L(q,...,qs:q1,---,4s). V teorii sa vyzaduje, aby tzv. a¢inok S = [ Ldt bol minimalny, odkial
mozno odvodit pohybové rovnice systému s lagranzidnom L:

d (OL\ 0L

dt 8(]1 N 8qi
Pre systémy, v ktorych pozname Newtonovu pohybovi rovnicu, ju Lagrangeova pohybova rovnica musi
reprodukovat. To ndm umoziuje v tychto systémoch konstruovat lagranzian.

Priklad: lagranzian nabitej castice v elektromagnetickom poli

Skumajme pohyb klasickej bezspinovej Castice s nabojom ¢ v elektromagnetickom poli popfsanom
skalarnym potencidlom ¢(r,t) a vektorovym potencidlom A(r,t). Pohyb ¢astice ma byt rieSenim Ne-
wtonovej pohybovej rovnice s Lorentzovou silou

mi =q(E+v x B)

Lahko nahliadneme, Ze tito pohybovi rovnicu mozno odvodit z lagranzovskej formulacie mechaniky s
lagranzianom

Lir,v, 1) = %mvz +q[A®, D) v — o(r, 1)

Plati totiz

doL d 0A oL 04,
o= _ = A) = mi = WA = o
dov = a Y TR = mE etV V)AL B0 = qva Tyt ave
kde sme pouzili vysledok pre totalnu deriviciu podla ¢asu % = % +v-V. Preto lagranzovskt pohybova

d oL _ OL

ey 20L _ OL 5 ‘oot 145
roviicu 5= = 57 Mozno pisat v tvare

. 0A 04, OA] B
mr-q{—V(b—at] —i—q{vaar—va%} =q¢E+qv x (VxA)=¢qE+vxB)

zhodnom s Newtonovou pohybovou rovnicou.

Hamiltonov formalizmus
Ak veci zvulgarizujeme, mozeme sa na Hamiltonov formalizmus pozriet ako na takd modifikiciu Lag-
rangeovho formalizmu, ktora prepie s rovnic s druhymi deriviaciami podl'a ¢asu na 2s rovnic s prvymi
derivaciami podla casu.

Recept na prechod od Lagrangeovho formalizmu k Hamiltonovmu formalizmu je nasledovny:
1. skonstruuj s zovSeobecnenych hybnosti ps kdnonicky zdruzenych k siradniciam ¢s pomocou nasle-
dovného predpisu: ps = OL/0qs.
2. skonstruuj tzv. hamiltonian pomocou nasledovného predpisu: H = ) ps¢s — L. Rychlosti ¢, vyjadri
pomocou ¢s, ps. Tak dostane$ hamiltonian ako funkciu zov§eobecnenych siradnic a im zdruzenych hyb-
nosti, H = H(q1,...,qs,DP1,--,Ds)-
3. Hamiltonove pohybové rovnice maju tvar

OH . OH

=  pi=-
Op; ’ dq;

qi

15yyuzijeme pritom identitu [v x (V X A)]s = €garVa(V X A)y = €80rVatysw0s Aw = Va0sAa —Va0aAg, ktora vyplyva
20 vztahu €ga~€ysw = €yBa€vsw = Oawdps — dasds. pre antisymetricky tenzor e.



Priklad: hamiltonidn nabitej castice v elektromagnetickom poli

Lagranzidn nabitej Castice v elektromagnetickom poli je uz zndmy. Kanonicka hybnost je definovana
vztfahom p = a—L = mv+qgA. VSimnime si, Ze kinonicka hybnost nie je rovna mechanickej hybnosti mv.
Hamiltonian sa podl’a vBeobecnych pravidiel konstruuje podl'a predpisu H(r,p,t) = p-v — L(r,v, ).

Ak hamiltonian vyjadrime ako funkciu r a p, dostaneme napokon

1 2

m
V&imnime si, Ze energia ¢astice suvisi s mechanickou rychlostou v cez znamy vztah E = va + q9,
v ktorom magnetické pole explicitne nefiguruje.

29 Dodatok: KvantovA mechanika

Stavy kvantového systému

Mnozina v8etkych stavov kvantového systému vytvara tzv. Hilbertov priestor: Stavy systému volame
vektormi v Hilbertovom priestore a oznac¢ujeme ich v Diracovej notacii nasledovne: [1). Vektory vieme
sCitovat a nasobit komplexnymi ¢islami. Tieto vlastnosti potrebujeme na to, aby sme mohli popisat
tzv. linedrne superpozicie stavov, v ktorych sa kvantové systémy moézu nachadzat. Naviac, pre kazdé
dva vektory [¢) a |x) vieme definovat skaldrny sucin (x|¢) s obvyklymi vlastnostami. Normou stavu
|1) nazyvame skalarny sucin (¢ |¢). Stavy, pre ktoré (¢ |¢)) = 1, nazyvame normované.

Fyzikdine veliciny

Fyz1kalnym veli¢indm st priradené hermitovské linedrne operatory posobiace v Hilbertovom priestore.
Nech M j je operator veli¢iny M a nech stavy |n) st vlastnymi stavmi operatora M prislugnymi k vlast-
nym hodnotam M, t.j. nech M|n) = M,|n). Stavy |n) vytvaraja aplnd bazu Hilbertovho priestoru.
Vysledkom merania veli¢iny M v normovanom stave |¢) =Y ¢p|n) moze byt iba jedna z hodnot M,.
Vysledok je pritom ndhodny a hodnotu M, nadobudne s pravdepodobnostou |c,|?. Po takomto merani

sa skiimany systém ocitne v stave |n).!46

Kdnonické kvantovanie
Ide o recept, podl'a ktorého vieme priradit vietkym fyzikalnym veli¢indm operatory. Skimajme systém,

ktory na klasickej trovni mozno popisat s zovSeobecnenymi stiradnicami g, . . ., ¢s a s k nim zdruzenymi
hybnostami p1,...,ps. K tymto 2s klasickym premennym v kvantovom opise priradime 2s operatorov
q1,---,qs & P1, - - -, Ps, pricom ziadame splnenie tzv. kdnonickych komutac¢nych vztahov:

Schridingerova rovnica

Nech klasicky hamiltonian $tudovaného systému je H(qi,...,qs,P1,.-.,Ps). Po nahradeni stradnic
a hybnosti operatormi dostaneme z klasického hamiltonidnu operétor H , ktory by sme mali volat
hamiltonovsky operator, ale pre jednoduchost ho volame hamiltonian. éasovy vyvoj stavov (medzi
meraniami) popisuje Schrédingerova rovnica (SchR):

P R
Zha\w(t» = H|3(t)).

Ak pouzijeme rozvoj vinovej funkcie |(t)) do uplnej (€asovo nezéavislej) bazy |n), [(t)) = >, en(t)|n),
potom SchR moZno pisat ako systém rovnic pre koeficienty ¢, (t):

= g Hymcem,
m

kde Hyppm = (n|H|m).

16Hoyorime o redukcii stavu po merani: z linedrnej kombinécie stavov |n) sme meranim vybrali jediny z nich.



Specialny pripad SchR pre jednu Casticu dostaneme v tzv. x-reprezenticii, kedy za tplnt bazu sta-
vov berieme vlastné stavy |y) operatora polohy X prislusné vlastnej hodnote y, t.j. f{\y) y]y). Sumy
cez n potom musime nahradit integralmi [ d3x a rozvoj vinovej funkcie ma tvar |1(¢)) = [ d3xy(x,t)|x)
kde 1(x,t) je tzv. vinova funkcia v a-reprezentécii. V Zelenej knihe!4” sa ukazuje, 7e v x-reprezenticii
<x]ﬁ|y> = Hyd(x —y), kde Hx je hamiltonidn v z-reprezenticii: operator suradnice je nahradeny
nasobenim x a operator hybnosti je nahradeny pésobenim operatora —iiV. Preto SchR méZeme pisat
v tvare

g v t) = [ dy IRy o(y.1) = Heblx, o)

Namiesto Hx v texte prednésok jednoducho piSeme H.

Bezcasovd Schrédingerova rovnica

Obvykle rie§ime namiesto SchR tzv. bezcasovii SchR, t.j. rovnicu pre vlastné ¢isla a vlastné vektory
hamiltonianu H|n) = E,|n). Casovy vyvoj vlastnych stavov hamiltonianu |n) je trivialny, ako sa lahko
presved¢ime dosadenim do ¢asovej SchR:

[n(t)) = e~ ).

Ak v ¢ase t = 0 rozlozime l'ubovolny stav do bazy vlastnych stavov hamiltonidnu |n), t.j. ak na-

piseme [¢(0)) = >, cu|n), potom pozndme stav systému v Tubovolnom neskorSom case: |1)(t)) =
Yon cne " Ent/hn).

Schrodingerova rovnica pre bezspinovi Casticu v elekiromagnetickom pols

Klasicky hamiltonian bezspinovej ¢astice s ndbojom ¢ = —e v poli popisanom skalarnym potencidlom
¢(x) a vektorovym potencidlom A(x) sme odvodili v ¢asti 28. Uplatnenim kanonického kvantovania v
x-reprezentéicii dostavame

z’h;)tw(x,t) = Hy(x,1), H= QL [—ihV + eA(x,t)]2 —ed(x,t).

m
Poruchovd tedria

Casto mame do ¢inenia s pripadmi, kedy hamiltonian H systému mozno rozlozit na sacet dvoch ¢lenov,
H = Hy + H', pricom ¢len Hy je “velky” a ¢len H' je “maly”. Ak pozname uplny systém vlastnych
stavov |n) a k nim prislusnych vlastnych energii E, pre hamiltonian Hp, mozeme vlastné stavy a
vlastné energie poditat tzv. poruchovou metédou, t.j. rozvojom podla mocnin H’'. O¢akévame pritom,
7e pritomnost malej poruchy H' zmeni |n) a E, len mélo.

W,

Oznaéme korekciu k energii E,, nedegenerovanej hladiny |n) imerna prvej mocnine H' ako Ey

(2)

korekciu imernt druhej mocnine H' ako E;”’. Potom plati:

2

(1 2 | |
m#n

Korekcie prvého a druhého radu poruchovej teérie st prvymi netrividlnymi ¢lenmi nekone¢ného rozvoja

energie hladiny n podla mocnin H’. Poruchové teéria bude zrejme zmysluplna, ak Eq(f) < ET(ll). Téato

podmienka je kritériom, ktoré nam umoziuje povedat, kedy je H' naozaj “malé”.

Feynmanova-Hellmannova veta
Nech hermitovsky operator F parametricky zavisi od ¢isla A\. Nech |¢) je normovany vlastny stav
operatora F prislusny k vlastnej hodnote f, t.j. F|w> f|v). Potom plati

of
K- {l)

Dokaz. Pri vypotte zavislosti f od A najprv vyuZijeme, ze od A zavisia [¢) aj F:

0 o #13) = (20 10 o S (122 = ([ o = (o

17K apitola 10.6

oF
o\

oF

oA

oF
oA

oF
N

o).




V druhom kroku sme vyuzili, Ze |¢) je vlastnym stavom operéatora F.V poslednom kroku sme vyuzili,

e () = 1.

Atémové jednotky2
dlzka: ap = 9= —0.529A

s 1 4 . h2 1 2 -
energia: ep = 5(4;';@2 = QWiGQB = 547“?0%*13.6 eV

30 Dodatok: Termodynamika a Statisticka fyzika

Intenzivne a extenzivne veliciny

V termodynamike obvykle studujeme velké systémy, v ktorych vplyv povrchu mozno zanedbat. Fyzi-
kalne veli¢iny tmerné objemu systému, napr. samotny objem, celkova energia, celkovy pocet Castic a
pod., nazyvame extenzivnymi veli¢inami. Fyzikalne veli¢iny nezavislé od velkosti systému, napr. tep-
lota, tlak, hustota Castic a pod., nazyvame intenzivnymi veli¢inami.

FEntropia

V termodynamike sa postuluje existencia novej stavovej veli¢iny, t.j. veli¢iny definovanej iba aktualnymi
parametrami systému a nezavislej od historie. Tato veli¢ina sa nazyva entropia S. V jednozlozkovom
systéme s energiou E a objemom V je entropia dana funkciou S = S(E, V). Predpokladame, ze funkciu
S vieme definovat pre rozne lokilne rovnovazne stavy s danymi E a V a postulujeme, Ze skutoCny
rovnovazny stav maximalizuje funkciu S. Ealej postulujeme, Ze S je extenzivna veli¢ina. Porovnanim
diferencidlu funkcie S a prvej termodynamickej vety pre vratné deje TdS = dE + pdV dostaneme

e () (), 3G

v E v E

Skimajme rovnovazny systém s energiou 2F a objemom 2). Rozdelme tento systém na dve &asti,
kazd4 z nich nech m4 energiu £ a objem V. RovnovaZznost systému znamend, Ze musi byt stabilny vod&i
vietkym fluktuaciam, t.j. aj vo&i fluktudciam, pri ktorych energia a objem jednej ¢asti sa zmenia o AFE
a AV a energia a objem druhej ¢asti sa zmenia o —AFE a —AV. Teda musf{ platit

S(E+AE,V+AV)+ S(E — AE,V — AV) < 2S(E, V)

Taylorovym rozvojom Tavej strany do druhého radu podla AE, AV dostaneme podmienku stability

525 ,  [0%8 ) 025
R R <
(a 2>VAE +<av2>EAV +2(8 av)AEAV_O

KedZze podmienka stability musi byt splnené pre ubovolné AE, AV, dostavame odtialto nasledovné
termodynamické nerovnosti:

928 928 928 928 928 \?
=) <0 (5m) <0 (5m) (5m) =
OE? ), =~ ), or? ), \ov? ), = \oEov

Teda funkcia S = S(E,V) musi byt konkavna.

Helmholtzova volnd energia

Sktmajme entropiu jednozlozkového systému ako funkciu energie pri fixovanom objeme. Z tretej vety
termodynamickej vieme, ze krivka S = S(F) sa zafina v bode E = Eyin a S = 0, kde T = 0. Z
konkéavnosti funkcie S = S(FE) vyplyva, Ze s rasticou energiou E monotonne kleséd smernica krivky
S = S(F) a teda monotonne rastie teplota T'. Teda kazdej energii E mo6zeme zo znamej funkcie S =
S(F) jednoznag¢ne priradit teplotu 7. Ak si teraz poloZzime otézku, aka je entropia a energia systému
pri teplote T, tuto ulohu mo6zeme geometricky riesit tak, ze budeme hladat na krivke S = S(FE) taky

bod E*, S*, v ktorom ma doty¢nica ku krivke S = S(FE) smernicu %



Teraz ukazeme, Ze tlohu o hlfadani bodu E*, §* moZno riesit ako §tandardntt minimaliza¢nt lohu.
Pre akykolvek bod E,S na krivke S = S(E) studovaného systému, t.j. pre akykolvek lokalne rov-
novazny stav nasho systému, studujme veli¢inu S = S(F) — E/T*, ktora parametricky zéavisi od T*.
Geometricky vyznam tejto veli¢iny je zrejmy z obrazku: je to priesecnica priamky so smernicou 7}
prechéadzajicej cez bod E, S s priamkou E = 0. Z konkavnosti funkcie S = S(FE) vyplyva, ze najvicsiu
hodnotu nadobuda veli¢ina S = S(T*, F) pre E = E*. Teda ulohu o hTadani bodu E* sme previedli na
gtandardnu ulohu o maximalizacii funkcie § = S(T*, E'). Obvykle namiesto maximalizovania funkcie
S hovorime o minimalizovani (vzhladom na FE) funkcie F = —T*S = E — T*S(F). Tuato veli¢inu s
rozmerom energie nazyvame Helmholtzovou volnou energiou.

Ukézali sme teda, Ze v jednozlozkovom systéme s fixovanou teplotou a objemom minimalizuje rov-
novéazny stav tzv. Helmholtzovu volnii energiu F' = E—T'S, ktora je (po minimalizécii) funkciou teploty
a objemu, F' = F(T,V). Pomocou prvej termodynamickej vety l'ahko nahliadneme, Ze pre vratné deje
plati dF = —SdT — pdV .

Entalpia a Gibbsova volnd energia
Analogicky sa ukéze, Ze entalpia H = E + pV je funkciou entropie a tlaku, dH = TdS + Vdp. V
systémoch s predpisanou entropiou a tlakom rovnovazny stav minimalizuje entalpiu.

Gibbsova volna energia G = E — TS + pV je funkciou teploty a tlaku, dG = —SdT + Vdp. V
systémoch s predpisanym objemom a tlakom rovnovazny stav minimalizuje Gibbsovu volni energiu.

Statistickd suma

Skiimajme kanonicky systém, t.j. systém, ktory je v tepelnom kontakte s rezervoarom s teplotou T

Kanonicky systém si moze s rezervodrom vymieiat energiu, kym nedosiahne stav tepelnej rovnovahy,

ale mé fixovany pocet Castic N. Predpokladajme naviac, ze objem V systému je tiez fixovany.
Kla¢ovym objektom pri skiimani kanonického systému s hamiltonianom H je tzv. Statisticka suma

Z. V pripade kvantového systému je Zqwm stopou operatora e H/T ¢ 3. sumou diagonalnych prvkov

tohto operatora vyjadereného v akejkolvek baze:

Zou(T,V,N) = Tre /T,

Pre klasické Castice je Statistickd suma Zy,s systému IV identickych ¢astic dand vahovanym integralom
cez cely 6/N-rozmerny fézovy priestor Castic so siradnicami r; a hybnostami p;:

1 /d3p1d3r1 /d?’de?’rN [_H(pl...pN,rl...rN)

Zklas(Tav’ N) = ﬁ (27Th)3 (27Th)3 T

V Statistickej fyzike sa ukazuje, Ze Helmholtzovu volni energiu dostaneme zo znamej Statistickej
sumy nasledovne:

F(T,V,N) = —TIn Z(T,V,N)
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