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Predhovor

Terminologická poznámka na úvod
Tento kurz by sa rovnako dobre mohol vola´ napríklad Úvod do fyziky tuhých látok, Úvod do fyziky
kondenzovaných látok, Úvod do fyziky látok, Úvod do fyziky hmoty, alebo e²te nejako iná£. Druhý z
názvov je pomerne presný a ²iroko sa pouºíva v odbornej literatúre, posledný názov vyznieva v sloven-
£ine dos´ zvlá²tne. V ²tudijných plánoch sa pouºíva názov Úvod do fyziky materiálov. V skriptách v²ak
budem pouºíva´ termín fyzika tuhých látok, aby som nazna£il súvislos´ tohto kurzu s rovnomenným
magisterským ²tudijným programom na FMFI UK.

�o je fyzika tuhých látok?
Ide o tú £as´ fyziky, ktorá popisuje a vysvet©uje ve©kú rozmanitos´ rôznych foriem hmoty na d¨ºkových
²kálach od ∼ 10−10 m aº po zhruba centimetre a na £asových ²kálach od ∼ 10−15 s aº po zhruba
sekundy. Fyzika tuhých látok sa opiera o dva základné piliere. Prvým pilierom je znalos´ pohybových
zákonov pre mikro£astice, t.j. kvantovej mechaniky a Maxwellových rovníc pre elektromagnetické pole.
Druhým pilierom sú ²tatistické a termodynamické zákony v systémoch s obrovským po£tom stup¬ov
vo©nosti.

V celosvetovom kontexte pracuje zhruba polovica v²etkých fyzikov v oblasti fyziky tuhých látok.
Existujú dva dôvody, pre£o je fyzika tuhých látok dominantným fyzikálnym odborom. Hlavným dôvo-
dom je zrejme o£ividný aplika£ný potenciál ²túdia nových materiálov. Exemplárnym príkladom toho,
ako fyzika tuhých látok ovplyvnila a zmenila celý svet, je fyzika polovodi£ov a polovodi£ová technológia,
ktorá je základom prevaºnej vä£²iny informa£ných a komunika£ných technológií.

Druhý dôvod dominantného postavenia fyziky tuhých látok je £isto vedecký. Poznáme síce pohy-
bové rovnice pre elektróny a jadrá, ale znalos´ týchto zákonov mikrosveta nám sama osebe neumoº¬uje
predpoveda´ naozaj nové javy. Napríklad, keby sme ºili na planéte so samými kvapalnými a plynnými
látkami a poznali by sme zákony mikrosveta, pod©a ktorých je priestor homogénny a izotrópny, asi by
sme povaºovali moºnos´ existencie kry²tálov, t.j. stavu hmoty s periodicky modulovanou hustotou, za
nemoºnú. Samozrejme, ak uº je pojem kry²tálu známy, vieme ve©a jeho vlastností vysvetli´ pomocou
zákonov mikrosveta. Fyzika tuhých látok je teda vedou, ktorá ²tuduje nové javy v systémoch mnohých
elektrónov a jadier. Tieto nové javy sa zvyknú v modernej anglickej literatúre nazýva´ ako emergent
behaviour, t.j. nie£o ako �vznikajúce správanie�. Budem v¤a£ný kaºdému za lep²í preklad. Pojem vzni-
kajúceho správania pritom nie je obmedzený iba na fyziku tuhých látok. Napríklad pre biológiu je
pilierom organická chémia, nikto v²ak zrejme nie je dos´ trúfalý na to, aby povedal, ºe zo znalosti
organickej chémie dokáºe predpoveda´ existenciu ºivota. Príkladom vznikajúceho správania, ktoré bolo
prvýkrát identi�kované v kontexte fyziky tuhých látok, je tzv. spontánne naru²enie symetrie, t.j. jav,
pri ktorom je symetria stavu hmoty niº²ia neº symetria pohybových zákonov. Je zaujímavé, ºe pojem
spontánneho naru²enia symetrie sa netriviálne vyuºíva aj vo fyzike elementárnych £astíc.

�o uº treba vedie´?
V týchto predná²kach predpokladáme, ºe ²tudent absolvoval predná²ky Elektromagnetizmus, Kvantová
teória 1 a �tatistická fyzika a termodynamika. Je tieº uºito£né (i ke¤ nie nevyhnutné), ak ²tudent
absolvoval predná²ky Teoretická mechanika, Teória elektromagnetického po©a a Kvantová teória 2.

Poznámka o vo©be jednotiek a o konvenciách
1. V skriptách pouºívame jednotky SI. Jedinou výnimkou je absolútna teplota, ktorú chápeme ako
veli£inu s rozmerom energie. S tým súvisí na²a vo©ba jednotiek entropie S, ktorá je u nás bezrozmerná,
a tepelnej kapacity C = dQ/dT , ktorá ako podiel tepla a teploty je tieº bezrozmerná. Podobne prúdová
hustota tepla a tepelná vodivos´ majú u nás rozmer prúdovej hustoty energie a príslu²nej vodivosti
energie.
2. Objem systému obvykle ozna£ujeme V a mernú tepelnú kapacitu vz´ahujeme na jednotku objemu,
c = 1

V
dQ
dT , a nazývame ju merným teplom. Merné teplo pri kon²tantnom objeme ozna£ujeme v súlade

s beºnou praxou ako cV .
3. Náboj elektrónu ozna£ujeme −e, t.j. e > 0.
4. Pod frekvenciou rozumieme uhlovú frekvenciu.



V²eobecná poznámka
V skriptách sa nachádzajú ²tudijné materiály k 26 predná²kam 13-týºd¬ového semestra. Predná²ky 23
a 24 o magnetizme sa v²ak obvykle nestihnú. Texty ozna£ené hviezdi£kou a/alebo vysádzané drobnými
písmenami predstavujú doplnkový materiál a neskú²ajú sa. Cvi£enia ozna£ené symbolom ∗ sú náro£né.
Cvi£enia ozna£ené symbolom † vyºadujú numerické výpo£ty.

Nadväzujúce predná²ky o fyzike tuhých látok

V predná²kach 1-11 klasi�kujeme fázy hmoty na základe ich priestorovej symetrie, stru£ne popisujeme
experimentálne metódy ²túdia ²truktúry hmoty a skúmame elastické vlastnosti materiálov. Na túto
£as´ kurzu nadväzujú predná²ky
�truktúra a mechanické vlastnosti materiálov
Seminár zo ²truktúry a mechanických vlastností materiálov

V predná²kach 12-22 skúmame pohyb elektrónov pre zadané polohy jadier. Vysvet©ujeme rôzne netri-
viálne typy väzieb a skúmame elektrické a optické vlastnosti kovov a izolantov. Na túto £as´ kurzu
nadväzujú predná²ky
Elektrické a optické vlastnosti materiálov
Seminár z elektrických a optických vlastností materiálov

V predná²kach 23-26 som uviedol pár výlomkov z fyziky magnetizmu a supravodivosti. Podrobnej²iemu
výkladu týchto tém sa venujú predná²ky
Kooperatívne javy
Seminár z kooperatívnych javov
Vybrané kapitoly zo ²tatistickej fyziky
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1 Základné pojmy

Fyziku tuhých látok, alebo v²eobecnej²ie fyziku kondenzovaných látok, moºno charakterizova´ ako fy-
zikálnu disciplínu, ktorá klasi�kuje rôzne termodynamické skupenstvá (fázy) látok, h©adá oblasti ich
stability a skúma ich fyzikálne vlastnosti. Významnou sú£as´ou tejto disciplíny je aj ²túdium transfor-
mácie látok medzi jednotlivými fázami, tzv. fázových prechodov.

Termodynamické fázy
Ako elementárny príklad skúmajme balón vyplnený atómami Ar pri teplote T a tlaku p. Je experi-
mentálnym faktom, ºe v závislosti od T a p môºu atómy Ar vytvára´ tri rôzne termodynamické fázy:
plynnú (G-gas) pri vysokých teplotách, kvapalnú (L-liquid), a tuhú (S-solid) pri nízkych teplotách a
vysokých tlakoch, pozri obrázok 1.1

Obr. 1: Schematický ná£rt fázového diagramu argónu. V diagrame sú zobrazené oblasti stability troch fáz a dva ²pe-
ciálne body: T=trojný bod (TT = 84 K, pT = 6.9 × 104 Pa) a C=kritický bod (TC = 151 K, pC = 4.9 × 106 Pa).
V©avo: logaritmická ²kála tlakov. Vpravo: lineárna ²kála tlakov. �Plyn� v bode 1 moºno pozd¨º £iarkovanej dráhy spojite
transformova´ na �kvapalinu� v bode 2.

Makroskopický stav daného (ve©kého) po£tu N argónových atómov v jednotlivých fázach α =G,L,S
je jednozna£ne daný zadaním iba dvoch intenzívnych parametrov, teploty a tlaku. Z termodynamiky
vieme, ºe pri zadaní týchto dvoch parametrov sa minimalizuje Gibbsova vo©ná energia G(T, p,N) sys-
tému. Rozloºenie jednotlivých fáz v rovine T, p moºno jednoducho zdôvodni´, ak uváºime, ºe Gibbsovu
vo©nú energiu moºno vyjadri´ pomocou energie E, entropie S a objemu V systému v tvare

G = E − TS + pV.

Pri vysokých teplotách a malých tlakoch sa minimum G bude realizova´ stavom s maximálnou entro-
piou, t.j. plynom. Naopak, pri nízkych teplotách alebo vysokých tlakoch budú stabilné fázy s mini-
málnou energiou alebo objemom, t.j. tuhé látky. Prítomnos´ kvapalnej fázy v²ak z podobných úvah
nevyplýva.2

Spontánne naru²enie symetrie
Z mikroskopického h©adiska si látky za beºných laboratórnych podmienok moºno predstavi´ ako obrov-
ský súbor jadier a elektrónov. Ke¤ºe jadrá nie sú elementárne £astice, majú zloºitú vnútornú ²truktúru
a môºu by´ nestabilné. V tomto kurze v²ak jadrá budeme povaºova´ za stabilné bodové £astice. Naviac,
budeme predpoklada´, ºe jadrá aj elektróny moºno popísa´ nerelativistickou fyzikou. Ak hmotnosti ja-
dier a elektrónov ozna£íme mi a ich náboje qi a ak zoh©adníme iba elektrostatické interakcie medzi

1V závislosti od tlaku a teploty sa látka s daným chemickým zloºením obvykle môºe nachádza´ v nieko©kých rôznych
tuhých fázach. Napríklad uhlík sa môºe nachádza´ vo fáze diamantu a vo fáze gra�tu. V takomto prípade hovoríme o
polymor�zme.

2Vzniká teda otázka, £i existujú látky, ktoré netvoria kvapalnú fázu. Napríklad v práci M.H.J. Hagen et al., Nature
365, 425 (1993) autori argumentujú, ºe fázový diagram pre molekuly C60 neobsahuje kvapalnú fázu.
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£asticami, potom hamiltonián látky H má tvar3

H =
∑
i

p2
i

2mi
+

1

2

∑
i 6=j

qiqj
4πε0|xi − xj |

, (1)

kde pi = −i~ ∂
∂xi

je operátor hybnosti £astice i. Ak by sme vedeli vypo£íta´ ²tatistickú sumu pre
hamiltonián (1), vedeli by sme rie²i´ takmer v²etky otázky z rovnováºnej fyziky látok. Bohuºia©, tento
cie© asi nikdy nebudeme schopní dosiahnu´.

Ako je v analogických situáciách obvyklé, pokrok môºeme dosiahnu´ ²túdiom symetrie. Pov²imnu-
tiahodné sú nasledovné symetrie hamiltoniánu (1):

• Transla£ná invariancia: Pri posunutí v²etkých £astíc o tú istú hodnotu R sa hamiltonián H
nezmení.

• Rota£ná invariancia: Pri oto£ení v²etkých £astíc okolo pevnej osi o ten istý uhol sa H nezmení.

Skúmajme teraz termodynamické fázy z h©adiska symetrie. Za tým ú£elom vyde©me malý objem ∆V(x)
okolo bodu x v látke, zmerajme £asovo stredovaný po£et £astíc ∆N(x) v ¬om a de�nujme £asovo
stredovanú hustotu v bode x, n(x) = ∆N(x)

∆V(x) . Dostaneme nasledovné výsledky:

• Fázy L,G: n(x) nezávisí od x. Takéto fázy nazveme transla£ne a rota£ne invariantnými.

• Fáza S: n(x) závisí od x.4 Teda veli£ina n(x) nie je invariantná vo£i symetriám hamiltoniánu.

Zistili sme teda, ºe

symetria stavu môºe by´ niº²ia neº symetria hamiltoniánu;
takýto stav nazývame stavom so spontánne naru²enou symetriou.

Klasi�kácia fáz
Fázy moºno rozli²ova´ na základe rozdielov v symetrii. Napríklad pevná fáza S má inú symetriu neº
tekutiny L,G. Na základe merania symetrie moºno pre akýko©vek bod roviny T, p rozhodnú´, £i skúmaná
fáza je typu S alebo typu L,G. Dôsledkom rôznosti symetrií fáz S a L,G je, ºe £iara odde©ujúca fázu S
od fáz L,G nemôºe nikde skon£i´.

V prípade, ºe fázy majú tie isté symetrie, napríklad kvapaliny a plyny, rozlí²enie spo£íva v po-
zorovaní kvantitatívneho rozdielu nejakej intenzívnej termodynamickej veli£iny (napr. hustoty). Fázy
v²ak moºno rozlí²i´ iba na £iare koexistencie, kedy moºno pozorova´ rozhranie medzi nimi. Mimo £iary
koexistencie nemoºno, striktne vzaté, rozlí²i´ L a G. Naozaj, ke¤ºe £iara koexistencie L a G kon£í v
kritickom bode, z akéhoko©vek bodu v T -p rovine (v tekutej oblasti) moºno spojite prejs´ do akého-
ko©vek iného bodu - t.j. sú sú£as´ou jedinej termodynamickej fázy, pozri obrázok 1.

Fyzikálne vlastnosti fáz
Tekutiny (L,G) sa lí²ia od tuhej látky absenciou tvarovej pamäti. Ke¤ poloºíme na stôl hore dnom
pohár s vodou a následne pohár odstránime, voda sa vyleje-zmení svoj tvar z valcovitého na machu©u s
rozmermi diktovanými povrchovým napätím. Ke¤ urobíme to isté s pohárom s ©adom, ©ad si ponechá
valcovitý tvar.5 V ¤al²ích predná²kach uvidíme, ºe rozdiel medzi tekutinami a tuhými látkami súvisí
s nenulovos´ou ²mykových modulov pruºnosti v tuhých látkach. Tie sú zas dôsledkom spontánneho
naru²enia symetrie v tuhých látkach.

3Hamiltonián (1) opisuje vä£²inu javov, s ktorými máme pri ²túdiu tuhých látok do £inenia. V mnohoelektrónových
atómoch, v ktorých je rýchlos´ elektrónov porovnate©ná s rýchlos´ou svetla, v²ak treba zoh©adni´ relativistické korekcie.
Podobne pri opise optických javov je potrebné zahrnú´ väzbu elektrónov s prie£nym elektromagnetickým po©om a pri
²túdiu magnetizmu hrajú rolu aj interakcie spinov s magnetickým po©om a/alebo s orbitálnym pohybom.

4Máme tu na mysli stredovanie cez nie príli² dlhé £asy, kedy vplyv te£enia moºno zanedba´. Na ve©mi dlhých £asových
²kálach te£ú aj tuhé látky. �asto spomínaným príkladom je napr. zhrubnutie dolných £astí okenných tabú© v starých
kostoloch.

5Opä´ iba na nie príli² dlhej £asovej ²kále.
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Na druhej strane, kondenzované fázy (S,L) sa od plynu lí²ia tým, ºe nie je potrebné uzatvára´ ich do
balóna, aby mali kone£ný objem.6 Inými slovami, kondenzované fázy drºia samé od seba pohromade,
atómy �skondenzovali� do kvapiek alebo kry²tálikov.

Teda tie isté atómy argónu môºu ma´ (v závislosti od termodynamickej fázy, v ktorej sa nachá-
dzajú) nasledovné ve©mi rôznorodé vlastnosti:
1. v tuhej fáze majú stály objem a tvar
2. v kvapalnej fáze majú stály objem, ale nestály tvar
3. v plynnej fáze majú nestály objem a nestály tvar

Fázové prechody 1. druhu (nespojité prechody)
Teraz preskúmajme fázové prechody medzi jednotlivými fázami argónu. Ak predpokladáme, ºe balón
s atómami Ar je homogénne vyplnený niektorou termodynamickou fázou, Gibbsova vo©ná energia sa
musí da´ písa´ ako sú£in po£tu £astíc a intenzívnej veli£iny µ s významom Gibbsovej vo©nej energie
pripadajúcej na jednu £asticu,

G(T, p,N) = Nµ(T, p).

Veli£inu µ(T, p), závislú od intenzívnych veli£ín T a p, nazývame chemickým potenciálom.
Chemické potenciály rôznych fáz α sú dané rôznymi funkciami µα(T, p). Teraz ukáºeme, ºe ak fázy

α a β sú pri teplote T a tlaku p v rovnováhe, potom ich chemické potenciály musia by´ rovnaké.
Naozaj, nech v balóne je N atómov, z nich Nα vo fáze α a Nβ vo fáze β. Teda N = Nα+Nβ . Gibbsova
vo©ná energia systému je7 G(T, p,N) = Nαµα(T, p) + Nβµβ(T, p). V rovnováhe pri danom T , p je G
minimálna. Preto pri malej zmene dNα = −dNβ prerozdelenia £astíc medzi fázami musí by´ dG = 0.
Ale dG = dNαµα(T, p) + dNβµβ(T, p) = dNα [µα(T, p)− µβ(T, p)]. Preto v rovnováhe medzi fázami α,
β pri teplote T a tlaku p musí plati´

µα(T, p) = µβ(T, p).

Táto rovnica de�nuje £iaru v rovine T , p. Vysvetlili sme teda experimentálny fakt, ºe dve rôzne fázy
α a β koexistujú iba pozd¨º ²peciálnych £iar £iar v rovine T ,p, pozri obrázok 1. V trojnom bode musia
koexistova´ fázy G a L, a tieº fázy G a S. Preto trojný bod musí leºa´ na priese£nici £iar, £o je (okrem
patologických prípadov) moºné len pre diskrétny po£et bodov.

Obr. 2: Chemický potenciál dvoch rôznych fáz α, β ako funkcia tlaku pri �xovanej teplote T0.

Preskúmajme teraz chemické potenciály µα(T0, p) a µβ(T0, p) ako funkcie tlaku p pri �xovanej
teplote T0, pozri obrázok 2. Rovnos´ chemických potenciálov nech nastáva v bode p = p0, teda bod

6Máme tu na mysli nie príli² dlhé £asy, pri ktorých netreba uvaºova´ o vyparovaní alebo sublimácii. Zo striktne
termodynamického h©adiska budú aj kondenzované fázy stabilné iba po ich vloºení do balóna: proces vyparovania alebo
sublimácie spôsobí vznik plynnej fázy okolo ²tudovanej kondenzovanej látky. Tento proces sa zastaví aº po dosiahnutí
tlaku nasýtených pár v plyne.

7V na²ich úvahách v tejto predná²ke pritom zanedbávame energie rozhraní. Máme totiº na mysli tzv. termodynamickú
limitu, t.j. limitu ve©kých systémov s lineárnymi rozmermi L→∞ a �xovanou kone£nou koncentráciou £astíc, kedy povrch
systému, ktorý ²káluje ako L2, moºno zanedba´ vo£i objemu, ktorý ²káluje ako L3.
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(T0, p0) nech je bodom fázového prechodu. V²imnime si, ºe ak skúmanému systému zabránime usku-
to£ni´ fázový prechod, teda ak systém pripravíme povedzme vo fáze α pri p < p0 a pri zvy²ovaní tlaku
ho prinútime zotrva´ v tejto fáze,8 potom bod fázového prechodu (T0, p0) nie je pre fázu α ni£ím výni-
mo£ný. Inými slovami, fáza α je lokálne stabilná, t.j. stabilná vo£i malým �uktuáciám, aj v oblasti
tlakov p0 < p < pα. Pre p > p0 je samozrejme globálne stabilnou fáza β; hovoríme, ºe v intervale tlakov
p0 < p < pα je fáza α metastabilná. Podobne v intervale tlakov pβ < p < p0 je metastabilnou fáza
β. Explicitný príklad uvidíme pri diskusii o prechode kvapalina-plyn.

Gibbsovo pravidlo fáz
V tomto odstavci budeme namiesto balónu s argónom skúma´ zloºitej²í systém pozostávajúci z n typov £astíc. Predpo-
kladajme, ºe v rovnováhe môºe koexistova´ r rôznych fáz. Nech chemický potenciál £astíc typu i vo fáze j je µji a relatívne
koncentrácie £astíc typu i vo fáze j sú cji . Koncentrácie c

j
i sú pritom normalizované nasledovne: cj1 + cj2 + . . . + cjn = 1;

teda kaºdá fáza je popísaná n− 1 nezávislými koncentráciami. Chemické potenciály µji zjavne závisia od T , p a od che-
mického zloºenia fáz, preto sú v kaºdej fáze funkciami n + 1 (intenzívnych) premenných: µji = µji (T, p, c

j
1, c

j
2, . . . , c

j
n−1).

V rovnováhe musia by´ chemické potenciály £astíc typu i rovnaké vo v²etkých fázach, inak by tieto £astice prechádzali
do fázy, v ktorej je ich chemický potenciál najniº²í. Preto pre kaºdý typ £astíc i má plati´

µ1
i = µ2

i = . . . = µri ,

t.j. r − 1 rovníc. Celkovo teda máme nR = n(r − 1) rovníc pre nP = 2 + r(n− 1) premenných (teplota, tlak a po n− 1
relatívnych koncentrácií v r fázach). Nezávislých premenných teda máme f = nP − nR, £iºe

f = 2 + n− r.

Ak f < 0, potom máme viac rovníc ako premenných a rovnováha r fáz vo v²eobecnosti nemôºe nasta´. Ak f = 0, potom

máme práve to©ko rovníc, ko©ko premenných. Rovnováha môºe nasta´ v izolovaných bodoch priestoru premenných. Ak

f > 0, potom rovnováha r fáz môºe nasta´ na f -rozmernej ploche v nP -rozmernom priestore premenných.

Fázové prechody 2. druhu (spojité prechody)
Vo fázovom diagrame argónu sa realizujú iba fázové prechody 1. druhu, ktoré súvisia s globálnou
stabilitou lokálne stabilných fáz. V prírode v²ak existujú aj fázové prechody 2. druhu, ktorých podstatou
je strata lokálnej stability fáz. Obvykle má vysokoteplotná fáza vy²²iu symetriu ako nízkoteplotná
fáza.9 Ak teplotu prechodu (pri �xovaných ostatných parametroch) ozna£íme Tc, potom fázový prechod
2. druhu moºno charakterizova´ nasledovne:

• pri teplotách T < Tc je symetrická fáza nestabilná vo£i in�nitezimálnym �uktuáciám, ktoré
symetriu narú²ajú

• pri teplotách T > Tc je nesymetrická fáza nestabilná vo£i in�nitezimálnym �uktuáciám, ktoré
symetriu re²taurujú

Pri ²túdiu feromagnetizmu a supravodivosti spoznáme konkrétne realizácie fázových prechodov 2.
druhu.

Cvi£enia
1. Kvapalné kry²tály. Molekuly v tvare dlhých tenkých pali£iek môºu vytvára´ kvapalnú fázu, v ktorej sú v²etky pali£ky
nato£ené jedným smerom. Takúto fázu nazývame nematickým kvapalným kry²tálom. Ukáºte, ºe symetria nematických
kvapalných kry²tálov je rôzna od symetrie kvapalín aj kry²tálov.

2. Skúmajte ideálny plyn £astíc so spinom S = 0 a hmotnos´ou m pri teplote T a tlaku p.
(a) Ukáºte, ºe ²tatistická suma plynu s N £asticami v ²katuli s objemom V pri teplote T je

Z(T,V, N) =
1

N !

(
V
λ3

)N
,

kde λ = 2π~√
2πmT

je tzv. tepelná vlnová d¨ºka (pozri dodatok 30).

(b) Pomocou Stirlingovej formuly N ! ≈
√

2πN
(
N
e

)N ukáºte, ºe Helmholtzova vo©ná energia je

F (T,V, N) = −T lnZ(T,V, N) ≈ −NT
[
ln

(
V
Nλ3

)
+ 1

]
.

8V predná²ke o nukleácii uvidíme, ºe tento projekt moºno do istej miery realizova´.
9Toto tvrdenie sa týka aj fázových prechodov 1. druhu, pozri napríklad obr. 1. Existujú v²ak aj výnimky, napríklad

izotop 3He pri tlaku ≈ 3× 106 Pa je pri teplotách v blízkosti absolútnej nuly kvapalný a kry²talizuje aº po vyhriatí nad
≈ 0.2 K.
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(c) Nájdite entropiu S = −
(
∂F
∂T

)
N,V (Sackur-Tetrode) a tlak p = −

(
∂F
∂V

)
N,T

(aký je fyzikálny zmysel tejto rovnice?).
Zo známych F a S ur£te vnútornú energiu E (tento výsledok ste uº poznali, aº na aditívnu kon²tantu) a napokon aj
Gibbsovu vo©nú energiu G = E − TS + pV. Ukáºte, ºe chemický potenciál µ(T, p) je daný vz´ahom

µ(T, p) = T ln

(
pλ3

T

)
. (2)

3. Identickým postupom ako v úlohe 2 ukáºte, ºe v zmesi dvoch ideálnych plynov s koncentráciami n1 = (1 − c)n a
n2 = cn sú chemické potenciály plynov 1 a 2 pri teplote T a tlaku p dané vz´ahmi

µ1(T, p, c) = µ1(T, p) + T ln(1− c) ≈ µ1(T, p)− Tc; µ2(T, p, c) = µ2(T, p) + T ln c,

kde µi(T, p) = T ln
(
pλ3
i
T

)
je chemický potenciál £istého plynu i pri teplote T a tlaku p. Pribliºná rovnos´ platí pre riedky

roztok c� 1. Návod: Vyuºite, ºe pre Gibbsovu vo©nú energiu platí G(T, p,N1, N2) = µ1N1 + µ2N2.

4. Osmóza. Skúmajme dva riedke roztoky látky 2 v rozpú²´adle 1. Nech koncentrácie látky 2 v oboch roztokoch sa ustália
na hodnotách cI a cII. Roztoky nech sú v kontakte sprostredkovanom polopriepustnou membránou, ktorá prepú²´a
molekuly rozpú²´adla 1, ale neprepú²´a molekuly látky 2. V rovnováhe budú teploty oboch roztokov rovnaké. Rovnaké
budú aj chemické potenciály rozpú²´adla v oboch roztokoch (pre£o?), ale tlaky v oboch roztokoch budú iné; ozna£me ich
pI a pII. Pouºite odhady chemického potenciálu z predo²lého cvi£enia a ukáºte, ºe

∆p = pII − pI =
T (cII − cI)

v
,

kde v = ∂µ1
∂p

je objem pripadajúci na jednu £asticu rozpú²´adla. V roztoku s vy²²ou koncentráciou látky 2 je teda vy²²í

tlak. Rozdiel tlakov ∆p sa nazýva osmotický tlak.

2 van der Waalsova-Londonova väzba

Existencia kondenzovaných látok, t.j. látok, ktoré netreba uzatvára´ do balóna, aby drºali objem, si
vyºaduje prítomnos´ prí´aºlivých síl medzi základnými ²truktúrnymi jednotkami látky, tzv. väzieb. V
tejto predná²ke najprv kvalitatívne popí²eme rôzne typy väzieb. Potom ozrejmíme, ako moºno vo v²e-
obecnosti vypo£íta´ väzbovú energiu danej látky. Nakoniec popí²eme najuniverzálne²iu väzbu v prírode.

Klasi�kácia väzieb
Pod väzbou rozumieme existenciu minima potenciálnej energie U(R) pri kone£ných vzdialenostiach
R medzi zvolenými základnými ²truktúrnymi jednotkami látky. Obvykle za entity, ktoré sa viaºu,
povaºujeme atómy. Ak v²ak chceme pochopi´ napr. kondenzované fázy vody, potom za elementárne
²truktúrne jednotky je rozumné bra´ molekuly H2O a nerie²i´ otázku, £o drºí pokope atómy vodíka a
kyslíka, ale aká sila viaºe rôzne molekuly vody dokopy.

V²etky známe typy väzby moºno chápa´ ako dôsledok elektrostatických síl a kvantovej mechaniky.
Pokia© ²truktúrne jednotky majú nenulové multipólové momenty, väzbu moºno pochopi´ aj z £isto
klasických úvah, bez pouºitia kvantovej mechaniky. �peciálnym prípadom je iónová väzba medzi
iónmi s nenulovými nábojmi, ako napr. v NaCl. Na väzbu medzi molekulami vody sa moºno pozrie´
ako na dipól-dipólovú interakciu. Molekuly H2, O2, at¤. majú nenulový kvadrupólový moment, ktorý
tieº implikuje prítomnos´ kone£ných medzimolekulových síl.

Okrem klasických elektrostatických síl v²ak musia existova´ aj iné väzbové sily, pretoºe v²etky
multipólové momenty rozloºenia náboja v atómoch vzácnych plynov He, Ne, Ar, at¤. sú nulové, napriek
tomu v²ak existujú kondenzované fázy týchto plynov. Príslu²nú interakciu ozna£ujeme ako van der
Waalsovu-Londonovu väzbu. Ako uvidíme neskôr, van der Waalsova-Londonova väzba vzniká v
dôsledku kvantovomechanických �uktuácií do excitovaných stavov, ktoré nesú dipólový moment.

�al²ie dva typy väzby vznikajú radikálnou zmenou kvantovomechanického stavu elektrónov. V
prípade chemickej väzby dvojica valen£ných elektrónov obsadí namiesto atomárnych orbitálov tzv.
väzobný orbitál, ktorý je lokalizovaný pozd¨º spojnice atómov, £ím sa zníºi kinetická energia elektrónov
a zárove¬ zvý²i prí´aºlivá interakcia medzi elektrónmi a jadrami, pozri predná²ku 13.

V prípade kovovej väzby sa elektrón namiesto toho, aby bol pripútaný k �svojmu� atómu ako
do potenciálnej jamy, delokalizuje v celom systéme. Tým sa zníºi jeho kinetická energia pri zhruba
rovnakej potenciálnej energii. V takomto prípade hovoríme o kovovej väzbe, pozri predná²ku 12.
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Pri stabilizácii reálnych materiálov obvykle hrá rolu nie iba jeden, ale viacero väzobných mecha-
nizmov.

Bornovo-Oppenheimerovo (adiabatické) priblíºenie
Teraz ukáºeme, ako moºno v princípe po£íta´ väzobnú energiu U(R) medzi základnými ²truktúrnymi jednotkami. Máme
rie²i´ mnoho£asticovú úlohu pre elektróny a ióny s hamiltoniánom (1), ktorý pozostáva z kinetických energií elektrónov
He a iónov Hi a zo vzájomného coulombovského pôsobenia medzi elektrónmi Hee, medzi iónmi Hii, a medzi elektrónmi
a iónmi Hei:

H = He +Hi +Hee +Hei +Hii.

Pri teplote T = 0 systém elektrónov a jadier obsadí základný stav Schrödingerovej rovnice (SchR)

HΨ(r,R) = EΨ(r,R),

kde r ozna£uje sadu súradníc elektrónov a R je sada súradníc iónov. Amplitúdu pravdepodobnosti Ψ(r,R) kon�gurácie
(r,R) elektrónov a jadier budeme h©ada´ ako sú£in amplitúdy pravdepodobnosti ϕ(R) kon�gurácie iónov R a amplitúdy
podmienenej pravdepodobnosti ψ(r;R) elektrónovej kon�gurácie r za predpokladu iónovej kon�gurácie R. Inými slovami,
rie²enie SchR budeme h©ada´ v tvare Ψ(r,R) = ϕ(R)ψ(r;R). Pôsobenie celkového hamiltoniánu H na vlnovú funkciu
Ψ(r,R) potom moºno písa´ ako

HΨ(r,R) = ϕ(R) [He +Hee +Hei(R)]ψ(r;R) + [Hi +Hii]ϕ(R)ψ(r;R),

kde sme pri zápise prvého £lena vyuºili, ºe operátor kinetickej energie elektrónov nepôsobí na vlnovú funkciu iónov ϕ(R)
a ºe potenciálne energie sú oby£ajné £ísla, a nie operátory.

Elektrónovú vlnovú funkciu ψ(r;R) pri �xovaných polohách iónov R budeme h©ada´ rozvojom pod©a úplného systému
vlnových funkcií ψn(r;R), ktoré sú vlastnými stavmi nasledovného £isto elektrónového problému

[He +Hee +Hei(R)]ψn(r;R) = εn(R)ψn(r;R). (3)

V²imnime si, ºe parametrická závislos´ od polôh iónov R vstupuje cez interakcie medzi elektrónmi a iónmi Hei(R).
Energia εn(R) elektrónového podsystému teda závisí od R.

Dosa¤me teraz vlnovú funkciu Ψ(r,R) =
∑
n ϕ(R)cnψn(r;R) do úplnej SchR. Tak dostaneme∑

n

cn [Hi +Hii + εn(R)]ϕ(R)ψn(r;R) = E
∑
n

cnϕ(R)ψn(r;R).

Operátor kinetickej energie iónov Hi pôsobí zárove¬ na ϕ(R) aj na ψn(r;R). Máme teda stále do £inenia so zviazaným
systémom elektrónov a iónov.

Ná² doteraj²í výklad bol presný. Teraz urobíme k©ú£ové (tzv. adiabatické) priblíºenie. Ke¤ºe elektróny sú omnoho
©ah²ie a teda rýchlej²ie ako ióny, budeme predpoklada´, ºe pre kaºdú okamºitú polohu iónov R elektróny zaujmú stav s
najniº²ou moºnou energiou, t.j. základný stav ψ0(r;R) rovnice (3). Budeme preto predpoklada´, ºe ψ(r;R) = ψ0(r;R).
Inými slovami, za vlnovú funkciu systému elektrónov a jadier v adiabatickom priblíºení vezmeme

Ψ(r,R) = ϕ(R)ψ0(r;R).

Dá sa ukáza´, ºe v¤aka ve©kému rozdielu hmotností elektrónov a iónov moºno v úplnej SchR pôsobenie operátora
kinetickej energie iónov Hi na vlnovú funkciu elektrónov ψ0(r;R) zanedba´. Úplná SchR sa preto redukuje na nasledovnú
efektívnu SchR pre ióny

[Hi + U(R)]ϕ(R) = Eϕ(R),

ktorá popisuje pohyb iónov v efektívnom potenciáli

U(R) = Hii(R) + ε0(R). (4)

V adiabatickom priblíºení je teda pohyb iónov nezávislý od elektrónov. Efektívna potenciálna energia iónov U(R) pritom
pozostáva z dvoch £lenov: z príspevku od coulombovskej interakcie iónov Hii(R) a z príspevku od energie elektrónov
ε0(R). V¤aka prítomnosti £lena ε0(R) funkciu U(R) vo v²eobecnosti nemoºno písa´ ako sú£et párových interakcií medzi
atómami.

Klasická limita pre ióny

Jedná sa o hrub²ie priblíºenie ako adiabatické priblíºenie. V tomto priblíºení úplne zanedbávame kinetickú energiu iónov

a napr. rovnováºny tvar kry²tálu pri T = 0 dostaneme minimalizáciou potenciálnej energie iónov U(R). Nech minimum

funkcie U(R) sa realizuje pri R = R0. V klasickej limite má energia U(R0) význam väzbovej energie.

van der Waalsova - Londonova väzba
Ide o väzbu medzi ²truktúrnymi jednotkami s nulovými multipólovými momentmi. Tento typ väzby je
zakaºdým prítomný; prispieva okrem iného k stabilizácii biologickej hmoty.

Fyzikálnou podstatou väzby je, ºe hoci izolované atómy nenesú v základnom stave dipólový mo-
ment, v prítomnosti dipólovo-dipólovej interakcie medzi atómami dochádza ku kvantovomechanickým
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�uktuáciám do excitovaných stavov, ktoré nesú dipólové momenty a preto navzájom interagujú. Na
konci tejto predná²ky ukazujeme, ºe ak je vzdialenos´ R medzi atómami omnoho vä£²ia neº rozmer
atómov, van der Waalsova - Londonova väzba sa prejavuje ako prí´aºlivá ¤alekodosahová interakcia
úmerná R−6.

Pre malé vzdialenosti R porovnate©né s rozmermi atómov na²a analýza neplatí. Vtedy o£akávame,
ºe atómy sa správajú ako tvrdé gule a pri malých R teda musí by´ interakcia medzi atómami silne
odpudivá. Analytická forma tohto odpudzovania nie je známa. �asto sa potenciál medzi inertnými
atómami parametrizuje v tvare (tzv. Lennardov-Jonesov potenciál, alebo 6-12 potenciál)

U(R) = 4ε

[( σ
R

)12
−
( σ
R

)6
]
, (5)

kde prvý £len popisuje odpudzovanie na malých vzdialenostiach. Vo©ba tohto tvaru odpudivého poten-
ciálu nie je motivovaná ni£ím iným, len jeho jednoduchos´ou. Potenciál má minimum pri R = 21/6σ ≈
1.12σ a jeho hodnota v minime je −ε, pozri obrázok 3. Potenciál je kladný pre R < σ. Teda ε meria
typickú interak£nú energiu a σ je zhruba priemer atómov. Lennardove-Jonesove parametre pre inertné
plyny ur£ené meraním stavovej rovnice reálnych plynov uvádzame v tabu©ke 1.

He Ne Ar Kr Xe
Z 2 10 18 36 54

σ (Å) 2.56 2.74 3.40 3.65 3.98
ε (meV) 0.9 3.11 10.4 10.4 20

Tabu©ka 1: Lennardove-Jonesove parametre pre inertné plyny ur£ené meraním stavovej rovnice reálnych plynov. Sú-
vis medzi parametrami ε a σ a stavovou rovnicou reálnych plynov ozrejmíme v predná²ke o prechode kvapalina-plyn.
V²imnime si, ºe s po£tom elektrónov (t.j. s atómovým £íslom Z) rastie parameter σ (v súlade s jeho interpretáciou ako
priemer atómov), ako aj sila väzby ε. Interakcie sú pomerne slabé, £o vysvet©uje nízke teploty trojného bodu a kritického
bodu v Ar (1. predná²ka).

Obr. 3: V©avo: Lennardov-Jonesov potenciál U(R) ako funkcia vzdialenosti R medzi atómami. Vpravo: fázový diagram
izotopu 4He pri nízkych teplotách a tlakoch. V oblasti HeII je hélium supratekuté.

Odvodenie prí´aºlivej £asti van der Waalsovej-Londonovej väzby
Teraz ukáºeme, ºe medzi dvomi atómami s nulovými dipólovými momentmi, ktoré sa nachádzajú vo vzdialenosti R
omnoho vä£²ej neº je rozmer atómu, existuje prí´aºlivá interakcia úmerná R−6. Uvaºujme pre konkrétnos´ dva atómy
Ar. Operátory dipólových momentov oboch atómov ozna£me d1 a d2.10 Hamiltoniány izolovaných atómov nech sú H1 a
H2. Úplné systémy vlastných stavov oboch atómov |nj〉 a im príslu²né vlastné energie En sp¨¬ajú rovnice

Hj |nj〉 = En|nj〉,

10Pre sadu bodových nábojov qi s polohovými vektormi ri je operátor dipólového momentu d de�novaný vz´ahom
d =

∑
i qiri. �ahko sa presved£íme, ºe pre neutrálny systém nábojov

∑
i qi = 0 operátor d nezávisí od vo©by po£iatku

súradnicového systému.
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kde j = 1, 2 je index atómu. Dipólovo-dipólová interak£ná energia je

H ′ =
1

4πε0

[
d1 · d2

R3
− 3

d1 ·Rd2 ·R
R5

]
a celkový hamiltonián systému je H = H1 +H2 +H ′. Predpokladajme, ºe vzdialenos´ medzi atómami R je ve©ká. Potom
moºno H ′ chápa´ ako malú korekciu k hamiltoniánu H1 + H2 neinteragujúcich atómov a vplyv H ′ moºno zapo£íta´
pomocou poruchovej teórie.

Predpokladajme, ºe základné stavy oboch atómov sú nedegenerované a ºe dipólové momenty atómov v základnom
stave sú nulové. Potom korekcia prvého rádu k energii základného stavu je daná strednou hodnotou H ′ v základnom
stave |0102〉,

E
(1)
0 = 〈0102|H ′|0102〉 =

1

4πε0

[
d00 · d00

R3
− 3

d00 ·Rd00 ·R
R5

]
,

kde sme pre maticové elementy operátora dipólového momentu zaviedli ozna£enie dnm = 〈n|d|m〉. Ke¤ºe obidva inte-
ragujúce atómy sú identické, nepí²eme, ktorého z atómov sa maticový element týka. Pod©a predpokladu v²ak dipólové
momenty atómov sú nulové, d00 = 0, a preto korekcia k energii E(1)

0 = 0.
Korekcia druhého rádu poruchovej teórie je daná sú£tom príspevkov od v²etkých excitovaných stavov |n1m2〉 rôznych

od stavu |0102〉,

E
(2)
0 = −

′∑
n,m

|〈n1m2|H ′|0102〉|2

En + Em − 2E0
,

kde 〈n1m2|H ′|0102〉 je maticový element dipólovo-dipólovej interakcie medzi stavmi 〈n| a |0〉 atómu £íslo 1 a medzi
stavmi 〈m| a |0〉 atómu £íslo 2. Pre na²e ú£ely si sta£í v²imnú´, ºe

〈n1m2|H ′|0102〉 =
1

4πε0

[
dn0 · dm0

R3
− 3

dn0 ·Rdm0 ·R
R5

]
.

Vo v²eobecnosti sú maticové elementy dn0 rôzne od nuly, ako sa ©ahko moºno presved£i´ v prípade, kedy H1,2 popisujú
atóm vodíka. Ak odhadneme ich ve©kos´ ako |dn0| ∼ eaB , kde −e je náboj elektrónu a aB je Bohrov polomer, potom

máme 〈n1m2|H ′|0102〉 ∼ e2a2B
4πε0R3 , a teda

E
(2)
0 ∼ − 1

E0

(
e2a2

B

4πε0

)2
1

R6
,

kde sme rozdiel energií En + Em − 2E0 odhadli ako rádovo totoºný s E0.

Zvlá²tnosti hélia
Nízka hodnota interak£nej energie ε pre He má nieko©ko pozoruhodných dôsledkov:
1. sila medzi dvomi atómami He je slab²ia neº sila medzi héliom a (prakticky) £ímko©vek iným. Preto
atómy He uprednost¬ujú cudzie atómy vo svojom okolí. Dôsledkom je, ºe hélium zmá£a prakticky
v²etky povrchy.
2. pri atmosférickom tlaku hélium ostáva kvapalné aº do najniº²ích meraných teplôt, pozri obrázok 3.
Pri nízkych teplotách hrajú úlohu tepelného pohybu kvantovomechanické �uktuácie polohy £astíc,
ktoré zabra¬ujú kry²talizácii. Významnú úlohu tu zohráva okrem slabosti interakcií aj nízka hmotnos´
atómov He.
3. pri nízkych teplotách vytvára izotop 4He novú kvapalnú termodynamickú fázu. Túto fázu nazývame
supratekutou, pretoºe v nej hélium te£ie cez trubice aj pri nulovom aplikovanom rozdieli tlakov na
koncoch trubice.11 Inými slovami, hélium nekladie odpor pri te£ení, £iºe jeho viskozita je nulová. Preto
pri te£ení hélia nedochádza k stratám v dôsledku trenia o steny nádoby a môºeme hovori´ o bezstrato-
vom (tzv. bezdisipatívnom) transporte hmoty. Supratekutá fáza je analógom supravodivej fázy kovov,
o ktorej budeme hovori´ v predná²ke 26.

Cvi£enia
1. Nech |1s〉 a |2pz〉 sú vlnové funkcie elektrónu v stavoch 1s a 2pz atómu vodíka. Vypo£ítajte maticové elementy operá-
tora dipólového momentu 〈1s|d|1s〉 a 〈2pz|d|1s〉.

2. Interakcia medzi argónom a kovovou podloºkou. Nech atóm argónu sa nachádza vo vzdialenosti z nad kovovou pod-
loºkou. Predpokladajme, ºe akéko©vek okamºité rozloºenie náboja v argóne bude kompenzované zrkadlovými nábojmi
v kove. Ukáºte, ºe v takomto prípade je stredná hodnota dipólovo-dipólovej interakcie medzi argónom a zrkadlovými
nábojmi nenulová. Nájdite výraz pre potenciálnu energiu argónu U(z) ako funkciu z. Aké je znamienko interakcie? S
akou mocninou z sa mení U(z) a pre£o?

11Izotop 3He je potrebné schladi´ na zhruba o tri rády niº²iu teplotu, aby v ¬om vznikol supratekutý stav. Kvalitatívne
rozdielne správanie 4He a 3He súvisí s rozdielnou ²tatistikou oboch izotopov: 4He je bozón a 3He je fermión.
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3. Presne rie²ite©ný model van der Waalsovej interakcie. Uvaºujme dva atómy 1,2. Nech R je vzdialenos´ medzi jadrami
atómov. Viazané elektróny v atómoch modelujme harmonickými oscilátormi kmitajúcimi pozd¨º spojnice atómov. Nech
súradnice elektrónov sú x1 a x2.
(a) Ukáºte, ºe dipól-dipólovú interakciu popisuje hamiltonián H ′ = − 2e2

4πε0R3 x1x2. (b) Ukáºte, ºe prechodom do systému
súradníc xS = 1√

2
(x1 + x2) a xA = 1√

2
(x1 − x2) sa interagujúci systém atómov transformuje na dva neinteragujúce

oscilátory.
(c) Nájdite závislos´ energie základného stavu od vzdialenosti atómov R.

4.∗ Multipólové interakcie. V teórii elektromagnetického po©a sa ukazuje, ºe elektrostatický potenciál lokalizovaného
rozloºenia nábojov ρ(x) na vzdialenostiach omnoho vä£²ích ako rozmer oblasti s nenulovým nábojom je

ϕ(x) =
1

4πε0

[
q

r
+
dixi
r3

+
1

2

Qijxixj
r5

+ . . .

]
,

kde q =
∫
d3xρ(x) je celkový náboj, di =

∫
d3xρ(x)xi je dipólový moment a Qij =

∫
d3xρ(x)(3xixj−r2δij) je kvadrupó-

lový moment rozloºenia náboja. Na druhej strane, energia lokalizovaného rozloºenia nábojov ρ′(x) s celkovým nábojom
q′, dipólovým momentom d′i a kvadrupólovým momentom Q′ij v elektrostatickom potenciáli ϕ(x) je

U = q′ϕ+ d′i∂iϕ+
1

6
Q′ij∂i∂jϕ+ . . .

Molekuly typu O2 alebo N2 modelujte ako pali£ky s nulovým celkovým nábojom, ktorého kladná £as´ je sústredená na
oboch koncoch pali£ky a záporná £as´ je sústredená v strede pali£ky. Ukáºte, ºe takéto molekuly majú nulový dipólový a
nenulový kvadrupólový moment. Nájdite interak£nú energiu dvoch molekúl vo vzdialenosti R. Ako sú molekuly vzájomne
orientované v stave s minimálnou energiou pri �xovanom R?

5.∗† Numericky rie²te Schrödingerovu rovnicu pre dva atómy 4He, ktoré navzájom interagujú prostredníctvom Lennardovho-

Jonesovho potenciálu. Rozhodnite, £i existuje viazaný stav. Poznámka. Vlnová funkcia �molekuly� musí by´ symetrická

pri zámene £astíc. Na druhej strane, orbitálna £as´ vlnovej funkcie �molekuly� pozostávajúcej z dvoch izotopov 3He môºe

by´ pri zámene £astíc ako symetrická (v tzv. singletnom prípade), tak aj antisymetrická (v tzv. tripletnom prípade), pozri

predná²ku 24.

3 Prechod kvapalina-plyn

Stavová rovnica reálnych plynov
Stavová rovnica pre ideálne plyny, pV = NT , platí pre plyny neinteragujúcich klasických £astíc. Reálne
plyny sa samozrejme skladajú z atómov alebo molekúl, ktoré navzájom interagujú. V dôsledku týchto
interakcií sa stavová rovnica reálneho plynu bude lí²i´ od stavovej rovnice ideálneho plynu. Slabo
neideálne plyny moºno kvalitatívne popísa´ nasledovnou stavovou rovnicou (van der Waals):

p =
NT

V −Nb
− aN

2

V2
. (6)

Túto stavovú rovnicu moºno ekvivalentne zapísa´ iba pomocou intenzívnych veli£ín p, T a objemu
pripadajúceho na jednu £asticu v = V

N :

p =
T

v − b
− a

v2
.

Pri kon²trukcii stavovej rovnice van der Waals zoh©adnil dve korekcie vo£i stavovej rovnici ideálneho
plynu:
Korekcia na kone£ný objem atómov:
Prvý príspevok k tlaku v rovnici (6) predstavuje modi�kovaný výraz pre ideálne plyny a zoh©ad¬uje
fakt, ºe existuje minimálny objem, na ktorý moºno reálny plyn stla£i´; tento minimálny objem je Nb,
kde N je po£et atómov reálneho plynu a parameter b ∼ σ3 moºno rádovo odhadnú´ pomocou priemeru
atómov σ.
Korekcia na prí´aºlivé medziatómové sily:
Druhý príspevok k tlaku v rovnici (6) vzniká ako dôsledok prí´aºlivých medziatómových síl; ak totiº
budeme predpoklada´ existenciu prí´aºlivých medziatómových potenciálov o ve©kosti ε na vzdialenos-
tiach σ, potom potenciálna energia plynu bude zhruba Upot(N,V) ∼ −Nε

(
σ3N
V

)
, pretoºe priemerný
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po£et iných atómov v okolí s objemom σ3 okolo zvoleného atómu je σ3N
V . Zodpovedajúci dodato£ný

tlak v plyne potom je ppot = −∂Upot

∂V ∼ −
εσ3

v2 , teda dostávame odhad a ∼ εσ3.12

Prechod kvapalina-plyn
Analyzujme teraz závislos´ p = p(v) pri kon²tantnej teplote popísanú rovnicou (6). Za tým ú£elom
skúmajme deriváciu ∂p

∂v ako funkciu v:

∂p

∂v
= − T

(v − b)2
+

2a

v3
.

Ke¤ºe prvý £len dominuje tak v limite minimálneho atomárneho objemu v → b ako aj pre ve©ké
atomárne objemy v →∞, tlak je v týchto oblastiach klesajúcou funkciou v. Ako vidno z grafu funkcií
T

(v−b)2 a 2a
v3 na obrázku 4, v oblasti stredne ve©kých atomárnych objemov bude znamienko ∂p

∂v závisie´
od teploty. V limite vysokých teplôt bude funkcia p = p(v) monotónne klesajúcou, kým pri zniºovaní
teploty pod kritickú teplotu Tc bude existova´ interval objemov (v1, v2), na ktorom ∂p

∂v > 0.

Obr. 4: V©avo: grafy príspevkov T
(v−b)2 a 2a

v3
k tlaku neideálneho plynu ako funkcie v. Vpravo: závislos´ p = p(v) pri

teplote T < Tc.

Tvar funkcie p = p(v) pre teploty T < Tc je zobrazený na obrázku 4. V²imnime si, ºe ak chápeme
rovnicu (6) ako rovnicu pre objem pri zadanej teplote a tlaku p0, potom okrem rie²ení vL a vG má
táto rovnica aj rie²enie v0, leºiace medzi v1 a v2. Teda rovnica p = p(v) má tri reálne korene, ako aj
má by´, ke¤ºe rovnica (6) je kubickou rovnicou pre objem:

v3 −
(
b+

T

p

)
v2 +

a

p
v − ab

p
= 0.

V²imnime si, ºe v tzv. kritickom bode sú v²etky tri korene totoºné, vL = vG = v0 = vc, a teda
rovnica (6) musí ma´ tvar (v − vc)3 = 0, £iºe

v3 − 3vcv
2 + 3v2

cv − v3
c = 0.

Porovnaním koe�cientov pri rovnakých mocninách v tak dostávame vz´ahy pre parametre kritického
bodu:

pc =
a

27b2
, Tc =

8

27

a

b
, vc = 3b.

Ako ukáºeme v ¤al²om výklade, práve popísaný kritický bod moºno stotoºni´ s experimentálne pozo-
rovaným kritickým bodom systému kvapalina-plyn, t.j. s koncom £iary koexistencie kvapaliny a plynu.
Pozoruhodnou predpove¤ou van der Waalsovej teórie je predpove¤ univerzálnej13 hodnoty parametra

pcvc
Tc

=
3

8
= 0.375.

12Formálnou analýzou sa dá ukáza´, ºe pre atómy interagujúce cez 6-12 potenciál (5) súvisia parametre a a b v
rovnici (6) s parametrami 6-12 potenciálu nasledovne: a = 16π

9
εσ3 a b = 2π

3
σ3, v zhode s na²ím hrubým kvalitatívnym

odhadom. Pozri cvi£enie 1. Výraz pre vo©nú energiu postulovaný v tomto cvi£ení moºno odvodi´ výpo£tom ²tatistickej
sumy plynu, pozri napr. Úvod do fyziky materiálov 2007, predná²ka 2.

13T.j. nezávislej od mikroskopických parametrov a a b.
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Táto predpove¤ van der Waalsovej teórie síce nie je v kvantitatívnej zhode s experimentom, pretoºe
napr. pre hélium pcvc

Tc
= 0.31 a pre vodu pcvc

Tc
= 0.23, ale kvalitatívne správne je popísané potla£enie

parametra pcvc
Tc

oproti jeho hodnote 1 pre ideálne plyny.

Spinodálna dekompozícia
Van der Waalsovu stavovú rovnicu nemoºno interpretova´ doslovne, pretoºe oblasti s ∂p

∂v > 0 sú nesta-
bilné. Naozaj, predstavme si, ºe v nejakej oblasti tekutiny vznikne �uktuácia s vy²²ou hustotou £astíc,
t.j. v lokálne klesne. Ak ∂p

∂v > 0, potom v tejto oblasti klesne tlak, £o povedie k ¤al²iemu rastu hustoty v
tejto oblasti, pretoºe v okolitých oblastiach je tlak tekutiny vy²²í. Podobne �uktuácie s niº²ou hustotou
ako priemerná sa budú ¤alej vyprázd¬ova´. Teda systém s ∂p

∂v > 0 sa spontánne rozpadne na zmes
hustých a riedkych oblastí. Takýto (ve©mi rýchly) rozpad nazývame spinodálnou dekompozíciou.

Maxwellova kon²trukcia
Oblas´ v > v2 na izoterme p = p(v) zodpovedá plynnej fáze a oblas´ v < v1 zodpovedá kvapalnej fáze.
Nech teplota T je �xovaná. Pýtajme sa, pri ktorom tlaku p0 nastane fázový prechod medzi plynnou a
kvapalnou fázou. V rovnováhe musia by´ chemické potenciály oboch fáz rovnaké, µL(T, p0) = µG(T, p0).
V termodynamike sa ukazuje, ºe pri zmene teploty a tlaku sa chemický potenciál mení pod©a vz´ahu

dµ = −sdT + vdp (7)

kde s = S
N je entropia na jednu £asticu. Predstavme si teraz izotermický proces, pri ktorom ²tudovaný

plyn opí²e krivku L102G na izoterme p = p(v), pozri obrázok 4. Ke¤ºe chemické potenciály oboch fáz
sú rovnaké, musí plati´ ∫

L102G
Vdp = 0,

£iºe, ako vidno z obrázku 5, hodnota rovnováºneho tlaku p0(T ) bude daná Maxwellovým pravidlom,
pod©a ktorého vy²rafované oblasti nad a pod £iarou p = p0(T ) majú rovnakú plochu.

Obr. 5: V©avo: kladné a záporné príspevky k integrálu
∫
L102G

Vdp. Vpravo: to isté ako v©avo, ale po od£ítaní ru²iacich
sa príspevkov.

�o sa deje pri tlaku p = p0(T )? Pri tomto tlaku kvapalná a pynná fáza koexistujú. Celkový objem
systému V preto môºe by´ kdeko©vek medzi VL a VG. Ak ozna£íme podiel kvapalnej zloºky ako x,
potom bude plati´

V = xVL + (1− x)VG; x =
VG − V
VG − VL

.

Zmena objemu V systému sa teda realizuje zmenou zastúpenia kvapalnej a plynnej fázy.

Prehriate kvapaliny a podchladené plyny
Skúmajme teraz závislos´ chemického potenciálu oboch fáz ako funkciu tlaku pri �xovanej teplote.
Vieme, ºe pri p = p0 platí µL(T, p0) = µG(T, p0). Integrovaním rovnice (7) pri kon²tantnej teplote
©ahko nahliadneme, ºe pre p > p0 je µL(T, p) < µG(T, p), pretoºe vL < vG, a preto je stabilná kvapalná
fáza. Podobne pre p < p0 je µL(T, p) > µG(T, p), teda stabilná je plynná fáza.

V²imnime si, ºe tlak p0 nie je ni£ím výnimo£ný ani pre jednu z fáz osobitne. Jeho výnimo£nos´
spo£íva iba v tom, ºe pri p = p0 sú chemické potenciály oboch fáz rovnaké. Napríklad plynná fáza je
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stabilná vo£i malým �uktuáciám hustoty pre v²etky tlaky p < p2. Takáto stabilita vo£i malým �uktu-
áciám sa nazýva lokálnou stabilitou. Oblas´ 2G izotermy p = p(v) na obrázku 4 v²ak nie je stabilná vo£i
ve©kým �uktuáciám, pretoºe v tejto oblasti je globálne stabilnou zmes kvapaliny a plynu. Hovoríme
preto o metastabilite oblasti 2G, ktorú nazývame aj oblas´ou podchladeného plynu. Podobne kva-
palná fáza je lokálne stabilná pre v²etky tlaky p > p1. Metastabilnú oblas´ L1 na obrázku 4 nazývame
oblas´ou prehriatej kvapaliny.

Ke¤ºe bod koexistencie fáz nie je výnimo£ným bodom pre kvapalnú ani pre plynnú fázu, niet
dôvodu o£akáva´, ºe v bode koexistencie majú jednotlivé fázy singularity. Podobne niet dôvodu o£akáva´
rovnos´ termodynamických veli£ín v bode prechodu, samozrejme okrem µ. Napríklad entropie oboch
fáz budú v bode koexistencie rôzne.

Skúmajme teraz proces izotermickej a izobarickej premeny daného mnoºstva látky z bodu L do bodu
G. Ke¤ºe chemické potenciály v bodoch L a G sú rovnaké, musí plati´ eG−TsG+pvG = eL−TsL+pvL,
kde eG,L je vnútorná energia na jednu £asticu vo fázach G a L. Túto rovnicu moºno písa´ v tvare

eG = eL + q − p(vG − vL),

kde q = T (sG−sL). �tudujme energetickú bilanciu tohto procesu: po£iato£ná energia je eL, systém pri
rozpínaní vykoná (stratí) prácu p(vG−vL), kone£ná energia je eG. Veli£inu q musíme interpretova´ ako
prijaté teplo, potrebné na proces skupenskej premeny a nazývame ju merným skupenským teplom
(na 1 £asticu). O£akávame, ºe sG > sL a preto q > 0: na premenu kvapaliny na plyn je potrebné doda´
teplo.

Krivka nasýtených pár
Pomocou Maxwellovej kon²trukcie moºno pre v²etky teploty T < Tc vypo£íta´ tlak p0(T ), pri ktorom
kvapalina a plyn koexistujú, tzv. tlak nasýtených pár. Dvojice (T, p0(T )) potom vytvoria £iaru v
T, p rovine, tzv. krivku nasýtených pár, pozri obrázok 6. Na krivke nasýtených pár môºu koexistova´
kvapaliny a plyny v rovnováhe.

Obr. 6: V©avo: chemický potenciál kvapalnej a plynnej fázy pri danej teplote ako funkcia tlaku. Vpravo: krivka koexis-
tencie kvapaliny a plynu v rovine p− T .

Teraz odvodíme presný výsledok pre krivku nasýtených pár. Najprv si v²imnime, ºe z rovnice (7)
pre fázy α = L,G a zo znalosti chemického potenciálu moºno odvodi´ vz´ahy:14

vα(T, p) =

(
∂µα
∂p

)
T

, sα(T, p) = −
(
∂µα
∂T

)
p

.

Pri posunutí o dT pozd¨º krivky nasýtených pár sa chemický potenciál fázy α zmení nasledovne:

dµα =
∂µα
∂T

dT +
∂µα
∂p

dp

dT
dT =

(
−sα + vα

dp

dT

)
dT,

Ale pozd¨º £iary koexistencie medzi fázami L a G musí plati´ dµL(T, p) = dµG(T, p). Preto pre £iaru
koexistencie dvoch fáz dostávame nasledovnú rovnicu (Clausius-Clapeyron):

dp

dT
=
sG − sL
vG − vL

=
q

T (vG − vL)
.

14Vz´ah pre vα(T, p) predstavuje stavovú rovnicu fázy α
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Zo známeho merného skupenského tepla q(T ) a rozdielu hustôt moºno ur£i´ rovnicu p = p(T ) £iary
koexistencie.

Kritický bod
Pozd¨º krivky nasýtených pár koexistuje kvapalná fáza s koncentráciou nL = 1/vL a plynná fáza s
koncentráciou nG = 1/vG. Je experimentálnym faktom, ºe pri zvy²ovaní teploty sa rozdiel nL − nG
zmen²uje, aº napokon tento rozdiel zanikne pri T = Tc, kedy koncentrácie oboch fáz sú nL = nG = nc.
Obrázok 7 ukazuje, ºe experimentálne dáta pre závislos´ nL a nG od teploty pre rôzne tekutiny leºia
v blízkosti kritického bodu na jednej univerzálnej krivke, pokia© teplotu meriame v jednotkách
kritickej teploty Tc a ak hustoty meriame v jednotkách kritickej hustoty nc. Tento výsledok je zaujímavý
a neo£akávaný, pretoºe sily pôsobiace medzi molekulami rôznych tekutín môºu by´ ve©mi rozdielne.

Obr. 7: Hustota (meraná v jednotkách nc) kvapalnej a plynnej fázy pozd¨º £iary koexistencie ako funkcia teploty
(meranej v jednotkách Tc). Dáta pre rôzne tekutiny leºia na jedinej univerzálnej krivke.

Existencia kritického bodu vyplýva aj z van der Waalsovej rovnice, ktorá predpovedá závislos´
nL − nG ∝ (Tc − T )β , kde exponent β má hodnotu β = 1/2.15 Na druhej strane, experimentálne
dáta moºno �tova´ tým istým vzorcom, av²ak s β ≈ 1/3. Nesúlad medzi van der Waalsovou teóriou a
experimentom je spôsobený zanedbaním �uktua£ných efektov. Moderná teória fázových prechodov vie
uspokojivo vysvetli´ pozorovanú univerzalitu ako aj £íselnú hodnotu exponentu β.

Cvi£enia
1. Ukáºte, ºe van der Waalsovu stavovú rovnicu moºno odvodi´ z nasledovnej vo©nej energie:

F (T,V, N) = −NT
[
ln

(
V −Nb
Nλ3

)
+ 1

]
− N2a

V .

Vypo£ítajte chemický potenciál van der Waalsovho plynu.

2. Odhadnite merné skupenské teplo vyparovania vody pri 100◦C.

3. Nájdite pribliºný tvar fázového rozhrania tuhá látka - plyn v rovine p-T , t.j. krivku p = p(T ) tlaku nasýtených pár.
Návod: Chemický potenciál v tuhej látke aproximujte kon²tantou µS = −|µS | a chemický potenciál v plyne aproximujte
výrazom (2) pre ideálny plyn. Pomocou rovnice Clausia-Clapeyrona ukáºte, ºe v tomto priblíºení je skupenské teplo
sublimácie pri nízkych teplotách q ≈ |µS |.

4.∗ Ukáºte, ºe z van der Waalsovej rovnice vyplýva, ºe rozdiel medzi hustotou kvapaliny a plynu je pozd¨º krivky koexis-

tencie kvapalina-plyn v blízkosti kritického bodu popísaný vz´ahom nL − nG ∝ (Tc − T )1/2.

4 Kry²tály s van der Waalsovou a iónovou väzbou

V tejto predná²ke najprv zdôvodníme, pre£o inertné plyny pri nízkych teplotách a tlakoch vytvárajú
kry²tály s najtesnej²ím usporiadaním. Ukáºeme tieº, ºe experimentálne údaje pre rovnováºnu mrieº-
kovú kon²tantu, kohéznu energiu a modul objemovej pruºnosti sú v dobrej zhode s modelom párových
interakcií Lennardovho-Jonesovho typu medzi atómami inertných plynov. V druhej £asti predná²ky
budeme podobným spôsobom analyzova´ stabilitu iónových kry²tálov.

15Pozri cvi£enie 4.
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Kry²tály inertných plynov
Budeme ²tudova´ ve©ký po£et atómov inertného plynu, povedzme Ar. Budeme predpoklada´, ºe atómy
interagujú výlu£ne v pároch, a síce cez Lennardov-Jonesov potenciál. Obmedzíme sa na prípad T = 0
a okrem tepelných �uktuácií zanedbáme aj kvantovomechanické �uktuácie. Naviac budeme predpokla-
da´, ºe tlak p = 0. Ke¤ºe v takomto prípade sa Gibbsova vo©ná energia redukuje na energiu, na²ím
cie©om bude nájs´ kon�guráciu atómov s minimálnou energiou E. Budeme pritom predpoklada´, ºe
optimálnou kon�guráciou je kry²tál, t.j. periodické usporiadanie atómov.16

Lennardov-Jonesov potenciál sa s rastúcou vzdialenos´ou medzi atómami rýchlo blíºi k nule. Preto
sa zdá by´ rozumné v prvom priblíºení minimalizova´ interak£nú energiu blízkych atómov. Tá je mini-
málna, ak majú blízke atómy vzdialenos´ zhruba σ. Ak si atómy predstavíme ako gule s polomerom σ/2,
potom optimálnej kon�gurácii zodpovedajú dotýkajúce sa gule. Ke¤ºe v²etky vzdialenosti medzi gu-
©ami sú aspo¬ σ, £ím budú gule tesnej²ie usporiadané, tým bude ich energia niº²ia. Teda minimalizácia
energie súvisí s úlohou o najtesnej²om usporiadaní gú©.17

H©adajme optimálnu kon�guráciu mechanickou analógiou: sypme gule do ²katule. �katu©a nech
je dostato£ne ve©ká, aby sme mohli zanedba´ vplyv jej okrajov na optimálne usporiadanie gú©. Gule
najprv zaplnia najniº²iu vrstvu a vytvoria trojuholníkové dláºdenie dna ²katule. Túto vrstvu ozna£me
A. Pri sypaní ¤al²ích gú© za£nú gule zap¨¬a´ novú vrstvu v jamkách vytvorených spodnou vrstvou. V
optimálnom prípade je nová vrstva opä´ trojuholníková. Existujú dve moºnosti na výber takejto vrstvy
- B alebo C, pozri obrázok 8.

Obr. 8: V©avo: £iary reprezentujú trojuholníkovú vrstvu A, plusy trojuholníkovú vrstvu B a kolieska trojuholníkovú
vrstvu C. Vpravo: modré body zobrazujú fcc mrieºku. �ervené £iary ukazujú tesne usporiadanú rovinu kolmú na telesovú
uhloprie£ku elementárnej kocky.

Povedzme, ºe druhá vrstva bude typu B. Tretia vrstva má opä´ na výber z dvoch moºností: môºe
by´ typu A alebo C (jedinou podmienkou je, ºe musí by´ rôzna od B). Teda radenie vrstiev môºe by´
ABA alebo ABC. Vzdialenosti atómov prvej a tretej vrstvy budú zjavne iné v kon�guráciách ABA a
ABC, preto ich energie budú vo v²eobecnosti iné. Existujú teda dve moºnosti:

• Interakcie �obvrstvu� preferujú rovnaké vrstvy. Výsledkom je kon�gurácia ABA. Aplikovaním
argumentu o rovnakosti pre 4. vrstvu potom dostaneme ABAB a indukciou ...ABABAB...; takýto
kry²tál ozna£ujeme ako hexagonálny tesne usporiadaný kry²tál alebo skrátene kry²tál typu
hcp (z anglického hexagonal close packed)

• Interakcie �obvrstvu� preferujú rôzne vrstvy. Výsledkom je kon�gurácia ABC. Aplikovaním ar-
gumentu o rôznosti pre 4. vrstvu potom dostaneme ABCA a indukciou ...ABCABCABC...;
takýto kry²tál ozna£ujeme ako plo²ne centrovaný kubický kry²tál alebo skrátene kry²tál
typu fcc (z anglického face centered cubic). Kry²tál fcc patrí medzi kubické kry²tály. V²etky jeho
body moºno dosta´ z jednoduchej kubickej mrieºky pridaním stredov v²etkých elementárnych
stien. (Najlep²ie to vidno pri poh©ade na elementárnu kocku v smere jej telesovej uhloprie£ky.)18

16Dôkaz neexistuje. Obvykle sa iba argumentuje, ºe v kry²táli sa to isté optimálne lokálne okolie stále opakuje.
17Neskôr uvidíme, ºe rôznym kon�guráciám s rovnakou hustotou gú© zodpovedajú rôzne energie. Úlohy teda nie sú

totoºné, iba príbuzné.
18Ke¤ºe interakcie �obvrstvu� môºu by´ ve©mi slabé, pomerne £asto môºu vznika´ aj kry²tály s úplne náhodným

radením vrstiev.
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Rovnováºne vlastnosti kry²tálov inertných plynov
V tomto odstavci pri teplote T = 0 vypo£ítame rovnováºnu mrieºkovú kon²tantu, kohéznu energiu a
modul objemovej pruºnosti kry²tálu inertného plynu pre model s párovými interakciami Lennardovho-
Jonesovho typu medzi atómami inertných plynov. V tomto modeli je energia kry²tálu inertného plynu
daná vz´ahom

E =
1

2

∑
i 6=j

U(Rij) =
N

2

∑
R6=0

U(|R|),

kde v druhej rovnici sme predpokladali, ºe v²etky body mrieºky majú rovnaký potenciál19 a spojnice
zvoleného bodu so v²etkými ostatnými bodmi mrieºky sme ozna£ili R.

Nech a ozna£uje vzdialenos´ najbliº²ích susedov v mrieºke. Namiesto sady spojníc R zvoleného
bodu so v²etkými ostatnými bodmi mrieºky zave¤me bezrozmerné vektory x = R

a . Pre konkrétnos´
predpokladajme, ºe párový potenciál U(R) je Lennardovho-Jonesovho typu s parametrami ε a σ.
Potom energiu kry²tálu moºno písa´

E(a)

N
= 2ε

[
A12

(σ
a

)12
−A6

(σ
a

)6
]
,

kde bezrozmerné mrieºkové sumy An =
∑

x 6=0
1
|x|n sú dané iba geometriou mrieºky. Napríklad pre

fcc mrieºku, ktorej sa týkajú v²etky numerické odhady v tomto odstavci, máme A6 = 14.45 a A12 =
12.13.20 Rovnováºnu mrieºkovú kon²tantu moºno nájs´ minimalizáciou energie pod©a a, ∂E∂a = 0. Pre
optimálnu mrieºkovú kon²tantu tak dostávame

a0 =

(
2A12

A6

)1/6

σ ≈ 1.09σ.

Kohéznu energiu kry²tálu de�nujeme ako energiu, ktorú treba doda´ na rozobranie kry²tálu na sadu
nekone£ne vzdialených atómov (energia tohto stavu je nulová). Preto kohézna energia na 1 £asticu
je

e =
E(a0)

N
= − A2

6

2A12
ε ≈ −8.6ε.

Nakoniec pristúpme k ²túdiu mechanických vlastností kry²tálov inertných plynov. Obmedzíme sa pri-
tom na modul objemovej pruºnostiB, ktorý je de�novaný ako podiel prírastku tlaku ∆p a ním vyvolanej
relatívnej zmeny objemu 1

V∆V:21

B =
∆p

− 1
V∆V

= −V ∂p
∂V

= V ∂
2E

∂V2
= v

∂2e

∂v2
,

kde sme vyuºili vz´ah p = −∂E
∂V pre tlak pri nulovej teplote a v poslednej rovnosti sme pre²li k

intenzívnym veli£inám na 1 £asticu e = E
N a v = V

N . V fcc mrieºke v = a3
√

2
, a preto závislos´ energie

kry²tálu od v moºno písa´ v tvare

e(v) = ε

[
A12

2

σ12

v4
−A6

σ6

v2

]
.

Výpo£tom druhej derivácie pod©a v v minime funkcie e(v), t.j. v bode v0 =
a3

0√
2
, potom pre modul

objemovej pruºnosti dostávame výsledok

B =
4A

5/2
6

A
3/2
12

ε

σ3
≈ 75

ε

σ3
.

Tabu©ka 2 ukazuje, ºe £ím sú prvky ´aº²ie, tým je súlad teórie a experimentu lep²í. Je tomu tak preto,
lebo vplyv kvantových �uktuácií, ktoré sme do na²ich úvah nezahrnuli, je pre ´aºké prvky malý. Na
druhej strane, v He sú kvantové �uktuácie pri T = 0 tak ve©ké, ºe pri atmosférickom tlaku vedú k
roztopeniu kry²tálu!

19�ahko sa presved£íme, ºe tento predpoklad je splnený napr. pre fcc a hcp mrieºky.
20Pozri cvi£enie 2 v kapitole 5.
21Ve©ké hodnoty B teda zodpovedajú málo stla£ite©nému materiálu.
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Ne Ar Kr Xe
a/(1.09σ) 1.05 1.01 1.00 1.00
|e|/(8.6ε) 0.74 0.90 0.92 0.99
B/(75ε/σ3) 0.61 0.85 1.01 0.95

Tabu©ka 2: Porovnanie experimentálnej mrieºkovej kon²tanty a, kohéznej energie na 1 atóm e a modulu objemovej
pruºnosti B s teoretickými predpove¤ami. Parametre Lennardovho-Jonesovho potenciálu σ a ε sme prevzali z tabu©ky 1.

Modul pruºnosti v ²myku
Kone£ná hodnota modulu objemovej pruºnosti B nie je výsadou tuhých látok, pretoºe aj v tekutinách
je B 6= 0. Ak v²ak materiál uzavrieme do pravouhlej krabice, ktorú následne deformujeme tzv. ²my-
kovou deformáciou s uhlom θ � 1 v rovine xy tak, aby sa objem krabice nezmenil (pozri obrázok 9),
potom budú existova´ podstatné rozdiely v správaní tekutín a tuhých látok: Energia tekutín sa pri
takejto deformácii nezmení,22 kým energia tuhej látky by mala narás´ o δE > 0, pretoºe pri takejto
deformácii atómy nezaujímajú optimálne polohy. Explicitný výpo£et závislosti δE = δE(θ) pre ná²
model inertného kry²tálu by bol komplikovaný. Ke¤ºe v²ak pod©a predpokladu θ = 0 zodpovedá mi-
nimu energie δE = 0, mali by sme o£akáva´, ºe pre malé deformácie δE ∝ θ2. Vz´ah medzi δE a θ2 sa
obvykle parametrizuje v tvare δE = 2C44θ

2V, kde C44 je tzv. ²mykový modul.23

Obr. 9: �myková deformácia s uhlom θ. V©avo je nedeformovaná pravouhlá krabica, vpravo je deformovaná krabica.

V²imnime si, ºe kone£ná hodnota ²mykového modulu vysvet©uje tvarovú stálos´ tuhých látok:
zmena tvaru stojí energiu! K©ú£ovým pozorovaním pritom je, ºe kone£ná hodnota ²mykového modulu
súvisí s naru²ením transla£nej invariancie: atómy zmrzli v ur£itej optimálnej kon�gurácii a kaºdá jej
deformácia, bez oh©adu na to, £i mení objem kon�gurácie alebo nie, stojí kone£nú energiu.24

Iónové kry²tály
Prototypom iónového kry²tálu je kry²tál NaCl, v ktorom atómy Na a Cl vytvárajú dve navzájom
do seba vnorené fcc mrieºky, pozri obrázok 10. Kaºdý atóm jedného druhu má 6 najbliº²ích susedov
opa£ného druhu.

Podstata iónovej väzby je nasledovná: kvôli ve©kému rozdielu elektrónových a�nít sa sodík ionizuje
na katión Na+, kým chlór viaºe dodato£ný elektrón a vytvára anión Cl−. Nabité ióny sa následne
pri´ahujú elektrostatickými silami, £o vedie ku kone£nej kohéznej energii. Elektrostatická energia sa
optimalizuje pre minimálne vzdialenosti medzi iónmi. Proces zmr²´ovania kry²tálu sa zastaví, ke¤ sa
ióny (ktoré si moºno predstavi´ ako tuhé gule) za£nú dotýka´.

Energetická bilancia tvorby iónov je predmetom kvantovej chémie a tu uvádzame iba empirické
dáta:

Na + 5.14 eV→ Na+ + e; Cl + e→ Cl− + 3.61 eV,

t.j. na ionizáciu Na treba doda´ εi = 5.14 eV, kým pri záchyte vo©ného elektrónu atómom Cl sa uvo©ní

22Presnej²ie by sme mali hovori´ o hustote energie, t.j. o podieli E/V v limite ve©kých objemov V. Zmenou krabice sa
totiº zmení povrchová energia, o ktorej budeme hovori´ v kapitole 6. Tento efekt nás v²ak teraz nezaujíma.

23Dá sa ukáza´, ºe okrem ²mykového modulu C44 a modulu objemovej pruºnosti B sú elastické vlastnosti kubických
kry²tálov popísané e²te jedným nezávislým modulom.

24V²imnime si, ºe pre platnos´ tohto argumentu je striktná periodicita ideálneho kry²tálu nepodstatná. Teda aj sklá,
t.j. nekry²talické tuhé látky, budú ma´ kone£né ²mykové moduly.
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Obr. 10: Kry²tál NaCl. Centrálny atóm chlóru má 6 susedných atómov sodíka.

εa = 3.61 eV.25 Teda na prenesenie elektrónu z atómu Na na nekone£ne vzdialený atóm Cl treba doda´
εi − εa = 1.53 eV. Väzba vzniká aº priblíºením iónov na kone£nú vzdialenos´.

Predpokladajme teraz, ºe interak£ná energia dvoch iónov vo vzdialenosti R je

U(R) = 4ε
( σ
R

)12
± e2

4πε0

1

R
.

Prvý £len popisuje odpudivé sily na malých vzdialenostiach. Zanedbali sme rozdiely v odpudzovaní
Na-Na, Cl-Cl a Na-Cl, pretoºe zjavne dominuje iba jeden z nich, a síce Na-Cl. Druhý £len popisuje
coulombovské sily medzi rovnakými (+) a rôznymi (-) iónmi.

Uvaºujme o kry²táli s N atómami Na a N atómami Cl. Energia kry²tálu je

E

N
= εi − εa +

∑
R6=0

U(R) = εi − εa + 4A12ε
(σ
a

)12
− α e2

4πε0a
,

kde a je vzdialenos´ najbliº²ích susedov Na-Cl. V prvej rovnici sme uváºili fakt, ºe interak£ná energia
2N atómov je N× potenciál jedného iónu Na+. V druhej rovnici sme ozna£ili najkrat²iu vzdialenos´
Na-Cl ako a a zaviedli sme

A12 =
∑
x 6=0

1

|x|12
, α =

∑
x 6=0

±1

|x|
,

kde x = R/a beºí cez spojnice zvoleného iónu so v²etkými ostatnými iónmi (t.j. cez tzv. jednoduchú
kubickú mrieºku). Pre najbliº²ích susedov Na-Cl teda platí |x| = 1. Znamienko v sume pre α sa
volí kladné (záporné) pre spojnice s opa£ne (rovnako) nabitými iónmi (vzh©adom k zvolenému iónu).
Kon²tanta α sa nazýva Madelungova.26

Podobne ako pre kry²tály inertných plynov moºno minimalizáciou energie E(a) opä´ ur£i´ rovno-
váºnu vzdialenos´ a0 najbliº²ích susedov Na-Cl, kohéznu energiu kry²tálu E(a0) a modul objemovej
pruºnosti, pozri cvi£enie 5.

Cvi£enia
1. Ko©ko najbliº²ích susedov má atóm v mrieºkach fcc a hcp?

2. V kry²táli NaCl by mal by´ rovnaký po£et atómov Na a Cl. Na obrázku k predná²ke je zobrazených 14 atómov Na
a 13 atómov Cl; celý kry²tál by sme v²ak mali dosta´ periodickým opakovaním zobrazeného motívu. Vysvetlite tento
paradox.

25Podotýkame, ºe schopnos´ neutrálneho atómu chlóru viaza´ elektrón nie je celkom triviálna. Kvalitatívne to moºno
chápa´ ako dôsledok rozloºenia náboja v atóme Cl: kladný náboj je zhruba bodový, kým kompenzujúci záporný náboj
je rozloºený v kone£nej oblasti. Preto vnútri atómu existuje nenulový potenciál. Naozajstný výpo£et v²ak vyºaduje
poznatky o mnohoelektrónových systémoch.

26Suma, ktorá de�nuje Madelungovu kon²tantu, nekonverguje absolútne, t.j. bez uváºenia oscilácií znamienka táto
suma diverguje. Takáto suma sa nazýva relatívne konvergentnou. Pod©a Riemannovej vety moºno s£ítance relatívne
konvergentnej sumy preskupi´ tak, ºe dajú ©ubovo©ný vopred zadaný výsledok. Preto je potrebné po£íta´ ju ve©mi
pozorne.
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3. Vypo£ítajte Madelungovu sumu pre jednorozmernú retiazku atómov, v ktorej sa striedajú kladne a záporne nabité
ióny, pri£om vzdialenos´ susedných atómov je a. Pomôcka: pri výpo£te vyuºite vz´ah ln(1 + x) = x− x2

2
+ x3

3
− x4

4
+ . . ..

4. Vypo£ítajte rovnováºnu mrieºkovú kon²tantu a kohéznu energiu kry²tálov inertných plynov s uváºením kvantovome-
chanických nulových kmitov atómov. Návod:
(a) Predpokladajte fcc ²truktúru a nulové kmity modelujte pohybom atómu v kockovej krabici s hranou 2(a−σ). Ukáºte,
ºe

E

2εN
= A12

(σ
a

)12

−A6

(σ
a

)6

+ κ
( a
σ
− 1
)−2

a vypo£ítajte kon²tantu κ.
(b) Vykreslite funkciu E(a) pre He, Ne, Ar, Kr, Xe. Výsledky pre rovnováºnu mrieºkovú kon²tantu a kohéznu energiu
porovnajte s experimentálnymi údajmi. V²etky £íselné údaje (okrem hmotností atómov) sú uvedené v predná²kach 2 a
4.
(c)∗ �túdiom entalpie H(a, p) = E + pV nájdite kritický tlak pc, ktorý stabilizuje kry²talické hélium. Poznámka: pri
kone£nom tlaku sa minimum entalpie bude zakaºdým realizova´ pri kone£nej mrieºkovej kon²tante. Treba vymyslie´ kri-
térium, ktoré umoºní rozlí²i´ kry²talickú a plynnú fázu.

5.† Numericky vypo£ítajte Madelungovu sumu α pre mrieºku typu NaCl. Ukáºte, ºe pre energiu iónového kry²tálu platí

E(a0)

N
= εi − εa −

11

12
α

e2

4πε0a0
.

Za a0 vezmite experimentálnu hodnotu pre NaCl, a0 = 2.82 Å, a vypo£ítajte kondenza£nú energiu NaCl. Výsledok

porovnajte s experimentálnou hodnotou E(a0)/N = −6.37 eV.

5 Základy kry²talogra�e

V tejto predná²ke ukáºeme, ako moºno klasi�kova´ rôzne typy kry²tálov z h©adiska ich priestorovej
symetrie. Prekvapivým hlavným výsledkom tejto klasi�kácie je, ºe existuje iba kone£ný po£et rôznych
symetrií kry²tálov.

Operácie symetrie
Pod operáciou priestorovej symetrie kry²tálu budeme rozumie´ akéko©vek transformácie bodov pries-
toru, ktoré nemenia rozloºenie atómov v priestore, t.j. ktoré prevádzajú kaºdý atóm v kry²táli do s ním
ekvivalentného atómu a ktoré zárove¬ zachovávajú vzdialenosti medzi atómami. Príkladom operácie
symetrie je napríklad oto£enie fcc kry²tálu o 90◦ okolo niektorej z hrán elementárnej kocky, zrkadlenie
vo£i niektorej zo stien elementárnej kocky, inverzia so stredom v ©ubovo©nom mrieºkovom bode, alebo
posunutie pozd¨º niektorej z hrán elementárnej kocky o mrieºkovú kon²tantu.

V mnoºine operácií symetrie kry²tálu môºeme de�nova´ násobenie nasledovným spôsobom. Nech
a a b sú operácie symetrie kry²tálu. Potom pod sú£inom a ∗ b budeme chápa´ operáciu, ktorá najprv
na kry²tál zapôsobí pomocou b a na výsledok zapôsobí pomocou a.

Mnoºinu G s operáciou násobenia ∗ nazveme grupou, ak dvojica (G, ∗) má nasledovné vlastnosti:
1. uzavretos´: pre v²etky a, b ∈ G platí a ∗ b ∈ G
2. asociatívnos´: (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)
3. jednotkový prvok: existuje taký prvok e, ºe pre v²etky a ∈ G platí a ∗ e = e ∗ a = a
4. inverzný prvok: pre kaºdý prvok a ∈ G existuje taký prvok a−1, ºe platí a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e

�ahko nahliadneme, ºe mnoºina operácií symetrie kry²tálu s operáciou skladania symetrií vytvára
grupu. Túto grupu nazývame priestorovou grupou kry²tálu.

Významnou podmnoºinou mnoºiny priestorových symetrií je mnoºina tzv. bodových symetrií, t.j.
symetrií ponechávajúcich aspo¬ jeden bod kry²tálu na mieste. Medzi takéto operácie patria rotácie,
zrkadlenia a priestorová inverzia. Opä´ ©ahko nahliadneme, ºe bodové symetrie s operáciou skladania
vytvárajú tzv. bodovú grupu. Podobne mnoºina posunutí vytvára tzv. transla£nú grupu.

Priestorovú grupu, ktorej kaºdý prvok moºno písa´ ako sú£in prvku bodovej grupy a posunutia,
nazývame symorfnou priestorovou grupou. Ak priestorová grupa obsahuje prvky, ktoré nemoºno
písa´ ako sú£in prvku bodovej grupy a posunutia, potom ju nazývame nesymorfnou priestorovou
grupou. Mohlo by sa zda´, ºe priestorové grupy kry²tálov musia by´ symorfné. Existujú v²ak kry²tály,
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ktorých operácie symetrie nie sú sú£inom prvku bodovej grupy a posunutia. Príkladmi takýchto symetrií
sú skrutková os a sklzová rovina, pozri obrázky 11 a 12.

Obr. 11: Jednorozmerný �kry²tál� stôp. Obrazec má dve symetrie: (1) symetria vo£i posunutiam o a; (2) sklzová rovina
(t.j. zrkadlenie vo£i m a sú£asné posunutie o a/2).

Obr. 12: V©avo: obrázok ukazuje, ºe zrkadlenie moºno chápa´ ako sú£in oto£enia o 180◦ okolo osi kolmej na rovinu
zrkadlenia a následnú inverziu okolo stredu v priese£níku roviny zrkadlenia a osi otá£ania. Vpravo: Príklady netriviálnych
symetrií kry²tálu hcp (poh©ad pozd¨º trojnej osi). Plné £iary znázor¬ujú rovinu A. Plusy znázor¬ujú rovinu B. Operácia
symetrie pozostávajúca z oto£enia okolo bodu S o 60◦ a posunutia v smere osi z (kolmo na obrázok) o polovicu mrieºkovej
kon²tanty v smere osi c sa nazýva skrutková os. Sklzová rovina vzniká zloºením zrkadlenia vzh©adom na m a posunutia
v smere osi z o polovicu mrieºkovej kon²tanty v smere osi c.

Bravaisova mrieºka
De�nícia 1: Bravaisova mrieºka je nekone£ný diskrétny súbor bodov s tou vlastnos´ou, ºe pri poh©ade
z ©ubovo©ného bodu vyzerá orientácia a usporiadanie ostatných bodov rovnako.

De�nícia 2: Nech a1, a2, a a3 sú tri nekoplanárne vektory, t.j. a1 · a2 × a3 6= 0. Sada bodov R =
n1a1 + n2a2 + n3a3, kde n1, n2, n3 sú celé £ísla, tvorí Bravaisovu mrieºku. Vektory ai nazývame pri-
mitívnymi vektormi mrieºky.

Poznámka 1. De�nície 1 a 2 sú ekvivalentné. Je totiº o£ividné, ºe sada bodov s¨¬ajúca de�níciu 2 sp¨¬a
aj de�níciu 1. Na druhej strane, nech sada bodov sp¨¬a de�níciu 1. Skon²truujeme vektory a1, a2, a
a3 a ukáºeme, ºe sada bodov R = n1a1 + n2a2 + n3a3 je totoºná s pôvodnou sadou bodov. To bude
znamena´, ºe sada bodov sp¨¬a de�níciu 2.
Kon²trukcia a1: uvaºujme o ©ubovo©nej priamke p prechádzajúcej cez dva body Bravaisovej mrieºky.
Za a1 vezmeme vektor spájajúci najbliº²ie mrieºkové body na tejto priamke.
Kon²trukcia a2: uvaºujme o ©ubovo©nej rovine r prechádzajúcej cez priamku p a bod Bravaisovej
mrieºky mimo priamky p. Za a2 vezmeme vektor spájajúci najbliº²ie mrieºkové body, z ktorých jeden
je na priamke p a druhý je mimo priamky p, ale v rovine r.
Kon²trukcia a3: za a3 vezmeme vektor spájajúci najbliº²ie mrieºkové body, z ktorých jeden je v rovine
r a druhý mimo nej.
Ke¤ºe v²etky body Bravaisovej mrieºky majú rovnaké okolie, a ke¤ºe vektory a1, a2, a a3 spájajú
mrieºkový bod s mrieºkovými bodmi, budú v²etky body tvaru R = n1a1 + n2a2 + n3a3 leºa´ v
pôvodnej Bravaisovej mrieºke. Sta£í ukáza´, ºe takto vygenerujeme v²etky body, t.j. ºe mrieºka bodov
R = n1a1 + n2a2 + n3a3 nie je pririedka. Ale v okolí priamky p a roviny r je nová mrieºka akurátne
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hustá. Tým je dôkaz hotový.
Poznámka 2. Výber ai pre danú Bravaisovu mrieºku nie je jednozna£ný.

Symetria Bravaisových mrieºok (BM)
1. Priestorová grupa symetrie BM je symorfná.
Dôkaz. Nech U je akáko©vek operácia symetrie BM. Nech U zobrazí bod r mrieºky do bodu r′ = r+R
mrieºky. Nech TR je posunutie o R. Zrejme platí TR∗T−R = e kde e je jednotkový prvok, t.j. posunutie
tam a zasa naspä´ nie je posunutím. Potom tieº musí plati´

U = TR ∗ T−R ∗ U = TR ∗ S,

kde sme zaviedli novú operáciu symetrie S = T−R ∗U . V²imnime si, ºe operácia S zobrazuje bod r do
seba samého, a teda je bodovou symetriou. Teda kaºdý prvok priestorovej grupy symetrie vieme písa´
ako sú£in posunitia a prvku bodovej grupy. Tým je dôkaz hotový.
2. Bodová grupa symetrie BM obsahuje inverziu so stredom v ©ubovo©nom bode mrieºky. (o£ividné)
3. Bodová grupa symetrie BM môºe obsahova´ nanajvý² 2,3,4 a 6-násobné rotácie.
Dôkaz urobíme pre dvojrozmernú BM pre os prechádzajúcu mrieºkovým bodom. Nech a je najkrat²í
vektor BM. Nech oto£enie o θ je operáciou symetrie mrieºky. Nech b vznikne oto£ením a o θ. Podobne
nech c vznikne oto£ením a o −θ (inverzný prvok). Vektor b + c musí patri´ do Bravaisovej mrieºky.
Na druhej strane, vektor b + c je rovnobeºný s a, preto musí by´ jeho násobkom:

2a cos θ = na.

Kvôli ohrani£enosti kosínusu pripadajú do úvahy len rie²enia pre n = −2,−1, 0, 1, 2. Dovolené uhly
oto£enia potom sú 180◦, 120◦, 90◦, 60◦, 0◦. Tým je dôkaz hotový.

Klasi�kácia Bravaisových mrieºok∗ (Tvrdenia bez dôkazu)
1. Existuje 7 bodových grúp pre BM. Zodpovedá im 7 kry²tálových systémov, pozri tabu©ku 3.
Bodová grupa kubického kry²tálového systému obsahuje 3 navzájom kolmé 4-né osi, 4 trojné osi pozd¨º
telesových uhloprie£ok a 6 dvojných osí prechádzajúcich cez stredy proti©ahlých hrán, spolu 24 £istých
rotácií.27 Okrem nich obsahuje 24 sú£inov £istej rotácie a inverzie. Teda bodová grupa kubického
kry²tálového systému obsahuje spolu 48 operácií symetrie, pozri aj cvi£enie 2.

Tetragonálny, ortorombický, monoklinický a triklinický systém vznikajú z kubického systému po-
stupným zniºovaním symetrie. Trigonálny systém si tieº moºno predstavi´ ako deformovaný kubický
systém. Hexagonálny systém je svojbytný, lebo obsahuje prvok symetrie, ktorý absentuje v kubickom
systéme: 6-násobnú os symetrie.

kry²tálový systém Bravaisove mrieºky geometria
kubický sc,bcc,fcc a = b = c, α = β = γ = 90◦

tetragonálny st,bct a = b, α = β = γ = 90◦

ortorombický so,Bco,bco,fco α = β = γ = 90◦

monoklinický sm, Bcm α = β = 90◦

triklinický 1 ºiadne symetrie
trigonálny 1 a = b = c, α = β = γ 6= 90◦

hexagonálny 1 a = b, α = β = 90◦, γ = 60◦∑
14

Tabu©ka 3: Klasi�kácia Bravaisových mrieºok. sc,bcc,fcc=jednoduchá, objemovo centrovaná a plo²ne centrovaná ku-
bická mrieºka; st,bct=jednoduchá a objemovo centrovaná tetragonálna mrieºka; so,Bco,bco,fco=jednoduchá, bazálne
centrovaná, objemovo centrovaná a plo²ne centrovaná ortorombická mrieºka; sm, Bcm=jednoduchá a bazálne centrovaná
monoklinická mrieºka

2. Existuje 14 priestorových grúp pre BM. Zodpovedá im 14 Bravaisových mrieºok.
Obrázok 13 demon²truje rôznu priestorovú symetriu obd¨ºnikovej a centrovanej obd¨ºnikovej mrieºky,

27Sú to: identita, 3×3 oto£enia okolo 4-ných osí (o 90◦, 180◦, 270◦), 4×2 oto£enia okolo 3-ných osí (o 120◦, 240◦) a 6
oto£ení okolo 2-ných osí.
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napriek zhodnosti ich bodových symetrií. Ako ¤al²í príklad uvádzame 3 kubické BM:
1. jednoduchá kubická mrieºka: a1 = (a, 0, 0), a2 = (0, a, 0), a3 = (0, 0, a)
2. objemovo centrovaná kubická mrieºka: obsahuje okrem bodov jednoduchej kubickej mrieºky aj stredy
elementárnych kociek; z de�nície 1 vidno, ºe ide o BM; primitívne vektory moºno zvoli´ takto:
a1 = (a/2, a/2,−a/2), a2 = (a/2,−a/2, a/2), a3 = (−a/2, a/2, a/2)
3. plo²ne centrovaná kubická mrieºka: obsahuje okrem bodov jednoduchej kubickej mrieºky aj stredy
stien elementárnych kociek; primitívne vektory moºno zvoli´ takto:
a1 = (a/2, a/2, 0), a2 = (a/2, 0, a/2), a3 = (0, a/2, a/2)
�ahko vidno, ºe v²etky kubické BM majú tú istú bodovú grupu.

Obr. 13: V©avo: demon²trácia rôznej priestorovej symetrie obd¨ºnikovej a centrovanej obd¨ºnikovej mrieºky, napriek
zhodnosti ich bodových symetrií. Centrovaná mrieºka je symetrická pri inverzii vo£i bodu S (bod A sa zobrazí do bodu
B), kým necentrovaná mrieºka túto symetriu nemá. Treba si v²imnú´, ºe inverzia vo£i bodu S nie je bodovou symetriou.
Vpravo: demon²trácia rôznej symetrie obd¨ºnikovej mrieºky s bázou. Mrieºka s bázou nie je symetrická pri inverzii vo£i
bodu S, kým Bravaisova mrieºka túto symetriu má.

Primitívna bunka Bravaisovej mrieºky
Primitívnu bunku BM de�nujeme ako �dlaºdicu� asociovanú s kaºdým bodom mrieºky, pri£om dláº-
denie vyp¨¬a celý priestor a dlaºdice sa neprekrývajú. Ak koncentrácia bodov BM je n, potom objem
primitívnej jednotkovej bunky musí by´ v0 = 1/n. Tvar primitívnej bunky v²ak nie je jednozna£ne
ur£ený.

Primitívnu bunku so v²etkými symetriami BM nazývame Wignerovou-Seitzovou primitívnou
bunkou.Wignerovu-Seitzovu bunku príslu²nú k bodu X moºno skon²truova´ ako mnoºinu tých bodov
priestoru, ktorých vzdialenos´ od bodu X je men²ia neº ich vzdialenos´ od hociktorého iného bodu BM.

Ideálne kry²tály
Ideálne kry²tály (t.j. nekone£né kry²tály bez porúch) moºno �skon²truova´� nasledovným spôsobom:
zoberme tzv. bázu,28 t.j. sadu atómov v presne de�novaných plohách, pripravme nekone£ne ve©a jej
replík a periodicky ich rozmiestnime v bodoch nejakej Bravaisovej mrieºky. Je jasné, ºe takto dostaneme
kry²tál. Ukáºeme, ºe takto moºno skon²truova´ kaºdý kry²tál. Naozaj, uvaºujme kry²tál obsahujúci
atóm typu A. Ke¤ºe ide o ideálny kry²tál, v²etky atómy typu A musia ma´ rovnaké okolie.29 Sada
atómov A preto musí vytvori´ Bravaisovu mrieºku, lebo sú£as´ou okolia atómu A sú aj v²etky ostatné
atómy typu A. Argument moºno pouºi´ na akýko©vek typ atómu, preto kaºdý typ atómu by mal obsadi´
nejakú Bravaisovu mrieºku. Teraz uº sta£í iba ukáza´, ºe Bravaisove mrieºky pre v²etky typy atómov
musia by´ rovnaké. Ale to je intuitívne zrejmé, lebo keby napr. Bravaisova mrieºka pre atómy typu A
bola iná ako pre atómy typu B, potom by okolie kaºdého z atómov typu A nemohlo by´ rovnaké. Teda
rekapitulujme:

ideálny kry²tál=Bravaisova mrieºka+báza

Príklad 1: Kry²tál NaCl moºno zostroji´ z fcc Bravaisovej mrieºky s mrieºkovou kon²tantou a
vloºením dvojatómovej bázy: atóm Na v bode (0, 0, 0) a atóm Cl v bode (a/2, 0, 0).

28Niektorí autori bázu nazývajú motív. V prípade molekulárnych kry²tálov je bázou alebo motívom jedna alebo viac
molekúl.

29Nemusela by to by´ pravda napríklad pre atómy kyslíka v kry²táli pozostávajúcom z molekúl O2. Kyslíky v moleku-
lárnom kry²táli pozostávajúcom z molekúl O2 by sme v²ak mohli oindexova´. Mali by sme dva typy atómov: atóm Oa a
atóm Ob.
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Príklad 2: Kry²tál CsCl moºno zostroji´ z sc Bravaisovej mrieºky s mrieºkovou kon²tantou a vlo-
ºením dvojatómovej bázy: atóm Cs v bode (0, 0, 0) a atóm Cl v bode (a/2, a/2, a/2).

Stojí za pov²imnutie, ºe rozklad kry²tálu na Bravaisovu mrieºku a bázu nie je jednozna£ný. Naozaj,
napríklad bcc kry²tál si moºno predstavi´ alebo ako bcc Bravaisovu mrieºku s jednoatómovou bázou,
alebo ako jednoduchú kubickú Bravaisovu mrieºku s dvojatómovou bázou.

Klasi�kácia kry²tálov∗ (Tvrdenia bez dôkazu)
1. Existuje 32 bodových grúp symetrie pre kry²tály
V²imnime si, ºe bodových grúp pre kry²tály je viac, neº bodových grúp pre BM (ktorých je 7). Túto
skuto£nos´ moºno vysvetli´ nasledovne. Po vloºení bázy do kaºdého bodu BM môºu niektoré z prvkov
symetrie BM vymiznú´, ak symetria bázy je dostato£ne nízka. Preto bodová symetria mrieºok s bázou
môºe by´ niº²ia ako bodová symetria BM (pozri napr. obrázok 13). Medzi bodové grupy symetrie pre
kry²tály teda patria bodové grupy symetrie Bravaisových mrieºok spolu so v²etkými ich podgrupami.30

2. Existuje 230 priestorových grúp symetrie pre kry²tály (Fedorov, Schön�ies 1891-95)
Po£et priestorových grúp symetrie pre kry²tály je opä´ vä£²í, ako po£et priestorových grúp symetrie pre
BM (ktorých je 14). Postupným zniºovaním priestorovej symetrie BM v²ak moºno získa´ len men²iu
£as´ priestorových grúp symetrie pre kry²tály. Vä£²ina (157) priestorových grúp symetrie pre kry²tály
je nesymorfných. Je zrejmé, ºe tieto grupy nemôºu by´ podgrupami (symorfných) priestorových grúp
symetrie pre BM.

Neumannov princíp
Nasledovné takmer o£ividné tvrdenie sa nazýva Neumannovým princípom:

Symetria fyzikálnych vlastností kry²tálu je aspo¬ tak vysoká, ako jeho bodová symetria.

V²imnime si, ºe symetria fyzikálnych vlastností teda môºe by´ vy²²ia ako symetria kry²tálu. Explicitný
príklad uvidíme pri ²túdiu elektrickej vodivosti kubických kry²tálov: hoci kubické kry²tály sú inva-
riantné iba vo£i 24 oto£eniam, ich elektrická vodivos´ je izotrópna, t.j. invariantná vo£i nekone£nému
po£tu oto£ení.

Poznámky na záver

1. Ná² výklad bol zameraný na nemagnetické materiály. Ak pripustíme, ºe skúmaná látka je magneticky usporiadaná,

po£et rôznych (tzv. magnetických) priestorových grúp narastie na 1651.

2. V na²om výklade sme predpokladali, ºe v ideálnom kry²táli atómy obsadzujú deterministicky predur£ené polohy, ktoré

sú rozmiestnené periodicky. Opakom kry²tálu je sklo, t.j. materiál s viac-menej náhodne zamrznutými atómami vo vopred

nepredpovedate©ných polohách. V prírode sa v²ak realizuje aj tretia cesta: polohy atómov sú predpovedate©né, ale atómy

neobsadzujú periodickú mrieºku. Takýto typ usporiadania sa nazýva kvázikry²talickým.

Cvi£enia
1. Oto£enie o 60◦ okolo skrutkovej osi je operáciou symetrie hcp kry²tálu. Má túto symetriu aj mrieºka fcc? Môºe by´
mrieºka fcc symetrická vo£i oto£eniam okolo nejakej inej skrutkovej osi? (Vyuºite, ºe fcc je Bravaisova mrieºka.)

2. Kubické Bravaisove mrieºky sú zjavne symetrické vo£i rozli£ným zrkadleniam. Vysvetlite, pre£o sme ich explicitne
nespomenuli pri vymenovaní 48 prvkov bodovej symetrie.

3. Ukáºte, ºe body hcp mrieºky netvoria Bravaisovu mrieºku. (Pouºite de�níciu 1.) Nájdite primitívne vektory a1, a2 a
a3 a súradnice bázy pre hcp kry²tál gulí s polomerom a/2.

4.† Vypo£ítajte sumy An =
∑

x 6=0 |x|
−n pre n = 6 a n = 12 pre fcc, bcc a hcp mrieºku. Pripomíname, ºe ve©kos´ naj-

men²ieho nenulového vektora je |x| = 1. Pre atómy s Lennardovými-Jonesovými interakciami rozhodnite, ktorá mrieºka

by mala by´ stabilná.

30Nech H je podmnoºina mnoºiny G tvoriacej s operáciou násobenia ∗ grupu (G, ∗). Hovoríme, ºe (H, ∗) je podgrupou
grupy (G, ∗), ak mnoºina H je uzavretá vzh©adom na násobenie.
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6 Povrchové napätie a nukleácia

Povrchová energia
V makroskopickej termodynamike prisudzujeme rozhraniam fáz energiu úmernú ploche týchto rozhraní.
Plo²nú hustotu tejto energie nazývame povrchové napätie σ. Prítomnos´ takejto energie moºno mik-
roskopicky zdôvodni´ nasledovne. Skúmajme pre jednoduchos´ kubický kry²tál s mrieºkovou kon²tantou
a, v ktorom je kaºdá dvojica susedných atómov viazaná väzbovou energiou −ε. Nech teplota T = 0.
Rozreºme takýto kry²tál rovinou kolmou na jednu z kubických osí a vzniknuté kry²tály oddia©me od
seba. Povedzme, ºe sme rozrezali N väzieb, teda sme museli doda´ energiu N ε. Vytvorili sme pritom
dva nové povrchy, t.j. rozhrania kry²tál-vákuum, kaºdý s plochou S = Na2. Preto povrchové napätie
takýchto povrchov je

σ =
ε

2a2
=

1

6
|e|a,

kde v druhej rovnici sme povrchovú energiu porovnali s objemovou hustotou väzbovej energie kry²tálu
e = − 3ε

a3 . Povrchové napätie závisí od fáz, ktoré tvoria rozhranie, a ako ukáºeme neskôr, v prípade
kry²tálov aj od orientácie rozhrania. Pri kone£nej teplote budeme povrchové napätie de�nova´ ako
plo²nú hustotu Helmholtzovej vo©nej energie.31

Silové ú£inky povrchového napätia
Skúmajme obd¨ºnikový rámik s jedným pohyblivým ramenom d¨ºky w, na ktorý je natiahnutý �lm
kvapaliny s povrchovým napätím σ. Pri povytiahnutí ramena o dx sa povrchová energia �lmu zvý²i
o dE = 2σwdx (ke¤ºe �lm má dva povrchy: horný a dolný), preto na jednotku d¨ºky rámika treba
pôsobi´ silou

f =
F
w

=
1

w

dE

dx
= 2σ.

Teda σ má význam sily pôsobiacej na jednotku d¨ºky rozhrania, odtia© názov povrchové napätie. Po-
vrch si teda moºno predstavi´ ako elastické médium pod napätím σ.

Obr. 14: Trajektória v p-v diagrame pri izotermickom cyklovaní tlaku okolo tlaku nasýtených pár p0 skúmanej látky.
�rafovaná plocha predstavuje hysterézne straty

∮
pdv < 0 pripadajúce na 1 £asticu pri jednom cykle.

Hysterézia
Skúmajme proces izotermického stlá£ania plynu pri teplote T , pri ktorom prekro£íme tlak nasýtených
pár p0(T ). Ak je proces stlá£ania dostato£ne rýchly, kondenzácia plynu nenastane pri tlaku p0, ale pri
vy²²om tlaku pA v metastabilnej oblasti podchladeného plynu, pozri obrázok 14. Hodnota pA môºe
�uktuova´ od merania k meraniu, ale vo v²eobecnosti platí, ºe £ím je stlá£anie rýchlej²ie, tým je tlak
pA vä£²í. Podobne pri rýchlom uvo©¬ovaní tlaku na kvapalinu fázový prechod nastáva pri tlaku pB
niº²om neº p0, pri£om hodnota pB opä´ �uktuuje, pozri obrázok 14. V dôsledku spomínaných javov
makroskopický stav tekutiny nezávisí iba od stavových parametrov T a p, ale aj od histórie. Takúto
závislos´ nazývame hysteréziou. Ke¤ºe pre jeden cyklus je

∮
pdv < 0, hysteréznemu systému treba

dodáva´ prácu na vykonanie cyklu.32

31Povrchové napätie pritom moºno, striktne vzaté, de�nova´ iba pozd¨º krivky nasýtených pár. Pre prechod kvapalina
- plyn povrchové napätie σ klesá pri zvy²ovaní teploty a v kritickom bode σ = 0.

32Stojí za zmienku, ºe k hysteréznym javom dochádza pri akýchko©vek fázových prechodoch prvého druhu, teda napr.
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Obr. 15: K teórii nukleácie. Bodka na obrázku v©avo zobrazuje stavové parametre (teplota, tlak) skúmaného podc-
hladeného plynu. Vpravo je zobrazená závislos´ prírastku Gibbsovej energie plynu s kvapkou ∆G od polomeru kvapky
R.

Nukleácia
Teraz budeme ²tudova´ mechanizmus transformácie podchladeného plynu na kvapalinu. Skúmajme
teda plyn pri teplote T a tlaku p blízkom, ale vä£²om neº tlak nasýtených pár p0(T ), pozri obrá-
zok 15. Ozna£me odchýlku od tlaku nasýtených pár ∆p = p− p0 > 0. Za týchto podmienok je rozdiel
chemických potenciálov plynnej a kvapalnej fázy daný vz´ahom

∆µ = µG(T, p)− µL(T, p) = µG(T, p0)− µL(T, p0) + (vG − vL)∆p = (vG − vL)∆p > 0,

£iºe plynná fáza je globálne nestabilná vo£i kvapalnej fáze. Zaujímajme sa o osud malej gu©ô£ky
kvapaliny s polomerom R. Prírastok Gibbsovej energie systému plyn+kvapka oproti homogénnemu
plynu je33

∆G(R) = −NL∆µ+ 4πR2σ = −4π

3

∆µ

vL
R3 + 4πσR2,

kde prvý £len meria zmenu Gibbsovej energie pre NL = 4
3πR

3/vL £astíc, ktoré zmenili skupenstvo,
a druhý £len je povrchová energia kvapky. Tvar funkcie ∆G(R) je zobrazený na obrázku 15 a jej
maximum sa nachádza pri polomere

Rc =
2σvL
∆µ

=
2σ

∆p

vL
vG − vL

.

Kvapky s polomerom Rc sú vo vratkej rovnováºnej polohe: men²ie kvapky sú nestabilné vo£i vyparo-
vaniu a vä£²ie kvapky budú rás´ nad v²etky medze. Teda aby nastal fázový prechod, musí tepelnou
�uktuáciou vzniknú´ kritická kvapka s polomerom Rc a vo©nou energiou ∆Gc = ∆G(Rc), £iºe

∆Gc =
16π

3

σ3v2
L

(∆µ)2
=

16π

3

σ3

(∆p)2

(
vL

vG − vL

)2

.

Pravdepodobnos´ takéhoto procesu je pod©a ²tatistickej fyziky úmerná faktoru exp (−∆Gc/T ). V²im-
nime si, ºe s pribliºovaním pracovného bodu ku krivke nasýtených pár, teda pre ∆p→ 0, rastie rozmer
kritických kvapiek a zárove¬ klesá pravdepodobnos´ generácie takýchto kvapiek. V²imnime si tieº úlohu
povrchového napätia pri nukleácii novej fázy: kone£ná hodnota σ spôsobuje kone£nú hodnotu ∆Gc, a
teda aj stabilitu podchladenej kvapaliny.

V reálnych plynoch uzavretých v nádobách obvykle dochádza ku tvorbe kvapiek na stenách nádob
alebo na ne£istotách, pretoºe tam je obvykle povrchová energia kvapiek niº²ia.

Smerová závislos´ povrchového napätia
Ozna£me normálu k povrchu kry²tálu n a skúmajme závislos´ povrchového napätia σ od n, t.j. vy²et-
rujme funkciu σ(n). O£akávame, ºe pre povrchy s normálami vo význa£ných smeroch nadobúda funkcia

aj pri prechodoch kvapalina-kry²tál alebo kry²tál-plyn. Fázové prechody medzi rôznymi kry²talickými fázami sú tieº
obvykle prvého druhu. V prípade, ºe medzi priestorovými grupami kry²talických fáz je vz´ah grupa-podgrupa, môºe ís´
o fázový prechod druhého druhu.

33V skuto£nosti je tlak vnútri kvapky, ktorá je v mechanickej rovnováhe s okolitým plynom, vä£²í neº tlak plynu.
Rozdiel tlakov nazývame Laplaceov tlak, pozri cvi£enie 1. V na²ich úvahách tento rozdiel zanedbávame. Ke¤ v teórii
nukleácie zoh©adníme Laplaceov tlak, dostaneme iba malé korekcie, pozri cvi£enie 4.
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Obr. 16: Horný rad. V©avo: £iarkovaná £iara znázor¬uje atomárnu rovinu v kry²táli; plná £iara zobrazuje makrokopické
nato£enie povrchu kry²tálu. Vpravo: mikroskopický poh©ad na ten istý povrch. Dolný rad. Typická závislos´ povrchového
napätia σ(n) od orientácie normály n. Zobrazené sú iba niektoré význa£né smery v kubickom kry²táli.

σ(n) lokálne minimá. Ukáºeme, ºe kvôli diskrétnosti atomárnej ²truktúry kry²tálu bude funkcia σ(n)
v blízkosti takýchto lokálnych miním neanalytická.34

Naozaj, nech θ � 1 je uhlová odchýlka normály n od význa£ného smeru v kry²tali. Takáto odchýlka
sa musí realizova´ ako sada rovnobeºných schodíkov s atomárnym rozmerom a, pri£om vzdialenos´
medzi schodíkmi je L, pozri obrázok 16. Zjavne musí by´ θ = a/L. Plo²ná hustota energie takéhoto
povrchu bude sú£tom plo²nej hustoty energie povrchu s normálou vo význa£nom smere σ(0) a energií
schodíkov. Nech energia jednotkovej d¨ºky schodíka je F . Plo²ná hustota energie povrchu v smere θ
potom bude

σ(θ) = σ(0) +
F
L

= σ(0) + |θ|F
a
.

Pre kubický kry²tál preto môºe funkcia σ(n) vyzera´ ako na obrázku 16.

Rovnováºny tvar kry²tálov
Skúmajme �xované mnoºstvo látky v krabici s objemom V a predpokladajme, ºe v krabici sa nachádza kry²tál v rovnováhe
s vlastnými parami, pozri obrázok 17.35 Nech objemy tuhej a plynnej fázy sú VS a VG, pri£om V = VS + VG.

Obr. 17: V©avo: skúmaná krabica s kry²tálom v rovnováhe s vlastnými parami. Vpravo: de�nícia plôch Sn a k nim
príslu²ných vý²ok hn.

O£akávame, ºe rovnováºny kry²tál pozostáva z kone£ného po£tu stien orientovaných vo význa£ných smeroch s plo-
chami Sn a nízkymi povrchovými energiami σn, napr. v modelovom príklade na obrázku 16 v smeroch (100), (110)
a (111). Pre �xované V a T bude v rovnováºnom systéme minimalizovaná Helmholtzova vo©ná energia F . Pri malom
náraste objemu kry²tálu dVS = −dVG sa vo©ná energia zmení nasledovne

dF = −psdVS − pGdVG +
∑
n

σndSn = (pG − pS)dVS +
∑
n

σndSn,

kde dSn je prírastok plochy n-tej povrchovej steny pri náraste objemu kry²tálu. Ke¤ºe vo©ná energia je pre rovnováºny
tvar kry²tálu minimálna, musí plati´ dF = 0. Pri na²ich úvahách sa obmedzíme na také tvary kry²tálov, pre ktoré

34�peciálne smery v kubickej mrieºke budeme ozna£ova´ nasledovne: (100) je smer od stredu elementárnej kocky do
stredu jej steny, (110) je smer od stredu elementárnej kocky do stredu hrany takejto kocky a (111) je smer od stredu
elementárnej kocky do jej vrcholu.

35Pre jednoduchos´ uvaºujeme o (chemicky) jednozloºkovom systéme.
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je moºné nájs´ taký vnútorný bod S kry²tálu, ºe spojnice tohto bodu so v²etkými vrcholmi kry²tálu leºia celé vnútri
kry²tálu. Objem kry²tálu potom bude sú£tom objemov ihlanov, ktorých podstavami sú jednotlivé steny kry²tálu a
vrcholom v²etkých ihlanov je bod S. Ak vý²ky týchto ihlanov ozna£íme hn, bude plati´ VS = 1

3

∑
n hnSn, a preto

dVS =
1

3

∑
n

(Sndhn + hndSn).

Na druhej strane, prírastok objemu dVS moºno o£ividne písa´ aj v tvare dVS =
∑
n Sndhn. Porovnaním nájdených dvoch

výrazov pre dVS dostávame dVS = 1
2

∑
n hndSn, preto podmienku dF = 0 môºeme písa´ v tvare

dF =
∑
n

[
1

2
(pG − pS)hn + σn

]
dSn = 0.

Ke¤ºe táto podmienka má by´ splnená pre ©ubovo©nú sadu dSn, musí plati´ 1
2
(pG − pS)hn + σn = 0, £o moºno písa´ v

tvare36

pS − pG =
2σn
hn

.

Teda pre známu sadu povrchových napätí vo význa£ných smeroch σn vieme ur£i´ sadu hn, a tým pádom aj rovnováºny
tvar kry²tálu.

Teplotná závislos´ rovnováºneho tvaru. Pri nízkych teplotách je teda rovnováºnym tvarom kry²tálu mnohosten. Na druhej
strane, pri teplotách vy²²ích ako teplota topenia Tm sa kry²tál roztopí a rovnováºnym tvarom kvapaliny je gu©a. Vzniká
preto otázka, £i sa rovnováºny tvar kondenzovanej látky pri teplote Tm mení skokom. Ukazuje sa, ºe tomu tak nie je a ºe
zmena tvaru sa uskuto£¬uje postupne v intervale medzi teplotami Tr a Tm. Pri teplotách T < Tr je rovnováºnym tvarom
kry²tálu mnohosten. V intervale teplôt Tr < T < Tm sa kry²tál za£ne zaob©ova´, najprv v blízkosti vrcholov, neskôr
hrán. E²te neskôr sa za£nú zaob©ova´ postupne v²etky sady stien, aº napokon zanikne aj posledná rovinná £as´ povrchu.
Teplotu Tr nazývame teplotou zdrs¬ovania (anglicky roughening), pretoºe oblé £asti povrchu vyzerajú na mikroskopickej
²kále drsné oproti atomárne hladkým rovinným £astiam povrchu.

Reálne tvary kry²tálov sú zriedka zhodné s rovnováºnymi. Dobrým príkladom sú snehové vlo£ky, ktoré zjavne nemajú

minimálnu povrchovú energiu. Dôvody pre vznik bizarného tvaru snehových vlo£iek sú kinetické: kry²tál preferen£ne

rastie v niektorých smeroch. Ak je rýchlos´ rastu dostato£ne ve©ká, kry²tál nemá dos´ £asu na nájdenie energeticky

optimálneho tvaru.

Mikro²truktúra materiálov
Materiály v tuhej fáze obvykle vznikajú chladnutím z taveniny. Pri tuhnutí sa opä´ uplat¬uje nukle-
a£ný mechanizmus. Oproti kondenzácii kvapalín z pár v²ak existuje jeden podstatný rozdiel: orientácie
kry²talických osí v rôznych zárodkoch sú náhodné. Preto po ukon£ení procesu kry²talizácie materiál
obvykle pozostáva zo sady monokry²talických z¯n s náhodnými orientáciami. Takýto materiál nazý-
vame polykry²talickým. Rozmer z¯n je daný stup¬om podchladenia taveniny, podobne ako v prípade
nukleácie kvapiek. Pre ve©ké podchladenia (t.j. pri rýchlom chladení) sú polykry²talické zrná malé, kým
pre malé podchladenia (t.j. pri pomalom chladení) vznikajú ve©ké zrná. Po ukon£ení procesu kry²ta-
lizácie sa mikro²trukúra materiálu môºe meni´ pomalými procesmi rastu jedných z¯n na úkor iných.
Výsledkom takého procesu je zánik malých z¯n a rast priemerného rozmeru zrna.

Cvi£enia
1. Laplaceov tlak. Ukáºte, ºe tlak pL v kvapke gu©ového tvaru s polomerom R a povrchovovým napätím σ je vy²²í ako
tlak okolitého plynu pG, pri£om pL − pG = 2σ

R
. Návod: Skúmajte krabicu s objemom V = VG + VL a predpokladajte

mechanickú rovnováhu, t.j. zmena Helmholtzovej vo©nej energie pri zmene objemu kvapky VL má by´ nulová.

2. Preskúmajte smerovú závislos´ povrchového napätia dvojrozmerného ²tvorcového kry²tálu s mrieºkovou kon²tantou a
a väzbovou energiou −ε medzi najbliº²ími susedmi. Návod: Vypo£ítajte povrchovú energiu rozhrania so schodíkmi vý²ky
na a d¨ºky ma. Takéto rozhranie zviera uhol θ so smerom (10), pri£om tan θ = n

m
.

3. Predpokladajte, ºe povrchové napätie skúmaného kubického kry²tálu nadobúda lokálne minimá v smeroch (100), (110)
a (111).
(a) Aký bude rovnováºny tvar kry²tálu, ak σ100 � σ110, σ111?
(b) Aký bude rovnováºny tvar kry²tálu, ak σ110 � σ100, σ111?
(c) Aký bude rovnováºny tvar kry²tálu, ak σ111 � σ100, σ110?
(d) Nájdite minimálne hodnoty povrchových napätí σ110 a σ111, pre ktoré odpove¤ v bode (a) e²te platí. Podobne ana-
lyzujte aj prípad (c).

36V ²peciálnom prípade, kedy povrchové napätie σ nezávisí od orientácie povrchu, ná² postup reprodukuje výsledok
pre Laplaceov tlak, pozri cvi£enie 1.
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4.∗ Teória nukleácie s uváºením Laplaceovho tlaku. Nájdite kritický polomer kvapky Rc, pri ktorom sa realizuje vratká

rovnováha medzi kvapkou a okolitým plynom. Skúmajte Helmholtzovu vo©nú energiu krabice s objemom V = VG +VL a

ºiadajte jednak mechanickú rovnováhu (t.j. dF = 0 pri zmene objemu dVL = −dVG), jednak �chemickú� rovnováhu (t.j.

dF = 0 pri zmene po£tu £astíc dNL = −dNG).

7 Difrak£né experimenty 1

Klasické mikroskopické metódy zaloºené na pouºití vidite©ného svetla neumoº¬ujú ²túdium atomárnej
²truktúry látok, pretoºe rozli²ovacia schopnos´ takýchto mikroskopov je daná vlnovou d¨ºkou vidi-
te©ného svetla, a teda je omnoho vä£²ia ako rozmer atómu. Aby sme získali potrebnú rozli²ovaciu
schopnos´, musíme preto pouºi´ namiesto fotónov vidite©ného svetla iné £astice, ktorých vlnová d¨ºka
je porovnate©ná s rozmermi atómu. Kvôli porovnate©nej ve©kosti mrieºkovej kon²tanty a vlnovej d¨ºky
testovacích £astíc v²ak zákonite dochádza k ohybu (difrakcii) vlnenia. Obraz látky preto nemoºno in-
terpretova´ pomocou geometrickej optiky, ale musíme zobra´ do úvahy vlnový charakter testovacích
£astíc. Preto hovoríme o difrak£ných metódach ²truktúrnej analýzy.37

£astice disperzný zákon energia pri λ = 1Å interakcia s: h¨bka vniku
fotóny ε = ~ck 12 keV elektróny 1 mm
neutróny ε = (~k)2/(2M) 0.1 eV jadrá; spiny elektrónov 5 cm
elektróny ε = (~k)2/(2m) 100 eV elektrostatický potenciál 1 µm

Tabu©ka 4: Preh©ad £astíc, ktorých difrakciou skúmame ²truktúru materiálov.

Klasi�kácia difrak£ných experimentov
Základnou poºiadavkou pri ²truktúrnej analýze je, aby analytická metóda nede²truovala ²tudovaný
materiál. Ako testovacie £astice v difrak£ných experimentoch sa obvykle pouºívajú fotóny, neutróny a
elektróny (pozri Tabu©ku 4), ktorých de²truk£né ú£inky moºno ú£inne minimalizova´. Fotóny sa zís-
kavajú z tzv. anódového ºiarenia alebo zo synchrotrónového ºiarenia.38 Zdrojom neutrónov je typicky
jadrový reaktor alebo tzv. ²tiepny zdroj.39 Posledný st¨pec tabu©ky je v zhode s predstavou, ºe najsilnej-
²ie s látkou interagujú elektricky nabité elektróny, ktoré preto prenikajú len cez malú hrúbku materiálu.

Braggova formulácia
Uvaºujme o rozptyle v¨n na dokonalom kry²táli. Nech na vzorku dopadá monochromatická rovinná vlna
s vlnovým vektorom k. Skúmajme intenzitu elasticky rozptýleného ºiarenia vo vzdialenom detektore,
ku ktorému sa ºiarenie musí ²íri´ s vlnovým vektorom k′. Z elasticity pritom plynie poºiadavka |k| =
|k′| = 2π

λ , kde λ je vlnová d¨ºka ºiarenia. Ukáºeme, ºe zmena vlnového vektora ºiarenia k′ − k nesie
informáciu o geometrii kry²tálu.

Kry²tál si predstavme ako sadu mrieºkových rovín so vzdialenos´ou d medzi susednými rovinami.
Nech dopadajúce ºiarenie sa odráºa od jednotlivých rovín z danej sady pod©a zákona dopadu a odrazu
z optiky. Predpokladáme pritom, ºe k difrakcii dôjde iba raz, t.j. ºe odrazené ºiarenie sa druhýkrát

37Do tejto schémy v²ak nezapadá moderná technika rastrovacej tunelovej mikroskopie (STM) a príbuzné techniky,
pomocou ktorých moºno skúma´ rozloºenie atómov na povrchu kry²tálov. Pozri aj cvi£enie 15.5.

38V Röntgenovej lampe vysokoenergetický elektrón naráºa na anódu a produkuje fotóny jednak brzdným ºiarením a
jednak tým, ºe excituje atómy anódy, ktoré potom relaxujú do základného stavu. V röntgenovskej oblasti pritom leºia
tzv. Kα £iary, ktoré pochádzajú z prechodov medzi najniº²ou a prvou excitovanou energetickou ²upkou atómov; napr. Kα
£iara medi má energiu 8.98 keV. Pokia© röntgenovskú lampu pouºívame ako zdroj monochromatického ºiarenia v blízkosti
£iary Kα, typicky aº 99% energie dopadajúcich elektrónov sa v kone£nom dôsledku spotrebuje na teplo. Kvôli zníºeniu
zahrievania sa preto pouºíva tzv. rotujúca anóda. Synchrotróny sú ve©ké zariadenia, v ktorých sa vysokoenergetické
elektróny pohybujú po uzavretých dráhach a v dôsledku nenulového zrýchlenia sa stávajú zdrojom brzdného ºiarenia.

39V ²tiepnom zdroji (spallation source) ostre©ujeme vysokoenergetickými protónmi ter£ík z ´aºkého kovu, napr. uránu
alebo tantalu. Neutróny sú produkované v zráºkach protónov s jadrami v ter£íku. Neutróny produkované reaktorom alebo
²tiepnym zdrojom treba spomali´ na energiu porovnate©nú s tepelnou energiou - hovoríme o tzv. termálnych neutrónoch.
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neodráºa. Toto je obvykle dobré priblíºenie pre rozptyl fotónov a neutrónov, nie v²ak pre rozptyl
elektrónov, ktoré silne interagujú s mrieºkou.

Ak ozna£íme uhol, ktorý zviera dopadajúci lú£ s mrieºkovou rovinou ako θ,40 potom dráhový rozdiel
lú£ov, ktoré sa odráºajú od susedných mrieºkových rovín, je 2d sin θ. Kon²truktívna interferencia preto
nastane, ak je splnená Braggova podmienka

2d sin θ = nλ,

kde n je celé £íslo. Pre danú orientáciu kry²tálu a pre daný smer a vlnovú d¨ºku dopadajúceho ºiarenia
treba preskúma´ v²etky myslite©né sady mrieºkových rovín (t.j. v²etky myslite©né hodnoty θ) a zisti´,
£i pre niektorú z nich nie je splnená Braggova podmienka. Ke¤ je táto podmienka splnená, dochádza
k difrakcii dopadajúceho ºiarenia o uhol 2θ.

Obr. 18: V©avo: v typickom rozptylovom experimente poznáme vlnový vektor k dopadajúceho ºiarenia a meriame
intenzitu ºiarenia opú²´ajúceho vzorku s vlnový, vektorom k′. Vpravo: obrázok ukazuje dráhový rozdiel pre lú£e odrazené
od dvoch susedných atomárnych rovín.

von Laueho formulácia
Vlna dopadajúca na ²tudovaný materiál sa v ¬om môºe rozptýli´ na jednotlivých atómoch a difrakciu
moºno chápa´ aj ako interferenciu ºiarenia od jednotlivých rozptylových centier. Uvidíme, ºe ide o
v²eobecnej²í prístup neº Braggova formulácia, ktorý pre kry²tály reprodukuje Braggovu podmienku,
ale umoº¬uje napr. aj analýzu difrakcie na kvapalinách.

Obr. 19: Fázový rozdiel pre lú£e rozptýlené na dvoch atómoch v relatívnej vzdialenosti R.

Zaoberajme sa otázkou, aká bude amplitúda pravdepodobnosti difrakcie vlny s vlnovým vektorom
k do vlny s vlnovým vektorom k′ pre prípad rozptylu na dvoch rozptylových centrách v bodoch 0 a
R. Nech amplitúda rozptylu na centre v bode 0 je f . Potom amplitúda rozptylu na centre v bode
R bude okrem f obsahova´ aj fázové faktory zodpovedajúce rozdielnym dráham, ktoré musia rovinné
vlny absolvova´ k bodom 0 a R a sú£et oboch amplitúd bude f + fei(k−k

′)·R.

40Na rozdiel od optiky, uhol dopadu nemeriame od kolmice.
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Zov²eobecnime teraz tento výsledok na prípad rozptylu na mnohých rôznych atómoch v polohách
Rn s individuálnymi rozptylovými amplitúdami (tzv. atómovými formfaktormi) fn. Dostaneme∑

n

fne
iq·Rn , (8)

kde sme zaviedli tzv. prenesenú hybnos´41

q = k− k′.

V experimentoch sa meria intenzita ºiarenia na tienidle, ktorá je daná ²tvorcom amplitúdy pravdepo-
dobnosti:

I(q) =

∣∣∣∣∣∑
n

fne
iq·Rn

∣∣∣∣∣
2

. (9)

Vz´ah (9) pre tzv. ²truktúrnu funkciu I(q) platí pre difrakciu na akomko©vek materiáli (tuhá látka,
kvapalina, sklo,...).42

Atomárny formfaktor
Teraz preskúmame, ako atomárne formfaktory fn závisia od prenesenej hybnosti q a od typu atómov.
Pri na²ej analýze sa obmedzíme na rozptyl röntgenovského ºiarenia; v tomto prípade sú primárnym
zdrojom rozptylu elektróny. Na atóm typu n sa môºeme pozrie´ ako na spojité rozloºenie elektrónového
náboja ρn(r). Ak zov²eobecníme výraz (8) na prípad rozptylu na spojitom rozloºení náboja, dostaneme

fn(q) = fel

∫
d3rρn(r)eiq·r = 2πfel

∫ ∞
0

drr2ρn(r)

∫ 1

−1
dteiqrt = 4πfel

∫ ∞
0

drr2ρn(r)
sin qr

qr
,

kde fel je amplitúda rozptylu pre jediný elektrón.43 V druhej rovnosti sme predpokladali sféricky sy-
metrické rozloºenie náboja v atóme a pre²li sme k integrácii vo sférických súradniciach. Namiesto uhla
ϑ medzi vektormi r a q sme pritom zaviedli premennú t = cosϑ. V²imnime si, ºe fn(q = 0) = Zfel,
kde Z je po£et elektrónov v atóme.44 Pre ve©ké prenesené hybnosti, t.j. ak q je aspo¬ 1/rozmer atómu,
formfaktor klesá, ke¤ºe vtedy funkcia sin qr rýchlo osciluje na ²kále atómu.

Recipro£ná mrieºka
Výraz (9) ukazuje, ºe difrakciu je prirodzené popisova´ v priestore vlnových vektorov, ktorý nazývame
tzv. recipro£ným priestorom. V tomto odstavci preskúmame recipro£ný priestor pre Bravaisovu mrieºku
bodov R = n1a1 + n2a2 + n3a3 s primitívnymi vektormi a1, a2, a3 a objemom primitívnej bunky
v0 = a1 · (a2 × a3). Recipro£nou mrieºkou k danej Bravaisovej mrieºke nazývame mnoºinu v²etkých
bodov K v priestore vlnových vektorov, pre ktoré platí

eiK·R = 1 pre v²etkyR. (10)

Tvrdenie: recipro£ná mrieºka je Bravaisovou mrieºkou v priestore vlnových vektorov s primitívnymi
vektormi

b1 = 2π
a2 × a3

a1 · (a2 × a3)
, b2 = 2π

a3 × a1

a1 · (a2 × a3)
, b3 = 2π

a1 × a2

a1 · (a2 × a3)
.

41Pod©a de Broglieho má £astica s vlnovým vektorom k hybnos´ p = ~k. Preto budeme (v súlade s beºnou praxou)
vlnový vektor a hybnos´ chápa´ ako synonymá. V kvantovej teórii si difrakciu môºeme predstavi´ ako zráºku fotónu s
po£iato£nou hybnos´ou p s materiálom: kone£ná hybnos´ fotónu je p′ a rozdiel hybností odnesie (masívna) vzorka.

42Ke¤ºe typický difrak£ný experiment sa realizuje akumuláciou dát za £as dlhý v porovnaní s typickými �uktua£nými
£asmi vo vzorke, výraz (9) pre ²truktúrnu funkciu treba ustredni´ v £ase. Pre ideálne kry²tály takéto ustrednenie nevedie
k ºiadnym zmenám, v prípade kvapalín je v²ak ustrednenie k©ú£ové.

43Röntgenovské fotóny sa na elektrónoch rozpty©ujú tzv. Thomsonovým rozptylom, ktorý moºno klasicky popísa´
nasledovne: dopadajúce ºiarenie rozkmitá elektróny, ktoré následne vyºarujú na tej istej frekvencii. Z klasickej analýzy
rozptylového procesu pre závislos´ fel od rozptylového uhla 2θ vyplýva |fel|2 ∝ 1 + cos2 2θ.

44Tento výsledok vysvet©uje, pre£o atómy vodíka obvykle nie sú pri röntgenovskej difrakcii vidite©né. V²imnime si
¤alej, ºe pre röntgenovské ºiarenie budú ióny K+ a Cl− takmer nerozlí²ite©né, pretoºe ich elektrónové oblaky sú takmer
rovnaké, ke¤ºe oba sú podobné atómu Ar. Na rozlí²enie iónov K+ a Cl− bude preto zrejme výhodné pouºi´ napr. rozptyl
neutrónov.
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Dôkaz. Priamym výpo£tom ©ahko overíme platnos´ vz´ahu

bi · aj = 2πδij ,

kde δij je Kroneckerova delta. Preto pre kaºdý celo£íselný násobok vektorov b1, b2, b3, t.j. pre kaºdý
vektor

K = m1b1 +m2b2 +m3b3,

kde m1,m2,m3 sú celé £ísla, platí eiK·R = e2πi(m1n1+m2n2+m3n3) = 1. Teda v²etky celo£íselné násobky
b1, b2, b3 patria do recipro£nej mrieºky. Na druhej strane, ©ahko vidno, ºe ak aspo¬ jedno z £ísel
m1,m2,m3 nie je celé, potom moºno vybra´ R tak, aby eiK·R 6= 1. Takto sme ukázali, ºe recipro£ná
mrieºka obsahuje práve v²etky celo£íselné násobky b1, b2, b3.

Wignerova-Seitzova bunka recipro£nej mrieºky okolo bodu K = 0 sa nazýva 1.Brillouinova zóna.
Explicitné príklady recipro£ných mrieºok, ako aj niektoré v²eobecné tvrdenia o nich, preberieme na
cvi£eniach.

Millerove indexy mrieºkových rovín
Teraz ukáºeme, ºe medzi vektormi recipro£nej mrieºky K = hb1 + kb2 + lb3 a mrieºkovými rovinami
vystupujúcimi v Braggovej podmienke existuje úzky súvis.

Skúmajme rovinnú vlnu eiK·r ako funkciu súradnice r v reálnom (nie recipro£nom) priestore. Rov-
nica eiK·r = 1 de�nuje v reálnom priestore sadu rovín, tzv. vlnoplôch, ktoré sú kolmé na K a ktorých
vzdialenos´ je d = 2π

K . Predpokladajme, ºe h, k, l vo výraze pre K nemajú netriviálneho spolo£ného
delite©a. Inými slovami, nech K je najkrat²í z vektorov recipro£nej mrieºky v danom smere. Potom
systém rovín eiK·r = 1 má nasledovné vlastnosti:
1. Kaºdý mrieºkový bod R patrí do jednej z rovín eiK·r = 1.
2. V²etky roviny eiK·r = 1 sú obsadené bodmi R rovnako, £iºe vzdialenos´ susedných mrieºkových
rovín je d = 2π

K .
Indexy h, k, l sa nazývajú Millerovými indexami zodpovedajúceho systému mrieºkových rovín. Sys-
tém takýchto rovín sa ozna£uje (h, k, l).45

Dôkaz. Ke¤ºe v²etky mrieºkové body R Bravaisovej mrieºky sp¨¬ajú rovnicu eiK·R = 1, musia sa
v²etky z nich nachádza´ v niektorej z rovín eiK·r = 1. Ostáva ukáza´, ºe v²etky roviny eiK·r = 1 sú
rovnako obsadené. Ke¤ºe ide o Bravaisovu mrieºku, ak je nejaká rovina obsadená mrieºkovými bodmi,
musí by´ obsadená rovnako ako kaºdá iná rovina. Stále v²ak existuje moºnos´, ºe len kaºdá n-tá vyde-
lená rovina je obsadená. Potom v²ak pod©a de�nície (10) spolu s vektorom K musí recipro£ná mrieºka
obsahova´ aj krat²í vektor K

n , £o je v spore s predpokladom, ºe K je najkrat²í vektor recipro£nej
mrieºky v danom smere. Tým je dôkaz ukon£ený.

Cvi£enia
1. Ukáºte, ºe objem primitívnej bunky recipro£nej mrieºky je b1 · (b2 × b3) = (2π)3

v0
.

2. K recipro£nej mrieºke, ke¤ºe je Bravaisovou mrieºkou, moºno de�nova´ jej recipro£nú mrieºku

c1 = 2π
b2 × b3

b1 · (b2 × b3)
, c2 = 2π

b3 × b1

b1 · (b2 × b3)
, c3 = 2π

b1 × b2

b1 · (b2 × b3)
.

Ukáºte, ºe pre i = 1, 2, 3 platí ci = ai, t.j. ºe recipro£ná mrieºka recipro£nej mrieºky je totoºná s pôvodnou Bravaisovou
mrieºkou.

3. Dokáºte nasledovné tvrdenia:
(a) recipro£ná mrieºka sc mrieºky s a1 = (a, 0, 0), a2 = (0, a, 0), a3 = (0, 0, a) je sc mrieºka:

b1 = (
2π

a
, 0, 0) b2 = (0,

2π

a
, 0) b3 = (0, 0,

2π

a
),

(b) recipro£ná mrieºka bcc mrieºky s a1 = a
2
(1, 1,−1), a2 = a

2
(−1, 1, 1), a3 = a

2
(1,−1, 1) je fcc mrieºka:

b1 =
2π

a
(1, 1, 0) b2 =

2π

a
(0, 1, 1) b3 =

2π

a
(1, 0, 1),

45V kubických kry²táloch (aj centrovaných) sa Millerove indexy volia vzh©adom na zodpovedajúcu jednoduchú kubickú
mrieºku.
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(c) recipro£ná mrieºka fcc mrieºky s a1 = a
2
(1, 1, 0), a2 = a

2
(0, 1, 1), a3 = a

2
(1, 0, 1) je bcc mrieºka:

b1 =
2π

a
(1, 1,−1) b2 =

2π

a
(−1, 1, 1) b3 =

2π

a
(1,−1, 1).

4. Vypo£ítajte atomárny formfaktor f(q) pre atóm s modelovou hustotou elektrónového náboja ρ(r) = Z
(a
√
π)3

e−r2/a2 .
Návod: Pouºite kartézske súradnice.

5.∗ Vypo£ítajte diferenciálny ú£inný prierez pre rozptyl monochromatickej rovinnej elektromagnetickej vlny na klasickej

bodovej £astici s nábojom −e a hmotnos´ou m.

8 Difrak£né experimenty 2

V tejto predná²ke najprv dokáºeme ekvivalenciu Braggovho a von Laueho opisu difrakcie. Vo zvy²ku
predná²ky popí²eme, ako moºno realizova´ difrak£né experimenty.

�truktúrna funkcia pre kry²tál
Pre mrieºku s bázou moºno polohy atómov vyjadri´ v tvare Rj = R + rj , kde R je polohový vektor
v Bravaisovej mrieºke a rj je poloha atómu (s formfaktorom fj) v báze. Preto môºeme ²truktúrnu
funkciu kry²tálu zapísa´ nasledovne:46

I(q) =

∣∣∣∣∣∣
∑
R

∑
j

fje
iq·(R+rj)

∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣
∑
j

fje
iq·rj

∣∣∣∣∣∣
2

×

∣∣∣∣∣∑
R

eiq·R

∣∣∣∣∣
2

. (11)

Teda intenzita ºiarenia s prenesenou hybnos´ou q je daná sú£inom dvoch faktorov: faktora súvisiaceho
s tvarom bázy a faktora súvisiaceho s typom Bravaisovej mrieºky.

Výpo£et sumy
∑

R e
iq·R

Uvaºujme pre jednoduchos´ o kry²táli v tvare rovnobeºnostena s N = N1N2N3 elementárnymi bun-
kami.47 Hrany kry²tálu teda sú N1a1, N2a2, N3a3, pri£om N1,N2,N3 � 1. Predpokladajme najprv,
ºe povolené hodnoty vlnového vektora sú

q =
m1

N1
b1 +

m2

N2
b2 +

m3

N3
b3, (12)

kde mi sú celé £ísla. Ke¤ºe N1,N2,N3 � 1, povolené hodnoty q sú potom takmer spojito rozloºené.
Máme teda, ke¤ºe R = n1a1 + n2a2 + n3a3,

∑
R

eiq·R =

N1−1∑
n1=0

ein1q·a1

N2−1∑
n2=0

ein2q·a2

N3−1∑
n3=0

ein3q·a3 =
1− e2πim1

1− e2πim1/N1

1− e2πim2

1− e2πim2/N2

1− e2πim3

1− e2πim3/N3
,

kde sme v druhej rovnici vyuºili vzorec pre sumu geometrického radu Ni £lenov. �ahko vidno, ºe ak
mi nie sú násobkami Ni, potom suma je rovná nule. Ak v²ak mi sú násobkami Ni, potom q je totoºné
s nejakým vektorom recipro£nej mrieºky a preto v²etky £leny sumy sú rovné 1. Sumárne teda moºno
písa´ ∑

R

eiq·R = N
∑
K

δqK, (13)

kde δqK je Kroneckerova delta.

46Opä´ sa obmedzujeme na prípad rozptylu röntgenovského ºiarenia. V prípade rozptylu neutrónov existuje doda-
to£ná komplikácia, ktorá súvisí s tým, ºe obvykle nemáme do £inenia s izotopicky £istými materiálmi. Kvôli náhodnému
rozdeleniu izotopov vo vzorke preto formfaktor j-teho atómu bázy závisí aj od polohy R v Bravaisovej mrieºke.

47Predpokladáme totiº, ºe pre dostato£ne ve©ké kry²tály difrak£ný obrazec závisí iba od vnútornej geometrie kry²tálu
a nie od makroskopického tvaru kry²tálu.
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Zámena sumy cez q za integrál
Ke¤ºe dovolené body (12) vytvárajú pre makroskopické N1,N2,N3 hustú sie´, sumu cez dovolené
hodnoty q môºeme chápa´ ako Riemannovu sumu pre nasledovný integrál:∫

d3q =
(2π)3

N v0

∑
q

=
(2π)3

V
∑
q

. (14)

V prvej rovnici sme si v²imli, ºe v 1. Brillouinovej zóne, ktorej objem je (2π)3

v0
(pozri cvi£enie 7.1),

leºí N dovolených bodov (12), a preto s kaºdým z nich je asociovaný elementárny Riemannov objem
(2π)3

Nv0
. V druhej rovnici sme vyuºili, ºe V = N v0 je objem celého kry²tálu. Výsledok (14) budeme £asto

pouºíva´ v ¤al²om výklade.

Výpo£et sumy
∑

R e
iq·R pre spojito rozloºené vektory q

Prepí²me teraz výsledok (13) pre spojito rozloºené vektory q. Je zrejmé, ºe Kroneckerovu deltu musí v tomto pripade
nahradi´ Diracova delta funkcia. Ukáºeme, ºe pre makroskopické kry²tály platí∑

R

eiq·R =
(2π)3

v0

∑
K

δ(q−K). (15)

Z porovnania s rovnicou (13) je zrejmé, ºe sta£í ukáza´, ºe multiplikatívny faktor pred Diracovou delta funkciou je
zvolený správne. Za tým ú£elom po£ítajme sumu

∑
q∈S oboch strán rovnice (15), kde S je oblas´ v hybnostnom priestore

obsahujúca práve jeden bod recipro£nej mrieºky a hodnoty q beºia cez dovolené hodnoty (12). Suma ©avej strany dá, s
vyuºitím (13), výsledok

∑
q∈S N

∑
K δqK = N . Na druhej strane, ak pouºijeme výsledok (14) na výpo£et sumy

∑
q∈S

pravej strany, dostaneme∑
q∈S

(2π)3

v0

∑
K

δ(q−K) =
V

(2π)3

∫
S

d3q
(2π)3

v0

∑
K

δ(q−K) =
V
v0

= N .

Teda normalizácia je správna a dôkaz je hotový.

Ekvivalencia Braggovej a von Laueho formulácie
Zo vz´ahu pre ²truktúrnu funkciu kry²tálu (11) a z výsledkov (13,15) pre mrieºkové sumy je zrejmé,
ºe difrakcia na ideálnom kry²táli je moºná, iba ak prenesená hybnos´ q = k − k′ je rovná nejakému
vektoru inverznej mrieºky K. Tak dostávame von Laueho podmienku pre difrakciu na kry²táli:

q = K. (16)

Teraz ukáºeme, ºe rovnica (16) je ekvivalentná s Braggovou podmienkou. Najprv si uvedomme, ºe
|k| = |k′| = 2π

λ a namiesto vektorovej rovnice (16) napí²me iba rovnicu pre komponentu rovnobeºnú s
K, t.j. K = 4π

λ sin θ, kde uhol θ je de�novaný na obrázku 20. Ak ¤alej uváºime, ºe vektor K de�nuje
systém k nemu kolmých mrieºkových rovín so vzdialenos´ami d, pri£om K = 2πn/d a n je celé £íslo,
dostaneme napokon Braggovu podmienku 2d sin θ = nλ.

Obr. 20: V©avo: geometria rozptylu pod©a von Laueho: k = k′ + K. Trojuholník je rovnoramenný, pretoºe |k| = |k′|.
Vpravo: interpretácia K pomocou sady mrieºkových rovín.

Vyhasínanie re�exií
V¤aka prvému faktoru na pravej strane rovnice (11), ktorý súvisí s tvarom bázy kry²tálu, budú intenzity difrakcií povo-
lených von Laueho difrak£nou podmienkou (16) rôzne. Porovnajme napríklad difrakciu na jednoduchej a objemovo cen-
trovanej kubickej mrieºke. Obidve mrieºky môºeme chápa´ ako jednoduché kubické mrieºky s mrieºkovou kon²tantou a a
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rôznymi bázami: bu¤ s triviálnou jednoatómovou bázou, alebo s dvojatómovou bázou r1 = (0, 0, 0) a r2 = (a/2, a/2, a/2).
Vektory recipro£nej mrieºky sú potom v oboch prípadoch K = 2π

a
(h, k, l), kde h, k, l sú celé £ísla. Prenesené hybnosti

pre rozptyl na oboch mrieºkach prebiehajú cez tie isté hodnoty K. Váha rozptylu s prenesenou hybnos´ou K je |f(K)|2
pre mrieºku sc, kým pre bcc mrieºku je to∣∣∣∣∣∑

j

fj(K)eiK·rj

∣∣∣∣∣
2

= |f(K)|2
∣∣∣1 + eiπ(h+k+l)

∣∣∣2 .
V²imnime si, ºe ak h+k+ l je nepárne, potom re�exia s prenesenou hybnos´ou K = 2π

a
(h, k, l) vyhasína. Vo v²eobecnom

prípade prítomnos´ netriviálnej bázy vedie k modulácii váhy difrak£ných maxím. Úplné vymiznutie niektorých maxím v

na²om príklade je dôsledkom ²peciálnej symetrie bázy.

Obr. 21: V©avo: Ewaldova gu©a ako geometrické miesto po£iatkov A vektorov k′. Vpravo: vo v²eobecnosti na Ewaldovej
guli neleºí ºiaden bod K 6= 0 recipro£nej mrieºky.

Experimentálna realizácia rozptylového experimentu
Ewaldova kon²trukcia
Do po£iatku 0 recipro£nej mrieºky umiestnime za£iatok vektora k. Zostrojme gu©u G so stredom v
koncovom bode vektora k a s polomerom |k| = k. Vektor k′ umiestnime tak, aby jeho koniec bol
totoºný s koncovým bodom vektora k, t.j. so stredom gule G. Z elasticity rozptylu |k′| = k vyplýva, ºe
po£iato£ný bod A vektora k′ musí leºa´ na guli G. Zárove¬ musí by´ bod A kvôli podmienke zachova-
nia hybnosti K = k− k′ bodom recipro£nej mrieºky. Teda, aby sme pozorovali difrakciu, gu©a G musí
prechádza´ aspo¬ jedným netriviálnym bodom K 6= 0 recipro£nej mrieºky. Obrázok 21 v²ak ukazuje, ºe
to vo v²eobecnosti nie je moºné. Teda pre v²eobecne nato£ený kry²tál pri danej vlnovej d¨ºke ºiarenia
difrakcia vo v²eobecnosti nenastane. Tomuto problému sa dá vyhnú´ nasledovnými spôsobmi.

Obr. 22: Pri von Laueho metóde je Ewaldova gu©a nahradená sadou gú© s polomermi v intervale (kmin, kmax), ktoré
vyplnia ²rafované medzigulie.

von Laueho metóda
Namiesto monochromatického ºiarenia sa pouºije ºiarenie s vlnovými vektormi v intervale (kmin, kmax).48

Ewaldovu kon²trukciu potom treba urobi´ pre v²etky dopadajúce vlnové d¨ºky. Gu©a G sa tak nahradí
²ráfovaným medzigulím na obrázku 22. Pre dostato£ne ²iroký interval (kmin, kmax) potom medzigulie

48Smer dopadajúceho ºiarenia sa predpokladá pre v²etky vlnové d¨ºky rovnaký.
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zaru£ene obsahuje nenulové body recipro£nej mrieºky a nastáva Braggov rozptyl. Bohuºia©, pokia©
nevykonáme dodato£né merania, nevieme, ktorá z vlnových d¨ºok bola rozptýlená. Preto metóda nie
je kvantitatívna.

Obr. 23: Pri metóde rotujúceho kry²tálu rotuje recipro£ná mrieºka spolu s kry²tálom (v na²om príklade ide o rotáciu
okolo osi kolmej k obrázku). Trajektórie bodov recipro£nej mrieºky sú koncentrické kruºnice. V momente, kedy niektorý
z bodov recipro£nej mrieºky pretína Ewaldovu gu©u, nastáva difrakcia.

Metóda rotujúceho kry²tálu
Pouºívame monochromatické ºiarenie, ale kry²tál necháme rotova´ okolo pevnej osi, ktorá je obvykle
kolmá na smer dopadajúceho ºiarenia. Ke¤ºe recipro£ná mrieºka oto£eného kry²tálu sa pritom tieº
otá£a, v²etky netriviálne body K 6= 0 recipro£nej mrieºky pritom krúºia po kruhových dráhach. Nie-
ktoré z týchto dráh v²ak zaru£ene pretnú Ewaldovu gu©u. V okamihu, kedy sa tak stane, je v²ak
splnená Braggova podmienka a nastáva difrakcia ºiarenia. Na tienidle za kry²tálom pozorujeme sadu
diskrétnych bodov, ktoré vznikajú dopadom ºiarenia v smeroch k′ od kry²tálu.

Prá²ková (Debyeova-Scherrerova) metóda
Táto metóda je podobná metóde rotujúceho kry²tálu. Ak rozomelieme kry²tál na malé kry²táliky s ná-
hodnými orientáciami kry²talických osí alebo ak budeme skúma´ difrakciu na polykry²talickej vzorke,
potom difrak£ný obraz z takejto vzorky bude identický s difrak£ným obrazom od nerozomletého kry²-
tálu, ktorý v²ak náhodne rotujeme o ©ubovo©né uhly okolo ©ubovo©ných osí. Pritom zrejme kaºdý
netriviálny bod recipro£nej mrieºky opí²e gu©u. Ewaldova kon²trukcia nám opä´ zaru£í, ºe budú exis-
tova´ priese£níky gule G s gu©ovými trajektóriami bodov K. Teda budú existova´ netriviálne difrakcie
(od vhodne zvolených zrniek). Naviac, ke¤ºe priese£nice dvoch gulí sú kruºnice, na tienidle za kry²tá-
lom budeme pozorova´ sadu koncentrických kruºníc.

Cvi£enia
1. Diamant má Bravaisovu mrieºku typu fcc a dvojatómovú bázu. Zistite, ako sú modulované difrak£né maximá diamantu
vo£i maximám mrieºky fcc s jednoatómovou bázou.

2. Skúmajte difrakciu na prá²kovej vzorke NaCl. Nájdite 8 najkrat²ích vektorov recipro£nej mrieºky, pri ktorých dochá-
dza k difrakcii.

3. Vá² kamarát meral difrak£né uhly troch polykry²talických vzoriek A,B,C. Pre kaºdú vzorku zmeral ²tyri najmen²ie
uhly a zapísal ich do tabu©ky:
Bohuºia©, údaje o tom, ktorá vzorka je ktorá, sa stratili. Va²e úlohy:
a) Vieme, ºe vzorky mali tieto kry²talické ²truktúry: bcc, fcc a ²truktúru diamantu. Pomôºte kamarátovi ur£i´, aké
symetrie mali vzorky A,B,C.
b) Ur£te mrieºkové kon²tanty vzoriek A,B,C. Kamarát si spomenul, ºe vlnová d¨ºka ºiarenia bola λ = 1.5 Å.

4.† Nakreslite grafy funkcie F (q) =
∣∣∣ 1
N
∑N−1
n=0 eiqna

∣∣∣2 pre spojito sa meniace vlnové vektory q z intervalu q ∈ 〈− 2π
a
, 2π
a
〉

pre N = 10, 20, 30. Preskúmajte, ako sa mení ²írka píkov s N . Ako moºno ur£i´ lineárny rozmer zrniek z difrakcie prá²-
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A B C
42.2◦ 28.8◦ 42.8◦

49.2◦ 41.0◦ 73.2◦

72.0◦ 50.8◦ 89.0◦

87.3◦ 59.6◦ 115.0◦

kovou metódou?

9 Klasická teória kmitov mrieºky

V tejto a v dvoch nasledujúcich predná²kach budeme skúma´ malé kmity kry²tálov. V úvodnej pred-
ná²ke budeme predpoklada´, ºe jadrá sú klasické (nekvantové) objekty a klasi�kujeme rôzne kmitavé
módy kry²tálov. V nasledujúcich dvoch predná²kach budeme skúma´ kvantovú teóriu kmitov mrieºky.

Harmonická aproximácia
�tudujme kry²tál, ktorého bunky Bravaisovej mrieºky budeme ozna£ova´ indexom n a typ atómu v
bunke budeme ozna£ova´ indexom s. Predpokladajme, ºe minimum energie sa realizuje pre polohy
iónov R0

ns. Predpokladajme ¤alej, ºe pre kaºdú kon�guráciu iónov Rns = R0
ns + uns vieme v adia-

batickom priblíºení vypo£íta´ energiu kry²tálu U({Rns}). Z predpokladu rovnováºnosti kon�gurácie
R0
ns vyplýva, ºe Taylorov rozvoj U({Rns}) okolo rovnováºnej polohy neobsahuje lineárne mocniny

výchyliek uns:

U({Rns}) = U({R0
ns}) +

1

2

∑
nsα

∑
n′s′β

∂2U

∂Rαns∂R
β
n′s′

uαnsu
β
n′s′ + . . . (17)

(indexy α, β ozna£ujú kartézske súradnice vektora výchyliek uns). Priblíºenie, v ktorom sa obmedzíme
na £leny druhého rádu v uns, nazývame harmonickým priblíºením. Ako uvidíme, v tomto priblíºení
moºno kmity kry²tálu rozloºi´ na sadu nezávislých harmonických oscilátorov.

Kmity jednorozmerného kry²tálu
Namiesto v²eobecnej analýzy kmitov kry²tálu sa v nasledujúcich odstavcoch obmedzíme na ²túdium
troch jednoduchých modelov. Za£neme s najjednoduch²ím modelom lineárnej retiazky atómov s hmot-
nos´ou M v rovnováºnych vzdialenostiach a. Obmedzíme sa na ²túdium výchyliek un orientovaných
pozd¨º osi retiazky.

Realistické kry²tály majú kone£né rozmery a o£akávame, ºe spektrum kmitov mrieºky je iné v
blízkosti povrchov a iné v objeme kry²tálu, t.j. ¤aleko od povrchov. V tejto predná²ke nás zaujímajú
objemové vlastnosti, ktoré nezávisia od okrajových podmienok. Preto budeme ²tudova´ kmity N � 1
atómov, pri£om budeme predpoklada´, ºe výchylky atómov sp¨¬ajú najjednoduch²ie, tzv. periodické
okrajové podmienky:

un+N = un.

Naviac budeme predpoklada´, ºe sily medzi atómami sú extrémne krátkodosahové:

U =
K

2

N∑
n=1

(un+1 − un)2,

t.j. potenciálna energia kry²tálu závisí iba od vzdialeností najbliº²ích susedov. V²imnime si, ºe £len n =
N popisuje v¤aka periodickým okrajovým podmienkam interakciu medzi atómami N a 1. Tento £len
moºno interpretova´ ako výsledok zato£enia retiazky atómov do uzavretého prstenca, pozri obrázok 24.

Sila pôsobiaca na n-tý atóm je Fn = −∂U/∂un, preto Newtonova pohybová rovnica pre tento atóm
má tvar

Mün = K(un+1 + un−1 − 2un),
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t.j. zväzuje pohyb n-tého atómu s pohybom v²etkých ostatných atómov. Stojí za zmienku, ºe neby´
periodických okrajových podmienok, pohybové rovnice pre atómy pri krajoch kry²tálu by mali iný
tvar.

Rie²enie pohybových rovníc budeme h©ada´ v tvare un(t) = ueikna−iωt. Periodická okrajová pod-
mienka je splnená, ak vlnový vektor k sp¨¬a rovnicu eikNa = 1, £iºe pre

k =
2π

Na
m,

kde m je celé £íslo. �ahko sa tieº presved£íme, ºe pri posunutí vlnového vektora k o ©ubovo©ný násobok
2π
a sa pole výchyliek un(t) nezmení. Preto pri analýze ná²ho N -atómového re´azca sa môºeme obmedzi´
na vektory k v intervale s d¨ºkou 2π

a . Obvykle sa volí symetrický interval okolo k = 0, t.j. 〈−π
a ,

π
a ). V

tomto intervale sa nachádza N dovolených k-bodov, teda po£et módov je rovnaký ako po£et atómov,
ako aj má by´.

Obr. 24: V©avo: interpretácia periodických okrajových podmienok pomocou retiazky zato£enej do kruhu. Vpravo:
disperzný zákon pre kmity jednorozmernej mrieºky s jednoatómovou bázou. Vlnové vektory k prebiehajú cez interval
〈−π

a
, π
a

) s (malým) krokom 2π
L
.

Dosadením ansatzu pre un(t) do pohybových rovníc sa ©ahko presved£íme, ºe v²etky rovnice sú
splnené, ak pre dané k zvolíme frekvenciu kmitov

ω(k) = Ω

∣∣∣∣sin ka2
∣∣∣∣ ,

kde Ω = 2
√

K
M . V limite dlhých v¨n k → 0 sa tento výsledok redukuje na lineárny disperzný zá-

kon pre zvukové vlny ω(k) = v0|k|, kde v0 = a
√

K
M je rýchlos´ zvuku. Ak vytvoríme vlnový ba-

lík z v¨n okolo vlnového vektora k, potom tento balík sa cez kry²tál bude ²íri´ grupovou rýchlos´ou
v(k) = ∂ω

∂k = v0
k
|k| cos ka2 . V²imnime si, ºe rýchlos´ je funkciou vlnového vektora a napr. na hranici

Brillouinovej zóny, t.j. pri k = π
a , je rýchlos´ v¨n nulová.

C (diamant) Si Cu Ag Au
v0 (m/s) ∼18000 ∼9000 ∼4800 ∼3600 ∼3200

Tabu©ka 5: Rýchlos´ zvuku v rôznych látkach pri T ∼ 300 K a p ∼ 105 Pa. Uvádzame strednú rýchlos´ pozd¨ºneho
zvuku, spriemerovanú cez smer jeho ²írenia. V²imnime si, ºe rýchlos´ zvuku rastie so silou väzby K a klesá s hmotnos´ou
atómov M .

Kmity jednorozmerného kry²tálu s dvojatómovou bázou
�tudujme ¤alej kmity retiazky atómov typov 1 a 2 s hmotnos´amiM1 aM2. Nech mrieºková kon²tanta
je opä´ a a nech atóm jedného typu má za najbliº²ích susedov atómy opa£ného typu vo vzdialenostiach
a/2. Výchylky atómov typu 1 a 2 v elementárnej bunke n ozna£me ako un a vn. Predpokladajme, ºe
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Obr. 25: V©avo: disperzné zákony pre dve vetvy kmitov jednorozmernej mrieºky s dvojatómovou bázou. Vpravo: vý-
chylky atómov v dlhovlnnej limite k → 0 pre akustickú vetvu (dole) a optickú vetvu (hore).

potenciálna energia kry²tálu opä´ závisí iba od vzdialeností najbliº²ích susedov:49

U =
K

2

N∑
n=1

[
(vn − un)2 + (un+1 − vn)2

]
.

Sily pôsobiace na atómy typu 1 a 2 v elementárnej bunke n sú −∂U/∂un a −∂U/∂vn, preto Newtonove
pohybové rovnice pre tieto atómy sú

M1ün = K(vn + vn−1 − 2un), M2v̈n = K(un + un+1 − 2vn).

Rie²enie h©adáme opä´ v tvare rovinných v¨n, un = ueikna−iωt a vn = veikna−iωt. Nekone£ný systém
zviazaných pohybových rovníc sa tak redukuje na systém dvoch lineárnych rovníc pre dve neznáme
amplitúdy u, v: (

M1ω
2 − 2K, (1 + e−ika)K

(1 + eika)K, M2ω
2 − 2K

)(
u
v

)
= 0.

Netriviálne rie²enie potom existuje, iba ak determinant matice je nulový, t.j. ak frekvencie ω sp¨¬ajú
rovnicu M1M2ω

4 − 2K(M1 +M2)ω2 + 2K2(1− cos ka) = 0. Rie²enia tejto rovnice sú

ω2(k)

Ω2
= 1±

√
1− α(1− cos ka), kde Ω2 =

K(M1 +M2)

M1M2
, α =

2M1M2

(M1 +M2)2
.

Spektrum kmitov mrieºky teda pozostáva z dvoch vetiev. Analyzujme najprv dlhovlnnú limitu. Dolná
vetva má charakter zvukových v¨n, ω−(k) = v0k, a preto sa nazýva akustickou vetvou. V tomto
móde sú výchylky oboch podmrieºok vo fáze, v ≈ u, preto vzdialenosti atómov sú málo modulované a
frekvencia módu je nízka.50 Frekvencia hornej vetvy je ω+(k) = Ω

√
2. V tomto móde kmitajú atómy v

protifáze, v ≈ −uM1/M2, preto vzdialenosti atómov sú silno modulované a frekvencia módu je vysoká.
Ak náboj na atómoch typu 1 a 2 je opa£ný, potom takéto kmity moºno vybudi´ elektromagnetickým
po©om a preto sa tento mód nazýva optickým módom.

Na hranici Brillouinovej zóny, t.j. pre k = π/a, sú frekvencie oboch módov
√

2K/M1 a
√

2K/M2.
Zakázaný pás energií teda vymizne pre M1 = M2.51

Mechanické vlastnosti dvojrozmerného kry²tálu
V jednorozmerných kry²táloch sa môºu homogénne deformácie realizova´ jediným spôsobom: zmenou
d¨ºky kry²tálu. Nárast energie deformovaného kry²tálu preto moºno interpretova´ ako dôsledok ko-
ne£nej objemovej stla£ite©nosti. Prejdime preto k ²túdiu viacrozmerných materiálov, v ktorých moºno
realizova´ homogénne deformácie bez zmeny objemu.

49Opä´ predpokladáme periodické okrajové pdmienky, t.j. un+N = un a vn+N = vn.
50Pre k = 0 môºeme amplitúdy výchyliek u, v v módoch + a - ur£i´ ako vlastné vektory matíc(

−2K, 2K
2K, −2K

)(
u−
v−

)
= 0;

(
2KM1/M2, 2K

2K, 2KM2/M1

)(
u+

v+

)
= 0.

51Tento výsledok moºno vysvetli´ nasledovne. V prípade M1 = M2 je ná² problém ekvivalentný s kmitmi jednoduchej
mrieºky s mrieºkovou kon²tantou a

2
. Namiesto o dvoch módoch v Brillouinovej zóne 〈−π

a
, π
a
〉 teda môºeme hovori´ o

jedinej (akustickej) vetve v Brillouinovej zóne 〈− 2π
a
, 2π
a
〉. V spektre teda neexistujú ºiadne zakázané frekvencie.
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Obr. 26: V©avo: de�nícia tuhostíK1 aK2. Kry²tál sK2 = 0 by bol nestabilný vo£i deformácii ²tvorcových elementárnych
buniek na koso²tvorcové bunky. Vpravo: pole výchyliek vR pri ²mykovej deformácii kry²tálu.

Pre jednoduchos´ sa obmedzíme na ²túdium dvojrozmerných kry²tálov, ktoré modelujeme ako
²tvorcovú mrieºku atómov s mrieºkovou kon²tantou a. Dvojice atómov vo vzdialenosti a nech sú po-
spájané pruºinami s tuhos´ami K1 a dvojice vo vzdialenosti a

√
2 pruºinami s tuhos´ami K2. Výchylka

atómu v bode R = (x, y) mrieºky nech je (uR, vR). Potom energia deformovanej mrieºky bude daná
natiahnutím pruºín:52

U =
K1

2

∑
R

[
(uR+x̂ − uR)2 + (vR+ŷ − vR)2

]
+
K2

2

∑
R

[
(eR+x̂+ŷ − eR)2 + (dR−x̂+ŷ − dR)2

]
, (18)

kde x̂ a ŷ sú vektory d¨ºky a v smeroch x a y. Výchylky atómov v smere x̂ + ŷ sme ozna£ili eR a v
smere x̂− ŷ zase dR. Pritom samozrejme platí eR = 1√

2
(uR + vR) a dR = 1√

2
(−uR + vR).

Tvarová pamä´
Najprv ukáºeme, ºe ná² model vedie k nárastu energie kry²tálu pri homogénnej deformácii bez zmeny
objemu. Naozaj, skúmajme homogénnu (tzv. ²mykovú) deformáciu popísanú po©om výchyliek uR = 0,
vR = θx. Predpokladajme, ºe θ � 1. Z obrázka vidno, ºe ²tudovaná deformácia nemení objem (t.j.
plochu) kry²tálu, ale tvar kry²tálu sa mení. �ahko vidno, ºe pri takejto deformácii je £len úmerný
K1 nulový. Ke¤ºe eR = dR = θx/

√
2, potenciálna energia kry²tálu narastie o U = 1

2K2Na
2θ2, kde

N je po£et atómov v kry²táli. Teda kry²tál kladie odpor zmenám tvaru; hovoríme, ºe má nenulový
²mykový modul pruºnosti. Inými slovami, kry²tál má tvarovú pamä´. V kvapaline atómy nemajú
pevné miesta, preto zmeny tvaru kvapky nemajú na energiu kvapaliny ºiaden vplyv.53

Pozd¨ºny a prie£ny zvuk
Dá sa ukáza´ (pozri cvi£enie 2), ºe pohybové rovnice dvojrozmerného kry²tálu moºno rie²i´ pomocou ansatzu v tvare
rovinnej vlny uR(t) = ueik·R−iωt, vR(t) = veik·R−iωt. Pre �xovaný vlnový vektor k v kry²táli existujú dva módy s
frekvenciami ω = ω±(k). V dlhovlnnej limite môºeme disperzné vz´ahy písa´ v tvare pre zvukové vlny: ω±(k) ≈ v±(φ)k,
kde rýchlos´ zvuku závisí od smeru ²írenia rovinnej vlny k = k(cosφ, sinφ):

v2
±(φ) =

a2

2M

[
K1 + 2K2 ±

√
K2

1 cos2 2φ+ 4K2
2 sin2 2φ

]
. (19)

V smeroch s vysokou symetriou moºno zvukové vlny identi�kova´ ako pozd¨ºne (t.j. vlny polarizované v smere ²írenia

vlny) a prie£ne (t.j. vlny polarizované kolmo k smeru ²írenia vlny). Smer polarizácie vlny je pritom daný smerom kmi-

tania atómov; v na²om príklade smerom vektora (u, v), pozri vz´ah (20) v cvi£ení 2. Napríklad v smere φ = 0 je rýchlos´

pozd¨ºnych v¨n a
√

K1+K2
M

, kým rýchlos´ prie£nych v¨n je a
√

K2
M
. V²imnime si, ºe rýchlos´ pozd¨ºnych v¨n je vä£²ia. To je

obvyklý jav, lebo pri pozd¨ºnych vlnách dochádza ku zmenám objemu: pozd¨ºna vlna predstavuje striedanie zhustených

a zriedených oblastí. Rýchlos´ pozd¨ºnych v¨n je teda dominantne ur£ovaná (obvykle ve©kým) modulom objemovej pruº-

nosti. Naopak, prie£ne vlny menia iba tvar kry²tálu, a preto môºu existova´ iba v materiáloch s nenulovými ²mykovými

52Pri kon²trukcii funkcie U sme vyuºili, ºe vzdialenos´ dvojice atómov s výchylkami u1 a u2 od rovnováºnych polôhR1 a
R2 s rovnováºnou vzdialenos´ou R0

21 je do prvého rádu vo výchylkách daná vz´ahom R21 = R0
21+(R2−R1)·(u2−u1)/R0

21,
t.j. natiahnutie pruºiny R21 −R0

21 závisí iba od priemetu vektora u2 − u1 do smeru R2 −R1.
53Okrem vplyvu povrchového napätia, £o v²ak nie je objemový jav.
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modulmi, ktoré sú obvykle men²ie neº modul objemovej pruºnosti. V tekutinách prie£ny zvuk neexistuje.

Trojrozmerná mrieºka s r atómami bázy (bez dôkazu)
Teraz budeme prezentova´ výsledky pre kmity v²eobecného kry²tálu. Máme na mysli kry²tál s N Bra-
vaisovými bunkami, teda s N r atómami a 3N r stup¬ami vo©nosti. V takomto kry²táli potom bude
N vlnových vektorov a preto na kaºdý vlnový vektor musí pripada´ 3r rôznych módov.54 Preto bude
existova´ 3r vetiev disperzného zákona. Spomedzi týchto vetiev budú 3 vetvy zodpoveda´ akustic-
kým módom55 (t.j. v dlhovlnnej limite budú totoºné so zvukovými vlnami) a zvy²ných 3r − 3 vetiev
budú optické módy, t.j. módy s kone£nou frekvenciou pre k = 0.

Obr. 27: Schematický ná£rt disperzných zákonov pre kmity mrieºky v kry²táli s r atómami bázy.

Cvi£enia
1. Kmity molekulového kry²tálu. Nájdite spektrum kmitov lineárneho re´azca atómov s hmotnos´ami M a mrieºkovou
kon²tantou a. Nech elementárna bunka je tvorená dvomi blízkymi atómami. Potenciálnu energiu modelujte pruºinami s
tuhos´ami K1 (väzba medzi atómami jednej molekuly) a K2 (väzba medzi atómami z rôznych molekúl). Predpokladajte
K1 � K2.

2. Ukáºte, ºe pohybové rovnice pre atómy dvojrozmerného kry²tálu s potenciálnou energiou (18) majú nasledovný tvar:

MüR = − ∂U

∂uR
= −K1 [2uR − uR+x̂ − uR−x̂]− K2

2
(4uR − uR+x̂+ŷ − uR+x̂−ŷ − uR−x̂+ŷ − uR−x̂−ŷ)

+
K2

2
(vR+x̂+ŷ − vR+x̂−ŷ − vR−x̂+ŷ + vR−x̂−ŷ)

Mv̈R = − ∂U

∂vR
= −K1 [2vR − vR+ŷ − vR−ŷ]− K2

2
(4vR − vR+x̂+ŷ − vR+x̂−ŷ − vR−x̂+ŷ − vR−x̂−ŷ) ,

+
K2

2
(uR+x̂+ŷ − uR+x̂−ŷ − uR−x̂+ŷ + uR−x̂−ŷ).

�alej ukáºte, ºe pomocou ansatzu uR(t) = ueik·R−iωt, vR(t) = veik·R−iωt sa pohybové rovnice zredukujú na dve rovnice:(
ω2
x + ω2

1 − ω2 ω2
2

ω2
2 ω2

y + ω2
1 − ω2

)(
u
v

)
= 0, (20)

kde sme zaviedli ozna£enia

ω2
x =

2K1

M
(1− cos kxa), ω2

y =
2K1

M
(1− cos kya), ω2

1 =
2K2

M
(1− cos kxa cos kya), ω2

2 =
2K2

M
sin kxa sin kya.

Pre daný vlnový vektor k teda v kry²táli existujú dva módy s frekvenciami, ktoré vynulujú determinant:

ω2
± = ω2

1 +
ω2
x + ω2

y

2
±

√(
ω2
x − ω2

y

2

)2

+ ω4
2 .

V dlhovlnnej limite overte platnos´ vz´ahu (19).

3. Ko©ko vetiev má vibra£né spektrum (a) diamantu, (b) NaCl, (c) kry²tálu typu hcp? (Bravaisovu mrieºku pre kry²tály
zakaºdým zvo©te tak, aby báza obsahovala najmen²í moºný po£et atómov.)

54Predpokladáme, ºe N � 1 a preto nemusíme bra´ do úvahy, ºe medzi 3N r módmi budú aj 3 módy zodpovedajúce
£istým transláciám a 3 módy zodpovedajúce £istým rotáciám kry²tálu ako celku. Tieto stupne vo©nosti by sme nemali
klasi�kova´ ako módy vlnenia.

55V smeroch vysokej symetrie moºno tri akustické módy klasi�kova´ ako jeden pozd¨ºny a dva prie£ne.
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4. Skúmajme kmity monoatomárneho kry²tálu s fcc ²truktúrou. Nech potenciálna energia deformácie je

E =
K

2

∑
〈ij〉

(rij −R)2,

kde 〈ij〉 ozna£uje najbliº²ích susedov na mrieºke, rij je ich aktuálna vzdialenos´ a R je ich rovnováºna vzdialenos´.
a)∗ Ukáºte, ºe frekvencia vlastných kmitov ui = u exp(ik·Ri−iωt) je daná vlastnými £íslami problémuDαβ(k)uβ = ω2uα,
kde sme zaviedli tzv. dynamickú maticu

Dαβ(k) =
2K

M

 2− cxcy − cxcz sxsy sxsz
sxsy 2− cycz − cycx sysz
sxsz sysz 2− czcx − czcy

 ,

v ktorej cα = cos(kαa/2) a sα = sin(kαa/2).
b) Nájdite spektrum v smeroch (100), (110) a (111). Módy klasi�kujte na pozd¨ºne a prie£ne.

5.∗ Skúmajte lineárnu retiazku atómov, ktorá je zvislo zavesená v gravita£nom poli. Nech mrieºková kon²tanta bez gravi-
ta£ného po©a je a a tuhos´ pruºín je K. Predpokladajte, ºe výchylka hore �xovaného atómu je u0 = 0 a nájdite výchylky
N pod ním zavesených atómov. Predpokladajte, ºe retiazka sa roztrhne, ak zmena vzdialenosti susedných atómov do-
siahne hodnotu ucrit ∼ a. Odhadnite minimálnu d¨ºku retiazky, ktorá sa roztrhne pôsobením vlastnej tiaºe.

6.∗ Skúmajte nekone£nú lineárnu retiazku atómov s hmotnos´ami M s jedným prímesným atómom v bode n = 0 s

hmotnos´ou M0 = (1 + δ)M .

a) Ukáºte, ºe Newtonove pohybové rovnice moºno rie²i´ pomocou ansatzu un = eikna−iωt + re−ikna−iωt pre n ≤ 0 a

un = teikna−iωt pre n ≥ 0, pri£om disperzný vz´ah ω = ω(k) popisuje dokonalú retiazku. Nájdite amplitúdu r odrazu

na prímesi a amplitúdu t prechodu cez prímes.

b) Ukáºte, ºe ak M0 < M , potom okrem rozptylových rie²ení popísaných v a) existuje aj lokalizované rie²enie. Nájdite

frekvenciu lokalizovaného módu. Návod: Newtonove pohybové rovnice rie²te pomocou ansatzu un = (−1)neκna−iωt pre

n ≤ 0 a un = (−1)ne−κna−iωt pre n ≥ 0. V I.19 popí²eme podobné lokalizované stavy v systéme elektrónov.

10 Kvantová teória kmitov mrieºky 1

V tejto predná²ke ukáºeme, ºe v kvantovej teórii harmonického kry²tálu je spektrum kmitov mrieºky
totoºné s klasickým výsledkom, ale amplitúda kmitov je kvantovaná: energia kmitavého stavu v móde
λ s vlnovým vektorom k môºe by´ iba celo£íselným násobkom ~ωλk. Preto kmitavý stav interpretujeme
ako stav obsahujúci daný po£et £astíc nesúcich energiu ~ωλk, tzv. fonónov.

Hamiltonovská teória kmitov jednorozmerného kry²tálu
Pre jednoduchos´ budeme opä´ skúma´ najjednoduch²í model, t.j. lineárnu retiazku atómov s hmotnos-
´ou M , s mrieºkovou kon²tantou a a s harmonickým potenciálom s kon²tantou pruºnosti K. Výchylku
atómu n budeme ozna£ova´ un. Budeme uvaºova´ kry²tál sN atómami a opä´ budeme ºiada´ periodické
okrajové podmienky un+N = un. Ak hybnosti atómov ozna£íme pn, potom hamiltonián ²tudovaného
systému bude

H =
∑
n

p2
n

2M
+
K

2

∑
n

(un+1 − un)2.

V kvantovej teórii treba súradnice un a hybnosti pn nahradi´ operátormi, pri£om majú by´ splnené
nasledovné tzv. kánonické komuta£né podmienky:

[un, pn′ ] = i~δnn′ ; [un, un′ ] = [pn, pn′ ] = 0. (21)

Ako vieme z kvantovej mechaniky, tieto podmienky moºno jednoducho splni´, ak za operátor súradnice
vezmeme násobenie £íslom un a ak zárove¬ za operátor hybnosti vezmeme pn = −i~ ∂

∂un
.

Vyjadrenie hamiltoniánu pomocou súradníc normálnych módov
Pri ²túdiu klasických kmitov sme videli, ºe klasické rie²enia majú povahu rovinných v¨n. Preto prejdime
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od amplitúd výchyliek v bodoch mrieºky un k amplitúdam rovinných v¨n Qk s vlnovými vektormi
k = 2π

Nam, kde m je celé £íslo:

un =
1√
N

∑
k

eiknaQk, Qk =
1√
N

∑
n

e−iknaun. (22)

Prvú rovnicu moºno interpretova´ tak, ºe výchylky un vyskladáme z rovinných v¨n eikna s amplitú-
dami Qk. Z formálneho h©adiska prvá rovnica je priamou a druhá rovnica je spätnou Fourierovou
transformáciou. V²imnime si, ºe súbor posunutí un je totoºný pre vlny s vlnovými vektormi k a k+ 2π

a .
Preto sa obmedzíme na súbor rovinných v¨n leºiacich v intervale 〈−π

a ,
π
a ), v ktorom, ako sme videli v

predchádzajúcej predná²ke, sa nachádza práve N vlnových vektorov k. Kon�guráciu kry²tálu teda mô-
ºeme opísa´ pomocou sady N výchyliek {un}, alebo ekvivalentne pomocou sady N zov²eobecnených
súradníc {Qk}.

Hybnos´ n-tého atómu môºeme po vyuºití pravidla o derivovaní zloºenej funkcie vyjadri´ nasle-
dovne:

pn = −i~ ∂

∂un
=
∑
k

∂Qk
∂un

(
−i~ ∂

∂Qk

)
=

1√
N

∑
k

e−ikna
(
−i~ ∂

∂Qk

)
,

kde v poslednom kroku sme vyuºili vyjadrenie (22) zov²eobecnených súradníc Qk pomocou un. Ak
teraz zavedieme zov²eobecnené hybnosti Pk = −i~ ∂

∂Qk
, ©ahko nahliadneme, ºe hybnosti atómov pn

sú Fourierovými transformáciami zov²eobecnených hybností:

pn =
1√
N

∑
k

e−iknaPk, Pk =
1√
N

∑
n

eiknapn, (23)

kde sme v druhej rovnici zoh©adnili aj spätné Fourierove transformácie.
Na²ím cie©om teraz bude vyjadri´ hamiltonián kry²tálu pomocou zov²eobecnených súradníc a hyb-

ností. Za£nime s potenciálnou energiou mrieºky:

K

2

∑
n

(un+1 − un)2 = K
2

∑
kk′(e

ika − 1)(eik
′a − 1)QkQk′

1
N
∑

n e
i(k+k′)na.

Pri analýze difrak£ných experimentov sme odvodili vz´ah 1
N
∑

n e
iqna =

∑
K δqK , kde K je vektor

recipro£nej mrieºky, t.j. K = 2πm
a . Preto sumu cez k′ môºeme nahradi´ sumou cez vektory recipro£nej

mrieºky:

K

2

∑
n

(un+1 − un)2 = K
∑

kK(1− cos ka)QkQ−k+K = K
∑

k(1− cos ka)QkQ−k.

V poslednej rovnici sme vyuºili, ºe nielen vektor k, ale aj vektor −k+K musí patri´ do 1. Brillouinovej
zóny. Túto podmienku sp¨¬a iba vektor K = 0 recipro£nej mrieºky.56

Pre kinetickú energiu podobným postupom dostaneme

1

2M

∑
n

p2
n =

1

2M

∑
kk′

PkPk′
1

N
∑
n

e−i(k+k′)na =
1

2M

∑
k

PkP−k.

Preto celkový hamiltonián kry²tálu je

H =
1

2M

∑
k

PkP−k +
M

2

∑
k

ω2
kQkQ−k,

kde sme zaviedli klasickú frekvenciu kmitov ωk = 2
√

K
M

∣∣sin ka
2

∣∣. Ak teória má by´ zmysluplná, potom
H musí by´ hermitovský operátor. Skúmajme, £i je tomu tak. Ke¤ºe operátor výchylky atómu je
hermitovský, t.j. ke¤ºe u†n = un, z rovnice (22) vyplýva Q†k = Q−k. Podobne z rovnice (23) a z

56Ve©mi presne hovoriac, na²e odvodenie neplatí pre k = −π/a. Vtedy totiº −k = π/a, £o je vektor leºiaci mimo 1.
Brillouinovej zóny. �ahko nahliadneme, ºe v tomto ²peciálnom prípade by sme mali za K zobra´ vektor K = −2π/a.
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hermitovskosti operátora hybnosti atómu p†n = pn vyplýva P †k = P−k.57 Preto hamiltonián H moºno
písa´ v explicitne hermitovskom tvare

H =
∑
k

[
1

2M
PkP

†
k +

Mω2
k

2
QkQ

†
k

]
. (24)

Vz´ah (24) ukazuje, ºe harmonický kry²tál moºno chápa´ ako sadu lineárnych harmonických ope-
rátorov. Mód −k v²ak nie je nezávislý od módu k, pretoºe platí

1

2M
P−kP

†
−k +

Mω2
k

2
Q−kQ

†
−k =

1

2M
P †kPk +

Mω2
k

2
Q†kQk.

Hamiltonián v energetickej reprezentácii
Na²ím ¤al²ím cie©om bude vyrie²i´ kvantovomechanickú úlohu s hamiltoniánom (24). Ke¤ zavedieme

bezrozmerné súradnice xk =
√

Mωk
~ Qk a uváºime, ºe Pk = −i~ ∂

∂Qk
= −i

√
~Mωk

∂
∂xk

, potom príspevok
módu k k hamiltoniánu (24) môºeme zapísa´ v tvare

Mω2
k

2
QkQ

†
k +

1

2M
PkP

†
k =

~ωk
2

[
xkx−k −

∂2

∂xk∂x−k

]
.

Výraz v hranatej zátvorke moºno zjednodu²i´ pomocou tej istej procedúry, ktorá sa pouºíva pri kvanto-
vomechanickom rie²ení harmonického oscilátora. Na²ím cie©om bude zapísa´ výraz v hranatej zátvorke,
t.j. nie£o ako A2−B2, v tvare pripomínajúcom (A−B)(A+B). Za operátory A+B vezmime operátory

ak =
1√
2

(
xk +

∂

∂x−k

)
, a−k =

1√
2

(
x−k +

∂

∂xk

)
. (25)

Ke¤ºe x†k = x−k, operátory hermitovsky zdruºené k operátorom ak a a−k sú58

a†k =
1√
2

(
x−k −

∂

∂xk

)
, a†−k =

1√
2

(
xk −

∂

∂x−k

)
. (26)

Tieto operátory hrajú rolu faktora A−B v rozklade výrazu A2 −B2. Naozaj, ©ahko overíme, ºe platí
nasledovná identita:

a†kak + a†−ka−k + 1 = xkx−k −
∂2

∂xk∂x−k
.

Hamiltonián (24) preto môºeme prepísa´ pomocou operátorov ak a a†k nasledovne:

H =
∑
k

~ωk
(
a†kak +

1

2

)
. (27)

Pomocou de�ni£ných vz´ahov (25,26) pre operátory ak a a†k moºno ©ahko overi´ (pozri cvi£enie 2), ºe
platia nasledovné komuta£né vz´ahy:

[ak, a
†
k′ ] = δkk′ , [ak, ak′ ] = [a†k, a

†
k′ ] = 0. (28)

Pri ²túdiu harmonického oscilátora v energetickej reprezentácii sa zavádzajú operátory a a a† s
identickými komuta£nými vz´ahmi. Operátor a má význam anihila£ného operátora, t.j. operátora,
ktorý zo systému vyberá energetické kvantum ~ω. Na druhej strane, operátor a† je krea£ný operátor,

57V²imnime si, ºe operátory Qk a Pk nie sú hermitovské.
58Operátor A† nazývame hermitovsky zdruºeným k operátoru A, ak pre v²etky stavy ψ a φ platí 〈φ|Aψ〉 = 〈A†φ|ψ〉.

Pretoºe
∫
dxφ∗ dψ

dx
= −

∫
dx dφ

∗

dx
ψ =

∫
dx
(
− dφ
dx∗

)∗
ψ, z tejto de�nície vyplýva vz´ah

(
d
dx

)†
= − d

dx∗ .
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t.j. operátor, ktorý do systému vkladá jedno kvantum. Operátor a†a je operátorom po£tu kvánt v
systéme.59

Jediným rozdielom komuta£ných vz´ahov (28) oproti výsledku pre jeden oscilátor je, ºe namiesto
dvoch operátorov a a a† máme do £inenia s dvojicami operátorov ak a a

†
k pre kaºdý mód k. Operátory

ak a a†k sú teda anihila£ným a krea£ným operátorom pre mód s vlnovým vektorom k. Výraz (27) je
hlavným výsledkom tejto predná²ky:

kmity kry²tálu moºno reprezentova´ ako systém nezávislých harmonických oscilátorov.

Vlastné stavy hamiltoniánu moºno charakterizova´ po£tom nk excitácií v stave s hybnos´ou k.
Energia takýchto stavov potom je E =

∑
k ~ωk(nk + 1/2). Túto formulu interpretujeme ako energiu

nk £astíc k-teho typu. Tieto £astice nazývame fonóny. V²imnime si tieº, ºe minimálna energia kmitov
mrieºky (ktorá sa realizuje ke¤ nk = 0 pre v²etky k) je rôzna od nuly. To znamená, ºe oscilátory
vykonávajú tzv. nulové kmity aj pri teplote T = 0.60

Operátory výchylky a hybnosti atómu n moºno reprezentova´ pomocou fonónových krea£ných a
anihila£ných operátorov nasledovne:61

un =
1√
N

∑
k

√
~

2Mωk
(ak + a†−k)e

ikna, (29)

pn =
i√
N

∑
k

√
~Mωk

2
(−a−k + a†k)e

−ikna. (30)

Na základe týchto vz´ahov moºno v²etky pozorovate©né veli£iny vyjadri´ pomocou fonónových krea£-
ných a anihila£ných operátorov.

Vlastnosti fonónov
1. Ku kaºdému vlnovému vektoru k existuje vlastný typ £astíc (fonónov).
2. Energia fonónu s vlnovým vektorom k je ~ωk. Vlnový balík z fonónov s vlnovými vektormi blízkymi
ku k sa ²íri rýchlos´ou vk = ∂ω

∂k .
3. �Hybnos´� fonónu s vlnovým vektorom k je ~k. Ale ke¤ºe vlnový vektor moºno de�nova´ iba mo-
dulo vektor inverznej mrieºky K, aj �hybnos´� fonónu je potom de�novaná iba modulo ~K. Aby sme
predi²li nedorozumeniam, treba si naviac uvedomi´, ºe �hybnos´� fonónu nemoºno interpretova´ ako
sú£et mechanických hybností jednotlivých atómov. Naozaj, z rovnice (30) vyplýva, ºe operátor celkovej
mechanickej hybnosti kry²tálu je

Pmech =
∑
n

pn =
i√
N

∑
k

√
~Mωk

2
(−a−k + a†k)

∑
n

e−ikna.

Pretoºe suma cez n je nenulová iba pre k = 0, znamená to, ºe fonóny s k 6= 0 neprispievajú k celkovej
mechanickej hybnosti kry²tálu. K celkovej mechanickej hybnosti kry²tálu prispieva iba mód s k = 0.62

Pre£o teda hovoríme o hybnosti fonónov? Kittel to formuluje nasledovne: Fonón s vlnovým vektorom
k interaguje s £asticami ako fotóny, neutróny a elektróny, ako keby mal hybnos´ ~k.63 Av²ak fonón
nenesie fyzikálnu hybnos´. Preto namiesto o �hybnosti� £asto hovoríme o kvázihybnosti fonónov.

Fonóny v trojrozmerných kry²táloch (bez dôkazu)
1. Pre kaºdú vetvu vibra£ného spektra λ (pripomíname, ºe v kry²táli s bázou pozostávajúcou z r

59Pozri cvi£enie 3.
60Keby sa oscilátor nachádzal v absolútnom minime potenciálnej energie, jeho hybnos´ by musela ma´ nekone£ne ve©kú

neur£itos´.
61Tieto vyjadrenia dostaneme z rovníc (22,23), ak zov²eobecnené súradnice a hybnosti vyjadríme pomocou bez-

rozmernej veli£iny xk: Qk =
√

~
Mωk

xk a Pk = −
√
~Mωk

∂
∂xk

. Napokon treba pouºi´ vz´ahy xk = 1√
2
(ak + a†−k) a

∂
∂xk

= 1√
2
(a−k − a†k), ktoré dostaneme invertovaním vz´ahov (25,26).

62Pre v²eobecný trojrozmerný kry²tál k celkovej mechanickej hybnosti prispievajú iba tri akustické módy s k = 0,
ktoré zodpovedajú posunutiu kry²tálu ako celku.

63Toto tvrdenie dokáºeme v magisterskej predná²ke II.8.
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atómov existuje 3r vetiev) a ku kaºdému vlnovému vektoru k existuje vlastný typ £astíc (fonónov).
2. Energia fonónu s kvantovými £íslami λ a k je ~ωλk. Vibra£ný hamiltonián kry²tálu je

H =
∑
λk

~ωλk
(
a†λkaλk +

1

2

)
.

Vlnový balík z fonónov s vlnovými vektormi blízkymi ku k sa ²íri rýchlos´ou vk = ∂ω
∂k .

3. Kvázihybnos´ fonónu s kvantovými £íslami λ a k je ~k. Kvázihybnos´ fonónu je de�novaná iba mo-
dulo ~K.

Cvi£enia
1. Ukáºte, ºe zov²eobecnené súradnice (22) a im zdruºené hybnosti (23) sp¨¬ajú kánonické komuta£né vz´ahy analogické
vz´ahom (21), t.j. [Qk, Pk′ ] = i~δkk′ a [Qk, Qk′ ] = [Pk, Pk′ ] = 0.

2. Overte platnos´ komuta£ných vz´ahov (28).

3. Ukáºte, ºe:
(a) vlastné hodnoty operátora Nk = a†kak sú nezáporné;
(b) ak Nk|c〉 = nk|c〉, t.j. ak |c〉 je vlastný stav operátora Nk s vlastnou hodnotou nk, potom ak|c〉 je vlastným stavom
operátora Nk s vlastnou hodnotou nk − 1, kým a†k|c〉 je vlastným stavom s vlastnou hodnotou nk + 1;
(c) z (a) a (b) vyplýva, ºe prípustné vlastné hodnoty nk sú nezáporné celé £ísla.

4. Nulové kmity jednorozmerného kry²tálu. Vypo£ítajte strednú hodnotu 〈(un+1 − un)2〉 pre jednorozmerný kry²tál pri

T = 0. Výsledok porovnajte so strednou kvadratickou výchylkou atómu 〈u2
n〉 a zdôvodnite rozdiel. Odhadnite, aké dlhé

re´azce sú e²te stabilné. Návod: Pod©a tzv. Lindemannovho kritéria sa tuhá látka topí, ak stredná kvadratická výchylka

je porovnate©ná s mrieºkovou kon²tantou.
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Nepruºný rozptyl neutrónov na kry²táli
Priamo£iary dôkaz £asticovej povahy fonónov podávajú experimenty, v ktorých sa ²tuduje nepruºný
rozptyl monochromatických neutrónov s hybnos´ou p nalietavajúcich na kry²tál. Je experimentálnym
faktom, ºe ak �xujeme smer neutrónov vylietavajúcich zo vzorky, potom energia takýchto neutrónov
sa môºe lí²i´ od energie nalietavajúcich neutrónov ε = p2

2M iba o diskrétne hodnoty energie. V rámci
klasickej teórie, v ktorej sa amplitúda kmitov mení spojito, takýto výsledok nemoºno vysvetli´.64

Kvantová interpretácia rozptylových experimentov je nasledovná. Rozptylový proces si moºno pred-
stavi´ ako zráºku neutrónu s fonónom. Nech hybnos´ a energia neutrónu po zráºke sú p′ a ε′ = p′2

2M a
nech kvázihybnos´ fonónu a jeho energia sú ~q a ~ωλ(q). Pri zráºke musia plati´ zákony zachovania
energie a hybnosti:

p′ = p± (~q + ~K), ε′ = ε± ~ωλ(q)

kde sme uváºili, ºe skuto£ná hybnos´ fonónu je ~q + ~K, pri£om K je vektor inverznej mrieºky.65

Znamienko plus popisuje absorbciu fonónu, znamienko mínus emisiu. Ak zo zákona zachovania hybnosti
vyjadríme ~q + ~K a vyuºijeme periodicitu disperzie fonónov, ωλ(q + K) = ωλ(q), obidva zákony
zachovania môºeme zapísa´ jedinou rovnicou

p′2

2M
=

p2

2M
± ~ωλ

(
p′ − p

~

)
.

Pre �xovanú po£iato£nú hybnos´ neutrónov p a �xovanú orientáciu kry²tálu udávajú rie²enia p′ tejto
rovnice moºné hybnosti vylietavajúcich neutrónov. Máme teda jednu rovnicu pre 3 neznáme zloºky

64V na²ej úvahe sme neutróny povaºovali za £astice a vy²lo nám, ºe aj kmity mrieºky musia by´ £astice. Ak by sme
v²ak brali neutróny za vlny, diskrétne zmeny ich frekvencií by sme mohli dosta´ z £isto vlnových úvah, pozri Ashcroft &
Mermin, str. 482-485.

65Pozri napr. II.8.
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vektora p′, preto rie²enia sa budú nachádza´ (pre rôzne fonónové vetvy λ) na plochách v hybnost-
nom priestore. Fixujme teraz smer vylietavajúcich neutrónov. V danom smere bude vo v²eobecnosti
existova´ iba diskrétny po£et rie²ení, t.j. bude moºných iba diskrétne ve©a d¨ºok vektorov p′ v danom
smere. To znamená, ºe neutrón vylietavajúci v danom smere môºe strati´ alebo získa´ len nieko©ko hod-
nôt energie. Výsledkom merania energetického spektra neutrónov vylietavajúcich v danom smere by
teda mala by´ sada delta funkcií. Z takého spektrálneho merania preto moºno ur£i´ energiu a hybnos´
fonónu. Zmenou po£iato£nej energie neutrónov a ich smeru, ako aj zmenou smeru detekcie vylietava-
júcich neutrónov, moºno mapova´ celé fonónové spektrum.

Obr. 28: V©avo je zobrazený priestor hybností p′, ktoré nesú neutróny po rozptyle. Vy²rafovaná je plocha, na ktorej je
splnený zákon zachovania energie (pre rozptyl na fonónovom móde λ). Vo zvolenom smere pozorovania (�k detektoru�)
teda vylietava neutrón s presne de�novanou energiou. Vpravo: príklad hustoty fonónových stavov pre hliník. Ostré zlomy
sú dôsledkom van Hoveho singularít.

Hustota fonónových stavov
Rôzne vetvy vibra£ného spektra kry²tálov budeme ozna£ova´ indexom λ, ktorý teda nadobúda hodnoty
1, . . . , 3r. Zave¤me najprv funkciu G(ω) merajúcu po£et fonónových stavov v jednotkovom objeme,
ktorých frekvencia je men²ia neº ω:

G(ω) =
1

V
∑
k

∑
λ

θ[ω − ωλ(k)],

kde V je objem kry²tálu a θ(x) je tzv. Heavisideova funkcia: θ(x) = 1 pre x > 0 a iná£ θ(x) = 0. Funkcia
N(ω) = dG(ω)

dω potom meria hustotu po£tu stavov na jednotkový interval frekvencie v jednotkovom
objeme a nazývame ju hustotou (fonónových) stavov. Explicitným derivovaním Heavisideovej funkcie
dostávame pre hustotu stavov výraz

N(ω) =
1

V
∑
k

∑
λ

δ[ω − ωλ(k)] =
∑
λ

∫
d3k

(2π)3
δ[ω − ωλ(k)], (31)

kde δ(x) je Diracova funkcia. V druhej rovnosti sme sumu nahradili integálom. Je zrejmé, ºe funkcia
N(ω) je nulová pre ω < 0 a pre ω > ωmax, kde ωmax je maximálna frekvencia fonónov.

Výpo£et hustoty fonónových stavov
Trojrozmerný integrál cez vlnové vektory v de�ni£nom vz´ahu (31) pre N(ω) budeme (pre �xovanú
vetvu λ spektra) po£íta´ nasledovným spôsobom. Recipro£ný priestor si predstavíme ako súbor ²upiek
podobných cibu©ovým vrstvám, ktoré sú ohrani£ené plochami ωλ(k) = ν a ωλ(k) = ν+dν. Hrúbka dk⊥
takejto vrstvy v bode k je pritom daná vz´ahom dν = vλ(k)dk⊥ a jej objem v recipro£nom priestore
je daný dvojrozmerným integrálom cez povrch ²upky∮

ωλ(k)=ν
d2kdk⊥ = dν

∮
ωλ(k)=ν

d2k

vλ(k)
.
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Obr. 29: V©avo je zobrazená dvojica ekvienergetických plôch ωλ(k) = ν a ωλ(k) = ν + dν pre dve blízke frekvencie ν
a ν + dν, ktorá v recipro£nom priestore vymedzí �cibu©ovú vrstvu�. Integrovanie cez trojrozmerný recipro£ný priestor si
pod©a vz´ahu (32) moºno predstavi´ ako s£itovanie cez �cibu©ové vrstvy� ako na obrázku. Vpravo: dôkaz nutnej existencie
sedlových bodov. �iara, ktorá spája ekvivalentné body q0 a q0 + K, je geometrickým miestom maxím funkcie ωλ(k)
pozd¨º zvislých rezov. Minimum funkcie ωλ(k) pozd¨º tejto £iary je h©adaným sedlovým bodom p.

Trojrozmerný integrál cez vlnové vektory napokon dostaneme s£ítaním ²upiek, t.j. integrovaním cez
premennú ν: ∫

d3k =

∫
dν

∮
ωλ(k)=ν

d2k

vλ(k)
. (32)

Ak tento výsledok pouºijeme vo vz´ahu (31) a explicitne preintegrujeme cez premennú ν, pre hustotu
stavov napokon dostaneme výraz

N(ω) =
∑
λ

∫
dν

∮
ωλ(k)=ν

d2k

(2π)3vλ(k)
δ[ω − ν] =

∑
λ

∮
ωλ(k)=ω

d2k

(2π)3vλ(k)
. (33)

V limite nízkych frekvencií k hustote fonónových stavov prispievajú iba tri akustické vetvy, ktorých
disperzné zákony majú v dlhovlnnej limite tvar ωλ(k) = vλ(n)k, kde n je jednotkový vektor v smere
k.66 Ak teraz nahradíme dvojrozmernú integráciu pozd¨º plochy ωλ(k) = ω integráciou cez priestorový
uhol, t.j. ak pouºijeme vz´ah

∮
d2k =

∮
d2nk2(n) =

∮
d2n ω2

v2
λ(n)

, pre fonónovú hustotu stavov v limite
nízkych frekvencií dostaneme univerzálny výsledok

N(ω) =
3ω2

2π2v3
, (34)

kde sme zaviedli priemernú rýchlos´ zvuku 1
v3 = 1

3

∑3
λ=1

1
4π

∫
d2n
v3
λ(n)

, stredovanú cez tri akustické vetvy
a cez v²etky smery v k-priestore.

Van Hoveho singularity
Pri vy²²ích frekvenciách má funkcia N(ω) obvykle komplikovaný priebeh a vykazuje sadu zlomov. Teraz ukáºeme, ºe
prítomnos´ týchto zlomov je nevyhnutným dôsledkom periodicity spektra ωλ(k).

Výraz (33) pre hustotu stavov indikuje, ºe ak pri frekvencii ω na niektorej z 3r plôch s kon²tantnou hodnotou
ωλ(k) = ω existuje bod, v ktorom majú fonóny nulovú grupovú rýchlos´ vλ(k) = 0, potom pre túto hodnotu ω bude
existova´ singularita funkcie N(ω). Dá sa ukáza´, ºe tieto singularity sa prejavia ako zlomy funkcie N(ω), tzv. van
Hoveho singularity. Pre kaºdú vetvu λ zjavne existujú aspo¬ dva body, v ktorých vλ(k) = 0, a síce minimum a
maximum funkcie ωλ(k). Okrem toho v²ak musia existova´ aj sedlové body funkcie ωλ(k), t.j. také body, v ktorých
má funkcia ωλ(k) pozd¨º rôznych smerov v k-priestore raz minimum a inokedy maximum.

Existencia sedlových bodov p vyplýva z nasledujúcej úvahy. �tudujme pre jednoduchos´ vetvu λ kmitov dvojrozmer-

ného kry²tálu. Nech q0 je bod, v ktorom funkcia ωλ(k) nadobúda globálne maximum. Zakreslime tie body k-priestoru,

66Na rozdiel od izotrópneho kontinua, v kry²táli rýchlos´ zvuku vo v²eobecnosti závisí od smeru ²írenia.
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v ktorých funkcia ωλ(k) na rezoch s �xovanými kx nadobúda maximum. Tieto body vytvoria £iaru S prechádzajúcu

bodmi q0 a q0 + K, kde K je vektor recipro£nej mrieºky. �tudujme teraz funkciu ωλ(k) na takto skon²truovanej £iare a

ozna£me bod, v ktorom sa nachádza jej minimum, ako p. Z kon²trukcie je zrejmé, ºe bod p je maximom funkcie ωλ(k)

v smere ky a minimom pozd¨º £iary S, teda je sedlovým bodom.

Príspevok kmitov mrieºky k mernému teplu kry²tálov
Skúmajme merné teplo pri kon²tantnom objeme cV = 1

V
(
∂E
∂T

)
V . Pri teplote T je rovnováºna energia

vibra£ného stavu mrieºky daná vz´ahom E(T ) =
∑

λk ~ωλk
(
nλk + 1

2

)
, kde nλk je rovnováºny po£et

fonónov. Ak (od teploty nezávislú) energiu nulových kmitov mrieºky ozna£íme E(0) = 1
2

∑
λk ~ωλk,

potom pre teplotne závislú £as´ energie kmitov mrieºky dostaneme

E(T )− E(0)

V
=

1

V
∑
λk

~ωλknλk =

∫
dω

1

V
∑
λk

δ(ω − ωλk)~ωn(ω) =

∫ ωmax

0
dωN(ω)~ωn(ω),

kde v poslednej rovnosti sme vyuºili de�níciu (31) fonónovej hustoty stavov N(ω) a maximálnu fo-
nónovú frekvenciu sme ozna£ili ωmax. Rovnováºny po£et fonónov je daný Boseho-Einsteinovým
rozdelením n(ω) = 1

e~ω/T−1
.67

V limite vysokých teplôt T � ~ωmax môºeme pouºi´ aproximáciu n(ω) ≈ T
~ω a pre energiu

dostaneme
E(T )− E(0)

V
= T

∫ ωmax

0
N(ω)dω =

3N rT
V

,

pretoºe celkový po£et fonónových módov v kry²táli sN bunkami a r atómami v bunke je
∫ ωmax

0 N(ω)dω =

3N r. Ale ke¤ºe n = N r
V je koncentrácia atómov, vo vysokoteplotnej limite sme teda dostali klasický

tzv. Dulongov-Petitov zákon68

cV = 3n.

V limite nízkych teplôt budú k energii prispieva´ iba malé frekvencie, preto môºeme pouºi´
výsledok (34) a dostávame

E(T )− E(0)

V
=

3~
2π2v3

∫ ∞
0

dωω3

e~ω/T − 1
=

3T 4

2π2(~v)3

∫ ∞
0

dxx3

ex − 1
=
π2

10

T 4

(~v)3
,

kde sme najprv zamenili hornú hranicu integrovania na nekone£no, ke¤ºe príspevok ve©kých frekvencií
je odrezaný Boseho-Einsteinovou funkciou. Okrem toho sme zaviedli bezrozmernú premennú x = ~ω/T
a pouºili sme identitu

∫∞
0 dx x3

ex−1 = π4

15 . Príspevok mrieºky k mernému teplu pri nízkych teplotách je
teda úmerný T 3:

cV =
2π2

5

(
T

~v

)3

=
12π4

5
n

(
T

θD

)3

.

Tento výsledok odvodil Debye a je v dobrej zhode s experimentom. V literatúre sa merné teplo obvykle
parametrizuje pomocou tzv. Debyeovej teploty θD = ~v

(
6π2n

)1/3, ktorá je pribliºným meradlom
sily väzby, ako ukazuje tabu©ka 6.

C Si Ge LiF NaCl Cu Ag Au
θD (K) 2230 645 374 732 321 343 225 165

Tabu©ka 6: Debyeove teploty kry²tálov s kovalentnou väzbou (C, Si, Ge), iónovou väzbou (LiF, NaCl) a kovovou väzbou
(Cu, Ag, Au). V rámci kaºdej skupiny Debyeova teplota klesá s hmotnos´ou atómov.

67Podobne ako pre fotóny, aj pre fonóny je chemický potenciál v²etkých módov µλk = 0, pretoºe po£et fonónov nijako
nie je ohrani£ený. Naozaj: na jednej strane je chemický potenciál de�novaný vz´ahom µλk = ∂F/∂nλk, kde nλk je po£et
fonónov v móde λk. Na druhej strane, po£et fonónov sa sám nastaví tak, aby minimalizoval vo©nú energiu F , £iºe platí
∂F/∂nλk = 0.

68V klasickej teórii pripadá na kaºdý stupe¬ vo©nosti (v konven£ných jednotkách) kB
2
. Kaºdý atóm má 3 kinetické a 3

potenciálové stupne vo©nosti. Preto cV = 3nkB .



48 11 KVANTOVÁ TEÓRIA KMITOV MRIE�KY 2

Anharmonické javy
V harmonickom priblíºení je tepelná roz´aºnos´ kry²tálov nulová, pretoºe v akoko©vek excitovanom
harmonickom oscilátore je odchýlka strednej polohy atómu od minima potenciálu nulová. Nenulová
roz´aºnos´ reálnych materiálov súvisí s asymetriou potenciálnych jám, v ktorých sedia atómy: £ím
vä£²mi excitovaný je stav oscilátora, tým vä£²ia je odchýlka strednej polohy atómu od minima poten-
ciálu.

Obr. 30: V©avo: typická teplotná závislos´ príspevku fonónov k mernému teplu cV tuhých látok. Obrázok v strede
ukazuje, ºe v harmonickom kry²táli sa rovnováºna vzdialenos´ susedných atómov pri raste teploty nemení. Obrázok
vpravo ukazuje, ºe anharmonické £leny sú pôvodcom teplotnej roz´aºnosti kry²tálov.

Okrem toho sú v harmonickom priblíºení fonóny presnými vlastnými stavmi s nekone£nou dobou
ºivota. To by v²ak znamenalo nekone£nú tepelnú vodivos´,69 pretoºe fonón nesie energiu a teda pris-
pieva k transportu tepla. Dá sa ukáza´, ºe anharmonické efekty umoº¬ujú rozptyl fonónov na fonónoch
a teda spôsobujú kone£nú dobu ºivota fonónov a kone£nú tepelnú vodivos´ aj v ideálnych kry²táloch.

Cvi£enia
1. Neutrón v rozptylovom experimente môºe utrpie´ aj viacero nepruºných zráºok, kým opustí vzorku. Presved£te sa, ºe
takéto zráºky sa v spektre neutrónov vylietavajúcich v danom smere prejavia ako spojité pozadie.

2. (a) Zdôvodnite, pre£o rýchlos´ zvuku v tuhých látkach je rádovo 103 m/s.
(b) Na základe (a) odhadnite typickú Debyeovu teplotu v tuhej látke.

3. Predpokladajte, ºe fonónové spektrum nadobúda maximum pre vetvu λ v bode k0 vnútri 1. Brillouinovej zóny. Nech v
blízkosti maxima platí ωλ(k) = ωmax−A(k−k0)2, kde A je kon²tanta. Nájdite tvar hustoty stavov N(ω) v blízkosti ωmax.

4. Preskúmajte neelastický rozptyl neutrónov na vzorke s jedinou vetvou akustických fonónov s modelovým izotrópnym
disperzným zákonom ω(q) = 2v

a
sin |q|a

2
. Návod: Najprv ukáºte, ºe pri rozptyle neutrónu zo stavu p do stavu p′ musí

plati´

(n′)2 − n2 = ±C sin

√
(n′)2 + n2 − 2nn′ cos θ

2
; C =

4Mva

~
,

kde n = pa/~, n′ = p′a/~ a θ je uhol medzi p a p′. Fixujte povedzme C = 20 (pre£o?) a n = 5 a gra�cky nájdite
prípustné hodnoty n′ pre rôzne hodnoty θ.

5.† Numericky vypo£ítajte hustotu stavov pre model fcc mrieºky z kapitoly 9. Návod: Skúmajte vzorku tvaru rovno-
beºnostenu s hranami Na1, Na2 a Na3, kde ai sú primitívne vektory fcc mrieºky. Predpokladajte periodické okrajové
podmienky a de�nujte po£et stavov s energiou men²ou neº ω,

G(ω) =
1

N 3

∑
qλ

θ(ω − ωqλ),

kde q sú vlnové vektory typu (12). Hustotu stavov N(ω) po£ítajte pod©a N(ω) = G(ω+∆ω)−G(ω)
∆ω

s rozumne zvolenou
hodnotou ∆ω. Ako závisia rozumné hodnoty ∆ω od lineárneho rozmeru kry²tálu N ?

6. Skúmajme anharmonický oscilátor s hamiltoniánom H = p2

2M
+ 1

2
Kx2− 1

3
K
L
x3 a predpokladajme, ºe L� l =

√
~

2Mω
,

t.j. ºe anharmonicita je malá (ω =
√
K/M je frekvencia harmonického oscilátora). Ukáºte, ºe strednú hodnotu výchylky

〈x〉 takéhoto oscilátora moºno odhadnú´ pomocou vz´ahu 〈x〉 = ~ω
2KL

coth ~ω
2T

. Diskutujte správanie veli£iny 〈x〉 v limite

nízkych a vysokých teplôt. Pomôcka: sila pôsobiaca na oscilátor je F = −Kx+ K
L
x2. Ke¤ºe v rovnováha sila nepôsobí,

stredovaním tejto rovnice dostaneme rovnicu 0 = −K〈x〉+ K
L
〈x2〉. Ke¤ºe druhý £len je úmerný 1/L, veli£inu 〈x2〉 sta£í

69Tento záver v²ak platí iba pre nekone£ný ideálny kry²tál.
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vypo£íta´ pre harmonický oscilátor. Formálnej²í prístup moºno nájs´ napríklad v knihe Feynman: Statistical Mechanics.

12 Kovová väzba

V predná²kach 12-22 ²tudujeme správanie elektrónov pre zadané polohy jadier. Pracujeme pritom v
tzv. jednoelektrónovom priblíºení: predpokladáme, ºe stav mnohoelektrónového systému moºno popísa´
pomocou rie²ení nejakej efektívnej Schrödingerovej rovnice Hψ = εψ pre jeden elektrón a obsadením
jedno£asticových stavov pod©a Fermiho-Diracovej rozde©ovacej funkcie.70

Fermiho plocha
Makroskopický homogénny kus kovu budeme modelova´ ako plyn elektrónov s danou hustotou n.
Budeme predpoklada´, ºe elektróny navzájom coulombovsky neinteragujú. Jadrá71 explicitne nezahr-
nieme do na²ich úvah a ich prítomnos´ opí²eme tak, ºe vytvárajú potenciálovú jamu kon²tantnej h¨bky
v celom objeme materiálu.

Na²ím cie©om nie je popisova´ okrajové javy pri povrchu vzorky, ale jej objemové vlastnosti. Preto
môºeme zvoli´ taký tvar vzorky a také okrajové podmienky, s ktorými sa ©ahko pracuje. V literatúre
sa ²tandardne volí kubická vzorka s hranou L a periodické okrajové podmienky,

ψ(x+ L, y, z) = ψ(x, y, z); ψ(x, y + L, z) = ψ(x, y, z); ψ(x, y, z + L) = ψ(x, y, z).

Vlnové funkcie elektrónov vo vzorke musia sp¨¬a´ Schrödingerovu rovnicu pre vo©né elektróny

Hψ(r) = εψ(r),

kde H = − ~2

2m∇
2 je operátor kinetickej energie elektrónov. Úplný ortonormálny systém vlastných

stavov Schrödingerovej rovnice pre vo©né elektróny je tvorený systémom rovinných v¨n

ψk(r) =
1√
V
eik·r; k =

2π

L
(m,n, l),

kde V = L3 je objem zvolenej kocky a vlnové vektory musia by´ (kvôli okrajovým podmienkam) volené
v uvedenom tvare, pri£om m,n, l sú celé £ísla. Kinetická energia elektrónu v stave s hybnos´ou ~k
pritom je

εk =
~2k2

2m
. (35)

Skúmajme elektrónový plyn s koncentráciou n pri teplote T = 0. Kvôli Pauliho vylu£ovaciemu
princípu vtedy N = nV elektrónov zaplní N

2 stavov s najniº²ou energiou, pri£om kaºdý stav bude
obsadený elektrónom so spinom hore aj dole. Ak N � 1, £o predpokladáme, obsadené stavy v k
priestore zaplnia útvar ve©mi podobný guli, tzv. Fermiho gu©u. Pýtajme sa teraz, aký je polomer
Fermiho gule kF . Objem gule v k-priestore je V = 4

3πk
3
F . Dovolené k-body vytvárajú kubickú mrieºku,

v ktorej na jeden bod mrieºky pripadá objem ∆V =
(

2π
L

)3. Vnútri gule je preto pribliºne V
∆V dovolených

k-bodov. Na druhej strane, po£et obsadených k-bodov má by´ N
2 . Porovnaním oboch výrazov nájdeme

tzv. Fermiho vlnový vektor

kF = (3π2n)1/3.

Ke¤ºe L moºno voli´ ve©mi ve©ké, sie´ku dovolených bodov moºno povaºova´ za takmer spojitú (kvá-
zispojitú) a integrály cez k-priestor moºno pod©a (14) aproximova´ sumou cez dovolené k-body:∫

d3k =
(2π)3

V
∑
k

. (36)

70Jedno£asticové priblíºenie moºno zdôvodni´ pomocou priblíºenia Hartreeho-Focka, ktoré vyloºíme v II.5.
71Alebo ióny, pod©a toho, £i chceme hovori´ o v²etkých, alebo len o valen£ných elektrónoch.
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Pre energiu základného stavu elektrónového plynu preto dostávame výsledok

E(0) = 2
∑
k<kF

εk = 2

(
L

2π

)3 ∫
k<kF

d3kεk =
V

5π2

~2k5
F

2m
=

3

5
NεF , (37)

kde sme zaviedli tzv. Fermiho energiu εF =
~2k2

F
2m , t.j. najvy²²iu energiu spomedzi energií obsadených

stavov. V reálnych kovoch má Fermiho energia hodnotu rádovo εF ∼ 1 eV.
Body v k-priestore, ktoré sp¨¬ajú podmienku |k| = kF , vytvárajú plochu v k priestore, ktorá sa

nazýva Fermiho plochou. Ide teda o plochu v k-priestore, ktorá pri T = 0 odde©uje obsadené a
neobsadené stavy. De�níciu Fermiho plochy pomocou obsadenia bodov v recipro£nom priestore moºno
pouºi´ aj pri ²túdiu reálnych materiálov. Ako uvidíme neskôr, disperzný zákon ε = εk elektrónov v
kry²táli sa lí²i od (35). Preto Fermiho plocha v reálnych kovoch môºe ma´ iný tvar ako povrch gule.

Kovová väzba
Teraz ukáºeme, ºe delokalizácia elektrónov zniºuje celkovú energiu a teda vedie na prí´aºlivú interakciu
medzi atómami.72 Nech kaºdý z N atómov vo vzorke tvaru kocky s hranou L má 1 valen£ný elektrón.
Pohyb elektrónu v atóme modelujme ako pohyb £astice v kockovej potenciálovej jame s hranou a = L

N1/3

a nekone£ným potenciálom mimo jamy. Vlnová funkcia základného stavu atómu je potom úmerná

ψ(x, y, z) ∝ sin
πx

a
sin

πy

a
sin

πz

a
,

a preto energia Elok základného stavu N izolovaných atómov je

Elok =
3π2

2

~2

ma2
N ≈ 14.8

~2

ma2
N.

Na druhej strane energiu delokalizovaných elektrónov (37) s hustotou n = 1
a3 moºno zapísa´ v tvare

E(0) =
3

5

~2

2m

(
3π2

a3

)2/3

N ≈ 2.86
~2

ma2
N.

V²imnime si, ºe E(0) < Elok, teda delokalizácia elektrónov zniºuje celkovú energiu systému. Ke¤ºe
takáto delokalizácia je moºná iba pre tesne natla£ené atómy, dostávame kovovú väzbu.

Hustota stavov
Hustotu elektrónových stavov de�nujeme rovnakým spôsobom, ako pre fonóny. Zavedieme najprv fun-
kciu G(ε) = 1

V
∑

k θ(ε − εk) merajúcu po£et stavov s danou projekciou spinu v jednotkovom objeme,
ktorých energia je men²ia neº ε, pri£om θ(x) je Heavisidova funkcia. Derivácia tejto funkcie pod©a
energie potom meria hustotu po£tu stavov na jednotkový interval energie,

N(ε) =
dG(ε)

dε
=

1

V
∑
k

δ(ε− εk) =

∫
d3k

(2π)3
δ(ε− εk) =

1

(2π)3~

∮
εk=ε

d2k

vk
,

kde δ(x) je Diracova funkcia. V jednoduchom modeli s disperzným zákonom (35) pre hustotu stavov
dostaneme výsledok

N(ε) =
1

4π2

(
2m

~2

)3/2√
ε. (38)

�ahko nahliadneme, ºe hustota stavov na Fermiho energii je v modeli (35) daná vz´ahom

N(εF ) =
3

4

n

εF
. (39)

72Samozrejme, ide o ve©mi zjednodu²ený argument.
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Táto formula explicitne ukazuje, ºe hustota stavov meria po£et stavov na jednotku energie v jednot-
kovom objeme. Pri skúmaní reálnych materiálov ju budeme £asto pouºíva´ na kvalitatívne odhady.

Merné teplo elektrónového plynu
V tomto odstavci budeme ²tudova´ príspevok vodivostných elektrónov k mernému teplu pri kon²tant-
nom objeme

cV =
1

V

(
∂E

∂T

)
V
.

Potrebujeme teda zisti´, ako sa mení energia E elektrónového plynu pri zmene teploty T .
Pod©a ²tatistickej fyziky budú pravdepodobnosti obsadenia elektrónových stavov ψk pri kone£nej

teplote T ur£ené rovnováºnym Fermiho-Diracovým rozdelením

f0
k =

1

exp
( εk−µ

T

)
+ 1

,

kde µ je chemický potenciál, ktorý treba nastavi´ tak, aby vo vzorke bola poºadovaná koncentrácia
elektrónov n. Musí teda plati´

n =
2

V
∑
k

f0
k = 2

∫
dε

1

V
∑
k

δ(ε− εk)f0(ε) = 2

∫ ∞
−∞

dεN(ε)f0(ε), (40)

kde faktor 2 zoh©ad¬uje spin elektrónov. V druhej rovnosti sme vyuºili, ºe Fermiho-Diracova distribu£ná
funkcia je iba funkciou energie, t.j. f0

k = f0(εk). V poslednej rovnosti sme vyuºili de�níciu hustoty
stavov. Naviac, ke¤ºe hustota stavov je nulová pre záporné energie, za dolnú medzu integrácie sme
zobrali −∞.

Energia systému elektrónov pri kone£nej teplote je daná analogickým vz´ahom

E(T ) = 2
∑
k

εkf
0
k = 2V

∫ ∞
−∞

dεN(ε)εf0(ε).

V limite nízkych teplôt moºno pomocou tzv. Sommerfeldovho rozvoja ukáza´,73 ºe Taylorov rozvoj
energie do rádu T 2 má tvar

E(T ) = E(0) +
π2

3
T 2N(εF )V, (41)

a teda elektrónový príspevok k mernému teplu sa v limite nízkych teplôt T → 0 blíºi k nule:

cV =
2π2

3
N(εF )T = γT. (42)

Experimentálne ur£ené merné teplo je vo v²eobecnosti sú£tom príspevkov od v²etkých stup¬ov
vo©nosti (elektróny, ióny, vo©né spiny, at¤). V kovoch dominuje pri nízkych teplotách príspevok od
elektrónov. To nám umoº¬uje ur£i´ z merania koe�cientu γ hustotu stavov na Fermiho ploche.

Nakoniec budeme interpretova´ výsledok (42) pre merné teplo. Ak pouºijeme vz´ah (39) pre hustotu
stavov jednoduchého modelu vo©ných elektrónov, pri nízkych teplotách T � εF dostaneme

cV =
π2

2

T

εF
n.

Na druhej strane, pri teplotách T � εF sa plyn elektrónov správa ako klasický plyn, a preto vtedy
merné teplo nezávisí od teploty, cV = 3

2n. Pri nízkych teplotách je teda merné teplo zhruba T
εF

krát
men²ie ako pri vysokých teplotách. Je tomu tak preto, lebo tepelné excitácie pri nízkych teplotách
menia rozloºenie iba tých elektrónov, energia ktorých sa od Fermiho energie lí²i nanajvý² o T . Podiel
takých elektrónov je zhruba T

εF
.

Neskôr uvidíme, ºe aj transportné vlastnosti kovov, napr. ich merná elektrická vodivos´, sú ur£ované
stavmi v blízkosti Fermiho plochy. Podobne v IV.6 ukáºeme, ºe pri prechode kovu do supravodivého
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Obr. 31: Porovnanie príspevkov elektrónov a fonónov k mernému teplu jednoelektrónových kovov (t.j. kovov s rovnakými
koncentráciami elektrónov a atómov). Príspevok elektrónov dominuje len pri nízkych teplotách. Teplotná ²kála nie je
nakreslená realisticky, pretoºe nepomer medzi Debyeovou teplotou θD a Fermiho energiou εF je obvykle výrazne vä£²í,
typicky θD/εF ∼ 10−2.

stavu dochádza k zmene elektrónového spektra iba v tesnej blízkosti Fermiho plochy.

Sommerfeldov rozvoj
Pre funkcie K(ε), ktoré sa menia pomaly v blízkosti ε = µ, platí tzv. Sommerfeldov rozvoj∫ ∞

−∞
dεK(ε)

(
−∂f

0(ε)

∂ε

)
= K(µ) +

π2

6
T 2K′′(µ) +O(T 4). (43)

Dôkaz. Integrand je pod©a predpokladu sú£inom hladkej funkcie K(ε) a funkcie
(
− ∂f

0(ε)
∂ε

)
, ktorá má ostrý pík pri energii

ε = µ. Funkciu K(ε) rozvinieme do Taylorovho radu v bode ε = µ a príspevok n-tého rádu bude∫ ∞
−∞

dε(ε− µ)n
(
−∂f

0(ε)

∂ε

)
=

1

4T

∫ ∞
−∞

dε(ε− µ)n

cosh2
(
ε−µ
2T

) = (2T )nIn; In =
1

2

∫ ∞
−∞

dxxn

cosh2 x
.

V¤aka exponenciálnemu poklesu funkcie
(
− ∂f

0(ε)
∂ε

)
sú bezrozmerné integrály de�nujúce In konvergentné pre v²etky n.

Pre nepárne n dostávame In = 0, pretoºe vtedy ide o integrál z nepárnej funkcie. Pre párne n sú hodnoty In známe;
napríklad I0 = 1 a I2 = π2

12
.

Alternatívna forma Sommerfeldovho rozvoja
Predpokladajme teraz, ºe funkciu K(ε) moºno reprezentova´ ako K(ε) =

∫ ε
−∞ dε

′H(ε′). Alternatívnu formu Sommerfel-
dovho rozvoja dostaneme, ak budeme po£íta´ integrál na ©avej strane rovnice (43) metódou per partes. Tak dostaneme∫ ∞

−∞
dεK(ε)

(
−∂f

0(ε)

∂ε

)
=

∫ ∞
−∞

dεH(ε)f0(ε)−
[
K(ε)f0(ε)

]∞
−∞ .

Z reprezentácie funkcie K(ε) pomocou H(ε) vyplýva, ºe limε→−∞K(ε) = 0. Ak budeme naviac predpoklada´, ºe
limε→∞K(ε)f0(ε) = 0, potom Sommerfeldov rozvoj môºeme zapísa´ v nasledovnej alternatívnej forme:∫ ∞

−∞
dεH(ε)f0(ε) =

∫ µ

−∞
dεH(ε) +

π2

6
T 2H ′(µ) +O(T 4). (44)

Odvodenie rovnice (41)
Pouºime Sommerfeldov rozvoj (44) v rovnici (40). Do rádu T 2 dostaneme

n = 2

∫ µ

0

dεN(ε) +
π2

3
T 2N ′(µ) = 2

∫ εF

0

dεN(ε) + 2δµN(εF ) +
π2

3
T 2N ′(εF ).

V poslednej rovnici sme vyuºili predpoklad, ºe chemický potenciál µ = εF +δµ sa zmení oproti svojej hodnote pri nulovej
teplote εF o hodnotu δµ� εF , ktorá je rádu T 2. Ke¤ºe koncentrácia elektrónov pri nulovej teplote je n = 2

∫ εF
0

dεN(ε),
dostaneme porovnaním prvého a posledného výrazu

δµ = −π
2

6
T 2N

′(εF )

N(εF )
,

£o potvrdzuje ná² predpoklad δµ ∝ T 2. Sommerfeldov rozvoj (44) pre energiu potom do rádu T 2 dáva

E(T )

V = 2

∫ εF

0

dεN(ε)ε+ 2δµN(εF )εF +
π2

3
T 2N ′(εF )εF +

π2

3
T 2N(εF ).

73Pod nízkymi teplotami tu rozumieme teploty T � εF , teda napr. aj izbové teploty. Pozri dodatok na konci predná²ky.
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Ale sú£et druhého a tretieho £lena je nula, £ím sme dokázali (41).

Cvi£enia
1. Nájdite tlak p v degenerovanom plyne elektrónov s koncentráciou n pri nulovej teplote. Návod: energiu základného stavu
E vyjadrite ako funkciu po£tu elektrónov N a objemu systému V a pouºite termodynamickú de�níciu p = −(∂E/∂V)N .

2. Kvantový drôt. Uvaºujme o drôte v tvare hranola s rozmermi a × a × L, pri£om a � L. Predpokladajme periodické
okrajové podmienky pozd¨º drôtu, t.j. v smere L. V prie£nych smeroch modelujme elektróny ako £astice v ²tvorcovej
²katuli s nekone£nými bariérami. Nájdite maximálnu (jednorozmernú) koncentráciu elektrónov n = N

L
, pri ktorej sú

obsadené iba stavy s najniº²ou energiou v prie£nych smeroch (tzv. najniº²í subpás).

3. Jednorozmený elektrónový plyn (t.j. kvantový drôt s jedným obsadeným subpásom).
(a) Vypo£ítajte Fermiho vlnový vektor kF ako funkciu (jednorozmernej) koncentrácie elektrónov n.
(b) Vypo£ítajte priemernú energiu elektrónu ε̄.
(c) Vypo£ítajte hustotu stavov N(ε).

4. Dvojrozmený elektrónový plyn.
(a) Vypo£ítajte Fermiho vlnový vektor kF ako funkciu (dvojrozmernej) koncentrácie elektrónov n.
(b) Vypo£ítajte priemernú energiu elektrónu ε̄.
(c) Vypo£ítajte hustotu stavov N(ε).
(d) Pomocou Sommerfeldovho rozvoja vypo£ítajte teplotnú závislos´ chemického potenciálu µ(T ).
(e) Pouºite výsledok

∫∞
0

dx
bex+1

= ln
(
1 + 1

b

)
a ukáºte, ºe presný výpo£et dáva

µ(T ) = T ln

[
exp

(
πn~2

mT

)
− 1

]
.

Pre£o sme dostali iný výsledok ako v bode (d)?

13 Chemická väzba

V tejto predná²ke ukáºeme, ºe chemická (kovalentná) väzba, t.j. sila drºiaca pokope molekuly H2, O2,
at¤., je dôsledkom kvantovej mechaniky a elektrostatických interakcií medzi elektrónmi a iónmi. Vo
v²etkých úvahách budeme ióny povaºova´ za klasické nepohyblivé £astice.

Molekula H+
2

Najskôr ukáºeme, ºe hoci sa protóny navzájom coulombovsky odpudzujú, pridaním jedného elektrónu
k dvom protónom vznikne viazaný stav protónov! Z chemického h©adiska ide o ionizovanú molekulu
vodíka H+

2 . Ná² postup bude nasledovný: Budeme predpoklada´, ºe protóny sa nachádzajú vo vzájomnej
vzdialenosti R, a ukáºeme, ºe minimum celkovej energie systému sa realizuje pri kone£nej vzdialenosti
R.

Vzdialenosti elektrónu od protónov 1 a 2 ozna£me ako r1 a r2. Potom hamiltonián systému protóny
+ elektrón (po zanedbaní kinetickej energie protónov) je

H(R) = − ~2

2m
∇2 − q2

r1
− q2

r2
+
q2

R
, (45)

kde q2 = e2

4πε0
. Máme rie²i´ Schrödingerovu rovnicu pre elektrón

H(R)ψ(r) = E(R)ψ(r),

v ktorej hamiltonián (a teda aj vlnová funkcia ψ(r) a k nej príslu²ná vlastná energia E(R)) parametricky
závisí od R.

Úlohu budeme rie²i´ varia£nou metódou: Pre kaºdé R navrhneme explicitnú vlnovú funkciu
ψ(r). Varia£ný princíp nám zaru£í, ºe najniº²ia vlastná energia elektrónu je zhora ohrani£ená strednou
hodnotou energie vo varia£nom stave:

E(R) ≤
∫
d3rψ∗(r)Hψ(r)∫
d3r|ψ(r)|2

.

Pre ve©ké vzdialenosti R o£akávame, ºe energia základného stavu elektrónu v H+
2 je totoºná s energiou

základného stavu atómu vodíka E0 = −EB, kde EB = q2

2aB
= 13.59844 eV je atomárna jednotka
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energie a aB je Bohrov polomer atómu vodíka. Ak pri kone£nej vzdialenosti R bude v stave popísanom
varia£nou vlnovou funkciou energia E(R) niº²ia neº E0, potom budeme ma´ exaktný dôkaz prítomnosti
väzby v H+

2 .

Metóda LCAO (linear combination of atomic orbitals)
Ide o metódu kon²trukcie varia£nej vlnovej funkcie. Základným predpokladom metódy je, ºe elektrón
vä£²inu £asu strávi v blízkosti jedného z protónov, ke¤ºe práve tam je jeho potenciálna energia naj-
niº²ia. Potom bude rozumné vzia´ namiesto funkcie ψ(r) jednoduchú lineárnu kombináciu atomárnych
vlnových funkcií lokalizovaných okolo protónov 1 a 2.

Pripome¬me, ºe vlnová funkcia pre základný stav atómu vodíka s protónom v po£iatku súradníc je

ϕ(r) =
1√
πa3

B

e−r/aB ,

∫
d3r|ϕ(r)|2 = 1.

Preto za vlnovú funkciu pre elektrón v blízkosti protónu i budeme bra´ ϕ(ri) = ϕ(r−Ri), kde Ri je
polohový vektor protónu i. Teda v priblíºení LCAO berieme za varia£nú vlnovú funkciu ψ(r) nasledovnú
lineárnu kombináciu:

ψ(r) = c1ϕ(r1) + c2ϕ(r2).

V²imnime si, ºe potenciál, v ktorom sa elektrón pohybuje, má zrkadlovú symetriu. V cvi£ení 1
ukáºeme, ºe v takomto prípade sta£í, ak do úvahy zoberieme iba symetrickú a antisymetrickú lineárnu
kombináciu atómových orbitálov:

ψ±(r) = ϕ(r1)± ϕ(r2).

Po£ítajme najprv normy vlnových funkcií ψ±(r):∫
d3r|ψ±(r)|2 =

∫
d3r

[
ϕ(r1)2 + ϕ(r2)2 ± 2ϕ(r1)ϕ(r2)

]
= 2(1± S),

kde sme vyuºili reálnos´ a normovanos´ vlnových funkcií ϕ(ri) a zaviedli sme tzv. prekryvový integrál
S =

∫
d3rϕ(r1)ϕ(r2).

Pre maticové elementy hamiltoniánu v (nenormalizovaných) stavoch ψ±(r) dostávame analogickým
postupom výraz∫

d3rψ±(r)Hψ±(r) =

∫
d3r [ϕ(r1)Hϕ(r1) + ϕ(r2)Hϕ(r2)± ϕ(r1)Hϕ(r2)± ϕ(r2)Hϕ(r1)]

= 2

∫
d3r [ϕ(r1)Hϕ(r1)± ϕ(r2)Hϕ(r1)] ,

kde sme opä´ vyuºili pravo-©avú symetriu systému. Stredná hodnota energie vo varia£ných stavoch
ψ±(r) je preto daná výrazom

E±(R) =
∆∓ t
1± S

, (46)

kde sme zaviedli ozna£enia ∆ =
∫
d3rϕ(r1)Hϕ(r1) a t = −

∫
d3rϕ(r2)Hϕ(r1). Energia ∆ je energiou

elektrónu v atomárnom stave ϕ(r1) po jeho vloºení do molekuly. Energia t sa nazýva amplitúdou tu-
nelovania medzi stavmi ϕ(r1) a ϕ(r2).

�alej si v²imnime, ºe operátor celkovej energie H pôsobí na vlnovú funkciu ϕ(r1) nasledovne:

Hϕ(r1) =

[
− ~2

2m
∇2 − q2

r1
− q2

r2
+
q2

R

]
ϕ(r1) =

[
E0 +

q2

R

]
ϕ(r1)− q2

r2
ϕ(r1),

kde sme vyuºili fakt, ºe vlnová funkcia ϕ(r1) je vlastným stavom izolovaného atómu £. 1 s vlastnou energiou E0.
Násobením výrazu pre Hϕ(r1) z©ava funkciami ϕ(r1,2) po následnej integrácii dostávame vyjadrenia pre ∆ a t:

∆ =

∫
d3rϕ(r1)Hϕ(r1) = E0 +

q2

R
− P, t = −

∫
d3rϕ(r2)Hϕ(r1) = Q−

[
E0 +

q2

R

]
S,

kde sme zaviedli dva nové integrály

P =

∫
d3rϕ(r1)

q2

r2
ϕ(r1), Q =

∫
d3rϕ(r2)

q2

r2
ϕ(r1).
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Obr. 32: Funkcia F±(δ). Horná krivka zobrazuje F−, dolná krivka zobrazuje F+. Obrázok ukazuje, ºe ión H+
2 je stabilný,

ak elektrón obsadí symetrickú vlnovú funkciu (väzobný orbitál). Elektrón v stave s antisymetrickou vlnovou funkciou
(antiväzobný orbitál) má energiu vy²²iu ako v izolovanom atóme. To znamená, ºe v antiväzobnom stave sa protóny
odpudzujú.

Obr. 33: Vlnové funkcie väzobného orbitálu ψ+(r) (symetrická funkcia) a antiväzobného orbitálu ψ−(r) (antisymetrická
funkcia) pozd¨º spojnice protónov pre δ = 2.5.

Integrovaním v eliptických súradniciach pritom moºno ukáza´:74

q2

R
− P = 2EB

1 + δ

δ
e−2δ, Q = 2EB(1 + δ)e−δ, S =

(
1 + δ +

δ2

3

)
e−δ

kde sme zaviedli parameter δ = R/aB , ktorý meria vzdialenos´ medzi protónmi v jednotkách Bohrovho polomeru.
Dosadením výrazov pre ∆ a t do vz´ahu (46) dostávame napokon pre energie varia£ných stavov ψ±(r) výsledok

E±(R) = E0 + F±(δ)EB , F±(δ) =
2e−δ

[
(1 + δ) e−δ ±

(
1− 2δ2

3

)]
δ
[
1±

(
1 + δ + δ2

3

)
e−δ
] ,

kde prvý £len na pravej strane je energia elektrónu v základnom stave atómu vodíka a druhý £len je korekcia zoh©ad¬u-

júca prítomnos´ druhého jadra.

Z grafu funkcie F+(δ) vidno, ºe ak sa elektrón nachádza v stave so symetrickou vlnovou funkciou
ψ+(r), t.j. vo väzobnom orbitáli, potom E+(R) < E0. To znamená, ºe elektrón je schopný sprostredko-
va´ väzbu medzi protónmi. Rovnováºna vzdialenos´ protónov je pritom daná polohou minima funkcie
E+(R). Fyzikálnu podstatu väzby objas¬uje graf funkcie ψ+(r), ktorý ukazuje, ºe vo väzobnom orbitáli
sa elektrón jednak delokalizuje, £ím sa zníºi jeho kinetická energia, a zárove¬ sa prednostne nachádza
v priestore medzi protónmi, kde pro�tuje z prí´aºlivého potenciálu od obidvoch protónov.
Molekula H2

O£akávame, ºe v neutrálnej molekule H2 obidva elektróny obsadia ten istý väzobný orbitál a
ºe podobne ako pre ión H+

2 existuje stabilný viazaný stav systému. Koniec koncov, ak existuje viazaný

74Pozri cvi£enie 5.
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LCAO presné rie²enie experiment
R0 (Å) 1.32 1.058 1.06
E (eV) 1.76 2.654 2.651

Tabu©ka 7: Rovnováºna vzdialenos´ protónov a disocia£ná energia iónu H+
2 (t.j. energia potrebná na jeho rozdelenie na

izolovaný protón a atóm vodíka v základnom stave). Problém moºno rie²i´ presne. Presné rie²enie je vo výbornej zhode
s experimentom.

stav nabitého iónu, neutrálna molekula by mala by´ tým skôr stabilná. Na dôkaz stability väzby moºno
opä´ pouºi´ varia£nú vlnovú funkciu. Formálne korektný popis by si v²ak vyºadoval diskusiu o symetrii
dvoj£asticových vlnových funkcií. Tejto téme sa budeme venova´ aº v predná²ke o paramagnetizme.
Namiesto toho budeme prezentova´ nasledovný kvalitatívny argument pochádzajúci od Weisskopfa.

Celkový hamiltonián molekuly H2 (opä´ predpokladáme statické protóny) je sú£tom kinetickej ener-
gie elektrónov He a energie coulombovského pôsobenia medzi elektrónmi a iónmi Hei, medzi elektrónmi
navzájom Hee, a medzi iónmi navzájom Hii = q2

R :

H = He +Hei +Hee +
q2

R
= H ′(R) +

q2

R
.

V druhej rovnici sme elektrónovú £as´ hamiltoniánu ozna£ili ako H ′(R). Nech E′(R) je energia základ-
ného stavu operátora H ′(R). Potom celková energia molekuly v základnom stave je

E(R) = E′(R) +
q2

R
.

Trik spo£íva v interpolácii funkcie E′(R). Pre vzdialenosti R ≥ 2aB o£akávame, ºe prekryvy vlno-
vých funkcií elektrónov príslu²ných rôznym protónom sú malé. V tejto oblasti by sme mali o£akáva´
slabú van der Waalsovu interakciu, ale ak ju zanedbáme, bude celková energia systému daná sú£tom
dvoch izolovaných atómov vodíka, E(R) = 2E0. Pre elektrónovú £as´ energie tak na intervale R ≥ 2aB
dostávame E′(R) = 2E0 − q2

R . Teda napríklad E′(2aB) = −3EB.
�alej si v²imnime, ºe pre R = 0 je elektrónová úloha totoºná s problémom atómu hélia. Ak vyuºi-

jeme poznatok z atómovej fyziky, ºe atóm He je stabilný s energiou základného stavu E1, dostaneme
hodnotu E′(0) = E1 = −5.7EB.

Funkciu E′(R) pre vzdialenosti jadier leºiace v intervale 0 ≤ R ≤ 2aB odhadneme pomocou lineár-
nej interpolácie medzi jej hodnotami preR = 0 aR = 2aB a dostávameE′(R) = [−5.7 + 1.35R/aB]EB.
Celkovú energiu E(R) molekuly H2 napokon dostaneme pripo£ítaním coulombovskej energie iónov
q2

R = 2aB
R EB k energii E′(R). Tak dostaneme odhad

E(R) =

[
−5.7 + 1.35

R

aB
+ 2

aB
R

]
EB,

ktorý platí pre na intervale 0 ≤ R ≤ 2aB. Pre R ≥ 2aB naopak dostávame E(R) = −2EB.
Z grafu funkcie E(R) a z porovnania s experimentom vidno, ºe Weisskopfov odhad celkovej energie

molekuly ako funkcie vzdialenosti medzi protónmi kvalitatívne vysvet©uje existenciu viazaného stavu
molekuly H2.

odhad experiment
R0 (Å) 0.65 0.74
E (eV) 5.58 4.478

Tabu©ka 8: Rovnováºna vzdialenos´ protónov a disocia£ná energia molekuly H2. Ná² hrubý odhad je v rozumnej zhode
s experimentom.

Cvi£enia
1. De�nujme operátor P ako operátor, ktorý vlnovej funkcii ψ(x, y, z) priradí vlnovú funkciu χ(x, y, z), pri£om platí
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Obr. 34: Weisskopfov odhad energie E(R) molekuly H2 v jednotkách EB ako funkcie vzdialenosti atómov. Pouºili sme
experimentálnu hodnotu väzbovej energie atómu He E1 = −5.7EB . Energia nadobúda minimum Emin = −2.41EB pre
vzdialenos´ R0 = 1.22aB medzi protónmi.

χ(x, y, z) = Pψ(x, y, z) = ψ(x, y,−z). Operátor P teda vlnovej funkcii prira¤uje jej zrkadlový obraz.
(a) Ukáºte, ºe pre hamiltonián (45) a pre ©ubovo©nú vlnovú funkciu ψ(r) platí HPψ(r) = PHψ(r). Inými slovami,
operátor P komutuje s hamiltoniánom, [H,P ] = 0.
(b) Ukáºte, ºe platí P 2 = 1. �alej ukáºte, ºe vlastné £ísla operátora P sú λ = ±1. Týmto vlastným £íslam zodpovedajú
symetrické (λ = 1) a antisymetrické (λ = −1) vlnové funkcie. Bázu Hilbertovho priestoru teda moºno skon²truova´ tak,
ºe pozostáva iba zo symetrických a antisymetrických vlnových funkcií.
(c) Ukáºte, ºe ak ψ je vlastný stav operátora P s vlastnou hodnotou λ, potom aj Hψ je vlastným stavom operátora P s
tou istou vlastnou hodnotou λ. Presved£te sa, ºe z tohto dôvodu moºno operátor H diagonalizova´ zvlá²´ v podpriestore
symetrických a zvlá²´ v podpriestore antisymetrických vlnových funkcií. Toto pozorovanie sme pouºili pri vo©be funkcií
ψ±(r).

2. Nech X je atóm s £iasto£ne zaplnenými orbitálmi typu p. Skúmajme dvojatómovú molekulu X2. Nech spojnica atómov
X-X je orientovaná v smere osi z. Ozna£me orbitály typu p prvého atómu ako ψ1x, ψ1y a ψ1z. Podobne orbitály typu
p druhého atómu nech sú ψ2x, ψ2y a ψ2z. Ak budeme h©ada´ molekulové orbitály metódou LCAO, potom v²eobecná
vlnová funkcia by mala by´ lineárnou kombináciou týchto ²iestich orbitálov.
(a) Vyuºite symetriu problému vo£i zrkadleniam x→ −x a y → −y a ukáºte, ºe∫

d3rψ∗1y(r)Hψ1x(r) =

∫
d3rψ∗1y(r)Hψ1z(r) =

∫
d3rψ∗1y(r)Hψ2x(r) =

∫
d3rψ∗1y(r)Hψ2z(r) = 0.

(b) Ukáºte ¤alej, ºe ke¤ naviac uváºime symetriu z → −z, v metóde LCAO sta£í uváºi´ nasledovné väzobné a antiväzobné
orbitály:

ψσ± = ψ1z ± ψ2z; ψπx± = ψ1x ± ψ2x; ψπy± = ψ1y ± ψ2y.

Energie väzobných orbitálov ψσ+ (tzv. σ väzba) a ψπx+, ψπy+ (tzv. π väzby) budú niº²ie neº energie atomárnych p-
orbitálov. Na druhej strane, energie antiväzobných orbitálov ψσ− a ψπx−, ψπy− budú vy²²ie neº energie atomárnych
p-orbitálov. Ako by ste zoradili energie týchto ²iestich orbitálov?
(c)∗ Ukáºte, ºe väzobné a antiväzobné orbitály typu π sú ortogonálne k v²etkým väzobným orbitálom vyrobeným kom-
bináciou atomárnych orbitálov typu s. Ako by sme mali z vlnových funkcií ψ1z a ψ2z kon²truova´ väzobné a antiväzobné
orbitály typu σ, aby sme zaru£ili ich ortogonálnos´ ku v²etkým väzobným orbitálom vyrobeným kombináciou atomárnych
orbitálov typu s?

N2 O2 F2

elektrónová kon�gurácia atómu 2p3 2p4 2p5

väzobná energia (eV/molekula) 9,80 5,16 1,64

Tabu©ka 9: Tabu©ka väzobných energií dvojatómových molekúl.

3. Analýzou obsadenia väzobných a antiväzobných σ a π orbitálov zdôvodnite závislos´ väzobných energií dvojatómových
molekúl (t.j. energií potrebných na ich roztrhnutie) od po£tu p elektrónov v atóme uvedenú v tabu©ke 9.
4. (a) Pomocou experimentálnych údajov v tabu©kách 7,8 vypo£ítajte ioniza£nú energiu molekuly H2, t.j. energiu po-
trebnú na vytvorenie iónu H+

2 presunom elektrónu do nekone£na.
(b) Preskúmajte závislos´ amplitúdy tunelovania t od (bezrozmernej) vzdialenosti δ medzi protónmi v ióne H+

2 . Aké je
znamienko t pre fyzikálne relevantnú vzdialenos´ δ ≈ 2.5?
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5.∗ Vypo£ítajte integrály P , Q a S vystupujúce v teórii chemickej väzby. Návod: Pouºite eliptické súradnice ξ = r1+r2
R

,

η = r1−r2
R

a ϕ, kde ϕ je azimutálny uhol okolo spojnice protónov.

14 Spektrum elektrónov v ideálnom kry²táli: metóda tesnej väzby

Touto predná²kou za£íname sériu predná²ok o spektre elektrónov v dokonalých kry²táloch. V²etky
úvahy vedieme v tzv. jednoelektrónovom priblíºení. Ide o to, ºe ne²tudujeme Schrödingerovu rov-
nicu pre mnohoelektrónovú funkciu, ale namiesto toho skúmame pohyb jediného elektrónu v efektívnom
potenciáli, ktorý je tvorený iónmi a ostatnými elektrónmi.75

Spektrum jednorozmerného kry²tálu
Skúmajme lineárnu retiazku atómov s mrieºkovou kon²tantou a. Kaºdý atóm je charakterizovaný sadou
dovolených hladín. Pre za£iatok sa obmedzíme na skúmanie jedinej atomárnej hladiny s energiou ∆.
Nech kry²tál pozostáva z N atómov a nech elektrón na atóme v bode R je popísaný vlnovou funkciou
|R〉. Predpokladáme pritom, ºe |R〉 je viazaný stav lokalizovaný v blízkosti atómu R. Pre jednoduchos´
budeme naviac predpoklada´, ºe sada vlnových funkcií |R〉 je ortonormálna, t.j. ºe platí

〈R′|R〉 = δRR′ .

Na konci tejto predná²ky tento predpoklad odstránime.
Klasický pohyb elektrónu z jedného atómu na druhý nie je moºný, pretoºe elektróny sú lokalizované

v atomárnych potenciálnych jamách a na ich opustenie nemajú dostato£nú energiu. V kvantovej me-
chanike sa v²ak elektróny môºu premiest¬ova´ medzi atómami tunelovaním. Ak mrieºková kon²tanta
a bude omnoho vä£²ia ako rozmer vlnovej funkcie |R〉, potom tunelovanie elektrónov medzi atómami
moºno zanedba´ a spektrum kry²tálu bude pozostáva´ z jedinej hladiny ∆, ktorá je N -krát degene-
rovaná. Pre kone£nú amplitúdu tunelovania medzi atómami v²ak ukáºeme, ºe N -krát degenerovaná
atomárna hladina ∆ sa roz²tiepi na kvázispojitý pás dovolených energií.76

Obr. 35: V©avo: lineárna retiazka N atomárnych orbitálov v polohách R = na s amplitúdou tunelovania t medzi
susednými orbitálmi. Vpravo: N -krát degenerovaná atomárna hladina sa pri kone£nej amplitúde tunelovania roz²tiepi na
kvázispojitý pás energií.

Nech H je hamiltonián pre elektrón v kry²táli. Budeme predpoklada´, ºe v prítomnosti tunelovania
moºno pôsobenie hamiltoniánu H na vlnovú funkciu |R〉 vyjadri´ nasledovne:

H|R〉 = ∆|R〉 − t|R− a〉 − t|R+ a〉. (47)

Prvý £len znamená, ºe energia elektrónu v atóme je ∆. Druhý a tretí £len popisujú tunelovanie elektrónu
z atómu R do susedných atómov R±a. Aby sme zaru£ili platnos´ rovnice (47) aj na koncoch kry²tálu,
opä´ poºadujeme splnenie periodických okrajových podmienok, t.j. ºiadame, aby pre v²etky R platila
identita

|R+Na〉 = |R〉.

Vz´ah (47) je vlastne de�níciou hamiltoniánu. De�nova´ operátor totiº znamená de�nova´ predpis,
akým tento operátor pôsobí na stavy. Amplitúda tunelovania je de�novaná maticovým elementom
t = 〈R + a|H|R〉, rovnako ako v teórii chemickej väzby. V hamiltoniáne (47) sme sa obmedzili na

75Jednoelektrónovému priblíºeniu sa detailne venujeme v II.5 a III.5.
76Ide o zov²eobecnenie popisu chemickej väzby. Tam sme skúmali ²peciálny prípad s N = 2 a dve atomárne hladiny

sa roz²tiepili na väzobnú a antiväzobnú hladinu.
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²peciálny prípad, kedy amplitúda tunelovania je rovnaká pre preskoky do©ava aj doprava. V takomto
prípade musí by´ amplitúda tunelovania reálna, pozri cvi£enie 1.

Na²ou úlohou je rie²i´ bez£asovú Schrödingerovu rovnicu H|ψ〉 = ε|ψ〉 pre elektrón. Rie²enie h©a-
dáme podobne ako pri diskusii chemickej väzby metódou lineárnej kombinácie atomárnych orbitálov,
t.j. predpokladáme, ºe

|ψ〉 =
∑
R

cR|R〉.

Koe�cienty cR majú význam amplitúdy pravdepodobnosti, ºe elektrón sa nachádza v mrieºkovom bode
R. Ak tento ansatz dosadíme do Schrödingerovej rovnice, dostaneme rovnicu∑

R

cR [∆|R〉 − t|R− a〉 − t|R+ a〉] = ε
∑
R

cR|R〉.

Ak teraz zoberieme skalárny sú£in tejto rovnice s 〈r|, dostaneme namiesto Schrödingerovej rovnice
sadu N oby£ajných algebraických rovníc pre N neznámych amplitúd cr:77

−t(cr+a + cr−a) + ∆cr = εcr. (48)

Systém rovníc (48) pripomína zviazaný systém pohybových rovníc ²tudovaný v teórii kmitov
mrieºky. Preto sa ponúka jeho rie²enie v tvare rovinnej vlny cr = 1√

N e
ikr. �ahko sa presved£íme,

ºe vlastná energia tohto rie²enia je
εk = ∆− 2t cos ka (49)

a príslu²ná normalizovaná vlnová funkcia elektrónu

|k〉 =
1√
N

∑
r

eikr|r〉

je charakterizovaná vlnovým vektorom k.
Ak budeme ºiada´ periodické okrajové podmienky cr+Na = cr, dostaneme dovolené hodnoty

k = 2π
Nan, kde n je celé £íslo. V²imnime si naviac, ºe ak K je vektor recipro£nej mrieºky, potom

vlnové funkcie |k〉 a |k + K〉 sú totoºné, pretoºe vtedy sú koe�cienty cr totoºné. To ale znamená, ºe
existuje práve N nezávislých vlnových funkcií |k〉. Teda hladina ∆ sa v prítomnosti kone£ného tune-
lovania roz²tiepi na N hladín v intervale 〈∆ − 2t,∆ + 2t〉. Ke¤ºe obvykle skúmame makroskopické
vzorky, pre ktoré N � 1, zvy£ajne zanedbávame zrnitos´ k-priestoru a hovoríme o spojitom páse
dovolených energií. Pre ¤al²ie úvahy bude dôleºité aj pozorovanie, ºe v páse je práve to©ko rôznych
stavov, ko©ko elementárnych buniek sa nachádza v kry²táli.

Jednorozmerný model iónového kry²tálu
V tomto odstavci budeme skúma´ spektrum jednoduchého jednorozmerného modelu iónového kry²tálu,
ktorý pozostáva z periodicky rozmiestnených atómov Cl s atomárnou hladinou ∆1 a atómov Na s
atomárnou hladinou ∆2, pri£om predpokladáme, ºe ∆1 < ∆2.78 Vzdialenos´ susedných atómov Na a
Cl nech je a

2 a mrieºková kon²tanta je a. Ortonormálne vlnové funkcie atómov Cl a Na v bunke R
nazveme |R, 1〉 a |R, 2〉. Pôsobenie elektrónového hamiltoniánu H na tieto stavy postulujeme v tvare

H|R, 1〉 = ∆1|R, 1〉 − t|R− a, 2〉 − t|R, 2〉,
H|R, 2〉 = ∆2|R, 2〉 − t|R, 1〉 − t|R+ a, 1〉,

77Rovnicu (48) moºno chápa´ ako diskretizovanú verziu oby£ajnej bez£asovej Schrödingerovej rovnice v jednom rozmere
− ~2

2m
d2ψ
dx2

+Uψ(x) = εψ(x). Ak sa totiº vlnová funkcia ψ(x) pomaly mení na ²kále a, jej druhú deriváciu v bode x môºeme

aproximova´ vz´ahom d2ψ
dx2

= [ψ(x+ a) + ψ(x− a)− 2ψ(x)] /a2 a Schrödingerova rovnica nadobudne tvar

− ~2

2ma2
[ψ(x+ a) + ψ(x− a)] +

(
U +

~2

ma2

)
ψ(x) = εψ(x),

ktorý je ekvivalentný s (48), ak ºiadame t = ~2
2ma2

a ∆ = U+2t. Zdôraz¬ujeme, ºe ke¤ºe a zostáva kone£né, tieto rovnosti
nemoºno pouºi´ na numerický odhad parametrov t a ∆. Na druhej strane, výraz pre t nazna£uje, ºe je prirodzené ºiada´
t > 0. Iný argument vedúci k hodnote t > 0 prezentujeme v cvi£ení 13.4.

78Pod©a predná²ky 4 moºno o£akáva´ ∆1 = −U − εa a ∆2 = U − εi, kde U je Madelungov potenciál.
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Obr. 36: V©avo: v jednorozmernom iónovom kry²táli sa striedajú atómy typu 1 a 2. Zobrazené sú 3 bunky Bravaisovej
mrieºky. Vpravo: disperzné zákony pre valen£ný a vodivostný iónového kry²tálu.

kde t je amplitúda tunelovania medzi atómami Cl a Na. Predpokladajme ¤alej, ºe v kry²táli pripadá v
priemere 1 elektrón na ión, t.j. 2 elektróny na bunku. V £isto iónovom obraze môºe v takomto prípade
elektrón opusti´ ión Na a spolu s vopred prítomným elektrónom iónu Cl vytvori´ �oktet�, t.j. v na²om
prípade plne zaplnený orbitál ∆1.

Rie²enie SchR pre elektrón opä´ h©adajme v tvare LCAO:

|ψ〉 =
∑
R

[cR|R, 1〉+ dR|R, 2〉] .

Ke¤ v SchR H|ψ〉 = ε|ψ〉 pouºijeme LCAO ansatz a násobíme ju postupne z©ava výrazmi 〈r, 1| a 〈r, 2|,
dostaneme nasledovný systém 2N algebraických rovníc pre koe�cienty cr a dr:

∆1cr − t(dr + dr−a) = εcr,

∆2dr − t(cr+a + cr) = εdr.

Rie²enie tohto systému rovníc h©adajme v tvare cr = ceikr, dr = deik(r+a/2), £ím sa systém 2N rovníc
zjednodu²í na dve rovnice pre dve neznáme amplitúdy c a d:(

∆1 −2t cos ka2
−2t cos ka2 ∆2

)(
c
d

)
= ε

(
c
d

)
.

Rovnice majú nenulové rie²enie, len ak ε je vlastným £íslom matice na ©avej strane, teda ak

ε(k) =
∆1 + ∆2

2
±

√(
∆1 −∆2

2

)2

+ 4t2 cos2
ka

2
.

Namiesto dvoch diskrétnych hladín ∆1 a ∆2 sme dostali dva pásy dovolených energií, ktoré sú odde-
lené zakázaným pásom energií. Kaºdý z pásov obsahuje N stavov s dovolenými vlnovými vektormi,
pri£om kaºdý z týchto stavov môºe by´ obsadený elektrónmi so spinmi nahor alebo nadol. Preto pri
nulovej teplote 2N elektrónov plne obsadí dolný, tzv. valen£ný pás, kým horný, tzv. vodivostný
pás, je prázdny. V predná²ke 16 ukáºeme, ºe takýto materiál je izolant.

Trojrozmerný kry²tál s jedným pásom
Napokon preskúmame, akým spôsobom sa z jednej atómovej hladiny vytvorí pás vo v²eobecnom trojroz-
mernom prípade. Vlnovú funciu elektrónu lokalizovaného pri atóme R ozna£íme |R〉. Budeme ²tudova´
realistický prípad, kedy vlnové funkcie lokalizované pri rôznych atómoch nie sú ortogonálne, ale majú
nenulový prekryv.

Z transla£nej invariancie pritom vyplýva, ºe prekryvový integrál závisí len od relatívnej vzdialenosti
ρ medzi atómami, t.j. 〈R + ρ|R〉 = S(ρ). Opä´ pritom predpokladáme, ºe vlnové funkcie sú normali-
zované, a preto S(0) = 1. Podobne aj prvky hamiltonovskej matice 〈R+ ρ|H|R〉 môºu závisie´ iba od
relatívnej vzdialenosti ρ, teda môºeme písa´ t(ρ) = 〈R + ρ|H|R〉. O£akávame pritom, ºe prekryvový
integrál S(ρ) aj amplitúda tunelovania t(ρ) rýchlo klesajú so vzdialenos´ou ρ medzi atómami.
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Vlnovú funkciu elektrónu budeme h©ada´ v priblíºení LCAO, pri£om z transla£nej invariantnosti
problému vyplýva, ºe sta£í uvaºova´ iba vlnové rie²enia

|k〉 =
1√
N

∑
R

eik·R|R〉. (50)

Ak vyuºijeme explicitný tvar vlnovej funkcie |k〉, pre jej normu dostaneme

〈k|k〉 =
1

N
∑
RR′

ei(R−R
′)·k〈R′|R〉 =

1

N
∑
Rρ

e−ik·ρ〈R + ρ|R〉 =
∑
ρ

e−ik·ρS(ρ) = 1 +
∑
ρ 6=0

e−ik·ρS(ρ),

kde v druhej rovnici sme pouºili substitúciu R′ = R + ρ a namiesto cez R′ sme sumovali cez ρ, kým
v tretej rovnici sme si v²imli, ºe sumand nezávisí od R. Pre konkrétnos´ budeme skúma´ jednoduchú
kubickú mrieºku a zanedbáme v²etky prekryvové integrály okrem prekryvu najbliº²ích susedov. Ak
naviac budeme pre jednoduchos´ predpoklada´, ºe atomárna vlnová funkcia |R〉 je izotrópna, potom
v²etkých 6 prekryvových integrálov spájajúcich vybraný bod mrieºky s jeho najbliº²ími susedmi bude
rovnakých. Ak ich ozna£íme S1, potom dostaneme

〈k|k〉 = 1 + 2S1(cos kxa+ cos kya+ cos kza).

Podobným spôsobom môºeme po£íta´ strednú hodnotu hamiltoniánu v stave |k〉:

〈k|H|k〉 =
1

N
∑
RR′

ei(R−R
′)·k〈R′|H|R〉 =

∑
ρ

e−ik·ρt(ρ).

V poslednej sume sa opä´ obmedzíme na dva najvä£²ie £leny. Maticový element t(ρ) pre ρ = 0 ozna£íme
v zhode s výkladom pre jednorozmerný kry²tál ako ∆. Za predpokladu izotrópnej vlnovej funkcie |R〉
bude v²etkých 6 maticových elementov t(ρ) pre najbliº²ích susedov rovnakých. Ak ich ozna£íme −t1,
fostaneme

〈k|H|k〉 = ∆− 2t1(cos kxa+ cos kya+ cos kza).

Energiu elektrónu v stave |k〉 preto moºno vyjadri´ v tvare analogickom k výrazu (46):

ε(k) =
〈k|H|k〉
〈k|k〉

=
∆− 2t1(cos kxa+ cos kya+ cos kza)

1 + 2S1(cos kxa+ cos kya+ cos kza)
.

Ak teraz uváºime, ºe pre dostato£ne lokalizované vlnové funkcie platí S1 � 1 a |t1/∆| � 1, druhé
mocniny malých veli£ín môºeme zanedba´ a dostaneme

ε(k) = ∆− 2t(cos kxa+ cos kya+ cos kza),

kde t = t1 + S1∆. Explicitne sme teda ukázali, ºe v kry²táli s N primitívnymi bunkami sa kaºdá
atómová hladina roz²tiepi na pás (s po£tom N ) dovolených energií. Ve©kos´ roz²tiepenia hladiny (v
na²om modeli 12t) je dominantne ur£ená prekryvovými a preskokovými integrálmi medzi najbliº²ími
susedmi. Pre hlboké hladiny bude rozdiel medzi dovolenými atómovými hladinami ve©ký a naopak t
bude malé (lebo hlboké hladiny majú malé prekryvy a preskoky). Preto hlboké hladiny budú roz²tiepené
omnoho menej, ako vzdialenos´ medzi nimi.

Naopak, vysoké hladiny budú uº v izolovaných atómoch blízko seba. Ke¤ºe pre tieto hladiny o£aká-
vame ve©ké prekryvy a preskoky, ²írka týchto hladín bude vä£²ia neº vzdialenos´ medzi nimi a preto pri
vysokých energiách nebudú existova´ zakázané energie, prípadne zakázané pásy budú ve¨mi úzke. Túto
situáciu moºno lep²ie popísa´ z úplne opa£ného ²tartovacieho bodu: prítomnos´ nenulového potenciálu
je vtedy výhodné zahrnú´ v rámci poruchovej teórie, v ktorej sa za neporu²ený problém vezme pohyb
elektrónu vo vákuu. Ale o tom aº nabudúce.

Cvi£enia
1. Hamiltonián (47) reprezentujte ako maticu v báze stavov |R〉, t.j. skon²truujte maticu N ×N pozostávajúcu z prvkov
〈R′|H|R〉. Ukáºte, ºe aby bol hamiltonián hermitovský, musia by´ amplitúdy tunelovania t reálne.
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Obr. 37: V©avo: poh©ad zhora na rovinu CuO2. Zobrazené sú orbitály dx2−y2 atómov medi a relevantné orbitály px a py
atómov kyslíka, ako aj znamienková konvencia pre amplitúdy tunelovania medzi atómami Cu a O. Vpravo je zobrazená
Brillouinova zóna pre 2D ²tvorcovú mrieºku a jej ²peciálne body.

2. Metódou tesnej väzby vypo£ítajte spektrum elektrónov jednorozmerného kry²tálu atómov s jednou atomárnou hladi-
nou ∆. Predpokladajte, ºe atomárne orbitály |R〉 tvoria ortonormálny systém. Predpokladajte, ºe tunelovanie nemoºno
zanedba´ medzi ºiadnymi dvoma atómami a ºe reálny tunelovací maticový element medzi atómami vo vzdialenosti ±ma
je tm.

3. Metódou tesnej väzby vypo£ítajte spektrum elektrónov na ²tvorcovej mrieºke. Predpokladajte, ºe atomárne orbitály
tvoria ortonormálny systém. Na£rtnite disperzný zákon pozd¨º £iar ΓM , MX a XΓ v 1. Brillouinovej zóne.

4. Metódou tesnej väzby vypo£ítajte spektrum elektrónov v CuO2 rovine vysokoteplotných supravodi£ov. Atómy medi
tvoria v CuO2 rovine ²tvorcovú mrieºku; medzi kaºdou dvojicou susedných atómov medi sedí atóm kyslíka. Uvaºujte tri
orbitály na jednotkovú bunku: orbitál dx2−y2 medi s energiou εd, orbitál px kyslíka na x-ovej spojnici me¤-me¤ a orbitál
py kyslíka na y-ovej spojnici me¤-me¤. Predpokladajte, ºe tunelovanie je nenulové iba medzi najbliº²ími dvojicami me¤-
kyslík. �alej predpokladajte, ºe tunelovací maticový element je −t, ak znamienka vlnových funkcií na spojnici atómov,
ktorých sa tunelovanie týka, sú rovnaké, a +t, ak znamienka sú rôzne. Napokon predpokladajte, ºe atomárne orbitály
tvoria ortonormálny systém a ºe εd > εp. Na£rtnite disperzný zákon pre v²etky tri pásy pozd¨º £iar ΓM , MX a XΓ v
1. Brillouinovej zóne.

5.† Numericky vypo£ítajte hustotu stavov pre tesne viazaný pás na jednoduchej kubickej mrieºke.

15 Spektrum elektrónov v ideálnom kry²táli: Blochova veta

V tejto predná²ke pokra£ujeme v skúmaní (v jednoelektrónovom priblíºení) spektra elektrónov v doko-
nalom kry²táli. Najprv odvodíme v²eobecný výsledok pre tvar vlnovej funkcie v periodickom potenciáli,
tzv. Blochovu vetu. V druhej £asti predná²ky sa budeme zaobera´ explicitným výpo£tom spektra elek-
trónov v opa£nej limite ako v predo²lej predná²ke: budeme sa zaujíma´ o elektróny s kinetickou energiou
vä£²ou ako potenciálna energia v mrieºke. V takom prípade je prirodzené povaºova´ kry²talický poten-
ciál za malú poruchu. Hovoríme o priblíºení takmer vo©ných elektrónov.

Blochova veta
Budeme predpoklada´, ºe hamiltonián popisujúci elektrón v dokonalom kry²táli má nasledovný tvar:

H = − ~2

2m
∇2 + V (r),

kde V (r) je efektívny potenciál, v ktorom sa elektrón pohybuje.79 �alej budeme predpoklada´, ºe

79Nenapísali sme najv²eobecnej²í myslite©ný hamiltonián. Okrem iného sme predpokladali, ºe potenciál je lokálny,
zanedbali sme spin-orbitálnu väzbu, at¤.
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potenciál V (r) je periodickou funkciou s periodicitou kry²tálovej mrieºky, t.j. ºe platí

V (r + R) = V (r),

kde R = n1a1 +n2a2 +n3a3 sú vektory Bravaisovej mrieºky, teda ai sú primitívne vektory Bravaisovej
mrieºky a ni sú celé £ísla. Ke¤ºe potenciál V (r) je pod©a predpokladu periodický, jeho Fourierov rozvoj
má tvar

V (r) =
∑
K

VKe
iK·r, VK =

1

V

∫
d3rV (r)e−iK·r,

kde K = m1b1 +m2b2 +m3b3 sú vektory recipro£nej mrieºky, t.j. bi sú primitívne vektory recipro£nej
mrieºky a mi sú celé £ísla. Rozvoj potenciálu moºno chápa´ ako zov²eobecnenie Fourierovho rozvoja
periodických funkcií na prípad trojrozmerných periodických funkcií. V²imnime si naviac, ºe ke¤ºe V (r)
je reálny potenciál, musí plati´ V ∗K = V−K.

Skúmaný kry²tál nech obsahujeN = N1N2N3 primitívnych buniek a vyºadujme, aby vlnová funkcia
elektrónu ψ(r) sp¨¬ala periodické okrajové podmienky,

ψ(r +N1a1) = ψ(r +N2a2) = ψ(r +N3a3) = ψ(r).

Rie²enie SchR pre elektrón Hψ = εψ budeme h©ada´ pomocou rozvoja vlnovej funkcie elektrónu do
úplného systému rovinných v¨n

ψ(r) =
1√
V

∑
k

cke
ik·r. (51)

�ahko vidno, ºe periodické okrajové podmienky budú splnené, ak za vlnové vektory vezmeme

k =
n1

N1
b1 +

n2

N2
b2 +

n3

N3
b3, (52)

kde n1, n2, n3 sú celé £ísla. Ke¤ºe N1,N2,N3 � 1, dovolené hodnoty vlnových vektorov k sú rozloºené
kvázispojito. Stojí za zmienku, ºe mrieºka bodov K je omnoho red²ia neº kvázispojitá mrieºka bodov
k. Dosadením rozvoja (51) do SchR dostávame∑

k

ε0
kcke

ik·r +
∑
p,K

VKcpe
i(p+K)·r = ε

∑
k

cke
ik·r,

kde sme zaviedli disperzný zákon pre elektróny vo vákuu, ε0
k = ~2k2

2m . Porovnaním koe�cientov pri eik·r

dostávame nekone£ný systém rovníc

ε0
kck +

∑
K

VKck−K = εck. (53)

V²imnime si, ºe SchR nezväzuje koe�cient ck v rozvoji vlnovej funkcie so v²etkými ostatnými koe�-
cientmi ck′ , ako by sme naivne mohli o£akáva´, ale iba s koe�cientmi posunutými o vektor recipro£nej
mrieºky K. To v²ak potom znamená, ºe pre dané k je rie²ením SchR nasledovná funkcia80

ψk(r) =
1√
V

∑
K

ck−Ke
i(k−K)·r =

1√
V
eik·r

∑
K

ck−Ke
−iK·r

Teraz si v²imnime, ºe uk(r) =
∑

K ck−Ke
−iK·r je periodická funkcia s periódou mrieºky, ktorá pa-

rametricky závisí od k. Dostali sme tzv. Blochovu vetu, pod©a ktorej vlastné stavy elektrónov v
ideálnom kry²táli moºno písa´ ako sú£in rovinnej vlny eik·r a modula£nej funkcie uk(r), ktorá má tú
istú periódu, ako kry²tál:

ψk(r) =
1√
V
eik·ruk(r). (54)

80Ak sa totiº vlnový vektor k′ nedá zapísa´ v tvare k−K, kde K je nejaký vektor recipro£nej mrieºky, potom môºeme
v rovnici (53) zvoli´ ck′ = 0, t.j. rovinná vlna eik

′·r nebude �gurova´ vo Fourierovom rozvoji vlnovej funkcie ψk(r).
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Vlnová funkcia ψk(r) sa nazýva Blochova vlnová funkcia.

Takmer vo©né elektróny v 1D
Skúmajme v priblíºení takmer vo©ných elektrónov pohyb elektrónov v jednorozmernom kry²táli. Ne-
poru²eným problémom teda je SchR H0ψ(x) = εψ(x), kde H0 = − ~2

2m
d2

dx2 . Predpokladáme periodické
okrajové podmienky ψ(x+L) = ψ(x), kde L = Na je d¨ºka vzorky, N je po£et Bravaisových buniek a a
je mrieºková kon²tanta. Rie²ením neporu²eného problému je systém rovinnných v¨n |k〉, kde k = 2π

L n a
n je celé £íslo. Príslu²né vlastné energie sú ε0

k a vlnové funkcie sú ψk(x) = 1√
L
eikx. Za poruchu budeme

povaºova´ periodický potenciál V (x+a) = V (x). �tandardná poruchová teória dáva korekcie k vlastnej
energii stavu |k〉 do druhého rádu v tvare

εk = ε0
k + 〈k|V |k〉+

∑
k′ 6=k

|〈k′|V |k〉|2

ε0
k − ε0

k′
= ε0

k + V0 +
∑
K 6=0

|VK |2

ε0
k − ε0

k+K

,

kde sme v druhej rovnici vyuºili, ºe maticový element potenciálnej energie V (x) je rovný Fourierovej
transformácii V (x)

〈k′|V |k〉 =
1

L

∫
dxV (x)ei(k−k

′)x = Vk′−k,

a preto je nenulový iba pre k′−k = K, kde K = 2πm
a je vektor recipro£nej mrieºky. Poruchová formula

pre εk ukazuje, ºe v prvom ráde poruchovej teórie sú v²etky hladiny posunuté o tú istú kon²tantu
V0. Takýto triviálny posuv nemení tvar Fermiho plochy ani dynamické vlastnosti systému elektrónov.
Netriviálne zmeny spektra vystupujú aº v druhom ráde poruchovej teórie pod©a V a preto sú nominálne
malé. Jedinou výnimkou sú tie k-body, pre ktoré je splnená podmienka

ε0
k = ε0

k+K

pre niektorý vektor inverznej mrieºky K. Pripome¬me, ºe rozptyl zo stavu k do stavu k + K je
Braggovým rozptylom elektrónov. Teda ve©ké zmeny spektra moºno o£akáva´ pre tie rovinné vlny,
ktoré sú Braggovým rozptylom zviazané s rovinnými vlnami s tou istou energiou. V jednorozmernom
prípade ide o v²etky vektory K

2 , t.j. celo£íselné násobky
π
a , pozri obrázok 38.

Po£ítajme teda spektrum elektrónov pre k ≈ −K
2 , kde K je ©ubo©ný, ale �xný vektor recipro£nej

mrieºky. Pod©a Blochovej vety moºno vlnovú funkciu rozvinú´ do radu ψ(x) = 1√
L

∑
G ck+Ge

i(k+G)x,

kde G sú vektory recipro£nej mrieºky. O£akávame, ºe pre k ≈ −K
2 budú v rozvoji vlnovej funkcie

dominantne zastúpené iba dve komponenty: ck a ck+K , pretoºe energia v²etkých ostatných rovinných
v¨n je ve©mi odli²ná. V takom prípade sa nekone£ný systém rovníc (53) redukuje na nasledujúci problém
vlastných £ísel matice 2×2: (

ε0
k V ∗K

VK ε0
k+K

)(
ck

ck+K

)
= ε

(
ck

ck+K

)
,

kde sme pouºili vlastnos´ V−K = V ∗K , aby sme explicitne demon²trovali, ºe matica je hermitovská.
Vlastné energie tejto SchR sú

ε± =
ε0
k + ε0

k+K

2
±

√√√√(ε0
k − ε0

k+K

2

)2

+ |VK |2.

Pre k = −K
2 , t.j. ak je Braggova podmienka presne splnená, sú energie vlastných stavov ε± = ε0

K/2 ±
|VK |. Pre ostatné vlnové vektory k je rozdiel medzi hornou a dolnou vetvou ε± e²te vä£²í. Teda v okolí
energie ε0

K/2 vzniká pás zakázaných energií s ²írkou 2|VK |.
Vzorec pre ε± moºno interpretova´ nasledovne: dve hladiny ε0

k a ε0
k+K sa pri zapnutí interakcie

posunú do dvoch nových hladín a to tak, ºe energia niº²ej hladiny sa zníºi a energia vy²²ej hladiny sa
zvý²i. Hovoríme preto o odpudzovaní hladín.

Spektrum elektrónov v kry²táli je kvalitatívne zobrazené na obrázku 38. To isté spektrum moºno
prezentova´ dvomi odli²nými spôsobmi: na obrázku v©avo je spektrum zobrazené na celej reálnej osi k.
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Obr. 38: Disperzný zákon pre 1D kry²tál v roz²írenej zóne (v©avo) a v redukovanej zóne (vpravo).

Takéto zobrazenie nazývame zobrazením v tzv. roz²írenej zóne. Pri takomto zobrazení je o£ividný
súvis spektra elektrónov v kry²táli εk s parabolickým spektrom elektrónov vo vákuu ε0

k: pri vypnutí
periodického potenciálu prejde εk spojito do ε0

k.
Vo fyzike tuhých látok je obvyklé to isté spektrum εk zobrazova´ iba v 1. Brillouinovej zóne, t.j. v

na²om jednorozmernom príklade na intervale k ∈ 〈−π
a ,

π
a ), ale s mnohými vetvami. V takomto prípade

hovoríme o reprezentácii spektra v tzv. redukovanej zóne. Ide o ekvivalentnú reprezentáciu spektra:
v²etky vetvy spektra v roz²írenej zóne, ktoré zodpovedajú vlnovým vektorom k mimo 1. Brillouinovej
zóny, sú pozd¨º osi hybností posunuté o vhodný vektor recipro£nej mrieºky tak, aby sa nachádzali vnútri
1. Brillouinovej zóny. Pri takomto zobrazení je zrejmé, ºe kaºdý dovolený pás energií obsahuje práve
to©ko stavov, ko©ko dovolených vlnových vektorov k sa nachádza v 1. Brillouinovej zóne. Spomínaný
po£et dovolených vlnových vektorov je v²ak rovný po£tu primitívnych buniek v kry²táli.81 Preto spektrá
v redukovanej zóne moºno priamo porovnáva´ so spektrami, aké by sme dostali aplikáciou metódy tesne
viazaných elektrónov.

Ako ²peciálny príklad predpokladajme na záver, ºe periodický potenciál má tvar V (x) = 2U cos 2πx
a ,

pri£om U > 0. V takomto prípade jedinými nenulovými Fourierovými komponentami potenciálu sú
V2π/a = V−2π/a = U . Vlnové funkcie a vlastné energie pre k = −π

a preto moºno vybra´ nasledovne:

ψ+(x) =
1√
2L

(
eiπx/a + e−iπx/a

)
=

√
2

L
cos

πx

a
, ε+ = ε0

π/a + U,

ψ−(x) =
1

i
√

2L

(
eiπx/a − e−iπx/a

)
=

√
2

L
sin

πx

a
, ε− = ε0

π/a − U.

Teda vlastnými stavmi elektrónu na hrane Brillouinovej zóny sú stojaté vlny. �ahko zdôvodníme, ºe
energia stavu ψ+(x) musí by´ vy²²ia ako energia stavu ψ−(x). Naozaj, ke¤ºe pravdepodobnos´ výskytu
elektrónu |ψ+(x)|2 je ve©ká v oblastiach s V (x) > 0, energia stojatej vlny ψ+(x) bude vy²²ia v kry²táli
neº vo vákuu. Naopak, pravdepodobnos´ výskytu elektrónu |ψ−(x)|2 je ve©ká v oblastiach s V (x) < 0,
preto energia stojatej vlny ψ−(x) bude niº²ia v kry²táli neº vo vákuu.

Cvi£enia
1. Ukáºte, ºe v 1. Brillouinovej zóne kry²tálu s N primitívnymi bunkami sa nachádza N dovolených vlnových vektorov
typu (52).

81Pozri cvi£enie 1. V cvi£ení 2 ukazujeme, ºe reprezentácia spektra v redukovanej zóne je prirodzenej²ia ako reprezen-
tácia v roz²írenej zóne a ºe kaºdý vlnový vektor k z 1. Brillouinovej zóny treba chápa´ ako vlnový vektor charakterizujúci
Blochovu vlnovú funkciu (54).
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2. Ukáºte, ºe kaºdú Blochovu funkciu (54) moºno zapísa´ ako blochovskú vlnovú funkciu s vlnovým vektorom leºiacim
v 1. Brillouinovej zóne. Ke¤ºe v²etky vlastné stavy musia by´ popísané Blochovými vlnovými funkciami, tento výsledok
dokazuje moºnos´ reprezentova´ spektrá elektrónov v redukovanej zóne.

3. V jednorozmernom modeli s periodickým potenciálom V (x) = 2U cos 2πx
a

s U > 0 vypo£ítajte energiu najniº²ích
dvoch vetiev pre vlnový vektor k = −π

a
+ q, kde 0 < q � π

a
. Ukáºte, ºe energiu týchto dvoch vetiev moºno aproximova´

výrazom

ε±(q) = ε0
π/a ±

(
U +

~2q2

2m∗±

)
.

Nájdite výrazy pre tzv. efektívne hmotnosti m∗± v blízkosti minima horného a maxima dolného pásu. Aké ve©ké sú
efektívne hmotnosti m∗± v limite, kedy ²írka zakázaného pásu 2U → 0? Zdôvodnite výsledok. Sú vlnové funkcie ψ±(x)
stojatými vlnami?

4. Skúmajme elektróny s hmotnos´ou m, ktoré sa pohybujú v jednorozmernom kry²táli s mrieºkovou kon²tantou a
popísanom potenciálom (tzv. model Kroniga-Penneyho)

U(x) =
~2

2mL

∞∑
n=−∞

δ(x− na).

a) Ukáºte, ºe spektrum elektrónov ε = ~2q2
2m

moºno ur£i´ z rovnice

cos ka = cos qa+
sin qa

2qL
. (55)

V úlohách b) a c) de�nujeme funkciu F (x) = cosx+ a
2L

sin x
x

a analyzujeme prípad, kedy a� L.
b) Nájdite spektrum elektrónov v limite nízkych energií qL � 1. Návod: v tejto limite leºia funk£né hodnoty funkcie
F (qa) v intervale 〈−1, 1〉, iba ak qa = nπ+ δ, kde n je celé £íslo a |δ| � 1. V rovnici (55) pouºite Taylorov rozvoj funkcie
F (qa) a nájdite δ (a teda aj energiu ε) ako funkciu k. Overte, pre aké hodnoty n je splnená podmienka |δ| � 1. Výsledok
pre ε = ε(k) porovnajte s priblíºením tesnej väzby.
c) Nájdite ve©kos´ zakázaného pásu v limite ve©kých energií qL� 1. Návod: ukáºte, ºe na intervaloch nπ ≤ qa ≤ nπ+ δ
leºia funk£né hodnoty funkcie F (qa) mimo intervalu 〈−1, 1〉. Hodnotu δ (a teda aj ²írku zakázaného pásu) nájdite z
rovnice (−1)n = F (nπ + δ) rozvojom funkcie F (x) okolo bodu x = nπ do druhého rádu v δ.

5.∗ Rastrovacím tunelovým mikroskopom moºno mera´ tzv. lokálnu hustotu stavov N(ε,x) pri energii ε v mieste x na
povrchu kry²tálu. Lokálna hustota stavov v ideálnom kry²táli je daná vz´ahom

N(ε,x) =
∑
nk

|ψnk(x)|2δ(ε− εnk),

kde suma sa vedie cez v²etky Blochove stavy nk (t.j. sumáciu cez k vedieme iba cez jednu Brillouinovu zónu a indexom

n £íslujeme rôzne zóny-teda rôzne pásy). V²imnime si, ºe keby v²etky Blochove funkcie boli rovinnými vlnami, funkcia

N(ε,x) by nezávisela od x a bola by rovná uº zavedenej hustote stavov. Vypo£ítajte pro�l lokálnej hustoty stavov N(ε, x)

ako funkcie x pre model Kroniga-Penneyho pre nieko©ko hodnôt energie ε v najniº²om dovolenom páse spektra.

16 Spektrum elektrónov v ideálnom kry²táli: kovy vs. izolanty

V tejto predná²ke najprv ukáºeme, ako z Blochovej vety vyplýva existencia dovolených a zakázaných
pásov energie.82 V druhej £asti predná²ky ukáºeme, ako zo znalosti pásovej ²truktúry môºeme rozhod-
nú´, £i je skúmaný materiál kov alebo izolant.

Existencia pásov
Dosa¤me Blochovu vlnovú funkciu (54) do SchR [H0 + V (r)]ψ = εψ. Po jednoduchej úprave dosta-
neme83 [

~2

2m
(−i∇+ k)2 + V (r)

]
uk(r) = ε(k)uk(r). (56)

Ide tu o rovnicu (parametricky závisiacu od k) pre vlastné £ísla ε(k) a vlastné funkcie uk(r), ktoré
majú sp¨¬a´ okrajovú podmienku uk(r) = uk(r + R). Z kvantovej mechaniky vieme, ºe takáto úloha
vedie k diskrétnemu spektru

Hψnk(r) = εn(k)ψnk(r).

82Pásovú ²truktúru spektra sme zatia© zdôvodnili iba v limitných prípadoch tesne viazaných a takmer vo©ných elek-
trónov.

83Sta£í si uvedomi´, ºe platí −i∇
[
eik·ruk(r)

]
= eik·r(−i∇+ k)uk(r).
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Teda vlastné stavy a príslu²né vlastné energie moºno indexova´ dvomi indexmi: kvázispojito sa menia-
cim pseudovlnovým vektorom k leºiacim v prvej Brillouinovej zóne recipro£nej mrieºky a diskrétnym
indexom n, pri£om vlnovú funkciu ψnk(r) moºno písa´ v tvare

ψnk(r) =
1√
V
eik·runk(r),

kde V je objem kry²tálu a unk(r) je funkcia s periodicitou mrieºky, unk(r + R) = unk(r). Pre daný
index n zaplnia dovolené hodnoty kvázispojitý pás energií εn(k). Preto index n nazývame pásovým
indexom.

Analýza Blochovej vety
1. Rie²enia SchR pre elektrón sú periodickými funkciami vlnového vektora k,
t.j. εn(k + K) = εn(k) a ψnk(r) = ψnk+K(r).
Dôkaz. Nech Blochova vlnová funkcia ψnk(r) = 1√

V e
ik·runk(r) je rie²ením s vlastnou energiou εn(k).

Túto vlnovú funkciu moºno písa´ v tvare 1√
V e

i(k+K)·r [unk(r)e−iK·r
]
. Periodická funkcia v hranatej

zátvorke preto musí by´ rie²ením rovnice (56) pre vlnový vektor k + K s tou istou vlastnou energiou
εn(k). �íslovania (t.j. priradenie indexov n) rie²ení rovnice (56) v²ak moºno zvoli´ tak, aby pre k a
k + K platilo unk(r)e−iK·r = unk+K(r). Potom platí ψnk(r) = ψnk+K(r) a tieº εn(k + K) = εn(k).

2. Blochove funkcie s vlnovými vektormi v 1.BZ moºno zvoli´ tak, aby tvorili ortonormálny systém:∫
d3rψ∗nk(r)ψmp(r) = δnmδkp.

Dôkaz. Kaºdý bod priestoru r moºno charakterizova´ pomocou polohového vektora R primitívnej
bunky, v ktorej sa nachádza, a pomocou polohového vektora ρ v rámci primitívnej bunky: r = R + ρ.
Preto integrál cez celý kry²tál moºno chápa´ ako sumu integrálov cez primitívne bunky s objemom
v0:

∫
d3r =

∑
R

∫
v0
d3ρ. Teda skalárny sú£in dvoch Blochových vlnových funkcií môºeme po£íta´

nasledovne:∫
d3rψ∗nk(r)ψmp(r) =

1

V
∑
R

ei(p−k)·R
∫
v0

d3ρei(p−k)·ρu∗nk(ρ)ump(ρ) =
δkp
v0

∫
v0

d3ρu∗nk(ρ)umk(ρ),

kde sme v druhej rovnici vyuºili ortogonalitu rôznych rovinných v¨n,
∑

R e
iq·R = N

∑
K δqK. Ke¤ºe

obidva vlnové vektory k a p leºia v 1. Brillouinovej zóne, dostávame odtia©to podmienku k = p. Or-
togonalita funkcií unk(ρ) pre rovnaké indexy k a rôzne pásové indexy plynie z toho, ºe ide o rie²enia
toho istého problému vlastných £ísel (56).

3. Po£et stavov v páse (t.j. po£et dovolených k-bodov v 1. Brillouinovej zóne) je rovný po£tu primi-
tívnych buniek v reálnom priestore, pozri cvi£enie 1 k predná²ke 15.

4. Kaºdú Blochovu vlnovú funkciu moºno reprezentova´ ako tesnoväzobnú vlnovú funkciu.
Dôkaz. V kry²táli s N primitívnymi bunkami de�nujme pre kaºdý pás n tzv. Wannierove funkcie:

wn(r−R) =
1√
N

∑
k

e−ik·Rψnk(r).

O£akávame, ºe Wannierova funkcia wn(r−R) je lokalizovaná v primitívnej bunke R kry²tálu.84 Teda
v rámci jedného pásu moºno namiesto o N Blochových funkciách hovori´ o N Wannierových fun-
kciách. Kým v²ak Blochove funkcie sú vlastnými stavmi hamiltoniánu elektrónu v ideálnom kry²táli,
Wannierove funkcie nie sú energetickými vlastnými stavmi. Inverznú transformáciu

ψnk(r) =
1√
N

∑
R

eik·Rwn(r−R)

84Explicitný príklad je predmetom cvi£enia 1. Stojí za zmienku, ºe k danej sade Blochových funkcií moºno skon²truova´
nekone£ne ve©a sád Wannierových funkcií, pozri III.2.
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moºno interpretova´ ako tesnoväzobný rozvoj, pretoºe takto zapísaná Blochova vlnová funkcia má
tvar (50). Inými slovami, Blochovu vlnu sme vytvorili vhodne sfázovanou superpozíciou elektrónov v
jednotlivých �atómových� orbitáloch.

Semiklasická dynamika Blochových elektrónov
Pojem Blochových elektrónov je uºito£ný pri ²túdiu základného stavu a rovnováºnej termodynamiky
ideálnych kry²tálov. Pri ²túdiu dynamiky elektrónov, t.j. pri skúmaní premiest¬ovania elektrónov pod
vplyvom vonkaj²ích polí, v²ak tento pojem nie je bezprostredne pouºite©ný, pretoºe Blochove vlnové
funkcie zodpovedajú elektrónom delokalizovaným v celom objeme kry²tálu. Aby sme mali do £inenia s
viac-menej lokalizovanými elektrónmi, je potrebné vytvori´ tzv. vlnové balíky.

Vytvorme teda vlnový balík z Blochových funkcií pásu n okolo vlnového vektora k. Nech vlnový
balík je lokalizovaný v oblasti ∆x � a, kde a je mrieºková kon²tanta. Potom hybnos´ moºno ur£i´ s
nepresnos´ou ∆k ∼ 1

∆x �
2π
a . Inými slovami, v porovnaní s rozmerom Brillouinovej zóny dostaneme

ve©mi presne ur£enú hybnos´. �tandardným postupom moºno ukáza´, ºe grupovú rýchlos´ balíka
(t.j. rýchlos´ premiest¬ovania ´aºiska balíka) udáva výraz

vnk =
1

~
∂εn(k)

∂k
. (57)

Pripomíname, ºe vo v²eobecnosti vnk 6= ~k
m , ba dokonca vnk nemusí ma´ ani smer zhodný s k.

Analýzou £asovo závislej Schrödingerovej rovnice pre vlnový balík sa dá ukáza´, ºe pre dostato£ne
slabé aplikované polia moºno dynamiku vlnových balíkov popísa´ nasledovnou rovnicou:85

~k̇ = −e (E + vnk ×B) , (58)

kde náboj elektrónu sme ozna£ili −e. Táto rovnica má tvar Newtonovej pohybovej rovnice. V²eobecná
pohybová rovnica obsahuje okrem uvedených £lenov aj po©om indukované prechody zo ²tudovaného
pásu n do iných pásov. V limite slabých polí v²ak medzipásové prechody moºno zanedba´.

Rozdiel medzi kovmi a izolantmi
Predpokladajme, ºe jednoelektrónový hamiltonián je reálny. Pod©a cvi£enia 3 potom moºno pásy o£ís-
lova´ tak, aby platila identita εn(k) = εn(−k), £iºe disperzný zákon moºno zvoli´ ako párnu funkciu
vlnového vektora k. Prúdová hustota v stave termodynamickej rovnováhy preto vymizne,

j =
−2e

V
∑
nk

vnkfnk = 0,

ke¤ºe Fermiho-Diracova distribu£ná funkcia fnk = f(εn(k) − µ) je párnou funkciou k, kým grupová
rýchlos´ vnk je nepárnou funkciou k. Teda hoci v materiáli sú prítomné pohybujúce sa elektróny, v
termodynamickej rovnováhe je pohyb v²etkými smermi vykompenzovaný a celkový elektrický prúd v
rovnováºnom stave je nulový.

Odteraz sa v na²ich úvahách obmedzíme na diskusiu prípadu s teplotou T = 0. Aby sme vytvorili
stav s nenulovým prúdom povedzme v smere osi +x, je potrebné premiestni´ aspo¬ jeden z elektrónov
z obsadeného stavu k so zloºkou prúdu vxk do neobsadeného stavu p so zloºkou prúdu vxp > vxk. Teda
na vytvorenie stavu s nenulovým prúdom je potrebné doda´ do systému energiu εp − εk > 0. Táto
energia musí pochádza´ od aplikovaného elektrického po©a. Predpokladajme, ºe aplikované pole má
harmonický priebeh s frekvenciou ω. Potom pole dodáva do vzorky energiu po kvantách ~ω.

Nech minimálna energia potrebná na vytvorenie stavu s nenulovým prúdom v danom materiáli je
2∆. Potom pole s frekvenciou ~ω < 2∆ nemá dostato£nú energiu na vytvorenie takéhoto stavu.86 Inými
slovami, materiál je pri takýchto frekvenciách nevodivý. Materiály rozde©ujeme na vodi£e a izolanty
pod©a toho, £i ich vodivos´ je kone£ne ve©ká alebo nulová v limite malých frekvencií ω → 0. Preto ak
v danom materiáli 2∆ > 0, potom ide o izolant (so zakázaným pásom 2∆), kým v prípade 2∆ = 0 ide
o vodi£ (kov).

85Pozri III.2.
86Obmedzili sme sa na prípad jednofotónovej absorpcie.
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Ke¤ºe v rámci jedného pásu sú dovolené hladiny rozmiestnené kvázispojito, ak sa Fermiho energia
nachádza vnútri pásu povolených energií, potom ∆→ 0 a skúmaný materiál je kov. Teda

kovy sú materiály s Fermiho plochou, t.j. s mnoºinou bodov v k-priestore, pre ktoré platí εn(k) = εF .

Izolanty vznikajú iba v ²peciálnom prípade, kedy v materiáli existujú iba plne obsadené alebo úplne
prázdne pásy.87 Ke¤ºe v kaºdom páse existuje práve jeden k-bod na Bravaisovu bunku a ke¤ºe kaºdý
k-bod môºe by´ obsadený elektrónmi v dvoch spinových stavoch,

pásovým izolantom sa môºe sta´ iba materiál s párnym po£tom elektrónov v Bravaisovej bunke.

Vo zvy²ku tejto predná²ky v²ak ukáºeme, ºe kvôli moºnosti tzv. prekryvu pásov kritérium párneho
po£tu elektrónov nie je posta£ujúcou podmienkou pre vznik izolujúceho stavu.

Takmer vo©né elektróny vo vy²²ích rozmeroch
Uvaºujme pre jednoduchos´ dvojrozmerný prípad. Fermiho plocha pre vo©né elektróny je potom kruº-
nica. Pýtame sa, ako sa bude Fermiho plocha deformova´ v prítomnosti slabého periodického potenciálu.
Nech Bravaisova mrieºka ná²ho 2D kry²tálu je ²tvorcová. Potom aj recipro£ná mrieºka je ²tvorcová.
�tvorec na obrázku znázor¬uje hranice 1. Brillouinovej zóny (1.BZ). �ahko vidno, ºe body na tejto
hranici sú spojené Braggovými re�exiami s bodmi s tou istou energiou, preto ich energia sa bude meni´
najviac. Pod©a pravidla o odpudzovaní hladín sa energia stavov vnútri ²tvorca zníºi vo£i energii stavov
vonku ²tvorca. Elektróny obsadzujú stavy s najniºsou energiou, preto obsadenos´ stavov vnútri 1.BZ
musí narás´ a obsadenos´ mimo 1.BZ musí klesnú´ oproti Fermiho ploche pre vo©né elektróny. Výsledný
tvar Fermiho plochy (v roz²írenej zóne) je zobrazený na obrázku 39.

Obr. 39: 2D Fermiho plocha v roz²írenej zóne. Bod Γ (t.j. bod k = 0) je v strede obrázku.

Podobne ako v 1D prípade, aj v 2D prípade je beºné kresli´ disperzné zákony a Fermiho plochy v
redukovanej zóne, t.j. na oblasti s plochou

(
2π
a

)2. Obrázok 40 ukazuje, ºe ak je periodický potenciál
slabý, potom aj v prípade párneho po£tu elektrónov na bod mrieºky dostávame kov, pretoºe 1. Brillou-
inova zóna nie je úplne plná a 2. Brillouinova zóna nie je úplne prázdna. Systém sa stane izolantom, aº
ke¤ ve©kos´ periodického potenciálu prekro£í kritickú hodnotu, nad ktorou bude 1. Brillouinova zóna
úplne zaplnená elektrónmi.

Obrázok 41 v tzv. opakovanej zóne ukazuje, ºe uvaºovaný materiál má 3 Fermiho plochy: jednu
dierovú Fermiho plochu okolo bodu

(
π
a ,

π
a

)
a dve elektrónové Fermiho plochy, jednu okolo

(
π
a , 0
)
a

druhú okolo
(
0, πa

)
. Dierová Fermiho plocha je uzavretá plocha odde©ujúca obsadené stavy najniº²ieho

pásu od bubliny neobsadených stavov v blízkosti maxima tohto pásu. Elektrónové Fermiho plochy sú
uzavreté plochy obopínajúce oblasti obsadených stavov druhého najniº²ieho pásu v blízkosti dvoch
miním tohto pásu. Viac detailov £itate© nájde v cvi£ení 4.

Cvi£enia
1. Vypo£ítajte Wannierove vlnové funkcie pre jednorozmerný kry²tál s mrieºkovou kon²tantou a a N atómami. Blochove
vlnové funkcie aproximujte rovinnými vlnami: ψk(x) = 1√

L
eikx, kde L = Na.

87Takéto materiály nazývame pásovými izolantmi. V prípade, kedy coulombovské interakcie medzi elektrónmi sú
omnoho vä£²ie neº ich kinetická energia, jednoelektrónové priblíºenie môºe zlyha´ a aj materiál s £iasto£ne obsade-
nými pásmi sa môºe správa´ ako tzv. Wignerov-Mottov-Hubbardov izolant, pozri II.7. Podobne, ve©ká neusporiadanos´
môºe spôsobi´ lokalizáciu elektrónov, t.j. izolujúce správanie (tzv. Andersonov izolant, pozri II.4).
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Obr. 40: 2D Fermiho plochy z obrázku 39 zobrazené v redukovanej zóne. Obsadené stavy sú zakaºdým vyzna£ené
²ráfovaním. �avý obrázok ukazuje, ºe dolný pás je takmer plný, okrem ²tvr´kruhov neobsadených stavov okolo bodov(
±π
a
,±π

a

)
. Pravý obrázok ukazuje ²tyri obsadené polkruhy v druhej zóne (=v druhom páse), ako aj tvar Fermiho plochy

druhého (horného) pásu po jej posunutí o vektory recipro£nej mrieºky do 1. Brillouinovej zóny.

Obr. 41: 2D Fermiho plochy z obrázku 39 zobrazené tentoraz v tzv. opakovanej zóne, t.j. po periodickom pred¨ºení
redukovanej zóny. Obsadené stavy sú opä´ vyzna£ené ²ráfovaním. �avý obrázok ukazuje, ºe ²tvr´kruhy neobsadených
stavov najniº²ieho pásu sú sú£as´ou jedinej uzavretej dierovej Fermiho plochy. Vyzna£ený ²tvorec s vrcholom v bode Γ
ukazuje prípustnú elementárnu bunku v recipro£nom priestore. Pravý obrázok ukazuje, ºe v hornom páse existujú dve
uzavreté elektrónové Fermiho plochy v prípustnej obd¨ºnikovej elementárnej bunke v recipro£nom priestore.

2. Ukáºte, ºe Wannierove vlnové funkcie s rôznymi pásovými indexami a/alebo v rôznych bunkách Bravaisovej mrieºky
sú navzájom ortogonálne.

3. Nech hamiltonián H = H0 + V (r) elektrónu v kry²táli je reálny, H∗ = H. Ukáºte, ºe ku kaºdému blochovskému
rie²eniu ψnk(r) SchR Hψnk = εn(k)ψnk potom existuje rie²enie ψm−k(r) s energiou εm(−k) = εn(k). Teda pásy moºno
o£íslova´ tak, aby platila rovnos´ εn(k) = εn(−k).

4. Skúmajme dvojrozmerný kry²tál so ²tvorcovou mrieºkou. Nech mrieºková kon²tanta je a a koncentrácia elektrónov je
2
a2
.

a) Nakreslite najniº²ie dve vetvy disperzného zákona pozd¨º ²peciálnych £iar 1. Brillouinovej zóny ΓM , MX, XΓ v
priblíºení prázdnej mrieºky. Ko©ko pásov je £iasto£ne obsadených?
b) Nech mrieºkový periodický potenciál pre elektróny je

V (x, y) = −U
[(

1 + 2 cos
2πx

a

)(
1 + 2 cos

2πy

a

)
− 1

]
.

Poruchovým výpo£tom odhadnite minimálnu amplitúdu U , pri ktorej sa realizuje prechod kov-izolant. Návod: �tudujte

spektrum pre k =
(
π
a
, 0
)
(problém 2× 2) a pre k =

(
π
a
, π
a

)
(problém 4× 4).

17 Transportné javy: fenomenologický popis

V termodynamike sa ukazuje, ºe v rovnováºnom systéme musia by´ teplota T a chemický potenciál
£astíc µ rovnaké vo v²etkých bodoch priestoru. V tejto predná²ke budeme skúma´ systémy, v ktorých
pôsobením zvonka existujú kone£né gradienty teploty a chemického potenciálu.

Nerovnováºna termodynamika
V na²om výklade sa pre jednoduchos´ obmedzíme na ²túdium systémov s jediným typom £astíc. O£aká-
vame, ºe v dôsledku naloºených gradientov v systéme pote£ie prúd £astíc s hustotou jN a prúd energie
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s hustotou jU . Ke¤ºe ako celkový po£et £astíc, tak aj celková energia sú zachovávajúce sa veli£iny,
platia pre ne nasledovné rovnice kontinuity:

∂u

∂t
+∇ · jU = 0;

∂n

∂t
+∇ · jN = 0, (59)

kde hustotu £astíc v ²tudovanom bode sme ozna£ili n a hustotu energie sme ozna£ili u.88

Prí£inou existencie nenulových prúdov je druhá termodynamická veta: systém maximalizuje svoju
entropiu v stave s priestorovo kon²tantnými T a µ; prúdy sú dôsledkom tendencie k zníºeniu týchto
gradientov. Entropia nie je zachovávajúcou sa veli£inou: v procese pribliºovania k rovnováhe je entropia
generovaná. De�nujeme preto tzv. hustotu produkcie entropie ṡ:

ṡ =
∂s

∂t
+∇ · jS . (60)

V²imnime si, ºe hustota produkcie entropie je vlastne £asovou zmenou hustoty entropie, od ktorej od£í-
tavame triviálnu zmenu s v dôsledku prúdov entropie vtekajúcich do a vytekajúcich von zo ²tudovaného
objemového elementu.

Ak hustotu tepla dodanú do ²tudovaného objemového elementu ozna£íme dq, potom prvú vetu
termodynamickú moºno písa´ v tvare dq = du−µdn.89 Preto je prirodzené o£akáva´ nasledovný vz´ah
medzi hustotami prúdu tepla, energie a £astíc:

jQ = jU − µjN . (61)

Hustotu prúdu entropie jS budeme interpretova´ pomocou hustoty prúdu tepla jQ ako jS =
jQ
T . Preto

jS =
1

T
jU −

µ

T
jN . (62)

Na druhej strane, prvú vetu termodynamickú moºno písa´ v tvare ds = 1
T du−

µ
T dn, alebo ekvivalentne

∂s

∂t
=

1

T

∂u

∂t
− µ

T

∂n

∂t
.

Dosadením výsledku pre ∂s
∂t do výrazu (60) pre hustotu produkcie entropie dostaneme

ṡ =
1

T

∂u

∂t
− µ

T

∂n

∂t
+∇ · jS = − 1

T
∇ · jU +

µ

T
∇ · jN +∇ · jS ,

kde v druhej rovnosti sme vyuºili rovnice kontinuity pre u a n. Ak ¤alej v poslednom £lene hustotu
prúdu entropie jS vyjadríme pomocou (62), pre hustotu produkcie entropie v skúmanom jednozloºko-
vom systéme dostaneme napokon

ṡ = jU · ∇
(

1

T

)
+ jN · ∇

(
−µ
T

)
. (63)

Hustotu produkcie entropie teda moºno vyjadri´ pomocou sú£inov tokov a gradientov funkcií teploty a
chemického potenciálu, tzv. a�nít. A�nity zjavne hrajú úlohu �zov²eobecnených síl�, pretoºe spôsobujú
prítomnos´ nenulových tokov.

Onsagerove vz´ahy
Onsager vypracoval v²eobecnú teóriu pre nevratné termodynamické javy. Predpokladal v nej, ºe na
systém môºu pôsobi´ rôzne a�nity Xi. Výsledkom pôsobenia a�nít je existencia nenulových tokov ji.
Onsager ¤alej predpokladal, ºe ku kaºdej a�nite Xi prislúcha k nej zdruºený tok ji, pri£om hustotu
produkcie entropie moºno písa´ v tvare

ṡ =
∑
i

jiXi. (64)

88Na rozdiel od predná²ky 3, v tejto predná²ke malými písmenami ozna£ujeme intenzívne veli£iny vztiahnuté na objem
a nie na po£et £astíc v ²tudovanom objeme.

89Ke¤ºe ²tudujeme zmeny energie v objemovom elemente �xovanej ve©kosti, £len pdV do na²ich úvah nevstupuje.



72 17 TRANSPORTNÉ JAVY: FENOMENOLOGICKÝ POPIS

V príklade (63) sme uvaºovali 6 a�nít: tri zloºky vektora ∇( 1
T ) a tri zloºky vektora ∇(− µ

T ). K nim
prislúcha 6 zdruºených tokov: tri zloºky vektora jU a tri zloºky vektora jN . Pri rie²ení konkrétnych
úloh je obvykle jasné, aké toky v systéme te£ú a na²ou úlohou je nájs´ k nim zdruºené a�nity.

V²imnime si nasledovnú zaujímavos´. V na²om jednozloºkovom systéme by sme namiesto dvojice
tokov jU a jN mohli skúma´ povedzme dvojicu tokov jQ a jN . Pomocou rovnice (61) moºno produkciu
entropie zapísa´ v tvare

ṡ = jQ · ∇
(

1

T

)
+ jN ·

(
− 1

T
∇µ
)
. (65)

V tejto formulácii je teda k toku jQ zdruºená a�nita ∇( 1
T ). K toku jN je v²ak zdruºená a�nita − 1

T∇µ,
ktorá je odli²ná od a�nity zdruºenej k tomu istému toku pri vo©be nezávislých tokov jU a jN .

Onsager ¤alej predpokladal, ºe (malé) toky sú lineárne závislé od (malých) a�nít:

ji =
∑
k

LikXk, (66)

kde koe�cienty Lik sú tzv. koe�cienty lineárnej odozvy, alebo kinetické koe�cienty. Dá sa ukáza´, ºe
tieto koe�cienty sú dané vlastnos´ami rovnováºneho systému; treba ich po£íta´ pomocou mikroskopickej
teórie.90 V²imnime si, ºe pod©a (66) tok ji závisí nielen od k nemu zdruºenej a�nity Xi, ale aj od
ostatných a�nít. �ahko vidno, ºe tento predpoklad je nevyhnutný. Ak by totiº toky záviseli len od k
nim zdruºených a�nít, dostali by sme spor. Naozaj, v na²om príklade skúmajme prípad, kedy ∇µ = 0
a ∇T 6= 0. Vo formulácii s nezávislými jU a jN by sme dostali jN 6= 0, kým vo formulácii s nezávislými
jQ a jN by sme dostali jN = 0.

Hlavným výsledkom Onsagerovej teórie je dôkaz nasledovnej symetrie koe�cientov lineárnej
odozvy:

Lik(B) = Lki(−B). (67)

Dôkaz vyuºíva symetriu pohybových rovníc pri inverzii £asu. Koe�cienty lineárnej odozvy sú vo v²e-
obecnosti aj funkciami externého magnetického po©a B. V prítomnosti po©a B v²ak pri inverzii £asu
pohybové rovnice nezmenia tvar, len ak zmeníme smer magnetického po©a B → −B. Z tohto dôvodu
dávajú Onsagerove vz´ahy do súvisu koe�cient Lik v poli B s koe�cientom Lki v poli −B.

Obr. 42: Grafy zobrazujú zaplnenie elektrónových stavov ako funkcie energie (vertikálna os) v priestorovo nehomo-
génnych situáciách: pri nenulovom gradiente elektrostatického potenciálu (v©avo) a pri nenulovom gradiente chemického
potenciálu (vpravo). V oboch prípadoch pote£ie rovnaký tok elektrónov.

Elektrochemický potenciál
V ¤al²om výklade budeme aplikova´ Onsagerovu teóriu nevratných procesov na termoelektrické javy,
t.j. na transport tepla a náboja systémom elektrónov v prítomnosti gradientov teploty a chemického

90Pozri napríklad koniec tejto predná²ky, predná²ku 18, ale aj III.10 a IV.3.
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potenciálu elektrónov. V²imnime si najprv, ºe ke¤ºe náboj elektrónu je −e, hustota prúdu náboja je
j = −ejN .

V²imnime si ¤alej, ºe v prípade nabitých £astíc moºno tok vyvola´ jednak gradientom chemického
potenciálu £astíc, ale aj gradientom elektrostatického potenciálu, t.j. elektrickým po©om E = −∇φ.
Naozaj, ²tudujme dva susedné elementy elektrónovej kvapaliny vzdialené v smere osi x o ∆x. Obrá-
zok 42 ukazuje, ºe gradient chemického potenciálu ∆µ

∆x vyvolá taký istý tok elektrónov ako gradient
elektrostatickej energie elektrónov −e∆φ∆x . Teda namiesto ∇µ musí v Onsagerovej teórii vystupova´ kom-
binácia ∇µ′ = ∇µ+ eE, kde µ′ je tzv. elektrochemický potenciál. Ekvivalentne moºno ∇µ′ zapísa´
pomocou efektívneho elektrického po©a E′ = E + 1

e∇µ ako ∇µ′ = eE′. Ale ²tandardné voltmetre me-
rajú rozdiely elektrochemických potenciálov, t.j. s ich pomocou meriame efektívne elektrické pole E′.
Preto v ¤al²om výklade budeme £iarky vynecháva´ a namiesto µ′ a E′ budeme jednoducho písa´ µ a E.

Termoelektrické javy
Ak vyuºijeme vz´ah ∇µ = eE, kde E je efektívne elektrické pole, potom výraz pre produkciu entropie
(65) môºeme písa´ v tvare

T ṡ = j ·E + jQ ·
1

T
(−∇T ) . (68)

V prvom £lene spoznávame joulovské tepelné straty v systéme. Ak teraz aplikujeme Onsagerovu teóriu,
pre izotrópny systém dostaneme

j = L11
1

T
E + L12

1

T 2
(−∇T ),

jQ = L12
1

T
E + L22

1

T 2
(−∇T ).

V²imnime si, ºe v izotrópnom systéme Onsagerov výsledok redukuje po£et nezávislých kinetických
koe�cientov zo 4 na 3.91 Skúmajme teraz význam jednotlivých koe�cientov.

1. Z rovnice pre j vidno, ºe koe�cient L11/T má význam mernej elektrickej vodivosti σ meranej
za ved©aj²ej podmienky ∇T = 0, £o je obvyklá experimentálna kon�gurácia. Preto L11 = σT .

2. Skúmajme ¤alej izolovaný homogénny drôt v prítomnosti nenulového pozd¨ºneho gradientu teploty.
Ke¤ºe v drôte nemôºe tiec´ prúd, z rovnice pre j dostaneme, aplikujúc podmienku j = 0, ºe v drôte
musí existova´ nenulové interné elektrické pole E = S∇T , kde S je tzv. Seebeckov koe�cient. Pre
Onsagerov koe�cient L12 tak dostaneme vz´ah L12 = T 2σS.

3. Z rovnice pre jQ vyplýva, ºe pri E = 0 v systéme te£ie prúd tepla. Z porovnania s rovnicou
jQ = κ0(−∇T ) dostávame vz´ah L22 = T 2κ0. κ0 je merná tepelná vodivos´ elektrónov za ved©aj-
²ej podmienky E = 0. Sumarizujúc teda môºeme písa´:

j = σE + σS(−∇T ),

jQ = TσSE + κ0(−∇T ). (69)

4. Obvykle sa merná tepelná vodivos´ meria nie za ved©aj²ej podmienky E = 0, ale j = 0, t.j. bez
sú£asného toku elektrického prúdu. Prepí²me teda rovnicu pre jQ pomocou nezávislých premenných j
a −∇T :

jQ = Πj + κ(−∇T ).

V tejto rovnici vystupujú dva nové koe�cienty: κ = κ0 − TσS2 je obvyklá merná tepelná vodivos´
a Π = TS je Peltierov koe�cient popisujúci nasledovný jav: v drôte bez aplikovaných teplotných
gradientov te£ie prúd tepla, ak v ¬om zárove¬ te£ie elektrický prúd. Koe�cienty Π a κ nie sú nezávislé:

91V predná²ke 18 ukáºeme, ºe tento výsledok platí aj pre kubické kry²tály. Pre kry²tály s niº²ou symetriou by sme
museli skalárne koe�cienty Lij nahradi´ tenzormi. V najv²eobecnej²om prípade Onsagerov výsledok dramaticky redukuje
po£et nezávislých koe�cientov: namiesto 36 bude nezávislých iba 21 koe�cientov.
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moºno ich vyjadri´ pomocou uº zavedených koe�cientov σ, κ0 a S.

Termodynamické nerovnosti
Hustota produkcie entropie musí by´ kladná. Ak materiálové vz´ahy (69) dosadíme do (68), dostaneme podmienku

T ṡ = j ·E +
1

T
jQ · (−∇T ) = (E,−∇T )

(
σ, σS
σS, κ0/T

)(
E
−∇T

)
> 0.

Ke¤ºe táto nerovnos´ musí plati´ pre ©ubovo©né E a ∇T , matica

M =

(
σ, σS
σS, κ0/T

)
musí by´ kladne de�nitná. Odtia©to dostávame nasledovné termodynamické nerovnosti:

σ > 0, κ0 > 0, κ = κ0 − TσS2 > 0.

V²imnime si, ºe znamienko Seebeckovho koe�cientu S nie je termodynamikou predpísané. V¤aka vz´ahu Π = TS tento

výsledok platí aj pre Peltierov koe�cient. V prírode sa vyskytujú materiály s kladnými aj zápornými Π.

Driftová rýchlos´
Vo zvy²ku tejto predná²ky skon²truujeme najjednoduch²iu mikroskopickú teóriu na výpo£et kinetic-
kých koe�cientov. K©ú£ovým pojmom bude pojem rýchlosti uná²ania elektrónov v (tzv. driftovej
rýchlosti), pod ktorou budeme rozumie´ strednú efektívnu rýchlos´ elektrónov po od£ítaní interného
pohybu vnútri Fermiho plochy, ktorý je síce ve©mi rýchly, ale orientovaný v²etkými smermi a preto
jeho stredná hodnota v rovnováºnom stave je nulová.92

Po£ítajme prúdovú hustotu náboja j v elektrónovom plyne s hustotou n a driftovou rýchlos´ou v.
Za tým ú£elom po£ítajme prúd I, ktorý prete£ie cez malú plochu S kolmú na smer v. Tento prúd
moºno vyjadri´ ako náboj dQ, ktorý cez plochu prete£ie za £as dt. Ale dQ = −edN , kde dN = nSvdt
je stredný po£et elektrónov, ktoré za £as dt pretnú plochu S. Preto I = dQ

dt = −enSvdt
dt = −neSv a pre

prúdovú hustotu j = I
S nakoniec dostaneme vz´ah

j = −nev, (70)

kde sme uváºili, ºe vektory j a v musia by´ rovnobeºné.

Elektrická vodivos´
Skúmajme plyn elektrónov v prítomnosti po©a E. Zaujímajme sa o pohyb �typického� elektrónu, t.j.
elektrónu, ktorého rýchlos´ je rovná driftovej rýchlosti. Newtonova pohybová rovnica pre tento elektrón
je mv̇ = −eE. Rie²ením tejto rovnice je rovnomerne zrých©ujúci elektrón, t.j. aj prúdová hustota by
musela rás´ s plynúcim £asom. Takéto správanie je v spore s na²ou skúsenos´ou, ºe pri kon²tantnom
naloºenom napätí te£ie cez drôt kon²tantný prúd. Pohybovú rovnicu treba modi�kova´: chýba v nej
�trenie� elektrónu o kry²tál. Z predchádajúcich kapitol vieme, ºe elektrón sa cez dokonalý kry²tál pohy-
buje ako netlmená Blochova vlna. Preto zdrojom trenia nie je samotný kry²tál, ale jeho nedokonalosti,
t.j. odchýlky od ideálnej periodicity (napr. defekty, kmity mrieºky, at¤.).

Budeme preto predpoklada´, ºe driftová rýchlos´ sp¨¬a nasledovnú modi�kovanú Newtonovu pohy-
bovú rovnicu

m
(
v̇ +

v

τ

)
= −eE,

kde τ je tzv. relaxa£ný £as. Jeho význam ozrejmíme analýzou pohybovej rovnice pri nulovom apli-
kovanom poli, t.j. rovnice v̇ = −v

τ . Rie²ením tejto rovnice je v(t) = v(0)e−t/τ , teda v na²om systéme
s trením po£iato£ná rýchlos´ v(0) relaxuje s charakteristickým £asom τ .

H©adajme teraz rie²enie pohybovej rovnice pre driftovú rýchlos´. Zaujímame sa len o stacionárne
rie²enie v̇ = 0, ktoré sa ustáli po zapnutí elektrického po©a E. Pre driftovú rýchlos´ tak dostaneme
v = − eEτ

m . Dosadením tohto výsledku do rovnice (70) a porovnaním s de�ni£ným vz´ahom j = σE tak
dostaneme tzv. Drudeho formulu pre mernú elektrickú vodivos´

σ =
ne2τ

m
. (71)

92Stojí za zmienku, ºe driftová rýchlos´ je obvykle iba malým zlomkom Fermiho rýchlosti.
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V²imnime si, ºe pri odvodení Drudeho formuly pre vodivos´ nehral ºiadnu rolu fakt, ºe nosi£mi náboja
sú elektróny. Takú istú formulu by sme dostali pre akýko©vek systém £astíc s koncentráciou n, relaxa£-
ným £asom τ a nábojom ±e. Namiesto elektrónov môºu by´ nosi£mi náboja napríklad ióny v iónových
vodi£och alebo v plazme, alebo diery v polovodi£i. Celková vodivos´ systému potom bude sú£tom Dru-
deho príspevkov od v²etkých typov nosi£ov náboja. Pov²imnutiahodné pritom je, ºe σ závisí iba od
²tvorca elementárneho náboja a (v súlade s termodynamickými poºiadavkami) je vºdy kladná, preto z
merania vodivosti nemoºno rozhodnú´, aké je znamienko nosi£ov náboja v materiáli.

Cvi£enia
1. Ako treba zmeni´ formuláciu nerovnováºnej termodynamiky v prípade, kedy ²tudovanými £asticami sú fonóny? Ktoré
transportné koe�cienty sú v tomto prípade nulové?

2. Pre elektrónový plyn s vodivos´ou σ pri ved©aj²ej podmienke ∇T = 0 vypo£ítajte elektrickú vodivos´ σQ pri ved©aj²ej
podmienke jQ = 0. Vysvetlite, pre£o vo v²eobecnosti vodivosti σ a σQ nie sú totoºné. Rozhodnite, ktorú z týchto dvoch
vodivostí obvykle meriame.

3. Ukáºte, ºe zo zákonov zachovania energie a po£tu £astíc v jednozloºkovom systéme nabitých £astíc v stacionárnom prí-
pade vyplýva ∇·jQ = j·E. Vyuºite materiálové vz´ahy (69) a ukáºte, ºe odtia©to vyplýva rovnica ∇(κ∇T )+ρj2 = T j·∇S,
ktorú moºno v homogénnych systémoch s teplotne nezávislými koe�cientmi S, κ zjednodu²i´ na tvar κ4T + ρj2 = 0.

4. Termoelektrický generátor (termo£lánok) je sú£iastka, ktorá z externe aplikovaného rozdielu teplôt generuje napätie.
Termo£lánok je vlastne dvojica drôtov p a n, ktorých konce sú udrºiavané pri (niº²ej) teplote Tc, pri£om druhé konce
týchto drôtov sú vodivo spojené pri (vy²²ej) teplote Th. Nech Seebeckove koe�cienty drôtov sú Sp a Sn a nech odpory
drôtov sú Rp a Rn. Nech je termo£lánok pripojený na zá´aº s odporom R. Ukáºte, ºe v takom prípade je prúd generovaný
termo£lánkom daný vz´ahom

I =
(Sp − Sn)(Th − Tc)
R+Rp +Rn

(72)

Návod: termo£lánok si predstavte ako baterku, ktorá vyrába z rozdielu teplôt napätie U medzi svorkami A a B, pozri
obrázok 43. Predpokladajte, ºe cez termo£lánok te£ie prúd I a najprv vypo£ítajte napätie U . Potom ºiadajte, aby spád
napätia na zá´aºi bol U = IR.

Obr. 43: Termo£lánok ako baterka, ktorá z rozdielu teplôt generuje napätie U medzi svorkami A a B.

5. Skúmajme drôt valcového tvaru s d¨ºkou L a prierezom A, ktorého konce udrºiavame pri teplotách T (x = 0) = Th a
T (x = L) = Tc, pri£om Th > Tc. Predpokladajme ¤alej, ºe cez drôt te£ie z 0 do L kon²tantný prúd s hustotou j = I/A.
Merný odpor drôtu nech je ρ, jeho Peltierov koe�cient nech je Π a jeho tepelná vodivos´ nech je κ. Aký ve©ký je v
stacionárnom stave tok tepla IQ(x = 0) vstupujúceho do drôtu? Návod:
(a) Predpokladajte, ºe joulovsky generované teplo je odvádzané iba samotným drôtom, t.j. zanedbajte tepelné vyºarovanie
z drôtu do okolia. Pouºite výsledky cvi£enia 3 a ukáºte, ºe priebeh teploty T (x) vnútri drôtu je popísaný vz´ahom
T (x) = Th + (Tc − Th) x

L
+ ρj2

2κ
x(L− x).

(b) Ukáºte, ºe tok tepla vstupujúceho do drôtu je

IQ(x = 0) = ΠI +Aκ
Th − Tc

L
− 1

2
RI2, (73)

kde R = ρL/A je odpor drôtu.

6.∗ Ú£innos´ termoelektrického generátora. Na termo£lánok sa moºno pozera´ ako na tepelný stroj pracujúci medzi
teplotami Th > Tc. Tento stroj za jednotku £asu odoberá teplo IQ = IQp + IQn z tepelného rezervoára s teplotou Th a
koná uºito£nú prácu za jednotku £asu P = RI2 na zá´aºovom odpore R. Ú£innos´ η takéhoto stroja moºno de�nova´ ako
obvykle vz´ahom η = P/IQ. S pomocou vz´ahov (73) a (72) vyjadrite ú£innos´ termoelektrickej generácie v termo£lánku
ako funkciu zá´aºového odpora R a parametrov vodi£ov p a n v termo£lánku: Seebeckových koe�cientov Sp a Sn, merných
odporov ρp a ρn, merných tepelných vodivostí κp a κn, prierezov vodi£ov Ap a An a ich d¨ºky L. Vyuºite tieº, ºe pre
Peltierove koe�cienty pri teplote Th platí (Πp −Πn) = Th(Sp − Sn).



76 18 TRANSPORTNÉ JAVY: BOLTZMANNOVA ROVNICA

(a) Ukáºte, ºe koe�cient ú£innosti η nadobúda maximálnu hodnotu pri optimálnej zá´aºi

R = (Rp +Rn)
√

1 + ZT ; Z =
(Sp − Sn)2

(Apκp +Anκn)
(
ρp
Ap

+ ρn
An

) ; T =
Th + Tc

2

pri£om optimálna ú£innos´ je daná vz´ahom

η =
Th − Tc
Th

f ; f =

√
1 + ZT − 1√

1 + ZT + Tc
Th

Teda ú£innos´ η je oproti ú£innosti ideálneho tepelného stroja zníºená faktorom 0 < f < 1.
(b) Pri daných teplotách Th, Tc nadobúda faktor f maximálnu hodnotu vtedy, ke¤ je maximálny bezrozmerný koe�cient
ZT . Pre danú dvojicu materiálov p a n moºno koe�cient ZT maximalizova´ vhodným výberom prierezov Ap a An.
Ukáºte, ºe optimálna hodnota koe�cientu ZT je

ZT = T

(
Sp − Sn√

κpρp +
√
κnρn

)2

Úlohou materiálového výskumu je nájs´ takú dvojicu materiálov, pre ktorú je koe�cient ZT £o najvä£²í.

7. Peltierovské chladenie. Ak budeme termo£lánok z predo²lých úloh napája´ z externého zdroja prúdom I, potom mô-

ºeme odobera´ teplo z chladnej²ieho rezervoáru s teplotou Tc. Takúto sú£iastku teda moºno pouºi´ ako chladi£.

(a) Nájdite optimálnu hodnotu prúdu I, pri ktorej je tok tepla IQ odoberaný z chladnej²ieho telesa maximálny. Návod:

Pouºite výsledok (73).

(b)∗ Aký maximálny rozdiel teplôt moºno dosiahnu´?

18 Transportné javy: Boltzmannova rovnica

Výpo£et transportných koe�cientov vo formalizme driftovej rýchlosti neberie do úvahy ²peci�cké vlast-
nosti materiálov: neprihliada na skuto£né disperzné zákony pre elektróny, neberie do úvahy rozdielnosti
rozptylových procesov, at¤. V tejto predná²ke zavedieme formalizmus, ktorý v²etky spomenuté úlohy
rie²i, pouºívajúc kváziklasické priblíºenie.

Boltzmannova rovnica
Ústrednou veli£inou kváziklasickej teórie transportných vlastností je tzv. distribu£ná funkcia f(r,k, t),
ktorá udáva rozloºenie vlnových balíkov v 6-rozmernom fázovom priestore.93 Distribu£nú funkciu moºno
de�nova´ pre akýko©vek typ £astíc, napr. pre elektróny, fonóny, at¤. Pre konkrétnos´ budeme ²tudova´
distribu£nú funkciu pre elektróny, pretoºe na²ím cie©om je opis transportných vlastností kovov, a v
kovoch elektrónový príspevok k transportu tepla a náboja dominuje. Okrem toho elektrická vodivos´
je takmer výlu£ne daná prenosom náboja elektrónmi, dokonca aj v izolantoch.

Skúmajme pohyb elektrónov v 6-rozmernom fázovom priestore. Predpokladajme, ºe v £ase t sa
elektrón nachádza v bode r a jeho vlnový vektor je k. Okamºitá rýchlos´ elektrónu je vk a sila, ktorá
na¬ pôsobí, nech je F = −e(E+vk×B). Po uplynutí £asu dt sa elektrón premiestni do bodu r+vkdt
a jeho vlnový vektor bude k + F

~ dt. Preto distribu£ná funkcia musí sp¨¬a´ rovnicu

f(r + vkdt,k +
F

~
dt, t+ dt) = f(r,k, t) +

(
∂f

∂t

)
coll

dt.

Posledný (tzv. zráºkový) £len opisuje zráºkové procesy: elektrón v stave k, r sa môºe pod vplyvom
zráºky s nejakou poruchou (alebo s iným elektrónom) rozptýli´ do iného stavu, alebo naopak elektrón
z iného stavu môºe po zráºke skon£i´ v stave k, r. Ak ©avú stranu rozvinieme do Taylorovho radu, potom

93Pre jednoduchos´ sa obmedzujeme na skúmanie rozdelenia elektrónov v rámci jediného Blochovho pásu. Vo v²e-
obecnom prípade by sme museli ²tudova´ funkcie fn(r,k, t), kde n je pásový index. Pracujeme s distribu£nou funkciou
pre elektróny v kry²táli s objemom V a periodickými okrajovými podmienkami, v¤aka ktorým nadobúdajú hybnosti
diskrétne hodnoty. Distribu£ná funkcia je pritom normalizovaná nasledovne: 2

V
∑

k

∫
d3rf(r,k, t) = N , kde N je celkový

po£et elektrónov v kry²táli a faktor 2 zoh©ad¬uje spin elektrónu. Teda napr. pre distribu£nú funkciu nezávislú od pries-
torovej súradnice r a £asu máme 2

∑
k fk = N . To znamená, ºe fk moºno interpretova´ ako pravdepodobnos´ obsadenia

stavu k.
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rovnicu £asový vývoj distribu£nej funkcie moºno popísa´ v diferenciálnom tvare tzv. Boltzmannovou
rovnicou

vk ·
∂f

∂r
+

F

~
· ∂f
∂k

+
∂f

∂t
=

(
∂f

∂t

)
coll

. (74)

Obr. 44: Príklady zráºkových procesov, ktoré menia rozdelenie elektrónov v k-priestore.

Venujme sa teraz analýze zráºkového £lena. Obmedzíme sa pritom na rozptyl elektrónov na prímes-
ných atómoch alebo na kmitoch mrieºky.94 Budeme predpoklada´, ºe zráºka je lokálna v r priestore.
Zráºkový £len

(
∂fk
∂t

)
coll

bude obsahova´ kladný príspevok od procesov rozptylu zo v²etkých moºných

stavov k′ do ²tudovaného stavu k a záporný príspevok od rozptylov zo ²tudovaného stavu k do v²etkých
moºných stavov k′: (

∂fk
∂t

)
coll

=
∑
k′

[Wk′kfk′(1− fk)−Wkk′fk(1− fk′)] .

Pravdepodobnos´ rozptylu z k do k′ za jednotku £asu sme ozna£ili ako Wkk′ .95 Okrem toho sme zapo-
£ítali, ºe pravdepodobnos´ rozptylu z k do k′ je úmerná pravdepodobnosti fk obsadenia po£iato£ného
stavu k, ako aj pravdepodobnosti 1 − fk′ toho, ºe koncový stav k′ je (kvôli Pauliho vylu£ovaciemu
princípu) vo©ný.

Linearizovaná Boltzmannova rovnica
V²imnime si, ºe Boltzmannova rovnica je vo v²eobecnosti zloºitou nelineárnou integro-diferenciálnou
rovnicou pre funkciu f(r,k, t). Ale ak sú aplikované polia malé oproti interným poliam, bude dis-
tribu£ná funkcia elektrónov f(r,k, t) iba málo odli²ná od tzv. lokálnej rovnováºnej Fermiho-
Diracovej distribu£nej funkcie

f0(r,k) =
1

exp
[
εk−µ(r)
T (r)

]
+ 1

.

Pripustili sme pritom, ºe teplota T (r) a chemický potenciál µ(r) môºu by´ pomaly sa meniacimi fun-
kciami polohy r. Odchýlky distribu£nej funkcie od lokálnej rovnováºnej Fermiho-Diracovej distribu£nej
funkcie f0(r,k) ozna£me g(r,k, t):

f(r,k, t) = f0(r,k) + g(r,k, t).

94V obidvoch príkladoch totiº moºno poruchu popísa´ ako dodato£ný potenciál. K zráºkovému £lenu prispievajú aj
zráºky elektrónov s elektrónmi. V takom prípade má zráºkový £len zloºitej²í tvar, preto sa elektrón-elektrónovými rozp-
tylmi nebudeme zaobera´.

95Túto pravdepodobnos´ moºno ur£i´ z mikroskopických úvah. Napríklad pre rozptyl na ne£istotách po£ítame Wkk′

pomocou Fermiho zlatého pravidla v II.4.
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Odchýlková funkcia g(r,k, t) bude aspo¬ lineárnou funkciou aplikovaných polí E,B,∇T,∇µ. Ak bu-
deme naviac predpoklada´, ºe polia E,B,∇T,∇µ sú priestorovo homogénne, potom môºeme o£akáva´,
ºe odchýlková funkcia nebude závisie´ od priestorovej súradnice r, £iºe g = g(k, t).96

Na²ím cie©om bude zjednodu²i´ Boltzmannovu rovnicu zanedbaním druhej a vy²²ích mocnín apli-
kovaných polí. Na ©avej strane Boltzmannovej rovnice vyuºijeme, ºe s presnos´ou do lineárnych £lenov
v aplikovaných poliach moºno neznáme funkcie f(r,k, t) nahradi´ rovnováºnymi funkciami f0(r,k):

F

~
· ∂f
∂k
≈ F

~
· ∂f

0

∂k
= vk · F

∂f0

∂ε
,

pretoºe £len F
~ ·

∂g
∂k je druhého rádu v aplikovaných poliach. Podobne, ke¤ºe pod©a predpokladu je

∂g
∂r = 0, dostávame tieº

vk ·
∂f

∂r
= vk ·

∂f0

∂r
= vk ·

(
∇µ∂f

0

∂µ
+∇T ∂f

0

∂T

)
= −vk ·

(
∇µ+

εk − µ
T
∇T
)
∂f0

∂ε
.

Preto linearizovanú Boltzmannovu rovnicu moºno písa´ v tvare

∂g(k, t)

∂t
+ vk ·

(
F−∇µ− εk − µ

T
∇T
)
∂f0

∂ε
=

(
∂f

∂t

)
coll

.

V stacionárnom prípade ∂g
∂t = 0 na ©avej strane nevystupuje neznáma funkcia g(k, t). Úloha sa teda

výrazne zjednodu²ila, ale e²te stále nie je priamo£iara.

Priblíºenie relaxa£ného £asu
V priblíºení relaxa£ného £asu nahradíme zráºkový £len výrazom(

∂f

∂t

)
coll

= −g(k, t)

τk
,

kde τk je tzv. relaxa£ný £as.97 Fyzikálny zmysel relaxa£ného £asu vidno z nasledovnej úvahy. Predpo-
kladajme, ºe ²tudovaný systém sa nenachádza v ºiadnom externom poli, ale vznikne v ¬om odchýlka od
rovnováhy g(k, 0). Potom £asový vývoj tejto odchýlky bude daný Boltzmannovou rovnicou ∂g

∂t = − g
τk

s rie²ením g(k, t) = g(k, 0) exp(−t/τk), teda odchýlka zaniká na £asovej ²kále τk.98

V priblíºení relaxa£ného £asu moºno linearizovanú Boltzmannovu rovnicu explicitne rie²i´. V sta-
cionárnom prípade má rie²enie tvar

g(k) =

(
−∂f

0

∂ε

)
τkvk ·

(
F−∇µ− εk − µ

T
∇T
)
. (75)

Odchýlkovú funkciu v linearizovanej teórii a priblíºení relaxa£ného £asu (75) je pou£né zapísa´ v tvare

g(k) =
(
−∂f0

∂ε

)
vk · ~∆k, kde ~∆k = τk

(
F−∇µ− εk−µ

T ∇T
)
, pretoºe potom moºno celkovú dis-

tribu£nú funkciu vyjadri´ ako f(k) = f0
k + g(k) ≈ f0

k−∆k. Inými slovami, nerovnováºnu distribu£nú
funkciu f(k) dostaneme z rovnováºnej distribu£nej funkcie f0

k posunutím k → k − ∆k. Stojí za po-
v²imnutie, ºe v kovoch je v¤aka nerovnosti |∆k| � kF nerovnováºne prerozdelenie elektrónov ve©ké
iba v tesnej blízkosti Fermiho plochy.

Termoelektrické javy
Odteraz sa obmedzíme na skúmanie tansportu v nulovom aplikovanom magnetickom poli. V takomto prípade moºno písa´

96V tejto úvahe zanedbávame trenie elektrónov o povrch drôtu, kvôli ktorému by funkcia g(r,k, t) pri povrchu drôtu
mala by´ zmen²ená oproti jej hodnote hlboko vnútri vzorky. O£akávame, ºe v dostato£ne masívnych materiáloch moºno
podobné povrchové efekty zanedba´.

97Relaxa£ný £as môºe závisie´ od tvaru funkcie g(k). Rôznym transportným procesom (napr. elektrickej vodivosti,
tepelnej vodivosti, at¤.) zodpovedajú rôzne odchýlky od rovnováhy g(k), preto im treba priradi´ rôzne relaxa£né £asy.
Podobný jav skúmame v II.4.

98V²imnime si, ºe neby´ zráºkového £lena, odchýlka g(k, 0) od rovnováºnej distribu£nej funkcie by sa v £ase nemenila.
Teda dokonca aj pri popise ideálneho plynu sme implicitne museli predpoklada´, ºe existujú (in�nitezimálne slabé)
zráºkové procesy, ktoré sú zodpovedné za ustanovenie rovnováhy.
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F − ∇µ = −eE − ∇µ = −eE′, kde sme opä´ zaviedli efektívne elektrické pole, ktoré je gradientom elektrochemického
potenciálu. Podobne ako pri fenomenologickom popise budeme namiesto E′ písa´ jednoducho E.

Pod©a predná²ky 17 je elektrická prúdová hustota daná vz´ahom (70), t.j. j = −nev, a hustota prúdu tepla je
daná vz´ahom (61) , t.j. jQ = jU − µjN , kde jN = nv je hustota prúdu £astíc a jU je hustota prúdu energie. Ak
teraz pripustíme, ºe kaºdý elektrón sa pohybuje inou rýchlos´ou, výrazy pre jednotlivé prúdové hustoty je prirodzené
zov²eobecni´ nasledovným spôsobom:

jN =
2

V
∑
k

fkvk; j =
2

V
∑
k

(−e)fkvk; jU =
2

V
∑
k

εkfkvk; jQ =
2

V
∑
k

(εk − µ)fkvk,

kde sme predpokladali, ºe objem vzorky je V a faktory 2 zoh©ad¬ujú, ºe kaºdý stav k je rovnako obsadený elektrónmi so
spinmi ↑ a ↓. Vyuºili sme tieº, ºe elektrón v stave k nesie náboj −e, energiu εk a �teplo� εk − µ. Explicitne sme zárove¬
vyuºili nezávislos´ distribu£nej funkcie fk od priestorovej súradnice r.

V²imnime si teraz, ºe príspevky od rovnováºnej £asti f0
k k prúdovým hustotám sú nulové, pretoºe sú integrálmi zo

sú£inov párnej a nepárnej funkcie k. Tak to aj má by´, pretoºe v rovnováhe by v²etky prúdové hustoty mali by´ nulové.
Preto k prúdovým hustotám prispieva iba odchýlková funkcia:

j =
2

V
∑
k

(−e)gkvk; jQ =
2

V
∑
k

(εk − µ)gkvk.

Po dosadení explicitného výrazu pre odchýlkovú funkciu (75) tak dostávame

j =
2(−e)2

V
∑
k

vk

(
−∂f

0

∂ε

)
τkvk ·E +

2(−e)
V

∑
k

vk

(
−∂f

0

∂ε

)
εk − µ
T

τkvk · (−∇T ),

jQ =
2(−e)
V

∑
k

vk

(
−∂f

0

∂ε

)
(εk − µ)τkvk ·E +

2

V
∑
k

vk

(
−∂f

0

∂ε

)
(εk − µ)2

T
τkvk · (−∇T ).

Prúdové hustoty j a jQ teda môºeme písa´ v tenzorovej forme konzistentnej s fenomenologickou formulou (69):

ji = σijEj +Kij

(
− ∂T
∂xj

)
,

jQi = TKijEj + κ0ij

(
− ∂T
∂xj

)
.

V²imnime si, ºe ná² výpo£et je konzistentný s Onsagerom predpovedanou symetriou koe�cientov medzi ²esticou tokov
ji, jQi a ²esticou a�nít 1

T
Ej , − 1

T2
∂T
∂xj

.
Transformujme teraz sumu cez k na trojrozmerný integrál, ktorý premeníme na integrál cez ²upky medzi energetic-

kými vrstvami pod©a (32):
1

V
∑
k

=

∫
d3k

(2π)3
=

1

(2π)3~

∫
dε

∮
εk=ε

d2k

vk
. (76)

Ak zavedieme pomocnú tenzorovú funkciu Σij(ε), ktorá meria pohyblivos´ elektrónov s energiou ε,

Σij(ε) =
1

4π3~

∮
εk=ε

d2k

vk
τkvkivkj ,

potom pre tenzor mernej elektrickej vodivosti σij , tenzor Kij = (σS)ij a tenzor mernej tepelnej vodivosti κ0ij dostávame
nasledovné vz´ahy:99

σij = (−e)2

∫
dε

(
−∂f

0

∂ε

)
Σij(ε),

Kij =
−e
T

∫
dε

(
−∂f

0

∂ε

)
(ε− µ)Σij(ε),

κ0ij =
1

T

∫
dε

(
−∂f

0

∂ε

)
(ε− µ)2Σij(ε). (77)

Symetria tenzora Σij je diktovaná symetriou kry²tálu. V cvi£ení 2 ukáºeme, ºe v kubických kry²táloch je tenzor Σij
izotrópny, Σij = Σδij , ale v kry²táloch s niº²ou symetriou Σij nie je izotrópny a napríklad prúd vo v²eobecnosti nemá
smer aplikovaného po©a. Z formuly pre Σij v²ak vidno, ºe tenzor Σij je vºdy symetrický, Σij = Σji, v súlade s Onsagerovou
teóriou.

Výrazy (77) platia v²eobecne pre akýko©vek materiál. Odteraz sa zameriame na diskusiu transportných vlastností
kovov. V kovoch pri teplotách T � εF moºno integrál pod©a ε po£íta´ pomocou Sommerfeldovho rozvoja (43). Ak sa
obmedzíme na prvé kone£né príspevky k Sommerfeldovmu rozvoju, pre transportné koe�cienty kubických kovov

99Transportné koe�cienty sú rôzne váhovanými integrálmi funkcie Σij(ε). Váhový faktor je sú£inom faktora pre typ
prúdu a faktora pre typ pôsobiacej a�nity: elektrický prúd a odozva na elektrické pole sú váhované faktorom −e, kým
tepelný prúd a odozva na gradient teploty sú váhované faktorom ε− µ.
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potom dostávame100

σ = e2Σ(µ); S =
K

σ
= −π

2

3e

TΣ′(µ)

Σ(µ)
; κ0 =

π2

3
TΣ(µ).

V cvi£ení 3 ukáºeme, ºe za istých zjednodu²ujúcich podmienok je merná vodivos´ kovov popísaná Drudeho formu-
lou (71). Hoci vo v²eobecnom prípade Drudeho formula kvantitatívne neplatí, £asto sa pouºíva na kvalitatívnu analýzu
transportných meraní. Teplotná závislos´ vodivosti sa napr. interpretuje teplotnou závislos´ou relaxa£ného £asu na Fer-
miho ploche τ : £ím je teplota vy²²ia, tým viac vybudených fonónov je v systéme a tým viac existuje rozptylových procesov.
Takto moºno jednoducho vysvetli´, pre£o merný odpor kovov rastie s teplotou.

V²imnime si, ºe Seebeckov koe�cient S je nenulový iba v systémoch, k vodivosti ktorých prispievajú rozdielnou

mierou elektróny nad a pod Fermiho plochou. Ak vodivos´ je dominovaná elektrónmi s energiou ε > µ, t.j. ak σ′ > 0,

potom termonapätie je záporné, S < 0. Naopak, ak je vodivos´ dominovaná elektrónmi s energiou ε < µ, t.j. dierami pod

Fermiho plochou, potom S > 0. Znamienko termonapätia je teda meradlom znamienka dominantných vo©ných nosi£ov

náboja. Pretoºe obvykle Tσ′

σ
∼ T

εF
� 1, typická hodnota Seebeckovho koe�cientu v kovoch pri izbovej teplote je malá:

1-10 µV/K, pozri tabu©ku 10.

Cr Fe Ti Cu Ag V Pb Al Mn Ni Co
S (µV/K) 21.8 15 9.1 1.8 1.5 0.23 -1 -1.7 -9.8 -19.5 -30.8

Tabu©ka 10: Seebeckove koe�cienty S niektorých kovov pri izbovej teplote. Poznámka: z experimentov v zapojení
pod©a obrázku 43 moºno ur£i´ iba rozdiely Seebeckovýck koe�cientov rôznych materiálov, pozri (72). Ak v²ak v jednom z
ramien termo£lánku pouºijeme supravodi£, potom (pri nízkych teplotách, kedy je supravodi£ v supravodivom stave a jeho
Seebeckov koe�cient je identicky nulový) moºno priamo ur£i´ absolútnu hodnotu S skúmaného materiálu. Pri vy²²ích
teplotách moºno ur£i´ absolútnu hodnotu S meraním derivácie101 ∂S

∂T
a následným integrovaním S(T )−S(T0) =

∫ T
T0

∂S
∂T
dT .

Cvi£enia
1. Nakreslite graf odchýlkovej funkcie (75) pre jednorozmerný kov pri teplote T � εF :
(a) v homogénnom elektrickom poli E
(b) v homogénnom poli −∇T
(c) Odhadnite ve©kos´ prúdových hustôt j a jQ v prípadoch (a) a (b). V akom prípade môºe by´ Seebeckov koe�cient
nenulový?

2. Ukáºte, ºe v kubickom kry²táli je tenzor Σij izotrópny. Aký tvar tenzora Σij treba o£akáva´ v tetragonálnych mate-
riáloch?

3. Ukáºte, ºe pre izotrópny disperzný zákon ε = ~2k2

2m∗ a pre relaxa£ný £as τ(εk), ktorý závisí iba od energie elektrónu εk,

je merná elektrická vodivos´ plynu elektrónov s koncentráciou n popísaná Drudeho formulou σ = ne2τ(µ)
m∗ .

4. Wiedemannov-Franzov zákon.
(a) Ukáºte, ºe pre elektrónový príspevok k mernej tepelnej vodivosti kovov platí κ ≈ κ0.
(b) Predpokladajte, ºe dominantným príspevkom k mernej tepelnej vodivosti kovu je príspevok od elektrónov. Ukáºte,
ºe potom platí tzv. Wiedemannov-Franzov zákon, t.j. ºe podiel mernej tepelnej a elektrickej vodivosti kovu κ

σ
je daný

iba fundamentálnymi kon²tantami a absolútnou teplotou. Podiel v²ak nezávisí od materiálových parametrov.

5.∗ Fonónová tepelná vodivos´. Ukáºte, ºe v priblíºení relaxa£ného £asu prispievajú fonóny k tenzoru mernej tepelnej
vodivosti nasledovne:

κphon
ij =

1

V
∑
λk

~ωλk
∂nλk
∂T

τλkv
i
λkv

j
λk,

kde suma beºí cez fonónové vetvy λ a vlnové vektory k v 1.BZ a nλk je rovnováºne Boseho-Einsteinovo rozdelenie pre
fonóny (s nulovým chemickým potenciálom). Ukáºte ¤alej, ºe v izotrópnom systéme moºno mernú tepelnú vodivos´
fonónov vyjadri´ v tvare

κphon =
1

3V
∑
λk

~ωλk
∂nλk
∂T

lλkvλk,

100V obvyklých jednotkách, v ktorých kB 6= 1, pre Seebeckov koe�cient a mernú tepelnú vodivos´ κ0 kovov dostávame

S = −π
2k2
B

3e

TΣ′(µ)

Σ(µ)
; κ0 =

π2

3
k2
BTΣ(µ).

101Pozri cvi£enie 17.3, pod©a ktorého sa joulovská hustota tepelného výkonu v prítomnosti teplotného gradientu mení z
ρj2 na ρj2−T ∂S

∂T
j ·∇T ; pomocou tohto tzv. Thomsonovho javu moºno zmera´ teplotnú závislos´ Seebeckovho koe�cientu.
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kde lλk = vλkτλk je stredná vo©ná dráha fonónového módu λk. Napokon porovnaním s výkladom v kapitole 11 overte,

ºe výsledok pre κphon moºno písa´ v tvare κphon = 1
3
cV vl známom z elementárnych úvah, v ktorom vl je vhodne prie-

merovaný sú£in rýchlosti a strednej vo©nej dráhy fonónov.

19 Polovodi£e

Polovodi£e sú izolanty s pomerne malým zakázaným pásom ∆, napríklad v kremíku pri izbovej tep-
lote ∆ ≈ 1.14 eV. V tejto predná²ke preskúmame ich elektrické vlastnosti: Najprv de�nujeme pojem
diery a potom preskúmame, ko©ko tepelne excitovaných £astíc existuje pri izbovej teplote v dokonale
£istých polovodi£och. Následne ukáºeme, ºe za normálnych okolností je vodivos´ polovodi£ov ur£ovaná
ne£istotami v kry²táli.

Pojem diery
Skúmajme takmer plne obsadený pás s malým po£tom neobsadených stavov. Pracujme v kvázikla-
sickom priblíºení, t.j. pod pojmom elektrón si predstavme vlnový balík ako v predná²ke 16. Úplnú
informáciu o rozdelení elektrónov moºno v takomto prípade efektívne získa´ vymenovaním neobsa-
dených stavov. S kaºdým neobsadeným stavom moºno asociova´ novú £asticu, tzv. dieru. Prekladový
slovník medzi elektrónovým jazykom (dolný index e) a dierovým jazykom (dolný index h) je nasledovný:

Poloha, hybnos´, zrýchlenie: Ak elektrón chýba v bode re, potom diera sa nachádza v bode rh = re.
Ke¤ºe toto stotoºnenie platí pre v²etky £asy t, t.j. dierový vlnový balík opisuje tú istú trajektóriu ako
elektrónový vlnový balík, pre rýchlosti musí plati´ vh = ṙh = ṙe = ve a podobne pre zrýchlenia musí
plati´ v̇h = v̇e.

Náboj, spin, kvázihybnos´, energia a prúd nesený dierou zodpovedajúcou absencii elektrónu v stave ke
s priemetom spinu σe:
(i) Diera je absencia elektrónu s nábojom qe = −e, preto náboj diery je qh = +e.
(ii) Ke¤ºe celkový spin plne obsadeného pásu je nulový, priemet spinu s neobsadeným stavom je −σe.
Preto priemet spinu diery de�nujeme vz´ahom σh = −σe.
(iii) Ke¤ºe celková kvázihybnos´ plne obsadeného pásu je nulová, kvázihybnos´ pásu s neobsadeným
stavom ke je −~ke. Preto kvázihybnos´ diery de�nujeme vz´ahom ~kh = −~ke.
(iv) Nech disperzia elektrónov je εe(ke). Potom energia plného pásu po vybratí jedného elektrónu sa
zmení o −εe(ke). Energia diery preto je εh(kh) = −εe(ke).
(v) Z de�nícií energie a hybnosti moºno odvodi´ rýchlos´ diery

vh =
1

~
∂εh(kh)

∂kh
= −1

~
∂εe(ke)

∂kh
= −1

~
∂εe(ke)

∂ke

∂ke
∂kh

= ve

v zhode s predstavou o zhodných trajektóriách elektrónu a diery.
(vi) Prúd nesený plne obsadeným pásom je nulový. Elektrón v stave ke by niesol prúd −eve. Preto
diera nesie prúd +eve = +evh. Rovnaký výsledok dostaneme aj z predstavy o diere ako o £astici s
nábojom +e a rýchlos´ou vh.
(vii) Medzi tenzormi efektívnej hmotnosti v dierovom a elektrónovom obraze platí vz´ah(

1

m∗h

)
ij

=
1

~2

∂2εh(kh)

∂ki,h∂kj,h
= − 1

~2

∂2εe(ke)

∂ki,e∂kj,e
= −

(
1

m∗e

)
ij

.

Pohybová rovnica pre elektrón je ~k̇e = −e(E+ve×B). Ak vyuºijeme vz´ahy kh = −ke a vh = ve, túto
pohybovú rovnicu môºeme zapísa´ v tvare ~k̇h = +e(E+vh×B) a výsledok môºeme interpretova´ ako
pohybovú rovnicu pre dieru, t.j. £asticu s nábojom +e. V systéme s izotrópnou efektívnou hmotnos´ou
preto pre zrýchlenie diery platí

v̇h =
d

dt

(
1

~
∂εh(kh)

∂kh

)
=

1

~
∂2εh(kh)

∂k2
h

k̇h =
e

m∗h
(E + vh ×B).
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Analogickým postupom moºno ukáza´, ºe v elektrónovom obraze platí v̇e = −e
m∗e

(E+ve×B). Ak teraz
vyuºijeme vz´ahy m∗e = −m∗h a vh = ve, ©ahko nahliadneme, ºe v̇h = v̇e. Tento výsledok súhlasí s
predstavou o zhodných trajektóriách elektrónu a diery.

Obr. 45: V©avo: porovnanie popisu (toho istého) chýbajúceho elektrónu v elektrónovom a dierovom obraze. Vpravo:
disperzný zákon pre vodivostný a valen£ný pás modelového supravodi£a (v elektrónovom obraze). Zobrazené sú aj
(viazané) donorové a (antiviazané) akceptorové hladiny.

Koncentrácia vlastných nosi£ov
Skúmajme modelový polovodi£ s vodivostným pásom s disperziou εc(k) = ∆ + ~2k2

2m∗c
a s valen£ným

pásom s disperziou εv(k) = −~2k2

2m∗v
.102 Jednoduchou modi�káciou výsledkov z predná²ky 12 pre hustotu

stavov vo vodivostnom a valen£nom páse dostaneme

Nc(ε) =
1

4π2

(
2m∗c
~2

)3/2√
ε−∆; Nv(ε) =

1

4π2

(
2m∗v
~2

)3/2√
−ε.

Pri teplote T = 0 v dokonalom polovodi£i niet vo©ných nosi£ov náboja. Pri kone£nej teplote bude
£as´ elektrónov z valen£ného pásu tepelne excitovaná do vodivostného pásu. Ak chemický potenciál
ozna£íme µ, potom koncentrácia vodivostných elektrónov bude

n = 2

∫ ∞
∆

dεNc(ε)f(ε) =
1

2π2

(
2m∗c
~2

)3/2 ∫ ∞
∆

dε
√
ε−∆

e(ε−µ)/T + 1
.

Ak budeme predpoklada´, ºe ∆ − µ � T , potom Fermiho-Diracovu ²tatistiku moºno nahradi´ Boltz-
mannovou a preto

n ≈ 1

2π2

(
2m∗c
~2

)3/2 ∫ ∞
∆

dε
√
ε−∆e(µ−ε)/T .

Ak ¤alej vyuºijeme, ºe
∫∞

0 dx
√
xe−x =

√
π

2 , pre koncentráciu vodivostných elektrónov dostaneme

n = n0(T )e(µ−∆)/T ; n0(T ) = 2

(
m∗cT

2π~2

)3/2

. (78)

Podobne po£ítajme koncentráciu p dier vo valen£nom páse, pri£om predpokladajme, ºe µ� T :

p = 2

∫ 0

−∞
dεNv(ε) [1− f(ε)] ≈ 2e−µ/T

∫ ∞
0

dεNv(−ε)e−ε/T .

Teda koncentráciu vodivostných dier moºno zapísa´ v analogickom tvare ako pre elektróny:

p = p0(T )e−µ/T ; p0(T ) = 2

(
m∗vT

2π~2

)3/2

. (79)

102Spomínané disperzné vz´ahy pre elektróny a diery dostávame ako Taylorove rozvoje v okolí jediného minima vodi-
vostného pásu a jediného maxima valen£ného pásu. Predpokladáme pritom, ºe obidva extrémy leºia v bode k = 0 a ºe
hmotnos´ v okolí extrému je izotrópna. Skuto£ná pásová ²truktúra reálnych polovodi£ov je podstatne komplikovanej²ia,
napr. pásová ²truktúra kremíka je popísaná v III.1.
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Dostali sme teda vzorce pre n a p ako funkcie chemického potenciálu µ. V²imnime si, ºe sú£in np
nezávisí od chemického potenciálu:

np = n2
i ; ni = 2

(
T

2π~2

)3/2

(m∗cm
∗
v)

3/4e−
∆
2T . (80)

Tento vz´ah platí v²eobecne, aj pre dopované kry²tály, pokia© chemický potenciál leºí dostato£ne ¤aleko
od minima vodivostného pásu a od maxima valen£ného pásu.

V ²peciálnom prípade ideálneho kry²tálu z elektrickej neutrality vyplýva n = p = ni, teda ni má
význam koncentrácie vlastných nosi£ov náboja (tzv. intrinzickej koncentrácie). Napríklad pre Si
pri izbovej teplote ni ∼ 1016 m−3. Neskôr ukáºeme, ºe ak nevyvinieme ²peciálne úsile na vy£istenie
kremíka, potom koncentrácia vo©ných nosi£ov náboja bude ur£ovaná koncentráciou ne£istôt.

Nakoniec po£ítajme chemický potenciál nedopovaného polovodi£a. Z podmienky n = ni dostaneme

µ =
∆

2
+

3T

4
ln
m∗v
m∗c

.

Teda chemický potenciál dokonalej vzorky sa nachádza v blízkosti stredu zakázaného pásu. Podmienky
aplikability na²ej teórie ∆− µ� T a µ� T sa teda redukujú na podmienku ∆� 2T . Pre kremík pri
izbovej teplote je táto podmienka dobre splnená.

Obr. 46: Základné typy bodových defektov v kry²táloch.

Bodové defekty
Príkladmi �bodových� defektov kry²tálov, t.j. defektov lokalizovaných v malej oblasti, sú vakancia (t.j. absencia atómu
v mrieºkovom bode), intersticiál (t.j. dodato£ný atóm umiestnený v priestore medzi regulárnymi bodmi mrieºky) a
substitu£ná prímes (t.j. atóm iného prvku v regulárnej mrieºkovej polohe), pozri obrázok 46.

Pri kone£nej teplote budú v rovnováºnom kry²táli nevyhnutne existova´ bodové defekty. Uvaºujme pre jednoduchos´
iba jeden typ defektov a ozna£me energiu jedného defektu ε. Skúmajme kone£ný kry²tál s N atómami a predpokladajme,
ºe po£et defektov Nd je malý, Nd � N . Potom prírastok vo©nej energie kry²tálu spôsobený defektami bude

F (Nd) = Ndε− TS(Nd), S(Nd) = ln

(
N
Nd

)
= ln

N !

(N −Nd)!Nd!
≈ Nd ln

N

Nd
,

kde entropia defektov S(Nd) je odhadnutá ako logaritmus po£tu rôznych kon�gurácií kry²tálu. V poslednej rovnici sme
pouºili Stirlingovu formulu pre logaritmus ve©kých £ísel, lnN ! ≈ N lnN − N . Rovnováºnu koncentráciu dostaneme
minimalizáciou vo©nej energie F , ∂F/∂Nd = 0. Po úprave dostávame

nd =
Nd
N

= e−ε/T .

V²imnime si, ºe rovnováºna koncentrácia defektov rastie s teplotou. Kry²tály obvykle rastú pri vysokých teplotách, kedy

sa do nich dostáva vysoká koncentrácia defektov. V kry²talickom stave sú defekty málo pohyblivé, preto pri ochladení

typicky v kry²táli ostáva vy²²í neº rovnováºny po£et defektov. Neskôr uvidíme, ºe ak koncentrácia nabitých defektov je

aspo¬ porovnate©ná s intrinzickou koncentráciou nosi£ov náboja ni, vodivos´ vzorky bude silne závisie´ od po£tu defektov.

Prímesné stavy
Elektrické vlastnosti polovodi£ov sú dominantne ovplyvnené prímesami s po£tom valen£ných elektrónov
rôznym od po£tu valen£ných elektrónov hostite©ských prvkov. Uvaºujme pre konkrétnos´ prímesi v
kremíku. Dá sa o£akáva´, ºe obzvlá²´ jednoducho sa do mrieºky Si budú zabudováva´ susedné prvky z
Mendelejevovej periodickej tabu©ky prvkov, fosfor a hliník (po£ty neutrónov sú pre elektrické vlastnosti
viac-menej irelevantné, preto ich neuvádzame):

P = [Ne]3s23p3 = Si+1 elektrón+1 protón donor,

Al = [Ne]3s23p1 = Si-1 elektrón-1 protón akceptor.
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Donorové stavy
Oproti kremíku má fosfor viac o jeden protón a jeden elektrón. Prebyto£ný protón vytvára v mieste
fosforu dodato£ný prí´aºlivý potenciál. Z výsledkov pre semiklasickú dynamiku Blochových elektrónov
vieme, ºe ak dodato£ný potenciál moºno povaºova´ za pomaly sa meniaci, potom dodato£ný elektrón,
ktorý obsadzuje stavy z vodivostného pásu, moºno popísa´ hamiltoniánom

Hc = εc(p/~)− e2

4πε0εsr
= ∆ +

p2

2m∗c
− e2

4πε0εsr
,

kde εs je (statická) relatívna permitivita kremíka, pozri napr. III.2. Ide teda o problém podobný atómu
vodíka. Spektrum hamiltoniánu Hc preto obsahuje rozptylové (neviazané) stavy s energiou ε > ∆ a
viazané stavy s energiou ε < ∆. Energia základného donorového stavu je103

εD = ∆− m∗c
mε2s

me4

2(4πε0~)2
= ∆− m∗c

mε2s
× 13.6eV ≈ ∆− 0.045eV,

kde m je hmotnos´ elektrónu vo vákuu. Väzobná energia donorového stavu fosforu 0.045 eV je omnoho
men²ia ako 13.6 eV pre atóm vodíka. Je to spôsobené jednak malou efektívnou hmotnos´ou vo vodi-
vostnom páse m∗c

m ≈ 0.2, ako aj ve©kou relatívnou permitivitou εs ≈ 11.7. Polomer základného stavu
je a∗B = mεs

m∗c
aB ∼ 3.1 nm, teda je omnoho vä£²í neº mrieºková kon²tanta. Stavy s vy²²ou energiou sú

e²te vä£²mi delokalizované. Preto kváziklasické priblíºenie pre hamiltonián Hc bolo prípustné.

Akceptorové stavy
Hliník má oproti kremíku o jeden protón a jeden elektrón menej. Elektrón chýba vo valen£nom páse.
V kváziklasickom priblíºení (v elektrónovom obraze) je preto hamiltonián pre akceptorové stavy

He
v = εv(p/~) +

e2

4πε0εsr
= − p2

2m∗v
+

e2

4πε0εsr
.

Potenciálna energia zodpovedá odpudzovaniu, pretoºe v mieste atómu hliníka existuje záporný efek-
tívny jadrový náboj. V dierovom obraze preto máme

Hh
v = −He

v =
p2

2m∗v
− e2

4πε0εsr
,

teda kladne nabitá diera je pri´ahovaná k jadru hliníka. V dierovom obraze teda existujú dva typy
rie²ení: rozptylové stavy pri εh > 0 a viazané stavy pri εh < 0, pri£om energia základného stavu je

εhA = − m∗v
mε2s

me4

2(4πε0~)2
= − m∗v

mε2s
× 13.6eV ≈ −0.057eV.

Pri teplote T = 0 teda diera sedí v základnom stave, ktorý je viazaný k jadru hliníka. Nízkej vä-
zobnej energii opä´ zodpovedá ve©ký polomer základného stavu, £iºe kváziklasické priblíºenie je opä´
zdôvodnené.

V elektrónovom jazyku viazané104 akceptorové stavy existujú pri energiách εe > 0 a rozptylové
stavy pri εe < 0. Je dôleºité si uvedomi´, ºe celkový po£et viazaných a rozptylových akceptorových
stavov je taký istý, ako po£et stavov vo valen£nom páse ideálneho kry²tálu (ktorý má plne obsadený
valen£ný pás). Ke¤ºe v²ak po£et elektrónov v kry²táli dopovanom jedným atómom hliníka je o 1 men²í
neº v ideálnom kry²táli, znamená to, ºe pri nulovej teplote je najvy²²ia akceptorová hladina s energiou
εeA = 0.057 eV obsadená iba jedným elektrónom, t.j. v dierovom jazyku je v nej jedna diera.

�tatistika nosi£ov náboja v dopovaných polovodi£och
Výnimo£nos´ polovodi£ov spo£íva v tom, ºe vzdialenosti medzi energiami prímesných stavov εD a εA
103Vzorce pre energiu základného stavu a jeho polomer dostaneme zo vzorcov pre atóm vodíka nahradením hmotnosti

elektrónu m efektívnou hmotnos´ou m∗c a nahradením permitivity vákua ε0 permitivitou kry²tálu ε0εs.
104Niekedy sa tieto stavy nazývajú antiviazané, lebo ich energia je vy²²ia neº maximálna dovolená energia stavov

valen£ného pásu v dokonalom kry²táli.
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a energiami hrán pásov ∆ a 0 sú porovnate©né s izbovou teplotou.105 Preto o£akávame, ºe pri izbovej
teplote sú prímesné stavy ionizované a do vodivostného a valen£ného pásu sa dostanú tzv. vo©né nosi£e
náboja. V tomto odstavci vypo£ítame ich koncentrácie n a p.

Skúmajme polovodi£ s koncentráciou donorov ND a koncentráciou akceptorov NA. Na²ím cie©om
je ur£i´ koncentráciu n vo©ných elektrónov, t.j. elektrónov v rozptylových a nie vo viazaných stavoch
vo vodivostnom páse, a koncentráciu p vo©ných dier vo valen£nom páse. Nech N+

D je koncentrácia
ionizovaných donorov, t.j. tých donorov, ktorých viazané stavy sú prázdne a ktoré sú preto efektívne
kladne nabité. Podobne nech koncentrácia ionizovaných akceptorov je N−A . Aby bol kry²tál elektricky
neutrálny, musia by´ koncentrácie kladných a záporných objektov rovnaké:

n+N−A = p+N+
D . (81)

Odteraz sa obmedzíme na skúmanie teplôt, pri ktorých chemický potenciál leºí medzi energiami
viazaných stavov εD a εA, ale dostato£ne ¤aleko od nich: εA + T � µ� εD − T . V takom prípade sú
v²etky prímesi ionizované, £iºe N+

D ≈ ND a N−A ≈ NA, pozri cvi£enie 3. V skúmanom intervale teplôt
moºno neznáme n, p ur£i´ rie²ením systému rovníc n−p = ND−NA a univerzálne platnej rovnice (80).
Rie²ením je

n =
ND −NA

2
+

√(
ND −NA

2

)2

+ n2
i , p = −ND −NA

2
+

√(
ND −NA

2

)2

+ n2
i . (82)

Intrinzický reºim
Pre ve©mi vysoké teploty, kedy ni(T ) � |ND −NA|, z rovnice (82) dostaneme n = p = ni, teda kon-
centrácie vo©ných elektrónov a dier sú rovnaké ako v intrinzickom prípade.

Obr. 47: Teplotná závislos´ koncentrácie vo©ných elektrónov v kremíku s koncentráciou donorov ND = 1021 m−3 a bez
akceptorov. V intervale teplôt cca 100-500 K sa realizuje satura£ný reºim. V limite vysokých teplôt sa realizuje intrinzický
reºim, kým v limite nízkych teplôt prímesné stavy prestávajú by´ ionizované.

Satura£ný reºim
Opa£ná limita, kedy ni(T )� |ND −NA|, sa nazýva satura£ným reºimom, pretoºe koncentrácia majo-
ritných nosi£ov náboja je daná koncentráciami prímesí:
(a) Dopovanie typu n: v tomto prípade ND > NA, preto z rovnice (82) dostávame

n ≈ ND −NA; p ≈ n2
i

ND −NA
, (83)

teda n� p a majoritnými nosi£mi náboja sú vo©né elektróny.
105Polovodi£e teda moºno de�nova´ ako materiály s nízkou väzobnou energiou prímesných stavov, t.j. s nízkou hodnotou

renormaliza£ného faktora m∗

mε2s
. Ke¤ºe v²ak m∗

m
∝ ∆ (pozri cvi£enie 15.3) a εs ∝ ∆−2 (pozri predná²ku 22), malú hodnotu

renormaliza£ného faktora moºno obvykle docieli´ malou hodnotou ²írky zakázaného pásu ∆.
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(b) Dopovanie typu p: v tomto prípade NA > ND, preto z rovnice (82) dostávame

p ≈ NA −ND; n ≈ n2
i

NA −ND
, (84)

teda p� n a majoritnými nosi£mi náboja sú vo©né diery.
Treba si uvedomi´, ºe výsledky (83,84) platia iba v obmedzenom intervale teplôt, pozri obrázok a

cvi£enie 5.

Cvi£enia
1. (a) Porovnajte elektrónový a dierový obraz pohybu jediného absentujúceho elektrónu v kry²táli s inak plne zaplneným
pásom. Skúmajte pohyb v homogénnom elektrickom poli a pracujte v priblíºení relaxa£ného £asu.
(b) Sformulujte kinematické podmienky pre anihiláciu páru elektrón+diera, ktorej jediným výsledkom je emisia fotónu.

2. V termodynamike je chemický potenciál v systéme s �xovaným objemom pri T = 0 de�novaný vz´ahom µ = ∂E
∂N

.
Ke¤ºe po£et £astíc sa môºe meni´ iba diskrétne, dostávame odtia©to dve prirodzené de�nície: µ+ = EN+1 − EN a
µ− = EN − EN−1. Vypo£ítajte µ+ a µ− pre nedopovaný kremík. Ukáºte, ºe je prirodzené chemický potenciál de�nova´
vz´ahom µ = 1

2
(µ+ + µ−). Výsledky porovnajte s predná²kou. Návod: Preskúmajte dve látky A a B v elektrickej rovno-

váhe pri malej, ale kone£nej teplote. V takom prípade musí transfer elektrónu z A do B spôsobi´ rovnaký nárast energie,
ako transfer elektrónu z B do A. Ukáºte, ºe potom musí plati´ µA+ + µA− = µB+ + µB−.

3. Vypo£ítajte chemický potenciál v polovodi£i pri nulovej teplote s koncentráciou donorov ND a s koncentráciou akcep-
torov NA.

4. Donorová hladina s energiou εD nech sa môºe nachádza´ iba v troch grandkánonických mikrostavoch j s po£tami
elektrónov Nj = 0 (1 mikrostav) alebo Nj = 1 (2 mikrostavy so spinmi ↑, ↓). Inými slovami, nech donorová hladina
nemôºe by´ (kvôli coulombovskému odpudzovaniu elektrónov) obsadená dvomi elektrónmi. Nech energie dovolených
stavov sú Ej . Podobne aj akceptorová hladina s energiou εA nech sa môºe nachádza´ iba v troch grandkánonických
mikrostavoch j s Nj = 2 (1 mikrostav) alebo Nj = 1 (2 mikrostavy ↑, ↓). Nech koncentrácie donorov a akceptorov sú
ND, NA a chemický potenciál elektrónov nech je µ. Ukáºte, ºe pre koncentrácie ionizovaných donorov N+

D a akceptorov
N−A platí

N+
D =

ND

1 + 2e
µ−εD
T

; N−A =
NA

1 + 2e
εA−µ
T

. (85)

Nájdite podmienky platnosti vz´ahov N+
D ≈ ND a N−A ≈ NA. Návod: Pravdepodobnos´ realizácie mikrostavu j je

Pj = 1
Z e

µNj−Ej
T , kde Z =

∑
j e

µNj−Ej
T je ve©ká ²tatistická suma.

5. Vypo£ítajte príspevok vo©ných elektrónov s koncentráciou n k vodivosti a k Seebeckovmu koe�cientu pre nedegene-
rovaný polovodi£. Pouºite priblíºenie relaxa£ného £asu s τk=const a predpokladajte disperzný zákon εc(k) = ∆ + ~2k2

2m∗c
.

Pomôcka:
∫∞

0
dxx3/2e−x = 3

√
π

4
a
∫∞

0
dxx5/2e−x = 15

√
π

8
.

6.† Numericky vypo£ítajte teplotnú závislos´ koncentrácie vodivostných elektrónov n v kremíku typu n s koncentráciou
donorov ND = 1021 m−3 a bez akceptorov. Nájdite interval teplôt, v ktorom platí n ≈ ND (satura£ný reºim). Predpo-
kladajte, ºe m∗c = m∗v = 0.2m, ∆ = 1.14 eV a εD = 1.09 eV. Návod: Najprv rie²te rovnicu (81) pre chemický potenciál,
pri£om do nej vstupujúce veli£iny n, p a N+

D vyjadrite pomocou rovníc (78, 79, 85) ako funkcie µ.

7.∗ V priblíºení tesnej väzby skúmajte nekone£nú lineárnu retiazku atómov s jedným prímesným atómom v bode n = 0,

ktorý modelujte atomárnou energiou posunutou oproti zvy²ku mrieºky o energiu ∆. Podobným postupom ako v úlohe

9.6 preskúmajte rozptylové a viazané (resp. antiviazané) stavy.

20 Polovodi£ová elektronika

V tejto predná²ke vysvetlíme, ako fungujú dve základné polovodi£ové sú£iastky: dióda na báze p-n
spoja a FET tranzistor. V celom výklade opä´ pracujeme so semiklasickými vlnovými balíkmi.

p-n spoj: rovnováºny stav
Skúmajme makroskopický kus polovodi£a s nasledovným pro�lom dopovania: polpriestor x > 0 je
homogénne dopovaný donormi s koncentráciou ND, kým polpriestor x < 0 je homogénne dopovaný
akceptormi s koncentráciou NA, pozri obrázok 48. Ak by si obidva polpriestory nemohli vymie¬a´
elektróny, pod©a výsledkov predchádzajúcej predná²ky by chemický potenciál v £asti typu n bol blízko
dna vodivostného pásu, kým chemický potenciál v £asti typu p by bol blízko maxima valen£ného pásu.
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Obr. 48: V©avo: pásové ²truktúry a chemické potenciály pre izolované kusy toho istého polovodi£a s dopovaním typu p
alebo n (v elektrónovom obraze). �ípky ukazujú, ktorým smerom pote£ú difúzne prúdy elektrónov a dier v okamihu po
ustanovení vodivého kontaktu medzi polovodi£mi. Vpravo: na²a konvencia pre znamienko priloºeného napätia na diódu.

Obr. 49: P-n spoj ako kondenzátor. Obrázok v©avo (schematicky) zobrazuje rozloºenie náboja, v strede je zobra-
zený o£akávaný priebeh elektrostatického potenciálu φ(x) naprie£ spojom a vpravo je elektrostatická energia elektrónov
−eφ(x).

Ak teraz umoºníme výmenu elektrónov, elektróny z £asti n budú difundova´ do £asti p,106 ktorá
sa teda nabije záporne a n £as´ sa nabije kladne. Z elektrostatického h©adiska teda p-n spoj predsta-
vuje elektrickú dvojvrstvu alebo kondenzátor, pozri obrázok 49. Elektrostatický potenciál φ(x) potom
vykazuje schod medzi niº²ou hodnotou φ−∞ pre x → −∞ a vy²²ou hodnotou φ∞ pre x → ∞. Elek-
trostatická energia elektrónov −eφ(x) je potom hlboko v oblasti n zníºená vo£i jej hodnote hlboko
v oblasti p. Ke¤ºe v semiklasickom priblíºení má elektrón v Blochovom stave nk v mieste x energiu
εn(k)− eφ(x), dochádza k tzv. zakriveniu pásov, pozri obrázok 50.

Obr. 50: V©avo: závislos´ spektra elektrónov od súradnice x naprie£ spojom (v elektrónovom obraze). Zakrivenie je
pribliºne nulové mimo intervalu −dh < x < de. Vpravo: závislos´ celkovej nábojovej hustoty od x.

V rovnováhe je chemický potenciál v celej vzorke kon²tantný. Ke¤ºe Fermiho distribu£né funkcie v
danom bode závisia iba od rozdielu εn(k)− eφ(x)− µ medzi energetickými hladinami v danom bode
a (v priestore nemenným) chemickým potenciálom, prítomnos´ kone£ného zakrivenia pásov moºno pri
výpo£te priestorovej závislosti koncentrácie elektrónov a dier zahrnú´ tak, ºe vo výrazoch (78) a (79)
chemický potenciál µ formálne nahradíme výrazom µ+ eφ(x). Tak dostaneme, ke¤ºe funkcie n0(T ) a
p0(T ) s rozmerom koncentrácia závisia iba od efektívnych hmotností elektrónov a dier v polovodi£i,
nasledovné pro�ly koncentrácií elektrónov a dier:

n(x) = n0(T )e(µ+eφ(x)−∆)/T , p(x) = p0(T )e−(µ+eφ(x))/T .

Predpokladáme, ºe ¤aleko od rozhrania sa oba polovodi£e nachádzajú v satura£nej oblasti a teda má
plati´

n(x =∞) = n0(T )e(µ+eφ∞−∆)/T = ND, p(x = −∞) = p0(T )e−(µ+eφ−∞)/T = NA.

106Pretoºe £astice difundujú do oblasti s niº²ím chemickým potenciálom.
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Vynásobením oboch rovníc vypadne hodnota µ a pre skok potenciálu na dvojvrstve δφ = φ∞ − φ−∞
dostaneme podmienku e(eδφ−∆)/T = NDNA

n0(T )p0(T ) , ktorú moºno zapísa´ v tvare

eδφ = ∆ + T ln

(
NDNA

n0(T )p0(T )

)
= T ln

(
NDNA

n2
i

)
.

Teda rozdiel potenciálov δφ (t.j. celkové zakrivenie pásov) je daný dopovaním ND, NA susediacich
oblastí a teplotou. Napríklad pre NA = 1024 m−3 a ND = 1021 m−3 pri T = 300 K dostaneme
δφ = 0.77 V.

V ¤al²om výklade budeme predpoklada´, ºe oblas´ zakrivenia pásov je obmedzená na kone£ný in-
terval 〈−dh, de〉 a ºe mimo tejto oblasti je elektrostatický potenciál kon²tantný a rovný φ∞ pre x > de,
resp. φ−∞ pre x < −dh, pozri obrázok 50. �alej budeme predpoklada´, ºe v oblasti zakrivenia pásov
je chemický potenciál dostato£ne ¤aleko od donorových aj akceptorových hladín. Potom budú v tejto
oblasti v²etky donorové stavy prázdne a v²etky akceptorové stavy plne obsadené (t.j. nebudú obsa-
hova´ diery).107 Pretoºe oblas´ 〈−dh, de〉 takmer neobsahuje vo©né nosi£e náboja, budeme ju nazýva´
ochudobnenou. Striktne vzaté, kvôli kone£nosti teploty v²ak aj v ochudobnenej oblasti existuje síce
malá, ale nenulová koncentrácia vo©ných nosi£ov.

Priebeh potenciálu φ(x) dostaneme rie²ením Poissonovej rovnice φ′′(x) = −%
ε , kde % je celková

hustota náboja a ε = ε0εs je permitivita nedopovaného polovodi£a. V intervale 0 < x < de existuje
nevykompenzovaný jadrový náboj donorov s (kon²tantnou) hustotou % = eND, pozri obrázok 50. Preto
Poissonova rovnica tu nadobudne tvar φ′′ = − eND

ε . Rie²enie sp¨¬ajúce okrajovú podmienku spojitosti
potenciálu φ(x) aj elektrického po©a E(x) = −φ′(x) v bode x = de má tvar

φ(x) = φ∞ −
eND

2ε
(x− de)2; 0 < x < de.

Podobne v oblasti −dh < x < 0 existuje nevykompenzovaný jadrový náboj akceptorov s hustotou
% = −eNA, preto Poissonova rovnica tu nadobudne tvar φ′′ = eNA

ε . Rie²enie sp¨¬ajúce okrajovú
podmienku spojitosti potenciálu φ(x) aj elektrického po©a E(x) = −φ′(x) v bode x = −dh má tvar

φ(x) = φ−∞ +
eNA

2ε
(x+ dh)2; −dh < x < 0.

Rie²enia v oblastiach −dh < x < 0 a 0 < x < de teraz musíme zo²i´ v bode x = 0. Z podmienok
spojitosti φ(x) a E(x) = −φ′(x) potom dostaneme rovnice

δφ =
e

2ε
(NDd

2
e +NAd

2
h), NAdh = NDde.

Ke¤ºe objemová hustota nevykompenzovaného jadrového náboja v oboch oblastiach je eND a −eNA,
druhá rovnica vlastne ºiada elektrickú neutralitu vzorky. Systém rovníc pre dve neznáme de, dh moºno
rie²i´ a pre hrúbku ochudobnenej oblasti dostaneme

de =

√
2ε

e2

NA

ND

eδφ

NA +ND
, dh =

√
2ε

e2

ND

NA

eδφ

NA +ND
. (86)

Dostali sme kompletný opis p-n spoja. Zo známeho eδφ ∼ 1 eV, ND, NA ∼ 1020 − 1024 m−3 a
εs ≈ 12 potom dostávame odhad hrúbky p-n spoja de, dh ∼ 10 − 1000 nm a interné elektrické polia
E ∼ 105 − 107 V/m. Ke¤ºe hrúbka spoja je omnoho vä£²ia neº mrieºková kon²tanta, popis pomocou
semiklasickej teórie by mal by´ uspokojivý. Dá sa ukáza´, ºe ná² popis ostane v platnosti, aj ke¤ ideali-
zovaný predpoklad skokovej zmeny koncentrácie dopantov v rovine x = 0 nahradíme spojitou zmenou
ND, NA na d¨ºkovej ²kále krat²ej ako de, dh.

p-n spoj: elementárna teória usmer¬ovania
Teraz preskúmame prúd, ktorý pote£ie cez p-n spoj, ak na tento spoj priloºíme napätie V . Znamienková
konvencia je pritom nasledovná: V > 0 znamená, ºe kladný potenciál bol priloºený k oblasti typu p.
107Toto priblíºenie nemôºe plati´ v tesnej blízkosti bodov x = −dh a x = de, na²e kvalitatívne odhady by v²ak mali

zosta´ platné.
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Ke¤ºe v ochudobnenej oblasti niet vo©ných nosi£ov náboja, odpor p-n spoja bude dominovaný
odporom ochudobnenej oblasti a prakticky celý spád napätia V bude lokalizovaný v tejto oblasti.
Elektrostatický potenciál medzi bodmi −dh a de teda bude vykazova´ skok δφ − V . Zo vz´ahov (86)
potom o£akávame, ºe pre V > 0 sa hrúbka spoja zmen²í a teda pote£ie vä£²í prúd neº pre V < 0, kedy
naopak hrúbka izolujúcej ochudobnenej vrstvy vzrastie.

Nasledujúci výklad má za cie© zostroji´ jednoduchý model pre závislos´ prúdovej hustoty j te£úcej
cez spoj od zvonka priloºeného rozdielu napätia V . V²imnime si najprv, ºe v nami skúmanom jedno-
rozmernom modeli je v stacionárnom prípade prúdová hustota j v¤aka rovnici kontinuity pre náboj
nezávislá od x. Pripomíname, ºe celková prúdová hustota je sú£tom príspevkov od prúdu neseného
tokom po£tu elektrónov Je a tokom po£tu dier Jh, j = eJh − eJe. Pritom po£ty elektrónov a dier nie
sú kaºdá osve zachovávajúcimi sa veli£inami, pretoºe elektrón a diera sa môºu vzájomne anihilova´ a
uvo©ni´ kvantum energie napr. vo forme fotónu, alebo naopak, tepelnou excitáciou môºe v polovodi£i
vzniknú´ elektrónovo-dierový pár. Zodpovedajúce procesy nazývame rekombinácia a generácia (párov).
Preto vo v²eobecnosti budú veli£iny Jh a Je funkciami polohy vo vzorke.

V na²om výklade v²ak budeme predpoklada´, ºe rekombina£no-genera£né procesy sú dostato£ne
pomalé, a preto prúdové hustoty toku elektrónov a dier Je, Jh moºno v krátkej ochudobnenej oblasti
povaºova´ kaºdú osve za kon²tantnú.

Obr. 51: Príspevky k toku dier v priereze x = de (v elektrónovom obraze). V©avo: rekombina£ný (difúzny) prúd dier.
Vpravo: genera£ný (driftový) prúd dier.

Prípad V = 0
Hoci v tomto prípade celková prúdová hustota j = 0, neznamená to, ºe mikroskopické prúdy vôbec
nete£ú. Absenciu prúdu treba skôr chápa´ ako stav dynamickej rovnováhy, kedy prúd z©ava doprava je
rovnako ve©ký ako prúd sprava do©ava.

Prúd dier budeme analyzova´ na konci ochudobnenej zóny v n oblasti, t.j. v bode x = de. Ozna£me
Jh→ prúd dier smerujúcich doprava (do n oblasti). Tieto diery pre²li cez ochudobnenú zónu a pri
prechode museli prekona´ bariéru eδφ.108 Nakoniec budú tieto diery rekombinova´ v polovodi£i typu n.
Tento prúd sa preto volá rekombina£ný. V inºinierskej literatúre sa tento prúd nazýva difúznym,
pretoºe diery difundujú z oblasti p s vy²²ou koncentráciou dier do oblasti n s niº²ou koncentráciou
dier.

Prúd dier v smere do©ava Jh← pochádza z oblasti typu n. Ke¤ºe tam sú dominantnými nosi£mi
náboja elektróny, tieto diery musia by´ generované tepelnými excitáciami a preto sa tento prúd volá
genera£ný. V inºinierskej literatúre sa pouºíva názov driftový prúd, pretoºe diery, ktoré sa nachá-
dzajú v oblasti n, sú rozdielom potenciálov uná²ané do oblasti p. Pri V = 0 te£ie nulový celkový prúd
dier, preto musí plati´ Jh→(0) = Jh←(0) = Jh0.

Prúd elektrónov budeme analyzova´ na konci ochudobnenej zóny v p oblasti, t.j. v bode x = −dh.
Ozna£me Je← prúd elektrónov smerujúcich do©ava (do p oblasti). Tieto elektróny pre²li cez ochudob-
nenú zónu a pri prechode museli prekona´ bariéru eδφ. Nakoniec budú tieto elektróny rekombinova´ v
polodi£i typu p. Tento prúd sa preto volá rekombina£ný. Prúd elektrónov v smere doprava Je→ pochá-
dza z oblasti typu p. Ke¤ºe tam sú dominantnými nosi£mi náboja diery, elektróny tu treba generova´
a preto sa prúd volá genera£ný. Pri V = 0 te£ie nulový výsledný prúd elektrónov, preto musí plati´
Je→(0) = Je←(0) = Je0.

108Táto bariéra by bola explicitne vidite©ná, keby sme obrázok 51 kreslili v dierovom obraze. V elektrónovom obraze
bariéru predstavuje nutnos´ (pri rastúcej súradnici x) vybera´ absentujúci elektrón zo stavov s £oraz niº²ími energiami.
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Prípad V 6= 0
Genera£né prúdy elektrónov aj dier nezávisia od naloºeného napätia V , preto dostávame Jh←(V ) = Jh0

a Je→(V ) = Je0. Na druhej strane, rekombina£né prúdy elektrónov aj dier musia prekona´ potenciálový
rozdiel e(δφ− V ) namiesto eδφ, preto sú exponenciálne zvä£²ené vo£i ich hodnotám pri V = 0:

Jh→(V )

Jh→(0)
=
Je←(V )

Je←(0)
=
e−e(δφ−V )/T

e−eδφ/T
= eeV/T .

Preto celkový dierový a elektrónový príspevok k prúdu náboja je

jh = eJh = e(Jh→ − Jh←) = eJh0

(
eeV/T − 1

)
,

je = −eJe = −e(Je→ − Je←) = eJe0

(
eeV/T − 1

)
.

Ke¤ºe celková nábojová prúdová hustota je j = je+ jh, dostávame napokon Shockleyho rovnicu pre
diódu

j = j0

(
eeV/T − 1

)
,

kde j0 = e(Je0 + Jh0). Táto rovnica predpovedá ve©kú prúdovú hustotu pre V > 0 a takmer izolu-
júce správanie pre V < 0. Súhlas Shockleyho rovnice s experimentom je obvykle iba kvalitatívny. V
presnej²ej teórii je potrebné zoh©adni´ rekombina£no-genera£né procesy v ochudobnenej oblasti, zmenu
prúdových hustôt Jh0 a Je0 v prítomnosti kone£ného priloºeného napätia V , at¤.

Na záver tohto odstavca sa e²te raz pozrime na diódu, na ktorú je priloºené napätie v priepustnom
smere, a preto cez diódu te£ie prúd. V oblasti p ¤aleko od rozhrania je prúd nesený dierami smerujú-
cimi k p-n spoju. Naopak, v oblasti n ¤aleko od rozhrania je prúd nesený elektrónmi smerujúcimi k
spoju. V blízkosti spoja sa teda diery a elektróny navzájom musia anihilova´. Proces anihilácie môºe
prebehnú´ formou vyºiarenia fotónu a tento jav sa vyuºíva v LED diódach. V polovodi£ových slne£ných
£lánkoch sa zas vyuºíva v £ase obrátený proces: tok fotónov moºno premeni´ na tok dier od spoja do
oblasti p a tok elektrónov od spoja do oblasti n. Ak totiº v oblasti spoja dôjde k absorpcii fotónu gene-
ráciou páru elektrón+diera, potom interné pole v p-n spoji urýchli diery a elektróny uvedenými smermi.

FET tranzistor
Tranzistor je sú£iastka, v ktorej je odpor medzi dvomi kontaktmi nazývanými vstup (source, S) a
výstup (drain, D) kontrolovaný napätím na tre´om kontakte, tzv. hradle (gate, G), pozri obrázok 52.

Vo FET tranzistore (z anglického �eld e�ect transistor) je odpor medzi vstupom a výstupom kontro-
lovaný ve©kos´ou prie£neho elektrického po©a (odtia© názov tohto typu tranzistora). V na²om výklade
sa pre konkrétnos´ obmedzíme na tranzistor tvorený sériovým zapojením polovodi£ov typu n-p-n. Ob-
lasti typu n sú pritom silno dopované s koncentráciou donorov ND, kým tzv. aktívna oblas´ typu p
je slabo dopovaná s koncentráciou akceptorov NA. Ná² výklad moºno priamo£iaro modi�kova´ aj na
popis sú£iastok typu p-n-p.

V na²ej idealizovanej verzii má FET tranzistor tvar hranola. Jedna zo stien hranola je v aktívnej
oblasti pokrytá tenkou vrstvou izolantu, na ktorom je pripravená kovová vrstva tvoriaca hradlo. Os
x nech je orientovaná v smere vstup-výstup, kým os y nech je kolmá na povrch hradla. Kontrolova´
moºno napätie VG priloºené v smere osi y medzi hradlo a aktívnu oblas´. V kremíkovej technológii
je izolujúca bariéra tvorená oxidom SiO2. Takéto tranzistory sa potom nazývajú MOSFET, t.j. metal
oxide semiconductor �eld e�ect transistor.

Pre jednoduchos´ skúmajme prípad, kedy pri nulovom napätí VG = 0 nedochádza k zakriveniu
pásov na rozhraní aktívnej oblasti a hradla, pozri obrázok 52.109 V tomto prípade je odpor medzi
vstupom a výstupom ve©ký, pretoºe pre akúko©vek polaritu napätia medzi S a D je jeden z p-n spojov
(bu¤ spoj S-aktívna oblas´ alebo spoj aktívna oblas´-D) zapojený v závernom smere.

Teraz na hradlo priloºme kladné napätie VG > 0 vo£i aktívnej oblasti, pozri obrázok 52. Ke¤ºe na
²truktúru hradlo-oxid-aktívna oblas´ sa moºno pozrie´ ako na doskový kondenzátor s jednou elektródou
109Tento prípad nastáva napríklad vtedy, ak rolu kovovej elektródy hrá silno dopovaný materiál typu p. Ak by chemické

potenciály hradla a aktívnej oblasti boli rozdielne, aj pri VG = 0 by dochádzalo k zakriveniu pásov, podobne ako v p-n
prechode, av²ak dominantne na strane aktívnej oblasti, ako vidno z výrazov pre de a dh. Ak je v²ak toto zakrivenie
dostato£ne malé a vodivostný kanál pri VG = 0 nie je prítomný, ná² výklad zostane v platnosti.
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Obr. 52: V©avo: schematický ná£rt FET tranzistora. Stredný obrázok znázor¬uje energetické spektrum FET tranzistora
(v elektrónovom obraze) pozd¨º prie£neho rezu tranzistorom pri VG = 0. Obrázok vpravo ukazuje zakrivenie pásov v
aktívnej oblasti a vznik vodivostného kanálu pri (dostato£ne ve©kom) VG > 0.

tvorenou hradlom a druhou elektródou tvorenou aktívnou oblas´ou, vnútri kondenzátora (t.j. v oxide)
vznikne elektrické pole Ey v smere osi y. Toto pole bude v princípe vnika´ do hradla a aj do aktívnej
oblasti. Pre integrál po©a pozd¨º £iary vedúcej z bodu G hlboko vnútri hradla do bodu A hlboko vnútri
aktívnej oblasti bude plati´

∫K
A dyEy = VG. Ale ke¤ºe hradlo je kovové, pole Ey bude odtienené na

atomárnych vzdialenostiach a prenikanie po©a do hradla moºno zanedba´. Na druhej strane, v cvi£ení 2
ukáºeme, ºe pri typickej hrúbke oxidu 3-5 nm sa prakticky celý spád napätia VG zrealizuje v aktívnej
oblasti, £o povedie na zakrivenie pásov v podhradlovej £asti aktívnej oblasti, pozri obrázok 52.

Na tomto mieste je dôleºité si uvedomi´, ºe z hradla do aktívnej oblasti te£ie (kvôli izolujúcej bari-
ére) zanedbate©ne malý prúd, preto chemický potenciál v aktívnej oblasti takmer nezávisí od súradnice
y a celý spád chemického potenciálu sa zrealizuje vo vrstve oxidu. Preto pri dostato£ne ve©kom za-
krivení pásov (t.j. pri dostato£ne ve©kom hradlovom napätí VG) môºe v tesnej blízkosti vrstvy oxidu
energia vodivostného pásu klesnú´ pod hodnotu chemického potenciálu v aktívnej oblasti, pozri obrá-
zok 52. To v²ak znamená, ºe tesne pod hradlom vznikne vodivostný kanál typu n a odpor medzi
zdrojom a odtokom výrazne klesne, pretoºe transport náboja z S do D sa realizuje pozd¨º celej trasy
výlu£ne prostredníctvom vodivostných elektrónov.

Kvantový Hallov jav

Za istých okolností vytvára vodivostný kanál tzv. dvojrozmerný elektrónový plyn, v ktorom boli pozorované dva pozo-

ruhodné javy fundamentálneho významu, obidva ocenené Nobelovými cenami:

(i) celo£íselný kvantový Hallov jav, ktorý umoº¬uje najpresnej²ie meranie kombinácie fundamentálnych kon²tánt
h
e2

= 25.812807572 kΩ s rozmerom odporu, pozri II.3,

(ii) zlomkový kvantový Hallov jav, pri ktorom v dvojrozmernom elektrónovom plyne vznikajú £astice s nábojom,

ktorý je zlomkom náboja elektrónu −e; náboj nesený týmito £asticami závisí od hodnoty aplikovaného po©a a naj©ah²ie

sa pozoruje prípad zlomkového náboja − e
3
.

Cvi£enia
1. Pri detailnej²om popise p-n spoja sa zvykne predpoklada´, ºe hustoty toku elektrónov a dier Je a Jh sú úmerné jednak
elektrickému po©u E, jednak (v¤aka difúzii) gradientom hustôt n alebo p:

Je = −µenE−De∇n, Jh = µhpE−Dh∇p, (87)

kde µe,h sú tzv. pohyblivosti elektrónov alebo dier a De,h sú difúzne koe�cienty pre elektróny alebo diery. Ukáºte,
ºe v nedegenerovanom plyne elektrónov a dier platia tzv. Einsteinove vz´ahy (e je elementárny náboj):

µe =
eDe
T

, µh =
eDh
T

.

Dôkaz £.1: Skúmajte prúdy Je,h v rovnováºnom plyne elektrónov alebo dier v priestorovo premenlivom potenciáli φ(x);

pre hustoty elektrónov alebo dier vtedy platia vz´ahy n(x) = n0 exp
(
µ+eφ(x)−∆

T

)
a p(x) = p0 exp

(
−µ+eφ(x)

T

)
, kde µ

(bez indexu!) je chemický potenciál elektrónov.
Dôkaz £.2: Pohyblivosti elektrónov a dier de�nujme pomocou efektívneho elektrického po©a E′ = E+ 1

e
∇µ zavedeného v

predná²ke 17 vz´ahmi Je = −µenE′ a Je = µhpE
′. Ukáºte, ºe tieto výrazy moºno prepísa´ do tvaru (87). Teda elektrické

pole E vystupujúce v (87) je gradientom elektrostatického (a nie elektrochemického) potenciálu a je rôzne od E′!

2. Vypo£ítajte maximálne elektrické pole v aktívnej oblasti FET tranzistora, ak napätie na hradle je VG, koncentrácia
akceptorov v kanáli p typu je NA a relatívna permitivita kanálu je εs. Spád napätia na izolujúcej bariére zanedbajte.



92 21 ODOZVA NA �ASOVO PREMENLIVÉ POLIA

Overte platnos´ tejto aproximácie pre VG = 1V, NA = 1022 m−3, εs = 12 a hrúbku bariéry 5 nm.

3. Odhadnite rozdiel medzi základnou a prvou excitovanou hladinou vo vodivostnom kanáli FET tranzistora (ide o hla-
diny pre pohyb v smere kolmom na hradlo). Aká je maximálna plo²ná hustota elektrónov vo vodivostnom kanáli, pri
ktorej sa e²te dá hovori´ o 2D plyne? Predpokladajte, ºe v²etky elektróny majú jednu orientáciu spinu a ºe efektívna
hmotnos´ vo vodivostnom páse je m∗c = 0.2m. Pre £íselné odhady pouºite výsledok úlohy 2.

4. Koncentrácie n, p elektrónov a dier v polovodi£i sa môºu meni´ v £ase v dôsledku tzv. genera£ných a rekombina£ných
procesov. V genera£nom procese vzniká pár elektrón + diera, napríklad ako dôsledok absorbcie fotónu. (Máme tu na
mysli tzv. priame procesy.) V rekombina£nom procese pár elektrón + diera zaniká pádom elektrónu do neobsadeného
dierového stavu za sú£asnej emisie inej £astice, napríklad fotónu. Skúmajme polovodi£ s rovnováºnymi koncentráciami
elektrónov n̄ a p̄, pri£om n̄p̄ = n2

i , kde ni je intrinzická koncentrácia.
a) Zdôvodnite, pre£o pohybové rovnice pre n(t) a p(t) majú tvar

dn

dt
=
dp

dt
= A−Bnp.

Vysvetlite fyzikálny význam koe�cientov A a B. Analýzou rovnováºneho prípadu ukáºte, ºe medzi koe�cientmi A a B
musí plati´ vz´ah A = Bn2

i .
b) Nech £asovo závislé koncentrácie elektrónov a dier sú n(t) = n̄+ ρ(t) a p(t) = p̄+ ρ(t) (pre£o?) a nech odchýlka ρ od
rovnováºnej hodnoty je malá oproti ni. Ukáºte, ºe potom pohybová rovnica pre odchýlku má tvar

dρ

dt
= − ρ

τr
.

Nájdite výraz pre tzv. rekombina£ný relaxa£ný £as τr a vysvetlite jeho fyzikálny význam.

5. Vypo£ítajte ve©kos´ difúzneho dierového prúdu Jh0 v bode x = de p-n spoja. Návod: predpokladajte, ºe v bode x = de
majú diery koncentráciu p0, ktorá je vy²²ia neº rovnováºna koncentrácia dier p̄ v oblasti x > de. �alej predpokladajte,
ºe v oblasti x > de je elektrické pole zanedbate©né a prúd dier je daný vz´ahom Jh = −Dh∇p. Túto rovnicu skombinujte
s rovnicou kontinuity pre diery s uváºením genera£no-rekombina£ných procesov s rekombina£ným £asom τr:

∂p

∂t
= −p− p̄

τr
−∇Jh = −p− p̄

τr
+Dh4p.

Ukáºte, ºe v stacionárnom prípade má rie²enie tejto rovnice tvar p(x) = p0e
− x−de

Lh + p̄, kde L2
h = Dhτr. Zo známeho

priebehu p(x) napokon vypo£ítajte hustotu difúzneho dierového prúdu Jh0 = Jh(x = de). Analogicky moºno po£íta´
hustotu elektrónového prúdu Je0.

6. Hranice z¯n vo vysokoteplotných supravodi£och si moºno predstavi´ ako nabité rovinné rozhrania s plo²nou hustotou

náboja σ > 0. Vysokoteplotné supravodi£e modelujte ako polovodi£e typu p s koncentráciou dier p. Vypo£ítajte hrúbku

ochudobnenej oblasti a pro�l zakrivenia pásov v blízkosti hranice z¯n.

21 Odozva na £asovo premenlivé polia

V tejto predná²ke budeme ²tudova´ v²eobecné vlastnosti relatívnej permitivity a jej súvis so spontán-
nymi osciláciami v materiáloch. Preskúmame tieº najjednoduch²í spôsob merania relatívnej permitivity.

Elektrická susceptibilita
V prítomnosti elektromagnetického po©a E(r, t) vzniká v materiáloch nenulová hustota dipólov P(r, t),
tzv. polarizácia. Pre dostato£ne slabé polia je vz´ah medzi oboma veli£inami lineárny, ale vo v²eobec-
nosti tento vz´ah nie je ani lokálny (t.j. P(r, t) závisí od ve©kosti po©a E v bodoch rôznych od r), ani
okamºitý (t.j. P(r, t) závisí aj od ve©kosti po©a E v minulosti), ani izotrópny (t.j. P(r, t) nemusí by´
rovnobeºné s E):110

Pi(r, t) = ε0

∫ ∞
0

dτ

∫
d3Raij(R, τ)Ej(r−R, t− τ).

V²imnime si, ºe polarizácia v £ase t závisí iba od hodnôt elektrického po©a v £asoch skor²ích ako t.
Takúto odozvu nazývame prí£innou alebo kauzálnou.

110Na príklade kame¬a hodeného do vody vidno, ºe odozva (okamºitá výchylka hladiny) na vonkaj²í podnet (hodený
kame¬) vo v²eobecnosti nie je lokálna (hladina kmitá aj mimo miesta dopadu kame¬a) ani okamºitá (hladina kmitá aj po
páde kame¬a). Pri ²túdiu elektrickej vodivosti sme okrem toho videli, ºe odozva (elektrický prúd) nemusí ma´ rovnaký
smer ako podnet (elektrické pole). Teda odozva nemusí by´ izotrópna.
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V tejto predná²ke sa obmedzíme na ²túdium opticky izotrópnych médií, v ktorých platí

P(r, t) = ε0

∫ ∞
0

dτ

∫
d3Ra(R, τ)E(r−R, t− τ).

Funkcia a(R, τ) popisuje vplyv elektrického po©a vo vzdialenosti R a v £ase o τ skor²om ako je ²tu-
dovaný priestoro£asový bod. V reálnych médiách existuje charakteristická vzdialenos´ R0 a charakte-
ristický £as τ0, pri prekro£ení ktorých je funkcia a(R, τ) zanedbate©ne malá.111 V tejto predná²ke sa
¤alej obmedzíme na ²túdium elektromagnetických v¨n s vlnovou d¨ºkou λ � R0. V takom prípade
bude moºno elektrické pole E(r−R, t− τ) nahradi´ hodnotou E(r, t− τ), a preto vz´ah medzi P a E
je lokálny:

P(r, t) = ε0

∫ ∞
0

dτα(τ)E(r, t− τ).

Bezrozmernú funkciu α(τ) =
∫
d3Ra(R, τ) nazývame elektrickou susceptibilitou a ke¤ºe nemôºe

dôjs´ k jej zámene s magnetickou susceptibilitou, v tejto predná²ke budeme jednoducho hovori´ o sus-
ceptibilite. Teraz ukáºeme, ºe vz´ah medzi elektrickým po©om a polarizáciou, ktorý je z matematického
h©adiska konvolúciou, sa zjednodu²í Fourierovou transformáciou. �asovú Fourierovu transformáciu a
transformáciu k nej inverznú de�nujme nasledovne:

x(t) =

∫ ∞
−∞

dω

2π
xωe

−iωt xω =

∫ ∞
−∞

dtx(t)eiωt.

Po£ítajme £asovú Fourierovu transformáciu polarizácie:

Pω(r) = ε0

∫ ∞
−∞

dteiωt
∫ ∞

0
dτα(τ)E(r, t− τ) = ε0

∫ ∞
0

dτeiωτα(τ)

∫ ∞
−∞

dteiω(t−τ)E(r, t− τ).

Ak zaviedieme frekven£ne závislú susceptibilitu112

αω =

∫ ∞
0

dτeiωτα(τ), (88)

potom výsledok pre polarizáciu môºeme zapísa´ v tvare

Pω(r) = ε0αωEω(r),

t.j. pri harmonickom budení existuje medzi polarizáciou a budiacim po©om namiesto zloºitej konvolú-
cie jednoduchý algebraický vz´ah. Tento výsledok je dôsledkom matematickej vety (ktorú sme práve
dokázali), ºe Fourierova transformácia konvolúcie je sú£in Fourierových transformácií.

V²imnime si, ºe ke¤ºe eiωτ = cosωτ + i sinωτ , susceptibilita αω je komplexná veli£ina, αω =
α′ω + iα′′ω, pri£om reálna zloºka je párna, α′−ω = α′ω, a imaginárna zloºka je nepárna, α′′−ω = −α′′ω.

Diskusiu v tomto odstavci moºno zov²eobecni´ na ²túdium závislosti medzi ©ubovo©ným silovým
po©om [v na²om prípade E(r, t)] a príslu²nou odozvou [v na²om prípade P(r, t)]. Vo v²eobecnom prí-
pade nazývame veli£inu, ktorá je analógom susceptibility, funkciou odozvy.

Komplexný formalizmus pre popis harmonických polí
Odteraz budeme predpoklada´, ºe v²etky polia majú tú istú £asovú závislos´ e−iωt. Pouºívame pri-
tom ²tandardný komplexný formalizmus: fyzikálny zmysel majú iba reálne hodnoty polí. Napr. elek-
trické pole v komplexnom zápise E(t) = E0e

−iωt zodpovedá fyzikálnemu po©u E(t) = Re
[
E0e

−iωt] =
E0 cosωt.

Teraz objasníme fyzikálny zmysel reálnej a imaginárnej £asti susceptibility. Po aplikovaní po©a
E(t) = E0e

−iωt v ²tudovanom médiu vznikne pole polarizácie

P(t) = ε0Re
[
αωE0e

−iωt] = ε0
(
α′ωE0 cosωt+ α′′ωE0 sinωt

)
,

111Spome¬te si opä´ na kame¬ hodený do vody.
112V²imnime si, ºe ak funkciu α(τ) pre τ > 0 pred¨ºime o funkciu identicky rovnú nule pre τ < 0, potom v²etky integrály∫∞
0
dτ moºno nahradi´ integrálmi

∫∞
−∞ dτ a de�nícia αω je totoºná so v²eobecnou de�níciou xω.
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teda reálna zloºka α′ω popisuje polarizáciu kmitajúcu vo fáze s aplikovaným elektrickým po©om, kým
imaginárna zloºka α′′ω popisuje polarizáciu kmitajúcu s fázou posunutou o π/2 vo£i aplikovanému
elektrickému po©u.

V²imnime si ¤alej, ºe v komplexnom formalizme moºno pôsobenie operátora ∂/∂t nahradi´ náso-
bením faktorom −iω.

Relatívna permitivita
Skúmajme teraz elektromagnetické pole vybudené vo vzorke vonkaj²ou nábojovou hustotou ρ a vonkaj-
²ou prúdovou hustotou j. Polariza£né pole vybudené celkovým po©om E vo vzorke indukuje dodato£né
nábojové a prúdové hustoty:113

ρind = −∇ ·P, jind =
∂P

∂t
.

Pre harmonický priebeh po©a e−iωt moºno vz´ah medzi elektrickou indukciou D = ε0E + P a
intenzitou E popísa´ namiesto v²eobecného výrazu s retardáciou jednoduchým lokálnym vz´ahom

Dω = ε0εR(ω)Eω,

kde sme zaviedli bezrozmernú tzv. relatívnu permitivitu, niekedy tieº nazývanú dielektrickou fun-
kciou,

εR(ω) = 1 + αω. (89)

Pre harmonický £asový priebeh je indukovaná prúdová hustota daná vz´ahom jω = −iωPω =
−iωε0αωEω. Ke¤ tento výraz porovnáme s de�níciou optickej vodivosti jω = σ(ω)Eω, dostaneme
vz´ah medzi susceptibilitou a optickou vodivos´ou αω = iσ(ω)

ωε0
, ktorý moºno prepísa´ ako vz´ah medzi

relatívnou permitivitou a optickou vodivos´ou

εR(ω) = 1 +
iσ(ω)

ωε0
. (90)

Teda imaginárna £as´ permitivity ε′′R je daná reálnou £as´ou vodivosti σ′(ω) a naopak.
Nech elektrické pole v ²tudovanom médiu je E(t) = Re

[
E0e

−iωt] = E0 cosωt. Potom v médiu te£ú
prúdy s hustotou j(t) = Re

[
σ(ω)E0e

−iωt] = σ′(ω)E0 cosωt+ σ′′(ω)E0 sinωt a hustota tepelných strát
po stredovaní cez £as je

〈j(t) ·E(t)〉 = σ′(ω)E2
0〈cos2 ωt〉+ σ′′(ω)E2

0〈cosωt sinωt〉 =
1

2
σ′(ω)E2

0.

Ke¤ºe entropia systému musí narasta´, musí plati´ σ′(ω) > 0. Zo vz´ahu (90) potom vyplýva, ºe
ωε′′R(ω) > 0. Na druhej strane, reálna £as´ permitivity ε′R(ω) môºe by´ kladná aj záporná. Zo vz´a-
hov (88), (89) ¤alej vyplýva, ºe ε′R(−ω) = ε′R(ω) a ε′′R(−ω) = −ε′′R(ω).

Kolektívne módy
Skúmajme teraz spontánne harmonické kmity v objeme homogénneho kusa materiálu. Ak niet von-
kaj²ích budiacich nábojov a prúdov, potom Maxwellove rovnice pre E a H moºno redukova´ na tri
rovnice, dve pre pozd¨ºne polia a jednu pre prie£ne polia (pozri dodatok):

εR(ω)∇ ·Eω = 0, µR(ω)∇ ·Hω = 0,

[
∇2 +

ω2

c2
εR(ω)µR(ω)

]
Hω = 0.

Transverzálnu £as´ elektrického po©a moºno zo známeho Hω ur£i´ pomocou ∇×Hω = −iε0εR(ω)ωEω.

113Indukovanú prúdovú hustotu jind je nevyhnutné uvaºova´ z dôvodu zákona zachovania celkového indukovaného
náboja, t.j. musí plati´ ∂ρind

∂t
+ ∇ · jind = 0. Pod©a v²eobecných vz´ahov v dodatku o Maxwellových rovniciach by k

prúdu jind mohli prispieva´ aj magnetiza£né prúdy. Pri optických frekvenciách sú v²ak obvykle tieto prúdy malé a preto
magnetiza£né prúdy pri analýze optických vlastností nebudeme uvaºova´.
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Pozd¨ºne módy
Z rovnice pre longitudinálne elektrické pole vidno, ºe nenulové rie²enia sú moºné len pre frekvencie,
ktoré sp¨¬ajú rovnicu

εR(ω) = 0. (91)

V²etky dlhovlnné spontánne kmity, pri ktorých je modulovaná hustota náboja, sú rie²eniami tejto
rovnice. Ide o netriviálne módy, ktoré vo vákuu neexistujú. V prípade kolektívnych kmitov elektrónovej
kvapaliny príslu²né módy nazývame plazmónmi.

Z rovnice pre longitudinálne magnetické pole vidno, ºe nenulové rie²enia sú moºné len pre frekven-
cie, ktoré sp¨¬ajú rovnicu µR(ω) = 0, ale ke¤ºe obvykle µR(ω) ≈ 1, takéto rie²enia obvykle neexistujú.
Odteraz budeme v²ade predpoklada´, ºe µR(ω) = 1.

Prie£ne módy
Ak v rovnici pre transverzálne polia predpokladáme rie²enie pre £asový priebeh e−iωt v tvare rovin-
nej vlny eiq̃·r s komplexným vlnovým vektorom q̃, potom pôsobenie operátora ∇ moºno nahradi´
násobením výrazom iq̃ a nenulové rie²enia sú moºné len pre c2q̃2 = ω2εR(ω), £o moºno písa´ tieº v
tvare

cq̃ = ωñ(ω), (92)

kde sme zaviedli komplexný index lomu

ñ(ω) = n(ω) + iκ(ω) =
√
εR(ω) =

√
ε′R(ω) + iε′′R(ω).

V médiu s indexom lomu n+ iκ je preto komplexný vlnový vektor daný vz´ahom q̃ = q + i
δ , kde

q =
ωn(ω)

c
; δ =

c

ωκ(ω)
.

Pre £asopriestoro£asový priebeh vlny, ktorá sa ²íri pozd¨º osi x v takomto médiu preto dostaneme
výraz H(x, t) = Re

[
Hωe

i(qx−ωt)e−x/δ
]
. Dostali sme teda rie²enie v tvare prie£nej elektromagnetickej

vlny, aké existuje aj vo vákuu. Elektromagnetická vlna v izotrópnom homogénnom médiu sa od vlny vo
vákuu lí²i jednak kone£ným tlmením s charakteristickou d¨ºkou δ, jednak rýchlos´ou ²írenia. Grupová
rýchlos´ fotónu v médiu je totiº

v =
dω

dq
=

1

dq/dω
=

c

n(ω) + ω dndω
.

Kramersove-Kronigove vz´ahy
V tomto odstavci budeme ²tudova´ susceptibilitu αω de�novanú vz´ahom (88) ako funkciu komplexnej
premennej ω = ω1 + iω2. Z analýzy v komplexnej rovine napokon získame uºito£nú informáciu o
vlastnostiach funkcie αω pre fyzikálne relevantné £isto reálne hodnoty ω.

Najprv si v²imnime, ºe pretoºe fyzikálne akceptovate©ná funkcia odozvy α(τ) pre τ →∞ klesá do
nuly, pre ω2 > 0 (t.j. v hornej polrovine komplexnej premennej ω) je integrál αω =

∫∞
0 dτα(τ)eiω1τe−ω2τ

konvergentný. Naviac ©ahko nahliadneme, ºe funkcia αω je v hornej polrovine analytická.114 Stojí za
zmienku, ºe ako konvergencia de�ni£ného integrálu pre αω, tak aj analyti£nos´ funkcie αω vyplývajú z
toho, ºe funkcia odozvy α(τ) je nenulová iba pre τ > 0, t.j. z kauzality.

Uvaºujme o uzavretej krivke C v komplexnej rovine, pozostávajúcej z poloblúka v nekone£ne v
hornej polrovine a z reálnej osi, pri£om bod ω reálnej osi sa obchádza in�nitezimálnym poloblú£ikom v
hornej polrovine. �tudujme integrál

∮
C
dsαs
s−ω pozd¨º uzavretej krivky C. Pod©a Cauchyho vety je tento

integrál nulový, pretoºe funkcia αs
s−ω je na oblasti vnútri krivky C analytická.115 Na druhej strane,

integrál
∮
C
dsαs
s−ω je sú£tom troch príspevkov:

114Komplexná funkcia α′ω + iα′′ω je analytická, ak sp¨¬a Cauchyho-Riemannove podmienky ∂α′ω
∂ω1

=
∂α′′ω
∂ω2

a ∂α′ω
∂ω2

= − ∂α
′′
ω

∂ω1
.

Platnos´ týchto vz´ahov ©ahko overíme explicitným výpo£tom.
115Sú£in analytických funkcií je totiº analytickou funkciou; tvrdenie moºno overi´ aj explicitne pomocou Cauchyho-

Riemannových podmienok. Cauchyho vetu pre analytickú funkciu f(s) = f ′(s1, s2) + if ′′(s1, s2) ©ahko odvodíme, ak
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Obr. 53: Uzavretá krivka C v komplexnej rovine premennej s, pozd¨º ktorej ²tudujeme krivkový integrál
∮
C
dsαs
s−ω .

(i) Príspevok poloblúka v nekone£ne. Dá sa ukáza´ (pozri príklady v nasledujúcej predná²ke alebo
v²eobecnú analýzu v III.10), ºe susceptibilita je pre ve©ké frekvencie nulová, t.j. αs → 0 pre |s| → ∞.
Potom ©ahko overíme, ºe príspevok poloblúka v nekone£ne je nulový.

(ii) Integrál cez reálnu os mínus nekone£ne malý interval 〈ω − δ, ω + δ〉. V limite δ → 0 sa takýto
integrál nazýva integrálom v zmysle vlastnej hodnoty a ozna£uje sa P

∫∞
−∞

dsαs
s−ω .

(iii) Integrál cez malý oblú£ik okolo ω. Explicitná integrácia dáva v limite δ → 0 výsledok∫
dsαs
s− ω

=

∫
dzαω+z

z
= αω

∫ 0

π

iδeiφdφ

δeiφ
= −iπαω,

kde v 1. kroku sme pouºili substitúciu s = ω + z a v 2. kroku sme premennú z nahradili premennou
φ, z = δeiφ kde δ je in�nitezimálny polomer oblú£ika. Predpokladali sme tieº, ºe funkcia αs sa pomaly
mení v blízkosti s = ω.

Po dosadení výsledkov (i)-(iii) do Cauchyho vety
∮
C
dsαs
s−ω = 0 dostaneme vz´ah

αω =
1

πi
P

∫ ∞
−∞

dsαs
s− ω

.

Explicitným prepísaním reálnej a imaginárnej dostaneme tzv.Kramersove-Kronigove vz´ahy (alebo
disperzné vz´ahy):

α′ω =
1

π
P

∫ ∞
−∞

dsα′′s
s− ω

, α′′ω = − 1

π
P

∫ ∞
−∞

dsα′s
s− ω

. (93)

Podstatným predpokladom pri odvodení Kramersových-Kronigových vz´ahov bola analyti£nos´ funkcie
αs v hornej polrovine, t.j. kauzalita odozvy. Disperzné vz´ahy umoº¬ujú ur£i´ reálnu £as´ susceptibility
(alebo akejko©vek inej funkcie odozvy) zo znalosti imaginárnej £asti na celej reálnej osi, alebo naopak.

Meranie indexu lomu
Medzi základné optické merania patria merania koe�cientu odrazu a prechodu svetla danej frekvencie
ω. V najjednoduch²ej geometrii ²tudujeme svetlo kolmo dopadajúce z vákua na platni£ku zo skúmaného
materiálu. �asto je jedinou merate©nou veli£inou iba koe�cient odrazu, pretoºe pohlcovanie vo vzorke je
ve©ké a nie je moºné vyrobi´ dostato£ne tenkú platni£ku, cez ktorú prejde merate©ná intenzita ºiarenia.
Obmedzíme sa preto na ²túdium kolmého odrazu od polroviny s komplexným indexom lomu ñ(ω). V
cvi£ení 3 ukáºeme, ºe v takejto geometrii pre pravdepodobnos´ odrazu platí:

R(ω) =
(n− 1)2 + κ2

(n+ 1)2 + κ2
. (94)

Zdalo by sa teda, ºe z merania odrazivosti R (1 údaj) nemoºno ur£i´ komplexný index lomu ñ (2
údaje). V cvi£ení 5 v²ak ukáºeme, ºe ak zmeriame R(ω) pre v²etky frekvencie ω, potom pomocou

si v²imneme, ºe
∮
C
f(s)ds =

∮
C

(f ′ds1 − f ′′ds2) + i
∮
C

(f ′′ds1 + f ′ds2) =
∮
C
A1 · ds + i

∮
C
A2 · ds, kde sme zaviedli

ds = (ds1, ds2, 0) a vektorové polia A1 = (f ′,−f ′′, 0), A2 = (f ′′, f ′, 0). Pomocou Stokesovej vety preto dostaneme∮
C
f(s)ds =

∫
S

(∇×A1)zdS + i
∫
S

(∇×A2)zdS, kde dS je element plochy S obopnutej krivkou C. Ak teraz vyuºijeme

explicitný tvar polí A1,2, dostaneme
∮
C
f(s)ds = −

∫
S

( ∂f
′′

∂s1
+ ∂f ′

∂s2
)dS+ i

∫
S

( ∂f
′

∂s1
− ∂f ′′

∂s2
)dS. Ak teraz pouºijeme Cauchyho-

Riemannove podmienky, ©ahko nahliadneme, ºe oba integrandy sú nulové, a preto
∮
C
f(s)ds = 0.
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Kramersových-Kronigových vz´ahov dostaneme úplnú informáciu o komplexnom indexe lomu ñ(ω).

Cvi£enia
1. Komplexný index lomu ñ = n + iκ materiálu s relatívnou permitivitou εR = ε′R + iε′′R moºno ur£i´ rie²ením rovníc
ε′R(ω) = n2(ω)−κ2(ω) a ε′′R(ω) = 2n(ω)κ(ω). Ukáºte, ºe zo symetrie funkcií ε′R(ω) a ε′′R(ω) vyplýva, ºe bu¤ platia vz´ahy
n(ω) = n(−ω) a κ(−ω) = −κ(ω), alebo platia vz´ahy n(ω) = −n(−ω) a κ(−ω) = κ(ω). Zvo©te obvyklú konvenciu
n(ω) = n(−ω). Naviac predpokladajte, ºe n(ω) > 0. Pomocou vz´ahu ωε′′R(ω) > 0 ukáºte, ºe komplexný index lomu je

n =

√
1

2

[
ε′R +

√
(ε′R)2 + (ε′′R)2

]
, κ = sgn(ω)

√
1

2

[
−ε′R +

√
(ε′R)2 + (ε′′R)2

]
.

2. Hustota toku energie elektromagnetického po©a je daná Poyntingovým vektorom S = E×H. Skúmajte £asovo ustred-
nenú hodnotu 〈S〉 pre rovinnú vlnu E(x, t) = Re

[
Eωe

i(q̃x−ωt)
]
s reálnou amplitúdou Eω, ktorá sa v skúmanej látke ²íri

v smere osi x s komplexným vlnovým vektorom q̃ = q + i
δ
.

(a) Ukáºte, ºe pre £asovo ustrednenú hodnotu Poyntingovho vektora platí 〈S〉 = n(ω)
2µ0c

E2
ωe
−2x/δ. Návod: magnetické pole

po£ítajte z Maxwellovej rovnice q̃×E = µ0ωH. Reálna £as´ vektora H(x, t) má dva príspevky, jeden úmerný cos(qx−ωt)
a druhý úmerný sin(qx− ωt). Ukáºte, ºe k £asovo ustrednenej hodnote 〈S〉 prispieva iba £len úmerný cos(qx− ωt).
(b) V²imnime si, ºe znamienko reálnej £asti indexu lomu n ur£uje smer ²írenia energie116 a znamienko δ ur£uje smer,
v ktorom je vlnenie tlmené. Ukáºte, ºe bez oh©adu na vo©bu konvencie sú elektromagnetické vlny zakaºdým tlmené v
smere ²írenia energie. Návod: ukáºte, ºe platí δ = 2cn

ωε′′
R

(ω)
a uváºte, ºe ωε′′R(ω) > 0.

3. Ukáºte, ºe amplitúdy odrazu r(ω) a prechodu t(ω) rovinnej monochromatickej vlny kolmo dopadajúcej z polonekone£-
ného materiálu s komplexným indexom lomu ñ1(ω) = n1(ω) +κ1(ω) na polonekone£ný materiál s komplexným indexom
lomu ñ2(ω) = n2(ω) + κ2(ω) sú dané Fresnelovými vz´ahmi

r(ω) =
ñ1 − ñ2

ñ1 + ñ2
; t(ω) =

2ñ1

ñ1 + ñ2
; R(ω) = |r(ω)|2 =

(n1 − n2)2 + (κ1 − κ2)2

(n1 + n2)2 + (κ1 + κ2)2
.

Pomocou cvi£enia 1 ¤alej ukáºte, ºe pre odrazivos´ platí R(ω) = R(−ω). Návod. Predpokladajte, ºe elektrické pole v
médiu 1 (t.j. pre x < 0) je superpozíciou dopadajúcej vlny E0e

iω(ñ1x/c−t) a odrazenej vlny rE0e
iω(−ñ1x/c−t), kým pole

v médiu 2 (t.j. pre x > 0) je popísané vlnou tE0e
iω(ñ2x/c−t). Na rozhraní ºiadajte splnenie ²tandardných hrani£ných

podmienok pre elektrické a magnetické pole.

4.∗ Vypo£ítajte amplitúdy odrazu r(ω) a prechodu t(ω) rovinnej monochromatickej vlny kolmo dopadajúcej na do²ti£ku
z materiálu s komplexným indexom lomu ñ(ω) = n(ω) +κ(ω) a hrúbkou d umiestnenú vo vákuu. V limite d� δ napí²te
zjednodu²ené vzorce pre pravdepodobnos´ odrazu na platni£ke R = |r|2 a prechodu cez platni£ku T = |t|2.

5. Kramersova-Kronigova analýza odrazivosti rozhrania medzi vákuom a médiom s komplexným indexom lomu ñ(ω).
Komplexnú amplitúdu odrazu r(ω) moºno pomocou pravdepodobnosti odrazu R(ω) zapísa´ v tvare r(ω) =

√
R(ω)eiθ(ω).

Funkcia r(ω) je funkciou odozvy a ako taká by mala by´ analytická v hornej polrovine. Jej logaritmovaním dostaneme

ln r(ω) =
1

2
lnR(ω) + iθ(ω).

(a) Predpokladajte, ºe funkcia ln r(ω) je analytická v hornej polrovine, t.j. okrem iného v celej hornej polrovine ºiadajme,
aby R(ω) 6= 0. Aplikovaním Kramersových-Kronigových vz´ahov na funkciu odozvy ln r(ω) ukáºte, ºe fázu θ(ω) moºno
z experimentálnych dát ur£i´ nasledovne:117

θ(ω) = − 1

2π
P

∫ ∞
−∞

ds lnR(s)

s− ω = −ω
π
P

∫ ∞
0

ds lnR(s)

s2 − ω2
= − 1

2π
P

∫ ∞
0

ds ln

∣∣∣∣s+ ω

s− ω

∣∣∣∣ dR(s)/ds

R(s)
.

V druhej rovnici vyuºite, ºe R(s) = R(−s) a v tretej rovnici integrujte per partes.

(b) Ako moºno zo známych R(ω) a θ(ω) ur£i´ komplexný index lomu ñ(ω)?

22 Elementárne modely dielektrickej funkcie

V tejto predná²ke budeme skúma´ elementárne modely pre rôzne príspevky k elektrickej susceptibilite.
V závere predná²ky na²e výsledky aplikujeme na analýzu optických vlastností kovov.

116Predpokladáme totiº, ºe µ > 0. Tento predpoklad je splnený vo vä£²ine beºných materiálov, ale v umelo pripravených
tzv. ©avoto£ivých materiáloch môºe by´ µ < 0 a na²u analýzu treba modi�kova´.
117V reálnych experimentoch sa meria odrazivos´ iba na kone£nom intervale frekvencií 〈ωmin, ωmax〉. Aby sme mohli

pouºi´ Kramersovu-Kronigovu analýzu, sadu experimentálnych dát je potrebné pred¨ºi´ do oblasti nízkych frekvencií
〈0, ωmin〉 a vysokých frekvencií 〈ωmin,∞) vhodnými interpola£nými vzorcami.
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Príspevky k susceptibilite
Celkovú susceptibilitu materiálov moºno modelova´ ako sú£et príspevkov nezávislých stup¬ov vo©nosti.
V tuhej látke obvykle existujú tri typy príspevkov k susceptibilite: susceptibilita vodivostných elektró-
nov αel

ω (prítomná iba v kovoch), susceptibilita tesne viazaných elektrónov αcore
ω (t.j. posun elektrónov

na hlbokých hladinách vo£i jadru) a iónová susceptibilita αion
ω (t.j. posun jadier z rovnováºnych polôh).

Okrem toho v materiáloch, ktorých základné ²truktúrne jednotky nesú nenulový dipólový moment,
ktorého orientácia môºe �uktuova´, napr. vo vode, existuje tzv. orienta£ný príspevok k susceptibilite
αor
ω . Preto celkovú relatívnu permitivitu moºno písa´ v tvare

εR(ω) = 1 + αel
ω + αcore

ω + αion
ω + αor

ω .

Susceptibilita vodivostných elektrónov
Najprv sa budeme venova´ príspevku vodivostných elektrónov. Skon²truujeme najjednoduch²iu feno-
menologickú teóriu, ktorá zhruba popisuje optické vlastnosti kovov. Skúmajme pohyb elektrónovej
kvapaliny v £asovo premennom poli E(t) = E0e

−iωt pomocou £asovo závislej driftovej rýchlosti v(t).
Pohybová rovnica pre driftovú rýchlos´ má tvar m∗v̇ + m∗ vτ = −eE(t). Ak budeme predpoklada´, ºe
driftová rýchlos´ kmitá na budiacej frekvencii v ∝ e−iωt, potom v(t) = − eτ

m∗(1−iωτ)E(t). Ak naviac
uváºime, ºe prúdová hustota je daná vz´ahom j = −nev, pre optickú vodivos´ napokon dostaneme

σ(ω) =
1

1− iωτ
ne2τ

m∗
.

Pre ω = 0 sa tento výsledok redukuje na Drudeho formulu.118 Ak vyuºijeme vz´ah αω = iσ(ω)
ε0ω

, pre
susceptibilitu vodivostných elektrónov dostaneme

αel
ω = − Ω2

0

ω(ω + i/τ)
,

kde Ω2
0 = ne2

m∗ε0
. Typické hodnoty energie ~Ω0 v beºných kovoch sú ~Ω0 ∼ 10 eV, pozri tabu©ku 11.

~ω [eV] ν = ω
2π [Hz] λ = c

ν [µm] q = ω
c [cm−1] T = ~ω

kB
[K]

1 2.418× 1014 1.2398 8065.5 1.16× 104

Tabu©ka 11: Prevodová tabu©ka medzi rôznymi jednotkami (energia, frekvencia, vlnová d¨ºka, vlnové £íslo, teplota)
pouºívanými pri charakterizácii elektromagnetického ºiarenia. V tomto texte obvykle charakterizujeme ºiarenie energiou
jeho kvánt.

Susceptibilita tesne viazaných elektrónov
Dipólový moment atómu v základnom stave je nulový. V prítomnosti vonkaj²ieho po©a sa ´aºiská klad-
ného (jadrového) a záporného (elektrónového) náboja navzájom posunú, £o vedie k vzniku kone£ného
dipólového momentu. V tejto £asti popí²eme jednoduchý klasický model pre susceptibilitu atómov.119

Pod©a kvantovej mechaniky sú prechody (spojené s emisiou alebo absorpciou fotónov) medzi rôz-
nymi stavmi atómov moºné iba pri frekvenciách fotónov ωj charakteristických pre daný atóm. Ak atóm
budeme modelova´ ako sadu klasických oscilátorov s vlastnými frekvenciami ωj a ak budeme predpo-
klada´, ºe tieto oscilátory sú budené po©om E0e

−iωt, potom atómy budú schopné pohlcova´ ºiarenie,
iba ak je splnená podmienka ω ≈ ωj pre niektorú z vlastných frekvencií. Dá sa ukáza´, ºe takýto
klasický opis reprodukuje výsledky úplného kvantovomechanického výpo£tu, pozri II.10 a III.10,11.

Budeme predpoklada´, ºe v j-tom móde sa ´aºisko elektrónového náboja qj vychýli o xj vo£i
(takmer nehybnému) jadrovému náboju. Výchylka xj popisujúca kmitavý stav j-teho oscilátora potom
sp¨¬a nasledovnú pohybovú rovnicu:

m(ẍj + Γj ẋj + ω2
jxj) = qjE0e

−iωt,

118Výsledok pre σ(ω) opä´ moºno odvodi´ pre izotrópny systém z linearizovanej Boltzmannovej rovnice v priblíºení
relaxa£ného £asu.
119Treba si uvedomi´, ºe lokálne pole v mieste atómu Elok(r) môºe by´ rôzne od po©a E(r), s ktorým pracujeme v

makroskopickom popise. V nasledujúcom výklade budeme ignorova´ rozdiel medzi Elok(r) a E(r). V II.9 a III.9 ukáºeme,
ºe takéto priblíºenie je kvantitatívne správne, iba ak |α| � 1.
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Obr. 54: Príspevok atómového prechodu pri frekvencii ωj k reálnej £asti α′ω a imaginárnej £asti α′′ω elektrónovej suscep-
tibility. Funkcie α′ω a α′′ω sú navzájom zviazané Kramersovými-Kronigovými vz´ahmi. Funkcia α′′ω, ktorá meria joulovské
straty, vykazuje (ostré) rezonanan£né maximum pri ω = ωj . V blízkosti tejto frekvencie je ve©ká aj odozva kmitajúca vo
fáze s budením (pozri graf funkcie α′ω).

kde Γj popisuje tlmenie j-teho oscilátora. Ke¤ºe energie ~ωj sú dané elektrónovými energiami, typicky
leºia v intervale od 1 eV do 103 eV.120 Na druhej strane, typická hodnota ~Γj je od 10−7 eV do 10−6 eV
(pozri III.11), preto platí Γj � ωj a na atóm sa moºno pozrie´ ako na oscilátor s vysokou kvalitou.

Rie²ením pohybovej rovnice je

xj =
qj
m

E0e
−iωt

ω2
j − ω2 − iΓjω

.

Ak sa pre jednoduchos´ obmedzíme na jeden typ atómov s koncentráciou nion, potom príspevok tesne
viazaných elektrónov k objemovej hustote dipólového momentu (t.j. polarizácii) je P core =

∑
j Pj =∑

j nionqjxj . Ak sem dosadíme za xj a výsledný vz´ah porovnáme s de�níciou susceptibility P core =

ε0α
core
ω E0e

−iωt, dostaneme

αcore
ω =

∑
j

Ω2
j

ω2
j − ω(ω + iΓj)

,

kde Ω2
j =

nionq
2
j

mε0
. Z kvantovomechanického výpo£tu pritom vyplýva

∑
j q

2
j = Ze2, kde Z je po£et

elektrónov v atóme a energie ~Ωj sú opä´ rádovo 1 eV aº 10 eV. Za pov²imnutie tieº stojí formálna po-
dobnos´ susceptibility αcore

ω so susceptibilitou vo©ných elektrónov: formulu pre αel
ω dostaneme z formuly

pre príspevok j-teho módu k αcore
ω , ak poloºíme ωj = 0, t.j. ak ºiadame, ºe j-ty mód nie je viazaný k

atómu.

Iónová susceptibilita
V iónových kry²táloch (napr. NaCl) dáva iónová susceptibilita αion

ω relevantný príspevok k relatív-
nej permitivite. Túto úlohu budeme skúma´ v III.9. Tu sa obmedzíme na kon²tatovanie, ºe funkcia
αion
ω má rezonan£ný tvar podobný ako na obrázku 54, pri£om v²ak fonónové energie obvykle leºia pri

~ωj ∼ 10−2 eV, t.j. v infra£ervenej oblasti.

Orienta£ná susceptibilita
Tento príspevok je relevantný v materiáloch, ktorých stavebné jednotky nesú nenulový dipólový moment, ktorý je v²ak
v neprítomnosti aplikovaného po©a neusporiadaný (t.j. nespôsobuje kone£nú hodnotu polarizácie P). Orienta£ná suscep-
tibilita je zodpovedná napr. za dielektrické vlastnosti vody pri nízkych frekvenciách.

V prítomnosti nenulového po©a E(t) vznikne v materiáli nenulová polarizácia P(t) kvôli preferen£nému nato£eniu
dipólov v smere po©a. Predpokladajme, ºe rovnováºna hodnota polarizácie Por

0 v poli E je Por
0 = ε0α

or
0 E. Predpokladajme

¤alej, ºe dynamika vektora Por je dominovaná relaxa£nými procesmi, t.j.

Ṗor(t) = − 1

τor
[Por(t)−Por

0 (t)] ,

kde τor je orienta£ný relaxa£ný £as. Pre harmonický £asový priebehE(t) = E0e
−iωt o£akávame vynútené kmity polarizácie

Por(t) ∝ e−iωt, a preto Por(t) =
Por

0 (t)

1−iωτor . Ak ¤alej uváºime, ºe v £ase t nadobúda polarizácia rovnováºnu hodnotu danú
okamºitou hodnotou po©a, t.j. ºe platí Por

0 (t) = ε0α
or
0 E(t), napokon môºeme písa´ Por(t) = ε0α

or
ω E(t), kde sme zaviedli

120Väzobná energia najtesnej²ie viazaných elektrónov v atóme s atómovým £íslom Z je totiº ∼ Z2× 13.6 eV.
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Obr. 55: Frekven£ná závislos´ reálnej £asti (αor
ω )′ (v©avo) a imaginárnej £asti (αor

ω )′′ (vpravo) orienta£nej susceptibility.

orienta£nú susceptibilitu

αor
ω =

αor
0

1− iωτor
.

Charakteristická frekvencia orienta£nej susceptibility je teda 1
τor

. V porovnaní s iónovou susceptibilitou ide o pomerne

pomalú odozvu, napr. vo vode pri izbovej teplote je ~
τor
∼ 10−4 eV, t.j. absorp£né maximum sa nachádza v mikrovlnnej

oblasti. Beºné mikrovlnky pracujú na frekvencii 2.45 GHz, t.j. pri frekvencii o nie£o niº²ej ako je frekvencia v absorp£nom

maxime, aby ºiarenie nebolo absorbované v tenkej vrstve na povrchu zohrievaných objektov.

Obr. 56: Schematický ná£rt frekven£nej závislosti εR(ω) pre vodu v ²irokom intervale frekvencií od mikrovlnnej oblasti
cez infra£ervenú aº po ultra�alovú oblas´ spektra.

frekvencia ν [Hz] vlnová d¨ºka λ = c/ν [m] energia E = hν [eV]
γ ºiarenie 1023 − 1020 10−15 − 10−12 108 − 105

RTG ºiarenie 1019 − 1016 10−11 − 10−8 104 − 102

UV ºiarenie 1016 − 1015 10−8 − 10−7 102 − 101

vidite©né svetlo (7− 4)× 1014 (4− 7)× 10−7 1.6 - 2.9
IR ºiarenie 1014 − 1012 10−6 − 10−4 101 − 10−2

µw ºiarenie 1011 − 109 10−3 − 10−1 10−3 − 10−5

TV, rozhlas 109 − 105 10−1 − 103 10−5 − 10−9

Tabu©ka 12: Typické parametre fotónov v rôznych oblastiach elektromagnetického spektra.

Relatívna permitivita kovov
V kovoch moºno obvykle zanedba´ príspevok k susceptibilite od iónov a orienta£ný príspevok obvykle
absentuje. Preto susceptibilita kovov pozostáva z príspevku vo©ných a tesne viazaných elektrónov. V
na²om výklade sa obmedzíme na ²túdium frekvencií ω, ktoré sú men²ie neº atomárne frekvencie ωj . V
tejto oblasti frekvencií moºno zanedba´ frekven£nú závislos´ susceptibility tesne viazaných elektrónov
αcore
ω a permitivitu kovu εR(ω) = 1 + αcore + αel

ω moºno písa´ v tvare

εR(ω) = ε∞

[
1−

ω2
p

ω(ω + i
τ )

]
, ω2

p =
ne2

m∗ε0ε∞
. (95)
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Zaviedli sme pritom ozna£enie ε∞ = 1 + αcore, ke¤ºe v oblasti vysokých frekvencií ωp � ω � ωj sa
permitivita kovu redukuje na εR(ω) = ε∞.121 Frekvencia ωp sa nazýva plazmová. Jej hodnota závisí
od koncentrácie vodivostných elektrónov, ich efektívnej hmotnosti a od polarizovate©nosti vnútorných
elektrónov a jej typické hodnoty sú uvedené v tabu©ke 13.

Li Na K Mg Al
~ωp (eV) 7.1 5.7 3.7 10.6 15.3

Tabu©ka 13: Plazmové frekvencie vybraných kovov.

V²imnime si, ºe plazmová frekvencia alkalických kovov Li, Na a K klesá s rastúcim rozmerom atómov,
pretoºe s atómovým £íslom jednak klesá koncentrácia vo©ných elektrónov n a zárove¬ rastie po£et
vnútorných elektrónov, a teda aj ε∞. Na druhej strane, porovnanie plazmových frekvencií atómov z
jedného riadku periodickej tabu©ky Na, Mg a Al ukazuje, ºe plazmová frekvencia rastie s po£tom vo©-
ných elektrónov na atóm (1, 2 a 3), £iºe s koncentráciou vodivostných elektrónov n.

Obr. 57: Frekven£né závislosti vybraných optických veli£ín v idealizovanom kove s 1
τ

= 0. V©avo: reálna £as´ relatívnej
permitivity ε′R(ω). V strede: disperzný zákon pre prie£ne elektromagnetické vlnenie. Vpravo: pravdepodobnos´ odrazu
R(ω) pri kolmom dopade. Závislos´ R(ω) ∝ ω−4 sa realizuje v limite ve©mi vysokých frekvencií, pozri cvi£enie 6.

Kolektívne módy v kovoch
Pod©a cvi£enia 1 obvykle moºno oproti plazmovej frekvencii ωp zanedba´ faktor τ−1. V tomto odstavci
skúmame procesy pri frekvenciách ω ≥ ωp, a preto budeme predpoklada´, ºe v (95) je τ−1 = 0.
1. Spontánne pozd¨ºne kmity vodivostných elektrónov v kove sa pod©a (91) realizujú pri frekvenciách
sp¨¬ajúcich podmienku εR(ω) = 0. Pod©a (95) je táto podmienka splnená pre ω = ωp. Preto frekvenciu
ωp nazývame plazmovou. Dá sa ukáza´, ºe nabité £astice s vysokými energiami pri prechode cez kov
strácajú energiu v násobkoch ~ωp. Tento výsledok moºno interpretova´ pomocou nepruºných zráºok,
pri ktorých nabité £astice v kove generujú kvantá plazmových kmitov, tzv. plazmóny.
2. Spontánne prie£ne kmity sa pod©a (92) realizujú pre frekvencie a vlnové vektory sp¨¬ajúce podmienku
ω2εR(ω) = c2q̃2. Pomocou formuly (95) ©ahko nahliadneme, ºe za q̃ moºno zobra´ £isto reálny vlnový
vektor q a pre disperzný zákon prie£neho vlnenia dostávame

ω(q) =
√
ω2
p + v2q2,

kde v = c√
ε∞

. Pre ω < ωp naopak dostávame rýdzo imaginárny vlnový vektor q̃ zodpovedajúci tlmenej
vlne. Teda minimálna frekvencia prie£neho elektromagnetického ºiarenia, ktoré sa môºe ²íri´ v kove,
je ωp. Pre frekvencie ω � ωp máme ω ≈ vq, kde v je rýchlos´ ²írenia elektromagnetického ºiarenia v
médiu s indexom lomu

√
ε∞, pozri obrázok 57.

Optické vlastnosti kovov
1. Oblas´ malých frekvencií ω � 1

τ

121Ná² výklad sa týka optických vlastností tých kovov, v ktorých platí ωp � ωj , napr. Li, Na, K, Mg a Al. Pokia© táto
podmienka nie je splnená, nemôºeme v oblasti plazmovej frekvencie zanedba´ frekven£nú závislos´ polarizovate©nosti
αcore
ω .
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V tejto oblasti moºno vodivos´ σ(ω) aproximova´ statickou vodivos´ou σ(0). Pod©a cvi£enia 1 v typic-
kých kovoch 1

τ ∼ 1014 Hz a pre frekvencie ω < 1
τ platí σ(0)

ε0ω
� 1. Preto relatívnu permitivitu moºno

pod©a (90) aproximova´ vz´ahom εR(ω) ≈ iσ(0)
ε0ω

. Pre komplexný index lomu n+ iκ preto dostávame:

n = κ =

√
σ(0)

2ε0ω
� 1

a kov sa efektívne správa ako zrkadlo, pretoºe z Fresnelovho vz´ahu (94) dostávame R ≈ 1.
Skúmajme drôt, cez ktorý te£ie striedavý prúd s frekvenciou ω. Striedavé magnetické pole okolo

drôtu, ktoré je generované prúdom, zárove¬ pod©a predná²ky 21 vniká do drôtu do h¨bky δ = c
ωκ . Po

vyuºití výsledku pre κ a vz´ahu σ(0) = ε0ε∞ω
2
pτ moºno výraz pre δ zapísa´ v tvare

δ =
c

ωp

√
2

ε∞ωτ
.

Prúd s frekvenciou ω teda te£ie len pri povrchu drôtu vo vrstve hrúbky δ. Ke¤ºe v limite ω → 0
h¨bka vniku δ → ∞, statické prúdy te£ú v celom objeme vzorky. S rastúcou frekvenciou v²ak h¨bka
vniku klesá. Vzh©adom na to, ºe c

ωp
∼ 10−7 m, h¨bka vniku môºe by´ ve©mi malá, a preto hovoríme o

skinovom jave.122

2. Oblas´ stredne ve©kých frekvencií 1
τ � ω < ωp

V tejto oblasti moºno vo formule (95) zanedba´ kone£nos´ doby ºivota elektrónov a pre komplexný
index lomu n+ iκ preto dostávame

n = 0, κ =
1

ω

√
ε∞(ω2

p − ω2),

teda pod©a Fresnelovho vz´ahu (94) je odrazivos´ R ≈ 1 a kov sa správa ako zrkadlo.
V tejto oblasti frekvencií mechanizmus odrazu nesúvisí s absorpciou ºiarenia kovom, na rozdiel od

oblasti ω � 1
τ . Naviac, ºiarenie nemá propagujúcu zloºku a reálna £as´ vlnového vektora v kove je

q = 0. H¨bka vniku ºiarenia δ = c
ωκ je v²ak kone£ná a pre jej frekven£nú závislos´ dostávame výsledok

δ =
c

ωp

1√
ε∞(1− ω2/ω2

p)
.

Mechanizmus odrazu je teda iný ako v oblasti ω � 1
τ , ako vidno aj z opa£nej závislosti h¨bky vniku δ

od frekvencie: δ rastie s frekvenciou a diverguje pre ω → ωp.

3. Oblas´ ve©kých frekvencií ω > ωp
Opä´ môºeme vo formule (95) zanedba´ kone£nos´ doby ºivota a pre komplexný index lomu dostávame:

n =
1

ω

√
ε∞(ω2 − ω2

p); κ = 0.

V tomto reºime ºiarenie vniká do kovu takmer dokonale (len s malým tlmením). Kov je priezra£ný a
²írenie ºiarenia je podobné ako v dielektrikách.

Cvi£enia
1. Pomocou výrazu pre relatívnu permitivitu kovu (95) a vz´ahu (90) medzi εR(ω) a optickou vodivos´ou vyjadrite
vodivos´ ako sú£et príspevkov vodivostných elektrónov a tesne viazaných elektrónov:

σ(ω) =
ne2τ/m∗

1− iωτ − i(ε∞ − 1)ε0ω; σ′(ω) =
ne2τ/m∗

1 + ω2τ2

Reálna £as´ vodivosti teda závisí len od vodivostných elektrónov. Typická statická vodivos´ kovov (t.j. vodivos´ pri ω = 0)
pri izbovej teplote je σ ∼ 107 Ω−1m−1. Pouºite odhady n ∼ 1029 m−3 a m∗ ∼ m a ukáºte, ºe typický relaxa£ný £as pri

122Pri frekvenciách, pri ktorých δ klesne na hodnoty porovnate©né so strednou vo©nou dráhou l = vF τ , hovoríme o
anomálnom skinovom jave. V tomto prípade na²a analýza neplatí a treba pouºi´ tzv. nelokálny vzorec pre vz´ah medzi
prúdovou hustotou a aplikovaným po©om.
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izbovej teplote je τ ∼ 10−14 s, alebo ~
τ
∼ 0.1 eV. Ukáºte, ºe pre frekvencie ω < 1

τ
platí σ(0)

ε0ω
� 1.

2. Skúmajme materiál s imaginárnou £as´ou relatívnej permitivity danou pre ω > 0 vz´ahom ε′′R(ω) = πΩδ(ω − ω0).
Pomocou Kramersových-Kronigových vz´ahov vypo£ítajte ε′R(ω) a nakreslite grafy reálnej a imaginárnej £asti indexu
lomu n(ω) a κ(ω) a odrazivosti R(ω). Akú farbu má tento materiál?

3. To isté ako úloha 2, ale pre materiál s imaginárnou £as´ou relatívnej permitivity danou vz´ahom ε′′R(ω) = πα pre
ω1 < ω < ω2, ε′′R(ω) = −πα pre −ω2 < ω < −ω1 a iná£ ε′′R(ω) = 0. Akému materiálu by mohla zodpoveda´ takáto
permitivita?

4.∗ Vypo£ítajte statickú elektrickú susceptibilitu α0 systému dipólov ve©kosti d s koncentráciou n pri teplote T . Interakcie
medzi dipólmi zanedbajte.

5.∗ Dokáºte platnos´ suma£ného pravidla pre vodivos´∫ ∞
0

dωσ′(ω) =
π

2

ne2

m
,

kde n je koncentrácia v²etkých elektrónov a m je ich hmotnos´ vo vákuu. Návod: Pouºite Kramersov-Kronigov vz´ah pre
σ′′(ω) pre ω →∞. Vyuºite tieº skuto£nos´, ºe v limite ve©kých frekvencií je σ′′(ω) = ne2

mω
, rovnako ako v neinteragujúcom

systéme, pretoºe elektróny nestihnú utrpie´ zráºky.

6. Aplikácia Kramersových-Kronigových vz´ahov pre pravdepodobnos´ odrazu R(ω) si vyºaduje znalos´ funkcie R(ω)

na celej reálnej osi. Obvykle v²ak máme k dispozícii len obmedzený interval meraných frekvencií a dáta treba pred¨ºi´

v smeroch ω → 0+ aj ω → ∞. Ukáºte, ºe v kove pri malých frekvenciách pravdepodobnos´ odrazu popisuje Hagenova-

Rubensova formulaR(ω) ≈ 1−2
√

2ε0ω
σ(0)

. V limite ve©mi vysokých frekvencií (nad frekvenciami medzipásových prechodov)

pouºite odhad σ(ω) ≈ ine
2

mω
(cvi£enie 5) a ukáºte, ºe R(ω) ≈

(
ne2

mε0ω2

)2

.

23 Diamagnetizmus∗

V nasledujúcich troch predná²kach budeme skúma´ magnetické vlastnosti izolantov. V prvej predná²ke
ukáºeme, ako moºno vo v²eobecnom prípade po£íta´ magnetizáciu systému. Ukáºeme tieº, ºe neexis-
tuje konzistentná klasická teória magnetizmu. Nakoniec vyloºíme Langevinovu teóriu diamagnetizmu
atómov s plne zaplnenými vnútornými energetickými ²upkami.

Magnetizácia
Podobne ako v prípade dielektrických médií, kde rozli²ujeme medzi nábojmi ρ na vodi£och a induko-
vanými nábojmi ρind, pri ²túdiu magnetizmu je obvyklé rozli²ova´ medzi prúdmi j te£úcimi v cievkach
generujúcich magnetické polia a viazanými prúdmi jind v materiáloch. Viazané náboje a prúdy moºno
vo v²eobecnosti reprezentova´ ako sú£et polariza£ných a magnetiza£ných príspevkov:

ρind = −∇ ·P; jind =
∂P

∂t
+∇×M, (96)

kde P je polarizácia (t.j. hustota elektrických dipólov) a M je magnetizácia, t.j. hustota magnetických
dipólov.123 Mikroskopické Maxwellove rovnice umoº¬ujú vypo£íta´ priebeh polí E a B zo znalosti
celkovej nábojovej hustoty ρtot = ρ+ρind a celkovej prúdovej hustoty jtot = j+ jind. Z mikroskopických
Maxwellových rovníc moºno odvodi´ zákon zachovania energie v tvare

∂u

∂t
+∇ · S = 0,

123Prvý £len vo výraze (96) pre jind je diktovaný zákonom zachovania indukovaného náboja ∂ρind
∂t

+ ∇ · jind = 0,
kým druhý £len tento zákon nepokazí. Fyzikálna interpretácia P ako hustoty elektrických dipólov je zrejmá z výpo£tu
dipólového momentu p generovaného lokalizovaným nábojom ρind, pretoºe p =

∫
d3rrρind = −

∫
d3rr∇ · P =

∫
d3rP,

ako sa ©ahko presved£íme integrovaním per partes, ke¤ºe povrchový £len pri integrovaní cez objem vä£²í neº objem
lokalizovaného náboja je nulový. Fyzikálna interpretácia M je zrejmá z výpo£tu magnetického dipólu ~µ vytvoreného
statickým lokalizovaným rozloºením prúdov jind, pretoºe podobným výpo£tom ako pre p dostaneme ~µ = 1

2

∫
d3rr×jind =

1
2

∫
d3rr× (∇×M) =

∫
d3rM.
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kde S = 1
µ0
E × B je tzv. Poyntingov vektor s významom hustoty toku energie a celková hustota

energie u pozostáva z príspevku od elektromagnetického po©a a z mechanickej energie nábojov, t.j.
∂u
∂t =

∂upole

∂t + ∂umech
∂t , kde upole = ε0

2 E
2 + 1

2µ0
B2 a

∂umech

∂t
= jtot ·E.

Teraz nájdeme výraz umoº¬ujúci po£íta´ magnetizáciu akéhoko©vek systému. Budeme pritom skú-
ma´ závislos´ mechanickej energie Umech =

∫
dVumech od magnetického po©a B. Ke¤ºe samotné mag-

netické pole nekoná prácu na nábojoch, musíme pritom uváºi´ dynamické efekty pri zapínaní po©a.
Po£ítajme teda zmenu energie viazaných prúdov pri zmene magnetického po©a o δB za £as δt. V dô-
sledku takejto zmeny budú indukované elektrické polia E, pri£om bude plati´ δt∇ × E = −δB. V
prítomnosti kone£ných elektrických polí sa mechanická energia Umech magnetiza£ných prúdov zmení o
δUmech = δt

∫
dVjind·E, £o moºno s uváºením vz´ahu (96) zapísa´ v tvare δUmech = δUmech,P+δUmech,M,

kde δUmech,P =
∫
dVδP ·E je zmena mechanickej energie súvisiaca s po©om polarizácie P. Zmena me-

chanickej energie súvisiaca s po©om magnetizácie pritom je

δUmech,M = δt

∫
dV(∇×M) ·E = δt

∫
dV [∇ · (M×E) + M · ∇ ×E] ,

kde integrujeme cez objem ²tudovaného magnetického telesa plus vákuum okolo neho a pouºili sme
identitu z vektorovej analýzy. Príspevok prvého £lena po£ítajme pomocou Gaussovej vety. Tak dosta-
neme

∫
dV∇ · (M × E) =

∮
dS ·M × E. Ale mimo telesa je M = 0, preto tento príspevok vypadne.

Tak dostaneme pre zmenu mechanickej energie súvisiacu s magnetiza£nými prúdmi výsledok

δUmech,M = −
∫
dVM · δB.

Pre systém v homogénnom magnetickom poli teda platí δUmech,M = −~µ·δB, kde ~µ =
∫
dVM je celkový

magnetický moment systému. Preto ak hamiltonián vzorky v homogénnom magnetickom poli ozna£íme
H(B), potom operátor magnetického dipólového momentu vzorky môºeme de�nova´ vz´ahom

µ̂ = −∂H
∂B

.

Magnetická susceptibilita
Nech hamiltonián H(B) má normované vlastné stavy |n(B)〉 s vlastnými energiami En(B). Pod©a
Feynmanovej-Hellmannovej vety (pozri dodatok 29) magnetický moment v stave |n(B)〉 moºno po£íta´
nasledovne:

〈n(B)|µ̂|n(B)〉 = −∂En(B)

∂B
.

Skúmajme teraz magnetizáciu vzorky s objemom V pri kone£ných teplotách. Nech energia vlastného
stavu n vzorky v magnetickom poli B je En(B). Potom magnetizáciu vzorky v tomto stave môºeme
po£íta´ zo vz´ahu Mn(B) = − 1

V
∂En(B)
∂B a magnetizácia pri teplote T je daná strednou hodnotou

M(B, T ) =

∑
nMn(B)e−En(B)/T∑

n e
−En(B)/T

.

De�nujme ²tatistickú sumu Z(B, T ) =
∑

n e
−En(B)/T a vo©nú energiu F (B, T ) = −T lnZ. Potom

vz´ah pre magnetizáciu moºno písa´ v tvare

M(B, T ) = − 1

V
∂F (B, T )

∂B
.

V nemagnetických materiáloch je v nulovom magnetickom poli magnetizácia nulová. Pre malé apli-
kované polia preto o£akávame lineárnu závislos´ µ0M = αmB, kde αm je tzv. magnetická suscep-
tibilita. Vo v²eobecnom prípade je αm tenzorová veli£ina. My sa obmedzíme na skúmanie magne-
ticky izotrópnych materiálov, v ktorých αm je skalár. Susceptibilitu teda môºeme po£íta´ zo vz´ahu
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αm = µ0
∂M
∂B

∣∣
B=0

, £o moºno písa´ v tvare

αm = −µ0

V
∂2F

∂B2

∣∣∣∣
B=0

. (97)

Veta Bohra a van Leeuwenovej
Pre systém klasických nerelativistických elektrónov platí nasledovný výsledok:124

Rovnováºna magnetizácia v kone£nom magnetickom poli pri kone£nej teplote je nulová.

Dôkaz. Hamiltonián systému elektrónov v statickom vonkaj²om magnetickom poli má pod©a dodatku 28
tvar

H =
1

2m

∑
i

[pi + eA(ri)]
2 + U({ri}), (98)

kde U({ri}) je potenciálna energia závislá len od polôh elektrónov. A(ri) je vektorový potenciál v
mieste i-teho elektrónu, ktorý môºe obsahova´ príspevky od vonkaj²ieho po©a, ako aj od magnetických
polí generovaných ostatnými elektrónmi. V klasickej fyzike je ²tatistická suma daná vz´ahom (pozri
dodatok 30)

Z ∝
∫
d3p1 . . .

∫
d3pN

∫
d3r1 . . .

∫
d3rN exp

[
−H(p1, . . . ,pN , r1, . . . , rN )

T

]
,

v ktorom pre jednoduchos´ nepí²eme nepodstatné multiplikatívne faktory. Podstatným bodom je, ºe
od magnetického po©a sú závislé len integrály cez hybnosti £astíc

∫
d3pie

− 1
2mT

[pi+eA(ri)]
2

. �ahko v²ak
nahliadneme, ºe tieto integrály nezávisia od A(ri) a teda ani od aplikovaného magnetického po©a.
Preto vo©ná energia nezávisí od magnetického po©a a M = 0. Veta je dokázaná.

Kvantový popis bezspinových £astíc v elektromagnetickom poli
Kvantovomechanický hamiltonián nabitých £astíc vo vonkaj²om elektromagnetickom poli dostaneme
z klasického hamiltoniánu (98) nahradením kánonických hybností pi a súradníc ri operátormi sp¨¬a-
júcimi kánonický komuta£ný vz´ah [rα, pβ] = i~δαβ , kde α, β sú indexy popisujúce jednotlivé £astice
a zároven kartézske zloºky vektorov. Obvykle pracujeme v tzv. r-reprezentácii, v ktorej operátorom
súradnice je násobenie faktorom ri, kým operátorom hybnosti je −i~ ∂

∂ri
.

Spin elektrónu
Teraz poukáºeme na komplikáciu, ktorá súvisí s tým, ºe elektrón má vnútorný stupe¬ vo©nosti, ktorým
je vlastný moment hybnosti (alebo spin) S = 1

2 . V kvantovej mechanike sa ukazuje, ºe £astica so spinom
S = 1

2 sa môºe nachádza´ v dvoch lineárne nezávislých stavoch, ktoré obvykle ozna£ujeme ↑ a ↓. Ide
pritom o stavy, v ktorých je priemet momentu hybnosti ~S na zvolenú os rovný +~

2 a −~
2 . Preto stav

elektrónu musíme popisova´ namiesto jednej vlnovej funkcie ψ(r) dvojicou vlnových funkcií:

• vlnovou funkciou ψ↑(r), ktorá popisuje amplitúdu pravdepodobnosti, ºe elektrón sa nachádza v
mieste r v spinovom stave ↑

• vlnovou funkciou ψ↓(r), ktorá popisuje amplitúdu pravdepodobnosti, ºe elektrón sa nachádza v
mieste r v spinovom stave ↓.

Dvojicu funkcií ψ↑(r), ψ↓(r) je uºito£né povaºova´ za komponenty dvojzloºkovej vlnovej funkcie, tzv.
spinoru

ψ(r) =

(
ψ↑(r)
ψ↓(r)

)
.

124Tento výsledok znamená, ºe nemôºe existova´ klasická teória magnetizmu. Obvykle sa vysvet©uje na príklade magne-
tickej odozvy dvojrozmerného plynu klasických elektrónov pri teplote T v krabici. Elektróny vnútri krabice sa pohybujú
po kruhových trajektóriách, £omu zodpovedá kone£ný magnetický moment. Tento moment je v²ak presne kompenzovaný
opa£ne orientovaným magnetickým momentom od £astíc, ktoré naráºajú do stien krabice.
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Obvykle sa za kvantovaciu os spinu berie os z. Pri takejto vo©be budú kartézske zloºky operátora
spinu dané nasledovnými (tzv. Pauliho) maticami 2× 2:

Sx =
1

2

(
0 1
1 0

)
; Sy =

1

2

(
0 −i
i 0

)
; Sz =

1

2

(
1 0
0 −1

)
(99)

Výraz pre Sz moºno priamo£iaro overi´ nasledovnými výpo£tami:

Sz

(
ψ↑(r)

0

)
= +

1

2

(
ψ↑(r)

0

)
; Sz

(
0

ψ↓(r)

)
= −1

2

(
0

ψ↓(r)

)
;

tieto vz´ahy sú v zhode s o£akávaním, ºe spinory(
ψ↑(r)

0

)
a

(
0

ψ↓(r)

)
zodpovedajú stavom elektrónu s ostro de�novanými hodnotami Sz rovnými ±1

2 . Vz´ahy pre Sx a Sy
moºno dosta´ z komuta£ných vz´ahov pre rôzne zloºky operátorov spinu.

V cvi£ení 2 ukáºeme, ºe klasická £astica s nábojom q = −e, hmotnos´ou m a (orbitálnym) momen-
tom hybnosti ~L = r × p nesie (orbitálny) magnetický moment ~µL = −µBL, kde sme zaviedli tzv.
Bohrov magnetón

µB =
e~
2m
≈ 9.3× 10−24 J/T.

Pauli postuloval, ºe aj so spinom ~S elektrónu je asociovaný nenulový, tzv. spinový magnetický moment
elektrónu ~µS = −2µBS, pri£om koe�cient úmernosti medzi spinovým momentom hybnosti a spinovým
magnetickým momentom je dvakrát vä£²í neº klasický.

�asový vývoj spinora popisujúceho elektrón v elektromagnetickom poli je namiesto Schrödingerovej
rovnice popísaný tzv. Pauliho rovnicou

i~
∂

∂t
ψ(r) = Hψ(r), (100)

H =

{
1

2m
[−i~∇+ eA(r)]2 − eφ(r)

}
1 + 2µBB · S, (101)

kde 1 je jednotková matica 2 × 2, ktorú obvykle explicitne nepí²eme. Maticový Pauliho hamilto-
nián (101) moºno odvodi´ z relativistickej Diracovej rovnice pre pomalé (nerelativistické) elektróny.
Treba si pritom uvedomi´, ºe prvkami Pauliho maticového hamiltoniánu sú operátory pôsobiace na
jednotlivé komponenty spinoru ψ(r):

H =

(
1

2m [−i~∇+ eA(r)]2 − eφ(r) + µBBz µB(Bx − iBy)
µB(Bx + iBy)

1
2m [−i~∇+ eA(r)]2 − eφ(r)− µBBz

)
.

Inými slovami, Pauliho rovnica (100) predstavuje systém dvoch zviazaných diferenciálnych rovníc pre
komponenty spinora.

Magnetický hamiltonián atómu
Skúmajme teraz atóm v homogénnom vonkaj²om magnetickom poli B, ktoré popí²eme vektorovým
potenciálom A = 1

2B×r. Potom Pauliho hamiltonián (101) pre i-ty elektrón Hi moºno zapísa´ v tvare

Hi =
p2
i

2m − eφ(ri) +H ′i, kde £len

H ′i =
e2

8m
(B× ri)

2 + µBB · (Li + 2Si)

popisuje interakciu i-teho elektrónu s magnetickým po©om a ~Li = ri × pi je jeho orbitálny moment
hybnosti. Interakciu H ′ medzi magnetickým po©om a atómom so Z elektrónmi preto moºno písa´ ako
sú£et hamiltoniánov H ′i:

H ′ =
e2

8m

Z∑
i=1

(B× ri)
2 + µBB · (L + 2S), (102)
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kde L =
∑

i Li a S =
∑

i Si sú operátory celkového orbitálneho momentu hybnosti a celkového spinu
elektrónov v atóme. Operátor magnetického momentu atómu teda pozostáva z troch príspevkov,

~µ = −∂H
∂B

= ~µdia + ~µorb + ~µspin,

~µdia = − e2

8m

Z∑
i=1

[
Br2

i − ri(B · ri)
]
, ~µorb = −µBL, ~µspin = −2µBS,

kde ~µdia je operátor pre diamagnetický moment a ~µorb, ~µspin sú operátory orbitálneho a spinového
magnetického momentu atómu.

Diamagnetizmus
Skúmajme najprv magnetické vlastnosti atómov s plne obsadenými orbitálmi. Dá sa ukáza´, ºe v
základnom stave |0〉 takýchto atómov sú celkový orbitálny aj celkový spinový moment hybnosti atómu
nulové,125 t.j. L|0〉 = S|0〉 = 0.

Ke¤ºe obvykle je rozdiel medzi energiami (nedegenerovaného) základného a prvého excitovaného
stavu atómu omnoho vä£²í neº teplota T , pri aplikácii rovnice (97) pre susceptibilitu moºno vo©nú
energiu atómu nahradi´ energiou základného stavu atómu. V aplikovanom poli B = (0, 0, B) tak
dostaneme126

〈0|H ′|0〉 =
e2B2

8m
〈0|
∑
i

(x2
i + y2

i )|0〉 =
2Z

3

e2B2

8m
〈r2〉,

kde 〈r2〉 = 1
Z

∑
i〈0|r2

i |0〉 je odchýlka elektrónu od jadra v základnom stave atómu, spriemerovaná cez
v²etky elektróny. Pri odvodení sme vyuºili, ºe z rota£nej symetrie atómu vyplýva

∑
i〈0|x2

i |0〉 = Z
3 〈r

2〉.
Ak budeme predpoklada´, ºe skúmaná látka pozostáva z atómov s plne obsadenými orbitálmi s

koncentráciou atómov n, pre magnetickú susceptibilitu dostaneme tzv. Langevinov vz´ah

αm = −Zne
2〈r2〉

6mε0c2
.

V²imnime si najprv, ºe αm < 0, £o znamená, ºe magnetizácia má opa£ný smer ako aplikované pole, v
súlade s Le Chatelierovým pravidlom. Takúto odozvu nazývame diamagnetickou. Ak polomer atómu
ozna£íme a, hustotu atómov odhadneme ako n ∼ a−3 a uváºime, ºe 〈r2〉 ∼ a2, dostaneme odhad
susceptibility

|αm| ∼
Ze2/(ε0a)

mc2
∼ 10 eV

106 eV
= 10−5 � 1,

teda diamagnetická odozva je obvykle slabá. Stojí tieº za zmienku, ºe diamagnetická susceptibilita
nezávisí od teploty.

Výsledok pre nezávislé atómy s plne obsadenými orbitálmi moºno zov²eobecni´ na prípad izolantov
s plne obsadeným valen£ným pásom. Preto napríklad kremík, ktorý má nezaplnenú atomárnu vrstvu
3s2 3p2 a ako atóm nesie magnetický moment (pozri nasledujúcu predná²ku), je v kry²talickej fáze
diamagnetický.

Cvi£enia
1. Ukáºte, ºe Pauliho matice sp¨¬ajú komuta£né vz´ahy [Si, Sj ] = iεijkSk pre operátory momentu hybnosti.

2. Ukáºte, ºe klasická £astica s nábojom q = −e, hmotnos´ou m a momentom hybnosti ~L = r × p nesie magnetický
moment ~µL = 1

2
r × j = −µBL. Predpokladajte ¤alej, ºe £astica sa pohybuje po rovinnej uzavretej dráhe s plochou S.

�asovým stredovaním výrazu ~µL = − e
2
r× dr

dt
cez jednu periódu d¨ºky T ukáºte, ºe platí ~µL = I ~S, kde I = −e/T je prúd

125Tento výsledok je intuitívne zrejmý. Naozaj, skúmajme povedzme atómovú ²upku s daným orbitálnym £íslom l. V
plne zaplnenej ²upke sú obsadené stavy so v²etkými moºnými priemetmi momentu hybnosti od m = −l aº po m = +l.
Sú£et z-zloºiek orbitálneho momentu hybnosti je preto 0. Podobne kaºdý orbitál je obsadený dvomi elektrónmi so spinmi
hore a dole, preto sú£et z-zloºiek spinového momentu hybnosti je tieº 0. Ak veríme v rota£nú invariantnos´ zaplnených
²upiek, potom v²etky priemety momentov hybnosti musia by´ nulové a teda samotné momenty hybnosti musia by´ nulové.
126Pri aplikovaní rovnice (97) potrebujeme vypo£íta´ korekciu k energii základného stavu |0〉 do druhého rádu pod©a
B. K tomu nám sta£í vypo£íta´ príspevok od prvého £lena v (102) do prvého rádu poruchovej teórie. Príspevok druhého
£lena je nulový kvôli L|0〉 = S|0〉 = 0.
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nesený nábojom a vektor ~S má smer kolmý na obeºnú dráhu £astice.

3. Skúmajme elektrón v magnetickom poli B = (0, 0, B) popísaný Pauliho rovnicou bez orbitálneho £lena. (Akej fyzikál-

nej situácii to zodpovedá?) V £ase t = 0 nech je elektrón pripravený vo vlastnom stave operátora Sx s vlastnou hodnotou

+1/2. (Ako moºno takýto stav pripravi´?) Vypo£ítajte £asový vývoj spinora ψ(t). Výsledok interpretujte. Návod: Spinor

ψ(t) rozloºte do bázových vektorov, ktoré sú vlastnými stavmi operátora Sz s vlastnými hodnotami ±1/2.

24 Paramagnetizmus∗

V tejto predná²ke preskúmame magnetické vlastnosti atómov s £iasto£ne obsadenými vnútornými ²up-
kami.127 Ke¤ºe atómy sú mnohoelektrónovými systémami, najprv popí²eme nové javy v sústavách
mnohých elektrónov.

Nerozlí²ite©nos´ elektrónov
V kvantovej mechanike povaºujeme £astice rovnakého druhu za nerozlí²ite©né. Tento predpoklad je
jednak v súlade s experimentálnymi pozorovaniami, na druhej strane ho moºno zdôvodni´ nasledovnou
úvahou. Skúmajme systém pozostávajúci povedzme z dvoch elektrónov. V po£iato£nom £ase zmerajme
polohu xi a z-zloºku spinu σi oboch elektrónov, ktoré sme o£íslovali i = 1, 2. Ke¤ºe v kvantovej
mechanike neexistuje pojem trajektórie £astíc, ak v neskor²om £ase zmeriame polohy y, y′ a z-zloºky
spinu τ , τ ′ elektrónov, potom vo v²eobecnosti nevieme poveda´, £i súradnice y, τ popisujú elektrón
£íslo 1 alebo 2. To v²ak znamená, ºe vlnová funkcia dvojelektrónového systému Ψ(x1, σ1;x2, σ2) musí
po zámene súradníc prvého a druhého elektrónu, x1, σ1 ↔ x2, σ2 popisova´ ten istý stav, t.j. vlnové
funkcie s vymenenými súradnicami sa môºu lí²i´ nanajvý² o fázový faktor:

Ψ(x1, σ1;x2, σ2) = eiαΨ(x2, σ2;x1, σ1).

Ak teraz pouºijeme argument o zámene súradníc pre vlnovú funkciu Ψ(x2, σ2;x1, σ1), dostaneme

Ψ(x2, σ2;x1, σ1) = eiαΨ(x1, σ1;x2, σ2) = e2iαΨ(x2, σ2;x1, σ1).

V druhej rovnosti sme pouºili argument o zámene súradníc pre vlnovú funkciu Ψ(x1, σ1;x2, σ2). Ak
v²ak porovnáme za£iatok a koniec, vidíme, ºe musí by´ splnená podmienka e2iα = 1. Táto rovnica má
dve rie²enia: eiα = +1 alebo eiα = −1.

Alternatíva s eiα = −1 sa v prírode realizuje pre £astice s polo£íselným spinom, S = 1
2 ,

3
2 , . . ., tzv.

fermióny. Typickými príkladmi fermiónov sú elektróny a kvarky, ako aj viazané stavy nepárneho po£tu
fermiónov, napríklad protóny a neutróny pozostávajúce z trojíc kvarkov. Izotop hélia 3He, pozostávajúci
z dvoch protónov, dvoch elektrónov a jedného neutrónu je tieº fermión.

Alternatíva s eiα = +1 sa v prírode realizuje pre £astice s celo£íselným spinom, S = 0, 1, 2, . . ., tzv.
bozóny. Typickými príkladmi bozónov sú fotóny a iné £astice prená²ajúce interakcie. V tuhých látkach
sú bozónmi napríklad fonóny. Okrem toho viazané stavy párneho po£tu fermiónov sú tieº bozónmi,
napríklad izotop hélia 4He, pozostávajúci z dvoch protónov, dvoch elektrónov a dvoch neutrónov.

Dvojelektrónový systém
Skúmajme dvojelektrónový systém, v ktorom jeden elektrón obsadzuje orbitál ϕ(x) a druhý elektrón
obsadzuje orbitál χ(x), pri£om tieto orbitály sú navzájom ortogonálne. Preskúmajme 4 dvojelektrónové
stavy, v ktorých sú obsadené nasledovné orbitály: ϕ ↑ χ ↑, ϕ ↑ χ ↓, ϕ ↓ χ ↑ a ϕ ↓ χ ↓. Budeme
predpoklada´, ºe elektróny interagujú coulombovskými interakciami a ukáºeme netriviálny výsledok,
ºe energia systému závisí od spinového stavu systému.

Prvým krokom bude zostroji´ vlnové funkcie, ktoré menia znamienko pri zámene súradníc elektró-
nov.128 Za£nime s prípadom, kedy sú obsadené orbitály ϕ ↑ χ ↑. Vtedy antisymetrická vlnová funkcia
127Ná² výklad moºno aplikova´ aj na magnetické vlastnosti paramagnetických izolantov. Stojí za to pripomenú´, ºe z

h©adiska ²tandardnej pásovej teórie nemôºu ºiadne magnetické izolanty existova´. Naozaj, ak je daný materiál izolantom,
potom musia by´ jeho pásy plne zaplnené, ale v takom prípade tieto pásy nemôºu nies´ nenulový magnetický moment.
V magnetických izolantoch teda ²tandardná pásová teória zlyháva. Dôvody tohto zlyhania vysvetlíme v predná²ke II.7.
128Hovoríme o antisymetrických vlnových funkciách. Dvojelektrónové vlnové funkcie budeme ozna£ova´

Ψij(x1, σ1;x2, σ2), pri£om význam indexov i, j ozrejmíme neskôr.
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má tvar

Ψ11(x1, σ1;x2, σ2) =
1√
2

[ϕ(x1)χ(x2)− ϕ(x2)χ(x1)]

(
1
0

)
1

(
1
0

)
2

.

Spinová £as´ vlnovej funkcie je symetrická pri zámene 1 ↔ 2, kým orbitálna £as´ vlnovej funkcie je
antisymetrická. V²imnime si, ºe vlnová funkcia Ψ11 by bola identicky nulová, keby orbitály ϕ a χ boli
totoºné. Ukázali sme teda, ºe z antisymetrie vlnovej funkcie vyplýva Pauliho vylu£ovací princíp:
dva elektróny nemôºu obsadzova´ ten istý stav.

V prípade obsadených orbitálov ϕ ↓ χ ↓ moºno antisymetrickú vlnovú funkciu skon²truova´ analo-
gicky:

Ψ1−1(x1, σ1;x2, σ2) =
1√
2

[ϕ(x1)χ(x2)− ϕ(x2)χ(x1)]

(
0
1

)
1

(
0
1

)
2

.

Napokon máme uváºi´ kon�gurácie, kedy jeden elektrón má spin nahor a druhý spin nadol. �ahko
sa presved£íme, ºe nasledovné kombinácie sú antisymetrické pri zámene 1↔ 2:

Ψ10(x1, σ1;x2, σ2) =
1√
2

[ϕ(x1)χ(x2)− ϕ(x2)χ(x1)]
1√
2

[(
1
0

)
1

(
0
1

)
2

+

(
1
0

)
2

(
0
1

)
1

]
,

Ψ00(x1, σ1;x2, σ2) =
1√
2

[ϕ(x1)χ(x2) + ϕ(x2)χ(x1)]
1√
2

[(
1
0

)
1

(
0
1

)
2

−
(

1
0

)
2

(
0
1

)
1

]
.

Teraz de�nujme operátor celkového spinu sústavy S = S1 + S2 ako sú£et operátorov spinov jed-
notlivých elektrónov S1 a S2. �ahko sa presved£íme, ºe v²etky ²tyri dvojelektrónové vlnové funkcie sú
vlastnými stavmi operátora z-tovej zloºky celkového spinu Sz s nasledovnými vlastnými hodnotami:

SzΨ11 = Ψ11; SzΨ10 = 0; SzΨ1−1 = −Ψ1−1; SzΨ00 = 0.

Teda druhý index v zápise vlnovej funkcie Ψij je zvolený ako vlastné £íslo operátora Sz. V cvi£ení 1
okrem toho ukáºeme, ºe stavy Ψ00 a Ψ1i sú zárove¬ vlastnými stavmi operátora ve©kosti celkového
spinu S2 = (Sx)2 + (Sy)2 + (Sz)2:

S2Ψ00 = 0; S2Ψ1i = 2Ψ1i. (103)

Ke¤ºe v kvantovej mechanike sa vlastné £ísla operátora ve©kosti celkového spinu parametrizujú vz´a-
hom

S2Ψ = S(S + 1)Ψ,

v ktorom S sa nazýva celkovým spinom, vyplýva odtia©to, ºe celkový spin stavu Ψ00 je S = 0, kým
celkový spin troch stavov Ψ1i je S = 1. Teda prvý index v zápise vlnovej funkcie Ψij je zvolený ako
vlastné £íslo operátora ve©kosti celkového spinu. Vlnovú funkciu Ψ00 nazývame singletnou, kým vlnové
funkcie Ψij nazývame tripletnými. V²imnime si, ºe v singletnom prípade je orbitálna vlnová funkcia
symetrická a spinová vlnová funkcia antisymetrická. V tripletnom prípade je naopak orbitálna vlnová
funkcia antisymetrická a spinová vlnová funkcia symetrická.

Výmenná interakcia
Teraz ukáºeme paradoxný výsledok, ºe napriek tomu, ºe vo v²etkých dvojelektrónových stavoch Ψij

obsadzujú elektróny tie isté orbitály ϕ(x) a χ(x), energie Eij coulombovského odpudzovania elektrónov
v stavoch Ψij sú rôzne. Pre energie Eij totiº platí

Eij =

∫
d3x1

∫
d3x2

∑
σ1

∑
σ2

Ψ∗ij(x1, σ1;x2, σ2)
e2

4πε0|x1 − x2|
Ψij(x1, σ1;x2, σ2).

Ke¤ºe spinové £asti vlnových funkcií Ψij sú normované na jednotku, sumáciu cez spinové indexy moºno
triviálne vykona´. Tak dostaneme nasledovný výraz pre energiu singletného a tripletných stavov:

E± =

∫
d3x1

∫
d3x2

1√
2

[ϕ∗(x1)χ∗(x2)± ϕ∗(x2)χ∗(x1)]
e2

4πε0|x1 − x2|
1√
2

[ϕ(x1)χ(x2)± ϕ(x2)χ(x1)] ,
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kde znamienko plus platí pre singletný stav a znamienko mínus pre tripletný stav. S vyuºitím symetrie
1↔ 2 coulombovskej interakcie dostávame výsledok E± = V ±A, kde

V =

∫
d3x1

∫
d3x2 |ϕ(x1)|2 e2

4πε0|x1 − x2|
|χ(x2)|2 ,

A =

∫
d3x1

∫
d3x2ϕ

∗(x1)χ(x1)
e2

4πε0|x1 − x2|
χ∗(x2)ϕ(x2).

�ahko vidno, ºe V aj A sú reálne £ísla, pri£om naviac V > 0 a A > 0.129 Integrál V popisuje coulom-
bovské odpudzovanie elektrónov, ktoré je prítomné aj medzi klasickými rozloºeniami náboja. Na druhej
strane, tzv. výmenný integrál A je podmienený kvantovomechanickou nerozlí²ite©nos´ou elektrónov
a nemá klasický analóg. V²imnime si, ºe v¤aka nerovnosti A > 0 je energia singletného stavu vy²²ia neº
energia tripletného stavu. Takýto výsledok sme mohli o£akáva´ na základe nasledovnej úvahy: tripletná
orbitálna vlnová funkcia je antisymetrická, t.j. elektróny sa v tripletnom stave nemôºu navzájom pri-
blíºi´ príli² blízko a absolútna hodnota vlnovej funkcie je malá pre x1 blízke k x2, kedy coulombovská
interakcia medzi elektrónmi je maximálna. Táto skuto£nos´ zniºuje energiu tripletného stavu oproti
singletnému stavu.

Ukázali sme teda, ºe coulombovská energia páru spinov závisí od hodnoty celkového spinu S
páru. Ak vyuºijeme vz´ahy (103), hamiltonián coulombovskej interakcie pre dva elektróny v daných
orbitálnych stavoch ϕ a χ môºeme nahradi´ efektívnym hamiltoniánom Heff = V + A − AS2.130

Ak si ¤alej uvedomíme, ºe operátor celkového spinu je sú£tom operátorov spinov oboch elektrónov,
S2 = (S1 + S2)2 = S2

1 + S2
2 + 2S1 · S2, a ak naviac uváºime, ºe pre spin 1

2 je S2
1 = S2

2 = 1
2(1

2 + 1) = 3
4 ,

efektívny hamiltonián môºeme zapísa´ v tvare

Heff = E0 − 2AS1 · S2, (104)

kde E0 = V − 1
2A. Spinový hamiltonián (104) explicitne ukazuje, ºe energia dvojice elektrónov v

orbitáloch ϕ a χ závisí od spinového stavu.

Hundove pravidlá
Teraz skúmajme základný stav atómov s £iasto£ne zaplnenými orbitálmi.131 Najprv sa zaoberajme
atómom v nulovom aplikovanom magnetickom poli. Ak je orbitál s kvantovým £íslom l obsadený n

elektrónmi, potom jednotlivé mikrostavy moºno obsadi´ C2(2l+1)
n =

(
2(2l + 1)

n

)
rôznymi spôsobmi.

Ak by elektróny interagovali iba s jadrom, potom by základný stav atómu musel by´ C2(2l+1)
n krát

degenerovaný. Napríklad pre n = 3 elektróny v atomárnej hladine d (t.j. l = 2) máme C10
3 = 120.

Coulombovské odpudzovanie elektrónov v²ak vedie k £iasto£nému roz²tiepeniu týchto hladín a teda
kniº²ej degenerácii základného stavu. Hund sformuloval nasledovné (empirické) pravidlá pre základný
stav atómu s £iasto£ne zaplnenými orbitálmi:

1. základný stav má maximálny moºný celkový spin S

2. pri danom S sa energia minimalizuje pre maximálny celkový orbitálny moment hybnosti L

3. celkový moment hybnosti J príslu²ný k operátoru J = L + S je �xovaný spinovo-orbitálnou
väzbou takto: J = |L− S| pre n ≤ 2l + 1, kým J = L+ S pre n ≥ 2l + 1.

129Naozaj, ak zavedieme funkcie f(x) = χ∗(x)ϕ(x) a V (x) = e2

4πε0|x|
, potom A môºeme zapísa´ v tvare konvolúcie

A =

∫
d3x1

∫
d3x2f

∗(x1)V (x1 − x2)f(x2).

Ak ¤alej zavedieme Fourierov obraz f(x) =
∫

d3q
(2π)3

fqe
iq·x, potom ©ahko nahliadneme, ºe platí A =

∫
d3q

(2π)3
|fq|2Vq, kde

Vq =
∫
d3xV (x)e−iq·x. Av²ak Vq = e2

ε0q2
, pozri III.7. Preto A > 0.

130Máme tu na mysli, ºe pre maticové elementy medzi dvojelektrónovými vlnovými funkciami platia rovnosti
〈Ψij |Heff |Ψkl〉 = 〈Ψij |HCoulomb|Ψkl〉. Pre diagonálne elementy je táto rovnos´ zaru£ená kon²trukciou a nediagonálne
elementy sú v oboch prípadoch nulové.
131Máme na mysli nezaplnenos´ iných ako valen£ných orbitálov. Typickým príkladom magnetického atómu je ºelezo s

kon�guráciou 3d6 4s2. Teda nezaplnený je 3d orbitál, ktorý nemusí vytvára´ väzobné orbitály.
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Prvé Hundovo pravidlo moºno chápa´ ako tvrdenie, ºe výmenný integrál A medzi atomárnymi vlno-
vými funkciami je kladný. Druhé Hundovo pravidlo moºno tieº zdôvodni´ minimalizáciou coulombov-
skej odpudivej energie. Tretie Hundovo pravidlo má pôvod v malých, ale kone£ných relativistických
korekciách, ktoré zväzujú orbitálny a spinový pohyb elektrónov. Toto pravidlo hovorí, akým spôso-
bom sa skladá spinový moment hybnosti S (ktorý je optimalizovaný prvým pravidlom) s orbitálnym
momentom hybnosti L (ktorý je optimalizovaný druhým pravidlom).

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
S 1/2 1 3/2 2 5/2 2 3/2 1 1/2
L 2 3 3 2 0 2 3 3 2
J 3/2 2 3/2 0 5/2 4 9/2 4 5/2

Tabu©ka 14: Hundove pravidlá pre hodnoty S,L, J v základnom stave atómu s n elektrónmi v orbitáli l = 2.

Pod©a Hundových pravidiel je teda základný stav atómu v nulovom magnetickom poli 2J + 1 krát
degenerovaný a jednotlivé vlnové funkcie |Jm〉 moºno rozlí²i´ napríklad vlastnou hodnotou m zloºky
celkového momentu hybnosti Jz:

Jz|Jm〉 = m|Jm〉; m = −J,−J + 1, . . . , J − 1, J.

Tabu©ka 14 ukazuje, ºe v spomínanom príklade s tromi elektrónmi v atomárnej hladine d má základný
stav celkový moment hybnosti J = 3

2 a preto degenerácia základného stavu je iba 2J + 1 = 4 namiesto
naivnej degenerácie C10

3 = 120.

Paramagnetizmus
Teraz preskúmame, ako sa zmenia energie 2J + 1 degenerovaných základných stavov |Jm〉 po vlo-
ºení atómu s £iasto£ne zaplnenými orbitálmi do magnetického po©a, t.j. v prítomnosti poruchy (102).
Pod©a poruchovej teórie v degenerovanom prípade tieto energie dostaneme (do 1. rádu v magnetickom
poli) diagonalizáciou poruchovej matice 〈Jm′|µBB(Lz + 2Sz)|Jm〉, kde sme smer osi z stotoºnili so
smerom magnetického po©a. Dá sa ukáza´, ºe poruchová matica je diagonálna a pre jej elementy platí
〈Jm′|µBB(Lz + 2Sz)|Jm〉 = gµBBδm′m, kde

g =
3J(J + 1)− L(L+ 1) + S(S + 1)

2J(J + 1)

je tzv. Landého g-faktor.132 To znamená, ºe aplikovaním magnetického po©a sa degenerácia základného
stavu úplne sníme a energia stavu |Jm〉 nadobudne (do 1. rádu v magnetickom poli) hodnotu mgµBB.

Striktne vzaté, na výpo£et magnetickej susceptibility potrebujeme pozna´ vo©nú energiu, a teda aj
energie stavov |Jm〉, do 2. rádu v magnetickom poli. Existujú dva príspevky k energii stavu |Jm〉, ktoré
sú 2. rádu v magnetickom poli. Prvý z nich (Langevinov) dostaneme aplikovaním 1. rádu poruchovej
teórie na prvý £len v hamiltoniáne (102). Druhý (van Vleckov) zas dostaneme aplikovaním 2. rádu
poruchovej teórie na druhý £len v (102). Explicitný výpo£et týchto príspevkov je v²ak komplikovaný,
ke¤ºe musíme pouºi´ poruchovú teóriu v degenerovanom prípade.

Po zanedbaní Langevinovho a van Vleckovho príspevku je vo©ná energia atómu v magnetickom poli

132Pomocou teórie grúp sa dá ukáza´, ºe maticové elementy operátora L + 2S medzi rôznymi stavmi |Jm〉, |Jm′〉 sú
úmerné maticovým elementom operátora J, teda ºe platí 〈Jm′|(L + 2S)|Jm〉 = g〈Jm′|J|Jm〉. Ak sa v tejto vektorovej
rovnosti obmedzíme na zloºku z a ak uváºime, ºe stavy |Jm〉 sú vlastnými stavmi operátora Jz, dostaneme odtia©to
výsledok z hlavného textu, ºe poruchová matica má diagonálny tvar.
Landého g-faktor moºno nájs´ nasledovne. Pokia© sa obmedzíme iba na podpriestor nízkoenergetických stavov |Jm〉,

môºeme priamo písa´ operátorovú identitu L + 2S = gJ namiesto rovnosti maticových elementov. Násobením tejto
identity identitou L+S = J dostaneme pomocný vz´ah pre Landého faktor L2 +S2 + 3L ·S = gJ2. Výraz L ·S na ©avej
strane teraz nahradíme pomocou vz´ahu L ·S = 1

2
(J2−L2−S2), ktorý dostaneme z druhej mocniny identity L+S = J.

V podpriestore nízkoenergetických stavov |Jm〉 v²ak môºeme operátory J2, L2 a S2 nahradi´ ich vlastnými hodnotami
J(J + 1), L(L+ 1) a S(S + 1) - nezabúdajme, ºe stavy |Jm〉 vznikli zo stavov s pevnými ve©kos´ami L a S. Dosadením
týchto výsledkov do pomocného vz´ahu pre Landého faktor dostaneme výsledok z hlavného textu.
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Obr. 58: V©avo: roz²tiepenie 2J+1 krát degenerovanej základnej hladiny v magnetickom poli. Vpravo: teplotná závislos´
Curieho magnetickej susceptibility.

(do druhého rádu v B) daná vz´ahom

F (T,B) = −T ln
J∑

m=−J
e−gµBBm/T ≈ −T ln

[
(2J + 1) +

g2µ2
BB

2

T 2

J∑
m>0

m2

]
,

kde v druhej rovnici sme pouºili rozvoj pod©a mocnín B funkcie e−gµBBm/T . Ak vyuºijeme vz´ah∑J
m>0m

2 = 1
6J(J + 1)(2J + 1), potom (stále s presnos´ou do rádu B2) dostaneme

F (T,B) ≈ −T ln(2J + 1)−
g2µ2

BB
2J(J + 1)

6T
.

Preto tzv. Curieho magnetická susceptibilita systému atómov s nenulovým magnetickým momen-
tom a s koncentráciou n je

αm = µ0n
µ2
Bp

2

3T
,

kde p = g
√
J(J + 1) je ve©kos´ magnetického momentu atómu v jednotkách µB. V²imnime si:

1. αm > 0, teda magnetizácia má smer aplikovaného po©a. Tento výsledok sme dostali preto, lebo
magnetické pole iba natá£a uº existujúce, ale tepelným pohybom rozusporiadané magnetky.

2. susceptibilita rastie pri zniºovaní teploty ako 1
T . Z merania teplotnej závislosti moºno ur£i´ ve©kos´

magnetiek p. Experiment ukazuje nasledovné výsledky:
A) pre lantanoidy (Ce, Pr, Nd, ...) je p v zhode s teoretickou predpove¤ou p = g

√
J(J + 1)

B) pre prvky skupiny ºeleza (Fe, Co, Ni) experiment dáva hodnoty p = 2
√
S(S + 1), ktoré by sme

o£akávali pre L = 0. Teda po vloºení Fe, Co alebo Ni do kry²tálu druhé a tretie Hundovo pravidlo
neplatia. V tejto súvislosti sa hovorí aj o zam¯zaní orbitálneho momentu v kry²táli.

3. rádový odhad: ozna£me polomer atómu ako a; hustotou atómov odhadnime ako n ∼ a−3 a teplota
nech je T ∼ 10−2 eV. Potom

αm ∼
e2~2

ε0m2c2Ta3
∼ (e2/ε0a)× (~2/ma2)

mc2 × T
∼ 10 eV × 10 eV

106 eV × 10−2 eV
= 10−2,

£iºe paramagnetická susceptibilita je typicky rádovo vä£²ia neº diamagnetická.

4. divergencia susceptibility pre T → 0 nazna£uje, ºe pri nízkych teplotách sú magnetky ve©mi citlivé
na polia, v ktorých sa nachádzajú. Treba preto o£akáva´, ºe paramagnety sa pri nízkych teplotách
budú spontánne usporiadava´.

Cvi£enia
1. Dokáºte vz´ahy (103).

2. Skon²truujte tabu©ku Hundových hodnôt S, L a J pre l = 3.
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3. Chladenie adiabatickou demagnetizáciou paramagnetických solí. Skúmajme materiál pozostávajúci z izolovaných mag-
netiek so spinom S = 1

2
a orbitálnym momentom hybnosti L = 0. Nech koncentrácia magnetiek je n. Vypo£ítajte vo©nú

energiu F (T,B) a entropiu S(T,B) magnetiek. Ukáºte, ºe entropia je iba funkciou kombinácie µBB
T

. Nakreslite graf
entropie ako funkcie teploty pri �xovanom poli B.133

4. Merné teplo skiel. Uvaºujme o sústave nezávislých dvojhladinových systémov s energiami ±∆.
(a) Vypo£ítajte príspevok jedného dvojhladinového systému k mernému teplu sústavy.
(b) Predpokladajte, ºe veli£iny ∆ sú náhodné, ale rovnomerne rozloºené v intervale 〈0,∆0〉. Vypo£ítajte závislos´ mer-
ného tepla sústavy od teploty pre T � ∆0. Poznámka: takto sa modeluje merné teplo skiel.

5.∗ Pri skúmaní chemickej väzby v molekule H2 sme zaviedli väzobné a antiväzobné orbitály.

(a) Vypo£ítajte energiu stavu, v ktorom je väzobný orbitál obsadený elektrónmi s obomi projekciami spinu. Aký je

celkový elektrónový spin molekuly v tomto stave?

(b) Vypo£ítajte energiu tripletného stavu, v ktorom sú väzobný a antiväzobný orbitál obsadené po jednom elektróne.

(c) Výsledky úloh (a,b) porovnajte a nájdite kritérium stability stavu typu (a).

25 Feromagnetizmus

V tejto predná²ke skon²truujeme najjednoduch²iu teóriu popisujúcu feromagnetizmus izolantov. Uká-
ºeme tieº, ºe v magnetoch existuje analóg ku kmitom mrieºky: tzv. spinové vlny.

Heisenbergov model
Pre jednoduchos´ budeme skúma´ systém magnetiek lokalizovaných v bodoch i Bravaisovej mrieºky.
Magnetky budeme reprezentova´ spinmi Si o ve©kosti 1

2 . Pre kaºdú dvojicu susedných spinov budeme
predpoklada´, ºe ich coulombovská energia závisí od ich spinového stavu pod©a (104), kde namiesto
výmenného integrálu A zavedieme Heisenbergovu výmennú interakciu J = 2A > 0. Teda kaºdý spin
interaguje s z okolitými spinmi134 a hamiltonián systému je

H = −J
∑
〈i,j〉

Si · Sj , (105)

kde 〈i, j〉 ozna£uje dvojice najbliº²ích susedov na mrieºke (pri£om kaºdý pár je zapo£ítaný iba raz).
Heisenbergovým modelom sa v literatúre nazývajú aj rôzne modi�kácie modelu (105), napríklad
modely s inou ve©kos´ou spinu, inou mrieºkou, rôznymi znamienkami J , at¤.

Stojí za zmienku, ºe ke¤ºe Heisenbergova výmenná interakcia J pochádza zo silných coulombov-
ských interakcií, jej ve©kos´ je obvykle rádovo vä£²ia neº magnetostatická dipól-dipólová interakcia
medzi spinmi.135

133Chladenie adiabatickou demagnetizáciou moºno realizova´ nasledovnými dvomi krokmi:
a) izotermicky zapnime pole B1 pri po£iato£nej teplote T1

b) adiabaticky zniºujme pole na hodnotu B2 � B1; ke¤ºe entropia sa pri adiabatickom demagnetizovaní nemení, bude
kone£ná teplota T2 = T1B2/B1 � T1.
Poznámky k pouºite©nosti metódy:
i) entropia systému má by´ dominovaná entropiou spinov; preto treba obvykle voli´ T1 ∼ 1 K;
ii) magnetické pole B2 nemôºe by´ úplne nulové kvôli spin-spinovým interakciám; moºno dosiahnu´ T2 ∼ 10−3 K;
iii) ak namiesto elektrónových spinov pouºijeme jadrové spiny, hovoríme o jadrovej demagnetizácii; takto moºno dosiahnu´
podstatne men²ie polia B2; pri vo©be T1 ∼ 10−2 K a B1 ∼ 5 T moºno docieli´ T2 ∼ 10−6 K.
134z sa nazýva koordina£né £íslo mrieºky. Napríklad pre jednoduchú kubickú mrieºku z = 6 a pre fcc mrieºku z = 12.
135Dipól-dipólová interakcia medzi dvomi magnetkami ~µ1 a ~µ2 vo vzdialenosti r je

H =
µ0

4πr3
[~µ1 · ~µ2 − 3(n · ~µ1)(n · ~µ2)]

kde n je jednotkový vektor v smere spojnice magnetiek. Pre magnetky ve©kosti Bohrovho magnetónu vo vzdialenosti
Bohrovho polomeru dostaneme typickú interak£nú energiu 10−4 eV, £o je omnoho menej, ako pozorované teploty prechodu
do magnetického stavu. Napríklad v La2CuO4 sa spiny iónov Cu2+ usporiadajú do tzv. antiferomagnetického stavu pri
teplote Tc ≈ 320 K. Tento materiál je izolant, ktorého dopovaním vzniká vysokoteplotná supravodivos´. Heisenbergova
výmenná interakcia v La2CuO4 je J ≈ −0.13 eV.
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Fázový prechod feromagnet-paramagnet
V tomto odstavci preskúmame fázový diagram Heisenbergovho modelu. V limite vysokých teplôt T � J
o£akávame, ºe vo©ná energia systému spinov F = E−TS je minimalizovaná stavom s maximálnou en-
tropiou, t.j. paramagnetickým stavom s náhodne orientovanými spinmi. V tomto stave je preto stredná
hodnota spinu i rovná nule, 〈Si〉 = 0. V limite T = 0 je naopak jasné, ºe základným stavom magnetu je
sada identicky orientovaných spinov Si = m, kde m je ©ubovo©ný, ale pevne daný vektor d¨ºky 1

2 . Teda
v limite T = 0 máme 〈Si〉 = m 6= 0. Skúmajme teraz teplotnú závislos´ strednej hodnoty 〈Si〉 = m
(tzv. magnetizácie). Existujú dve prirodzené moºnosti:
(i) vektor m sa pri raste teploty postupne skracuje, ale pri kaºdej kone£ne ve©kej teplote je kone£ný.
V tejto alternatíve existuje pri zmene teploty iba jediná termodynamická fáza, a síce feromagnet.
(ii) vektor m je identicky nulový pre v²etky teploty vä£²ie neº tzv. kritická teplota Tc; teploty T > Tc
potom zodpovedajú paramagnetickej fáze a T < Tc feromagnetickej fáze.
Z experimentu vieme, ºe príroda sa správa pod©a (ii), teda existuje fázový prechod feromagnet-
paramagnet.

Priblíºenie stredného po©a
V nasledujúcom výklade vypracujeme najjednoduch²iu teóriu pre fázový prechod medzi paramagnetom
a feromagnetom. Budeme pritom predpoklada´, ºe kaºdý spin Si vykonáva iba malé �uktuácie Si−m
okolo strednej hodnoty m = 1

N
∑

i〈Si〉, kde N je po£et spinov mrieºke. Inými slovami, predpokladáme,
ºe Si = m + (Si −m), pri£om |Si −m| � |m|. Potom môºeme Heisenbergov model písa´ nasledovne:

H = −J
∑
〈i,j〉

[m + (Si −m)] · [m + (Sj −m)] ≈ −J
∑
〈i,j〉

[
m2 + (Si −m) ·m + m · (Sj −m)

]
.

Pribliºnú rovnos´ sme dostali roznásobením hranatých zátvoriek a zanedbaním druhých mocnín �uk-
tuácií. V priblíºení stredného po©a teda hamiltonián interagujúceho systému nahradíme výrazom
H ≈ J

∑
〈i,j〉

[
m2 −m · (Si + Sj)

]
, ktorý moºno prepísa´ ako sadu nezávislých spinov H =

∑
iHi

s hamiltoniánmi
Hi =

z

2
Jm2 − zJm · Si.

V²imnime si, ºe v Heisenbergovom modeli (105) má interakcia zvolenej magnetky i s jej susedmi
tvar −JSi ·

∑
j(i) Sj , kde symbol

∑
j(i) ozna£uje sumáciu cez najbliº²ích susedov spinu i. V priblíºení

stredného po©a sme teda sumu �uktuujúcich veli£ín
∑

j(i) Sj nahradili jej strednou hodnotou zm. Toto
priblíºenie by teda malo by´ dobré pre ve©ké koordina£né £ísla z.

Optimálnu ve©kos´ magnetizácie m ur£íme minimalizáciou vo©nej energie F . Ke¤ºe v priblíºení
stredného po©a sú jednotlivé spiny nezávislé a popísané identickými hamiltoniánmi, potom F = N f ,
kde f je vo©ná energia jedného spinu S = 1

2 s hamiltoniánom Hi. Tento spin sa môºe nachádza´ v dvoch
stavoch s energiami E± = zJm2

2 ± zJm
2 , teda ²tatistická suma pre jeden spin má tvar Z =

∑
± e
−E±/T .

Preto vo©ná energia jedného spinu je

f(m,T ) = −T lnZ =
1

2
zJm2 − T ln

[
2 cosh

zJm

2T

]
.

Minimalizáciou funkcie f(m,T ) pod©a m dostávame rovnicu pre teplotnú závislos´ magnetizácie:

m =
1

2
tanh

zmJ

2T
. (106)

Z gra�ckého rie²enia rovnice pre m vidno, ºe pre teploty T > Tc = zJ
4 existuje jediné rie²enie m = 0.

Toto rie²enie popisuje paramagnetickú fázu spinov. Pri teplotách T < Tc v²ak okrem rie²enia m = 0
existuje aj rie²enie s m 6= 0. V cvi£ení 1 ukáºeme, ºe termodynamicky stabilné je netriviálne rie²enie
m 6= 0, ktoré popisuje feromagnetickú fázu.

Spontánne naru²enie symetrie a parameter usporiadania
V²imnime si, ºe Heisenbergov model (105) má nasledovnú symetriu: pri oto£ení v²etkých spinov okolo
danej spolo£nej osi sa energia ©ubovo©nej kon�gurácie spinov nezmení, pretoºe energia kon�gurácie
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Obr. 59: V©avo: gra�cké rie²enie rovnice (106) pri teplotách T > Tc a T < Tc. Vpravo: teplotná závislos´ magnetizácie
m = m(T ) v priblíºení stredného po©a.

závisí len od uhlov medzi spinmi. Inými slovami, hamiltonián (105) je izotrópny v spinovom priestore.
V²imnime si ¤alej, ºe symetria parametrickej fázy je identická so symetriou hamiltoniánu. Na druhej
strane, feromagnetický stav s m 6= 0 má v spinovom priestore význa£ný smer (a síce smer, v ktorom
sú magnetky �zamrznuté�). Pri oto£ení okolo osi, ktorá nie je rovnobeºná s m, sa preto daný feromag-
netický stav transformuje na iný, rozdielny feromagnetický stav. Ide o príklad spontánneho naru²enia
symetrie, ktoré sme v prípade prechodu tekutina-kry²tál popísali v predná²ke 1.

Veli£ina m = 1
N
∑

i〈Si〉 je nulová vo vysokoteplotnej fáze a kone£ná v nízkoteplotnej fáze s na-
ru²enou symetriou. Takéto veli£iny nazývame parametrom usporiadania pre fázový prechod, lebo
ich hodnota umoº¬uje ur£i´, £i sa nachádzame v usporiadanej (nízkoteplotnej) alebo v neusporiadanej
(vysokoteplotnej) fáze.

Fázové prechody 2. druhu
Analýzou rovnice (106) sa dá ukáza´, ºe v teplotnom intervale medzi 0 a Tc je spontánna magnetizácia
m monotónne klesajúcou funkciou, ktorá pri raste teploty spojito klesá z hodnoty m = 1

2 pri T = 0 na
hodnotu m→ 0 pri T → Tc.

Fázový prechod paramagnet-feromagnet je fázovým prechodom 2. druhu. Naozaj, pod©a cvi£enia 1
má vo©ná energia f(m,T ) ako funkcia m pri teplotách T > Tc jediné lokálne minimum (t.j. jediný
metastabilný stav), ktorý je paramagnetický, t.j. m = 0. Pri týchto teplotách nie je feromagnetický
stav ani len lokálnym minimom. Naopak, pri teplotách T < Tc je paramagnetický stav s m = 0 lokál-
nym maximom, t.j. stáva sa nestabilným pri in�nitezimálnych �uktuáciách m. Vo©ná energia nadobúda
minimá pre sadu feromagnetických rie²ení s �xovanou ve©kos´ou magnetizácie m a s ©ubovo©nou, ale v
celej mrieºke rovnakou orientáciou. Teda bod fázového prechodu odde©uje oblasti stability feromagne-
tickej a paramagnetickej fázy a nemôºe dochádza´ k javom prehriatia a podchladenia ako pri fázových
prechodoch 1. druhu. �al²ou dôleºitou vlastnos´ou fázového prechodu 2. druhu je rovnos´ entropií vy-
sokoteplotnej a nízkoteplotnej fázy pri Tc a z nej vyplývajúca absencia skupenského tepla pri fázovom
prechode.

V ¤al²om výklade stru£ne popí²eme vlastnosti skuto£ných fázových prechodov 2. druhu, t.j. nez-
jednodu²íme si ºivot priblíºením stredného po©a. Výsledky iba vymenujeme bez akejko©vek snahy o
vysvetlenie. Za£nime s tým, ºe pojmy spontánneho naru²enia symetrie a parametra usporiadania ostá-
vajú nezmenené, podobne ako závery o neexistencii metastabilných fáz a absencii skupenského tepla,
ako aj o spojitosti parametra usporiadania ako funkcie teploty pri Tc.

Hlavným problémom priblíºenia stredného po©a je popis jemnej²ích detailov. Napríklad pod©a cvi-
£enia 2 teória stredného po©a predpovedá pre parameter usporiadania závislos´ m ∝ (Tc − T )β , kde
exponent β má hodnotu β = 1

2 bez oh©adu na rozmernos´ parametra usporiadania a po£et priestoro-
vých rozmerov systému.136 Experimentálne hodnoty exponentu β v²ak od spomínaných parametrov
závisia.

Hlavnou chybou priblíºenia stredného po©a je zanedbanie vplyvu priestorových �uktuácií. Moderný
poh©ad na fázový prechod 2. druhu medzi vysokoteplotnou a nízkoteplotnou fázou je nasledovný: Za-

136V ²tatistickej fyzike £asto ²tudujeme okrem trojrozmerných systémov napr. aj dvojrozmerné systémy, ktoré moºno
realizova´ napr. na povrchoch kry²tálov. Pod rozmernos´ou parametra rozumieme po£et jeho zloºiek. Napr. v nami
²tudovanom prípade je m trojrozmerným vektorom.
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£nime magnet skúma´ povedzme pri vysokých teplotách. Vtedy je J � T a interakcie medzi magnet-
kami moºno zanedba´. Preto kaºdá magnetka �uktuuje nezávisle od ostatných magnetiek. Pri zniºovaní
teploty vznikajú v nemagnetickej fáze ostrov£eky, vnútri ktorých sú spiny orientované rovnobeºne. Smer
zmagnetizovania v²ak �uktuuje od ostrov£eka k ostrov£eku, pri£om rozmer a doba ºivota takýchto os-
trov£ekov narastá s pribliºovaním k bodu prechodu. Presne v bode prechodu rozmer aj doba ºivota
ostrov£ekov diverguje a pri ¤al²om zniºovaní teploty sa symetrická nemagnetická fáza sa stáva lokálne
nestabilnou vo£i spontánnemu naru²eniu symetrie.

Preskúmajme teraz, £o sa deje pri pribliºovaní k bodu prechodu od nízkych teplôt. V tomto prí-
pade za£íname v dokonale zmagnetizovanom stave a zvy²ovanie teploty spôsobuje vznik ostrov£ekov
s �nesprávnou� orientáciou magnetizácie. Pri pribliºovaní k bodu prechodu rastú rozmery a doba ºi-
vota �uktuujúcich ostrov£ekov a podiel �správne� orientovaných ostrov£ekov klesá. V bode prechodu
sú �uktuácie orientácie úplne náhodné a usporiadanie (magnetizácia) zaniká.

Spinové vlny
Vo zvy²ku tejto predná²ky preskúmame excitácie, ktoré vznikajú pri deformovaní základného stavu
feromagnetu. Podobne ako v prípade kmitov mrieºky, za£nime s rie²ením klasického problému.

Nech okamºitá kon�gurácia spinov je {Si}. Potom interakciu spinu Si s jeho susedmi −JSi ·
∑

j(i) Sj
môºeme interpretova´ ako interakciu −~µi ·Bi elementárnej magnetky ~µi = −2µBSi s interným mag-
netickým po©om Bi = − J

2µB

∑
j(i) Sj . �asová zmena momentu hybnosti magnetky ~Si musí by´ rovná

momentu sily pôsobiacemu na magnetku, ~dSidt = ~µi × Bi. Po dosadení za interné pole dostaneme
nekone£ný systém rovníc pre £asový vývoj spinov:

~
dSi
dt

= JSi ×
∑
j(i)

Sj .

Tento systém rovníc je nelineárny. Pre malé kmity, t.j. ak Si = m+si, kdem = (0, 0, 1
2) je magnetizácia

základného stavu a |si| � 1 je výchylka od základného stavu, moºno systém pohybových rovníc pre si
linearizova´:

~
dsi
dt

= J(m + si)×
∑
j(i)

(m + sj) ≈ J

zsi −∑
j(i)

sj

×m.

Tento systém vektorových rovníc moºno písa´ v kartézskych súradniciach:

~
dsxi
dt

=
J

2

zsyi −∑
j(i)

syj

 ; ~
dsyi
dt

= −J
2

zsxi −∑
j(i)

sxj

 ; ~
dszi
dt

= 0.

Dostali sme systém rovníc, ktorý je podobný rovniciam pre klasické kmity kry²tálu. Preto rie²enie
opä´ h©adáme v tvare rovinných v¨n, si = seik·ri−iωt. Nekone£ný systém rovníc sa potom redukuje na
h©adanie rie²enia trojrozmerného problému pre amplitúdu s: i~ω Jγk 0

−Jγk i~ω 0
0 0 i~ω

 sx

sy

sz

 =

 0
0
0

 ,

kde sme zaviedli ozna£enie γk = 1
2

(
z −

∑
~τ e

ik·~τ), pri£om spojnice zvoleného spinu s jeho najbliº²ími
susedmi sme ozna£ili vektormi ~τ . Ak predpokladáme, ºe spiny leºia v bodoch jednoduchej kubickej
mrieºky s mrieºkovou kon²tantou a, potom γk = 3− cos kxa− cos kya− cos kza.

V²imnime si, ºe rie²enia sp¨¬ajú rovnicu sz = 0, t.j. odchýlka od rovnováºnej kon�gurácie mení iba
lokálny smer magnetizácie, ktorý precesuje okolo smeru magnetizácie v základnom stave. Netriviálne
rie²enia pre sx, sy sa nazývajú spinové vlny. Ich disperzný zákon dostaneme z podmienky nulovosti
determinantu:

~ωk = Jγk.

V dlhovlnnej limite sa disperzný zákon redukuje na tvar ~ωk = 1
2Ja

2k2, teda v limite k → 0 majú
spinové vlny nekone£ne malú energiu. Tento výsledok platí aj v presnej teórii a moºno ho zdôvodni´ na
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Obr. 60: Okamºitá kon�gurácia spinov pre spinovú vlnu s vlnovou d¨ºkou λ = 4a.

základe nasledovnej úvahy: Feromagnetizmus v Heisenbergovom modeli sa realizuje spontánnym na-
ru²ením spojitej symetrie. Preto o£akávame, ºe ak sa smer magnetizácie bude in�nitezimálne pomaly
meni´ v priestore, energia takto deformovaného stavu bude in�nitezimálne blízko k energii dokonalého
feromagnetu.

Kvantová teória spinových v¨n: magnóny

V kvantovomechanickej formulácii je Si operátorom. Hlavná komplikácia spo£íva v tom, ºe jednotlivé zloºky vektoro-

vého operátora Si navzájom nekomutujú. Moºno v²ak ukáza´, ºe malé odchýlky od základného stavu feromagnetu majú

charakter spinových v¨n a disperzný zákon je totoºný s klasickým výsledkom. Naviac vieme, ºe energia kmitov v móde

s daným k nie je spojito premenlivá, ale pribúda v násobkoch ~ωk. Kvantum spinových v¨n sa nazýva magnón. Magnón

sa správa ako reálna £astica s kvázihybnos´ou ~k, energiou ~ωk a spinom S = 1. Disperzný zákon magnónov moºno

mera´ analogicky ako pre fonóny pomocou rozptylu neutrónov, pretoºe neutróny majú nenulový spin, ktorý interaguje

so spinom magnónov.

Cvi£enia
1. Termodynamika Heisenbergovho modelu. Analyzujte vo©nú energiu Heisenbergovho modelu v rámci teórie stredného
po©a, t.j. funkciu f(m,T ), ako funkciu magnetizácie m v blízkosti kritickej teploty Tc. Ukáºte, ºe pre T < Tc je vo©ná
energia minimalizovaná magnetizáciou m 6= 0. Pre T > Tc ukáºte, ºe minimum sa realizuje pre m = 0. Nájdite priebeh
entropie v blízkosti Tc a ve©kos´ skoku merného tepla pri Tc.

2. Analýzou rovnice (106) ukáºte, ºe:
(a) v blízkosti Tc je magnetizácia m malá a ak vyuºijeme Taylorov rozvoj funkcie tanh, pre m dostaneme

m ≈ 1

2

[
zmJ

2T
− 1

3

(
zmJ

2T

)3
]

; m ≈ 1

2

√
3(Tc − T )

Tc

(b) pre T � Tc ukáºte, ºe teória stredného po©a predpovedá výsledok m ≈ 1
2
− e−

zJ
2T . Návod: Argument funkcie tanh je

v tomto prípade ve©ký.

3. Ukáºte, ºe rie²enie rovníc pre spinové vlny má tvar si(t) = s(cosϕi(t), sinϕi(t), 0), kde ϕi(t) = k · ri − ωt. Pomocou
tohto výsledku zdôvodnite obrázok 60. Na£rtnite analogické obrázky pre λ = 2a a λ� a.

4. Vypo£ítajte disperzný zákon pre spinové vlny okolo feromagnetického stavu pre spiny S = 1
2
na fcc mrieºke.

5.∗ Vypo£ítajte závislos´ magnetizácie m od teploty v limite nízkych teplôt pre feromagnetický Heisenbergov model

spinov S = 1
2
na jednoduchej kubickej mrieºke. Návod: Predpokladajte, ºe kaºdá spinová vlna zníºi celkový spin vzorky

o S = 1. Predpokladajte ¤alej, ºe po£et spinových v¨n v systéme pri teplote T je daný Boseho-Einsteinovým rozdelením

s chemickým potenciálom µ = 0. Vysvetlite, pre£o sme dostali iný výsledok ako v úlohe 2b a rozhodnite, ktorý z týchto

výsledkov je správny.

26 Supravodivos´

V tejto predná²ke podáme úvodnú informáciu o supravodivosti a na£rtneme najjednoduch²í popis mag-
netických vlastností supravodi£ov.
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Supravodivos´ ako nová termodynamická fáza
Vo vä£²ine kovov existuje pri nízkych teplotách nová termodynamická fáza, ktorú nazývame supravo-
divou. Teplota prechodu medzi normálnym kovom a nízkoteplotnou fázou sa nazýva kritická teplota
Tc. Jej typické hodnoty sú uvedené v tabu©ke 15.

Al Nb Nb3Ge MgB2 HgBa2Ca2Cu3O8

Tc (K) 1.1 9.5 23 39 135
2∆
Tc

3.5 3.7 4.2 4 5 aº 10
λ (nm) 50 44 90 120∗ 130∗

ξ (nm) 1600 38 3 6.5∗ 1.3∗

Tabu©ka 15: Kritická teplota Tc, podiel 2∆
Tc
, h¨bka vniku λ a rozmer Cooperovho páru ξ vybraných supravodi£ov. V

hexagonálnom materiáli MgB2 a v tetragonálnych vysokoteplotných supravodi£och vniká magnetické pole rovnobeºné s
kry²talogra�ckou osou c inak ako pole kolmé na os c. Hviezdi£kou sú ozna£ené dáta pre pole rovnobeºné s osou c. Podobne
vlnové funkcie Cooperových párov nemajú tvar gule, ale disku. Hviezdi£kou sú ozna£ené polomery (a nie hrúbky) disku.
Dáta pre vysokoteplotné supravodi£e sa týkajú tzv. optimálne dopovaných materiálov.

Rekordná teplota prechodu sa realizuje v tzv. vysokoteplotných supravodi£och, ktorých vlastnosti
sa v mnohom odli²ujú od nízkoteplotných supravodi£ov. Ná² výklad bude zameraný na nízkoteplotné
supravodi£e, ktorých správanie je v hrubých rysoch pochopené.

Obr. 61: V©avo: teplotná závislos´ (v limite nízkych teplôt) príspevku elektrónov cV k mernému teplu supravodi£a.
Bodkovaná £iara znázor¬uje dáta pre cV v normálnom stave. Takéto dáta moºno získa´ bu¤ extrapoláciou dát pre
T > Tc, alebo rozru²ením supravodivosti - napríklad silným magnetickým po©om. V strede: teplotná závislos´ entropie
S = S(T ) ur£ená integrovaním dát pre cV . Vpravo: teplotná závislos´ vo©nej energie F = F (T ) ur£ená integrovaním dát
pre entropiu.

V nulovom aplikovanom magnetickom poli je fázový prechod do supravodivého stavu druhého druhu,
t.j. nie je spojený s existenciou skupenského tepla premeny. To znamená, ºe pri Tc je entropia supra-
vodivej fázy S rovnaká ako entropia normálnej fázy SN . V bode prechodu sa v²ak lí²i merné teplo pri
kon²tantnom objeme cV oboch fáz.137 V normálnom kove je merné teplo cV lineárnou funkciou teploty.
V supravodi£i je merné teplo cV pri T � Tc omnoho men²ie. Integrovaním experimentálnych dát pre
cV (T ) moºno ur£i´ entropiu supravodivej fázy:138

S(T ) =

∫ T

0
dT ′

cV (T ′)

T ′
.

Porovnaním s entropiou SN vypo£ítanou analogickým postupom, ale z dát pre merné teplo extrapolo-
vaných z normálnej fázy, vidno, ºe S < SN , t.j. nová fáza je usporiadanej²ia ako normálny kov. Ke¤ºe
pri Tc sú vo©né energie oboch fáz rovnaké, ¤al²ou integráciou výrazu dF = −SdT moºno ur£i´ rozdiel

137V tomto odstavci pre jednoduchos´ zanedbávame malú teplotnú roz´aºnos´ kovov a experimentálne dáta pre merné
teplo, ktoré sú obvykle získavané pri kon²tantnom tlaku, interpretujeme ako dáta pri kon²tantnom objeme. Okrem toho
máme na mysli iba príspevok elektrónov k mernému teplu. Naviac predpokladáme, ºe ²tudovaný kov sa nachádza v
nulovom magnetickom poli.
138Pouºili sme vz´ah cV = T dS

dT
a tieº tretiu termodynamickú vetu, pod©a ktorej je entropia pri nulovej teplote S(0) = 0.
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vo©ných energií oboch fáz:

F (T )− FN (T ) =

∫ Tc

T
dT ′

[
S(T ′)− SN (T ′)

]
.

Takáto analýza experimentálnych dát ukazuje, ºe vo©ná energia v supravodivej fáze je niº²ia neº v
normálnej fáze a ich rozdiel pri nízkych teplotách prepo£ítaný na jeden elektrón je rádu T 2

c
εF
. Tento

výsledok interpretujeme tak, ºe v novej fáze nastala reorganizácia elektrónového spektra v blízkosti
Fermiho plochy, pri ktorej zlomok ∼ Tc

εF
zo v²etkých elektrónov zníºil svoju energiu zhruba o Tc.

Nekone£ná vodivos´
V oby£ajných kovoch je spád napätia V na drôte priamo úmerný prúdu I te£úcemu cez drôt, V = RI,
kde R je kone£ný odpor drôtu. So zniºovaním teploty odpor klesá a pri prechode do supravodivého
stavu, t.j. pri teplote Tc, sa odpor drôtu mení skokom z kone£nej hodnoty na nemerate©ne malú hodnotu.
Supravodivý stav je teda stavom s nulovým odporom.

Najpresnej²ie moºno odpor supravodi£a ur£i´ pomocou merania tzv. perzistentných prúdov. Skú-
majme masívny supravodivý prstenec, cez ktorý preteká magnetický tok Φe budený vonkaj²ími ciev-
kami. V £ase t = 0 vypnime Φe. Pod©a Faradaya sa v prstenci indukuje napätie U(t) = −dΦ

dt = Φeδ(t).
Ak odpor prstenca ozna£íme R a jeho induk£nos´ L, potom prúdy v prstenci budú sp¨¬a´ rovnicu

U(t) = RI + L
dI

dt
, (107)

ktorá má pre uvaºovaný delta-funk£ný napä´ový pulz rie²enie I(t) = I0e
−t/τ s £asovou kon²tantou

τ = L
R a po£iato£nou hodnotou prúdu I0 = Φe

L . Teda z merania £asovej závislosti prúdu moºno ur£i´
odpor supravodi£a. Ako v²ak moºno mera´ prúd v uzavretej slu£ke? Rovnicu (107) pre prúd v uzavretej
slu£ke moºno po uváºení Faradayovho zákona pre U(t) zapísa´ v tvare

d

dt
(Φe + LI) = −RI.

To znamená, ºe v materiáloch s R = 0 musí by´ celkový magnetický tok cez prstenec Φ = Φe + LI
kon²tantný. Experimenty ukazujú, ºe v masívnych prstencoch je pokles toku Φ nemerate©ne malý.

Obr. 62: V©avo: Supravodivý prúd te£ie po povrchu drôtu a odtie¬uje vnútro supravodi£a od magnetického po©a B.
Moºno na¬ teda nazera´ ako na rovnováºny Meissnerov prúd. Vpravo: rozloºenie prúdu v priereze drôtu.

Meissnerov jav
Supravodi£ sa v slabých externých magnetických poliach správa ako ideálny diamagnet, t.j. vnútri
masívneho supravodi£a je magnetické pole nulové. Inými slovami, po povrchu masívneho supravodi£a
vloºeného do externého magnetického po©a te£ú povrchové prúdy, ktoré odtienia externé pole tak, aby
vnútri supravodi£a bola splnená podmienka B = 0. Tieniace prúdy pritom te£ú vo vrstve s hrúbkou
λ, ktorú nazývame h¨bkou vniku magnetického po©a. Jej typické hodnoty sú uvedené v tabu©ke 15.

Meissnerov jav povaºujeme za základnú vlastnos´ supravodi£a. Napríklad transport náboja bez
energetických strát moºno chápa´ ako dôsledok (rovnováºneho!) Meissnerovho javu. Naozaj: obvykle
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nazeráme na drôt, ktorým preteká prúd I, ako na zdroj magnetického po©a. Ak sa v²ak na ten istý drôt
pozrieme ako na vloºený do magnetického po©a, potom transportný prúd I bude tiec´ kvôli Meissne-
rovmu javu: v¤aka tomu, ºe vo vrstve hrúbky λ te£ie prúd pozd¨º drôtu, je vnútro drôtu odtienené od
magnetického po©a (pozri obrázok 62).

Excita£né spektrum
V nesupravodivom plyne elektrónov moºno vytvori´ excitáciu s ©ubovo©ne nízkou excita£nou ener-
giou vytvorením £asticovo-dierového páru, v ktorom sa diera nachádza tesne pod Fermiho plochou a
£astica tesne nad ¬ou, ako vidno napríklad z nenulovej hodnoty σ′(ω) v limite nízkych frekvencií. V
supravodivom stave moºno napríklad optickými metódami ukáza´, ºe v excita£nom spektre existuje
zakázaný pás okolo chemického potenciálu so ²írkou 2∆. Tento výsledok interpretujeme ako dôsledok
vzniku viazaných stavov tých elektrónov, ktoré sa nachádzajú v blízkosti Fermiho plochy. Elektróny
pritom vytvárajú dvojelektrónové �molekuly� (tzv. Cooperove páry) s väzbovou energiou 2∆, pri£om
2∆ ∼ Tc, pozri tabu©ku 15.139 Vznik Cooperových párov pritom ovplyv¬uje iba rozloºenie tých elek-
trónov, ktorých energia sa nachádza v intervale ²írky ∼ Tc okolo Fermiho plochy, t.j. zlomku ∼ Tc

εF
zo

v²etkých elektrónov, v súlade s analýzou termodynamických veli£ín. Typické ve©kosti ξ Cooperových
párov sú uvedené v tabu©ke 15.

Pod©a kvantovej mechaniky môºe celkový spin Cooperovho páru (t.j. sústavy dvoch spinov S = 1
2)

nadobúda´ hodnoty S = 0 alebo S = 1, pozri napr. predná²ku 24. Experimenty ukazujú, ºe spinová
magnetická susceptibilita vä£²iny supravodi£ov pri teplotách men²ích neº Tc klesá a pri nulovej teplote
vymizne. Tento výsledok vysvet©ujeme tým, ºe celkový spin Cooperových párov je obvykle S = 0 a
Cooperove páry sú nemagnetické.140

Obr. 63: Teplotná závislos´ podielu nS/n elektrónov v kondenzáte. �asto pre ¬u zhruba platí Gorterova-Casimirova
empirická formula nS/n = 1− (T/Tc)

4.

Dvojkvapalinový model
Cooperove páry nesú celo£íselný spin. Ide teda o bozóny a na rozdiel od elektrónov s polo£íselným
spinom pre ne neplatí Pauliho vylu£ovací princíp. V nasledujúcom odstavci ukáºeme, ºe Meissnerov jav
moºno vysvetli´ predpokladom, ºe v supravodivom stave obsadí makroskopické mnoºstvo Cooperových
párov ten istý kvantovomechanický stav (tzv. kondenzát).

Dá sa o£akáva´, ºe pri nulovej teplote alebo pri nulových aplikovaných poliach sú v²etky elektróny
v blízkosti Fermiho plochy viazané v pároch, ale pri nenulovej teplote a/alebo nenulových aplikovaných
poliach bude £as´ párov rozbitá. Elektróny z rozbitých párov vytvárajú tzv. normálnu zloºku.

Kondenzát (supravodivá zloºka) a normálna zloºka teda tvoria dve �kvapaliny�, ktoré sú prítomné v
supravodi£i. Sú£et koncentrácie elektrónov v normálnej zloºke nN a koncentrácie elektrónov v konden-
záte nS je samozrejme kon²tantný a rovný koncentrácii v²etkých elektrónov n.141 S rastúcou teplotou
pritom koncentrácia elektrónov v kondenzáte klesá a pri kritickej teplote bude ich koncentrácia nulová,

139Jednou z k©ú£ových otázok teórie supravodivosti je otázka o pôvode síl, ktoré viaºu elektróny do Cooperových párov.
Tejto otázke sa tu nebudeme venova´ a budeme jednoducho predpoklada´, ºe Cooperove páry existujú.
140Prípad S = 1 sa realizuje iba v malom po£te supravodi£ov, napr. v UPt3 alebo v Sr2RuO4.
141Striktne vzaté, rovnos´ n = nS+nN neplatí pre koncentrácie v²etkých elektrónov, ale iba pre koncentrácie elektrónov

v blízkosti Fermiho plochy. Ale pretoºe transportné vlastnosti kovov sú ur£ované iba stavmi v blízkosti Fermiho plochy
(pozri predná²ku 18), pri ich popise ni£ nepokazíme, ak podiel nS/nN pre v²etky elektróny stotoºníme s jeho hodnotou
pre elektróny v blízkosti Fermiho plochy.
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pozri obrázok 63. Supravodivos´ teda moºno de�nova´ ako fázu s nenulovou koncentráciou elektrónov
v kondenzáte.

Makroskopická vlnová funkcia
Budeme predpoklada´, ºe kondenzát je popísaný (tzv. makroskopickou) vlnovou funkciou ψ(r) popi-
sujúcou pohyb ´aºiska Cooperovho páru r. Funkcia ψ(r) je pritom normovaná tak, aby |ψ(r)|2 bola
koncentrácia Cooperových párov v bode r. Vlnová funkcia ψ(r) hrá úlohu parametra usporiadania,
podobne ako napr. vektor magnetizácie m je parametrom usporiadania v prípade feromagnetu. Ke¤ºe
kaºdý Cooperov pár v kondenzáte obsadzuje ten istý kvantovomechanický stav úmerný ψ(r), o£aká-
vame, ºe ψ(r) sp¨¬a oby£ajnú Schrödingerovu rovnicu pre jednu £asticu

i~
∂ψ

∂t
=

1

2m∗∗
(−i~∇+ 2eA)2ψ + Uψ, (108)

kde m∗∗ = 2m∗ je hmotnos´ Cooperovho páru, −2e je jeho náboj a U je jeho potenciálna energia.142

Ak sa obmedzíme na skúmanie homogénneho supravodi£a s chemickým potenciálom pre elektróny µ,
potom pri vloºení Cooperovho páru sa energia supravodi£a zvä£²í o 2µ a preto v tomto prípade treba
voli´ U = 2µ.

Supravodivý prúd kondenzátu s vlnovou funkciou ψ(r). Rovnica komplexne zdruºená k rovnici (108)
má tvar

−i~∂ψ
∗

∂t
=

1

2m∗∗
(i~∇+ 2eA)2ψ∗ + Uψ∗.

Vynásobme teraz rovnicu (108) vlnovou funkciou ψ∗ a komplexne zdruºenú rovnicu vynásobme vlnovou
funkciou ψ. Rovnice od£ítajme a po úprave dostaneme

∂

∂t
|ψ|2 +∇ ·

[
− i~

4m∗
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) +

eA

m∗
|ψ|2

]
= 0.

Ke¤ºe nábojová hustota kondenzátu je daná vz´ahom % = −2e|ψ|2, túto rovnicu moºno chápa´ ako
rovnicu kontinuity pre náboj ∂%/∂t+∇ · j = 0 s prúdovou hustotou

j =
ie~
2m∗

(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗)− 2e2A

m∗
|ψ|2. (109)

Ak vlnovú funkciu parametrizujeme v tvare ψ(r) = |ψ(r)|eiθ(r), potom výraz pre prúdovú hustotu
moºno ekvivalentne zapísa´ ako

j = −2e2

m∗
|ψ|2

(
A +

~
2e
∇θ
)
. (110)

Teda supravodivý prúd te£ie ako odozva na vektorový potenciálA a/alebo gradient fázy makroskopickej
vlnovej funkcie.143

Okrajová podmienka pre makroskopickú vlnovú funkciu. Pre izolovaný supravodi£ je potrebné Sch-
rödingerovu rovnicu pre vlnovú funkciu rie²i´ s okrajovou podmienkou ºiadajúcou, aby normálová
zloºka supravodivého prúdu na povrchu vzorky bola nulová. Supravodivý prúd zapí²me v tvare

j = − e

2m∗
[ψ∗(−i~∇+ 2eA)ψ + ψ(i~∇+ 2eA)ψ∗] = − e

m∗
Re [ψ∗(−i~∇+ 2eA)ψ] .

Okrajovú podmienku n · j = 0, kde n je vektor normály k povrchu, preto moºno písa´ v tvare

n · (−i~∇+ 2eA)ψ =
i~
b
ψ, (111)

142V rovnici (108) sme predpokladali, ºe Cooperov pár v mieste r interaguje s vektorovým potenciálom A(r). Ale Co-
operov pár je nelokálny objekt s typickým rozmerom ξ. Preto rovnica (108) môºe popisova´ elektromagnetické vlastnosti
supravodi£ov iba ak hodnota A(r) je v celom objeme Cooperovho páru kon²tantná, t.j. ak λ > ξ. Pre λ < ξ musíme
elektromagnetické vlastnosti supravodi£ov popisova´ tzv. nelokálnou teóriou: silové pôsobenie na Cooperov pár v mieste
r závisí od vektorového potenciálu v objeme ∼ ξ3 okolo r.
143Ke¤ºe prúd je fyzikálne pozorovate©ná veli£ina, jeho ve©kos´ nemôºe závisie´ od výberu kalibrácie pre vektorový

potenciál. Preto kalibra£nú transformáciu elektromagnetického po©a A → A + ∇χ treba kompenzova´ kalibra£nou
transformáciou makroskopickej vlnovej funkcie pod©a predpisu θ → θ − 2e

~ χ.
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kde b je reálna kon²tanta s rozmerom d¨ºka. Hodnota b závisí od typu rozhrania a moºno ju ur£i´
pomocou mikroskopickej teórie. Dá sa ukáza´, ºe pre rozhranie supravodi£-izolant (napr. vákuum) je
b→∞ a pre rozhranie supravodi£-magnet je b→ 0. Napokon pre rozhranie supravodi£-normálny kov
nadobúda b kone£nú hodnotu.

Slabé polia. V slabých poliach môºeme v prvom priblíºení zanedba´ závislos´ |ψ|2 od magnetického
po©a a koncentráciu Cooperových párov môºeme bra´ ako priestorovo kon²tantnú a závisiacu len od
teploty. Za tohto predpokladu namiesto (110) dostaneme tzv. Londonovu rovnicu

j = − 1

µ0λ2

(
A +

~
2e
∇θ
)
, (112)

kde sme zaviedli ozna£enie 1
λ2 = 2µ0e2

m∗ |ψ|
2. Teraz ukáºeme, ºe Londonova rovnica vysvet©uje Meissnerov

jav a ºe λ je h¨bka vniku. Naozaj, rotácia Londonovej rovnice má tvar λ2∇× µ0j = −B a s uváºením
Maxwellovej rovnice v statickom prípade µ0j = ∇×B ju preto moºno písa´ v tvare λ2∇×(∇×B)+B =
0. Ak teraz pouºijeme vz´ah z vektorovej analýzy∇×(∇×B) = ∇(∇·B)−∇2B a uváºime, ºe∇·B = 0,
dostaneme rovnicu

∇2B =
1

λ2
B.

Táto rovnica popisuje Meissnerov jav s h¨bkou vniku λ: napríklad do polonekone£ného supravodi£a v
polpriestore x > 0 totiº vniká magnetické pole B0 rovnobeºné s povrchom supravodi£a144 pod©a vz´ahu
B(x) = B0e

−x/λ.
Napokon preskúmame teplotnú závislos´ Londonovej h¨bky vniku λ. Pri nulovej teplote tvoria

v²etky elektróny kondenzát, preto v tejto limite |ψ|2 = n
2 a 1

λ2 = µ0ne2

m∗ . Tento odhad je v rádovom
súlade s experimentálnymi hodnotami h¨bky vniku. S rastúcou teplotou koncentrácia elektrónov v kon-
denzáte nS = 2|ψ|2 klesá. Preto h¨bka vniku rastie a napokon pri Tc diverguje: supravodi£ prestáva
vykazova´ Meissnerov jav.

Kvantovanie magnetického toku
Skúmajme masívny supravodivý prstenec a v ¬om dráhu C, ktorá obopína dieru v prstenci a leºí
dostato£ne ¤aleko od povrchu prstenca. V takom prípade moºno pozd¨º C meissnerovské tieniace
prúdy zanedba´. Z Londonovej rovnice (112) vyplýva, ºe integrál −

∮
C µ0λ

2j · dr pozd¨º £iary C moºno
po£íta´ nasledovne:

−
∮
C
µ0λ

2j · dr =

∮
C
A · dr +

~
2e

∮
C
∇θ · dr = Φ− ~

2e
2πk,

kde Φ je magnetický tok prechádzajúci cez (akúko©vek) plochu s okrajom v £iare C a k je celé £íslo. Pri
odvodení sme pouºili predpoklad, ºe vlnová funkcia supravodi£a je jednozna£ná, a preto sa jeho fáza
pri obehnutí £iary C môºe zmeni´ iba o násobok 2π. Av²ak pretoºe pod©a predpokladu pozd¨º C te£ie
prúd j = 0, zárove¬ musí plati´ −

∮
C µ0λ

2j · dr = 0. Preto magnetický tok Φ musí sp¨¬a´ podmienku

Φ = kΦ0,

kde sme zaviedli tzv. kvantum magnetického toku ako kombináciu fundamentálnych kon²tánt s
rozmerom magnetického toku:

Φ0 =
h

2e
= 2.0678× 10−15 Tm2.

Ukázali sme teda, ºe magnetický tok uväznený v masívnom supravodivom prstenci musí by´ ná-
sobkom Φ0. Tento výsledok nám pomôºe vysvetli´ stabilitu perzistentných prúdov. Stavy s rôznymi
hodnotami k totiº nesú rôzne perzistentné prúdy. Stavy s nenulovými prúdmi sú síce metastabilné,
ale zníºenie prúdu vyºaduje zmenu celej makroskopickej vlnovej funkcie. To je ale obvykle spojené s
nutnos´ou prekona´ obrovskú energetickú bariéru, a preto pokles prúdu je na laboratórnej £asovej ²kále
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Obr. 64: Magnetický tok Φ =
∫

Σ
B · dS prechádzajúci cez ©ubovo©nú plochu Σ s okrajom na £iare C hlboko vnútri

masívneho supravodivého prstenca nadobúda kvantované hodnoty.

extrémne nepravdepodobný.

Cvi£enia
1. Nájdite £asový vývoj vlnovej funkcie izolovaného homogénneho supravodi£a s chemickým potenciálom µ. Predpokla-
dajte, ºe supravodi£ sa nachádza vo vákuu a v nulovom magnetickom poli.

2. Vypo£ítajte tlak, ktorým pôsobí kon²tantné magnetické pole B0 na polonekone£ný supravodi£ s h¨bkou vniku λ. Pole
nech je rovnobeºné s povrchom supravodi£a. Návod: Objemová hustota sily pôsobiaca na prúd s prúdovou hustotou j je
f = j×B.

3. Skúmajte supravodivú platni£ku s h¨bkou vniku λ a hrúbkou 2L v magnetickom poli B0 rovnobeºnom s povrchom
platni£ky. Nájdite priebeh magnetického po©a v platni£ke a vypo£ítajte priemerné magnetické pole B v platni£ke. Vy-
po£ítajte magnetizáciu platni£ky de�novanú vz´ahom M = 1

µ0
(B −B0). Vypo£ítajte susceptibilitu de�novanú vz´ahom

χ = µ0M/B0.

4.∗ Skúmajte dva masívne homogénne supravodi£e s chemickými potenciálmi µ1 a µ2, ktoré sú spojené tenkým supravo-

divým drôtikom s prierezom S a d¨ºkou L. Predpokladajte, ºe v £ase t = 0 sú masívne supravodi£e popísané vlnovými

funkciami s rozdielom fáz θ a vypo£ítajte £asovú závislos´ prúdu I(t) te£úceho medzi supravodi£mi. Ukáºte, ºe:

(a) v prípade µ1 = µ2 v drôtiku te£ie jednosmerný prúd úmerný sin θ (tzv. jednosmerný Josephsonov jav)

(b) v prípade µ1 6= µ2 v drôtiku te£ie striedavý prúd s frekvenciou ~ω = 2(µ2 − µ1) (tzv. striedavý Josephsonov jav)

Návod. Zanedbajte magnetické polia generované prúdmi, ako aj prípadné nabíjanie oboch supravodi£ov. Jednorozmernú

Schrödingerovu rovnicu (108) rie²te pomocou Ansatzu ψ(x, t) = ϕ(x)e−iU(x)t/~ a ukáºte, ºe vlnová funkcia ϕ(x) v drôtiku

lineárne interpoluje medzi vlnovými funkciami oboch masívnych supravodi£ov. Prúd po£ítajte zo známej vlnovej funkcie

ψ(x, t) pomocou (109).

144Predpokladáme, ºe v oblasti x < 0 je vákuum. V tomto prípade moºno zvoli´ kon²tantnú amplitúdu vlnovej funkcie
|ψ|, pozri cvi£enia.



27 Dodatok: Klasický elektromagnetizmus

Maxwellove rovnice vo vákuu

∇×B = µ0jtot + 1
c2
∂E
∂t ; ∇ ·E = 1

ε0
ρtot

∇×E + ∂B
∂t = 0; ∇ ·B = 0

(113)

reprezentácia polí pomocou potenciálov φ(r, t) a A(r, t):

E = −∇φ− ∂A
∂t ; B = ∇×A (114)

celková nábojová hustota ρtot je sú£tom externej hustoty ρ a indukovanej hustoty v materiáli ρind

celková prúdová hustota jtot je sú£tom externej hustoty j a indukovanej hustoty v materiáli jind, teda

ρtot = ρ+ ρind; jtot = j + jind (115)

materiálové vz´ahy pre indukované náboje a prúdy

ρind = −∇ ·P; jind = ∂P
∂t +∇×M (116)

elektrická indukcia D, magnetická intenzita H

D = ε0E + P; H = 1
µ0
B−M (117)

materiálové vz´ahy izotrópnych materiálov pre elektrickú indukciu D a magnetickú intenzitu H pre
slabé polia pri harmonickom £asovom priebehu ∝ e−iωt a pre dlhé vlnové d¨ºky

D = ε0εR(ω)E; B = µ0(H + M) = µ0µR(ω)H (118)

Maxwellove rovnice v hmotnom prostredí pre harmonický £asový priebeh ∝ e−iωt

∇×H = j− iωD; ∇ ·D = ρ
∇×E− iωB = 0; ∇ ·B = 0

(119)

Maxwellove rovnice v hmotnom prostredí pre harmonický £asový priebeh ∝ e−iωt a bez externých
nábojov a prúdov

∇×H = −iωD; ∇ ·D = 0
∇×E− iωB = 0; ∇ ·B = 0

(120)

Maxwellove rovnice pre E a H v hmotnom prostredí pre harmonický £asový priebeh ∝ e−iωt a bez
externých nábojov a prúdov pri uváºení materiálových vz´ahov

∇×H = −iε0εR(ω)ωE; εR(ω)∇ ·E = 0
∇×E− iµ0µR(ω)ωH = 0; µR(ω)∇ ·H = 0

(121)

uvaºujme ©ubovo©né vektorové pole X(r)
uvaºujme nasledovný rozklad tohto po©a: X = X‖ + X⊥
pole X‖ nazveme pozd¨ºnou zloºkou po©a, ak ∇×X‖ = 0
pole X⊥ nazveme prie£nou zloºkou po©a, ak ∇ ·X⊥ = 0

Maxwellove rovnice pre pozd¨ºne E a H:

εR(ω)ωE‖ = 0; εR(ω)∇ ·E‖ = 0

µR(ω)ωH‖ = 0; µR(ω)∇ ·H‖ = 0
(122)

netriviálne rie²enia existujú iba ak εR(ω) = 0 alebo µR(ω) = 0

Maxwellove rovnice pre prie£ne E a H: rotácia rovnice pre ∇×H⊥:

∇×∇×H⊥ = −iε0εR(ω)ω∇×E⊥

vyuºime na pravej strane rovnicu pre ∇×E⊥; po úprave dostaneme vlnovú rovnicu[
∇2 +

ω2

c2
εR(ω)µR(ω)

]
H⊥ = 0 (123)



28 Dodatok: Teoretická mechanika

Lagrangeov formalizmus
V rôznych teoretických úvahách, ale aj pri ²túdiu praktických problémov s väzbami, je uºito£né praco-
va´ namiesto Newtonových pohybových rovníc v Lagrangeovom formalizme. Lagrange popisuje klasické
systémy s s stup¬ami vo©nosti tzv. zov²eobecnenými súradnicami q1, . . . , qs a k nim príslu²nými rýchlos-
´ami q̇1, . . . , q̇s. Centrálnym objektom teórie je tzv. lagranºián, ktorý je funkciou súradníc aj rýchlostí:
L = L(q1, . . . , qs, q̇1, . . . , q̇s). V teórii sa vyºaduje, aby tzv. ú£inok S =

∫
Ldt bol minimálny, odkia©

moºno odvodi´ pohybové rovnice systému s lagranºiánom L:

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
=
∂L

∂qi

Pre systémy, v ktorých poznáme Newtonovu pohybovú rovnicu, ju Lagrangeova pohybová rovnica musí
reprodukova´. To nám umoº¬uje v týchto systémoch kon²truova´ lagranºián.

Príklad: lagranºián nabitej £astice v elektromagnetickom poli
Skúmajme pohyb klasickej bezspinovej £astice s nábojom q v elektromagnetickom poli popísanom
skalárnym potenciálom φ(r, t) a vektorovým potenciálom A(r, t). Pohyb £astice má by´ rie²ením Ne-
wtonovej pohybovej rovnice s Lorentzovou silou

mr̈ = q(E + v ×B)

�ahko nahliadneme, ºe túto pohybovú rovnicu moºno odvodi´ z lagranºovskej formulácie mechaniky s
lagranºiánom

L(r,v, t) =
1

2
mv2 + q [A(r, t) · v − φ(r, t)]

Platí totiº

d

dt

∂L

∂v
=

d

dt
(mv + qA) = mr̈ + q

∂A

∂t
+ q(v · ∇)A;

∂L

∂r
= qvα

∂Aα
∂r
− q∇φ

kde sme pouºili výsledok pre totálnu deriváciu pod©a £asu d
dt = ∂

∂t+v·∇. Preto lagranºovskú pohybovú
rovnicu d

dt
∂L
∂v = ∂L

∂r moºno písa´ v tvare145

mr̈ = q

[
−∇φ− ∂A

∂t

]
+ q

[
vα
∂Aα
∂r
− vα

∂A

∂rα

]
= qE + qv × (∇×A) = q(E + v ×B)

zhodnom s Newtonovou pohybovou rovnicou.

Hamiltonov formalizmus
Ak veci zvulgarizujeme, môºeme sa na Hamiltonov formalizmus pozrie´ ako na takú modi�káciu Lag-
rangeovho formalizmu, ktorá prepí²e s rovníc s druhými deriváciami pod©a £asu na 2s rovníc s prvými
deriváciami pod©a £asu.

Recept na prechod od Lagrangeovho formalizmu k Hamiltonovmu formalizmu je nasledovný:
1. skon²truuj s zov²eobecnených hybností ps kánonicky zdruºených k súradniciam qs pomocou nasle-
dovného predpisu: ps = ∂L/∂q̇s.
2. skon²truuj tzv. hamiltonián pomocou nasledovného predpisu: H =

∑
s psq̇s−L. Rýchlosti q̇s vyjadri

pomocou qs, ps. Tak dostane² hamiltonián ako funkciu zov²eobecnených súradníc a im zdruºených hyb-
ností, H = H(q1, . . . , qs, p1, . . . , ps).
3. Hamiltonove pohybové rovnice majú tvar

q̇i =
∂H

∂pi
; ṗi = −∂H

∂qi

145Vyuºijeme pritom identitu [v×(∇×A)]β = εβαγvα(∇×A)γ = εβαγvαεγδω∂δAω = vα∂βAα−vα∂αAβ , ktorá vyplýva
zo vz´ahu εβαγεγδω = εγβαεγδω = δαωδβδ − δαδδβω pre antisymetrický tenzor ε.



Príklad: hamiltonián nabitej £astice v elektromagnetickom poli
Lagranºián nabitej £astice v elektromagnetickom poli je uº známy. Kánonická hybnos´ je de�novaná
vz´ahom p = ∂L

∂v = mv+qA. V²imnime si, ºe kánonická hybnos´ nie je rovná mechanickej hybnostimv.
Hamiltonián sa pod©a v²eobecných pravidiel kon²truuje pod©a predpisu H(r,p, t) = p · v − L(r,v, t).
Ak hamiltonián vyjadríme ako funkciu r a p, dostaneme napokon

H =
1

2m
[p− qA(r, t)]2 + qφ(r, t). (124)

V²imnime si, ºe energia £astice súvisí s mechanickou rýchlos´ou v cez známy vz´ah E = 1
2mv2 + qφ,

v ktorom magnetické pole explicitne ne�guruje.

29 Dodatok: Kvantová mechanika

Stavy kvantového systému
Mnoºina v²etkých stavov kvantového systému vytvára tzv. Hilbertov priestor: Stavy systému voláme
vektormi v Hilbertovom priestore a ozna£ujeme ich v Diracovej notácii nasledovne: |ψ〉. Vektory vieme
s£itova´ a násobi´ komplexnými £íslami. Tieto vlastnosti potrebujeme na to, aby sme mohli popísa´
tzv. lineárne superpozície stavov, v ktorých sa kvantové systémy môºu nachádza´. Naviac, pre kaºdé
dva vektory |ψ〉 a |χ〉 vieme de�nova´ skalárny sú£in 〈χ|ψ〉 s obvyklými vlastnos´ami. Normou stavu
|ψ〉 nazývame skalárny sú£in 〈ψ|ψ〉. Stavy, pre ktoré 〈ψ|ψ〉 = 1, nazývame normované.

Fyzikálne veli£iny
Fyzikálnym veli£inám sú priradené hermitovské lineárne operátory pôsobiace v Hilbertovom priestore.
Nech M̂ je operátor veli£inyM a nech stavy |n〉 sú vlastnými stavmi operátora M̂ príslu²nými k vlast-
ným hodnotám Mn, t.j. nech M̂ |n〉 = Mn|n〉. Stavy |n〉 vytvárajú úplnú bázu Hilbertovho priestoru.
Výsledkom merania veli£iny M v normovanom stave |ψ〉 =

∑
n cn|n〉 môºe by´ iba jedna z hodnôt Mn.

Výsledok je pritom náhodný a hodnotuMn nadobudne s pravdepodobnos´ou |cn|2. Po takomto meraní
sa skúmaný systém ocitne v stave |n〉.146

Kánonické kvantovanie
Ide o recept, pod©a ktorého vieme priradi´ v²etkým fyzikálnym veli£inám operátory. Skúmajme systém,
ktorý na klasickej úrovni moºno popísa´ s zov²eobecnenými súradnicami q1, . . . , qs a s k nim zdruºenými
hybnos´ami p1, . . . , ps. K týmto 2s klasickým premenným v kvantovom opise priradíme 2s operátorov
q̂1, . . . , q̂s a p̂1, . . . , p̂s, pri£om ºiadame splnenie tzv. kánonických komuta£ných vz´ahov:

[q̂i, q̂j ] = 0; [p̂i, p̂j ] = 0; [q̂i, p̂j ] = δij .

Schrödingerova rovnica
Nech klasický hamiltonián ²tudovaného systému je H(q1, . . . , qs, p1, . . . , ps). Po nahradení súradníc
a hybností operátormi dostaneme z klasického hamiltoniánu operátor Ĥ, ktorý by sme mali vola´
hamiltonovský operátor, ale pre jednoduchos´ ho voláme hamiltonián. �asový vývoj stavov (medzi
meraniami) popisuje Schrödingerova rovnica (SchR):

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = Ĥ|ψ(t)〉.

Ak pouºijeme rozvoj vlnovej funkcie |ψ(t)〉 do úplnej (£asovo nezávislej) bázy |n〉, |ψ(t)〉 =
∑

n cn(t)|n〉,
potom SchR moºno písa´ ako systém rovníc pre koe�cienty cn(t):

i~
∂

∂t
cn(t) =

∑
m

Hnmcm,

kde Hnm = 〈n|Ĥ|m〉.
146Hovoríme o redukcii stavu po meraní: z lineárnej kombinácie stavov |n〉 sme meraním vybrali jediný z nich.



�peciálny prípad SchR pre jednu £asticu dostaneme v tzv. x-reprezentácii, kedy za úplnú bázu sta-
vov berieme vlastné stavy |y〉 operátora polohy x̂ príslu²né vlastnej hodnote y, t.j. x̂|y〉 = y|y〉. Sumy
cez n potom musíme nahradi´ integrálmi

∫
d3x a rozvoj vlnovej funkcie má tvar |ψ(t)〉 =

∫
d3xψ(x, t)|x〉

kde ψ(x, t) je tzv. vlnová funkcia v x-reprezentácii. V Zelenej knihe147 sa ukazuje, ºe v x-reprezentácii
〈x|Ĥ|y〉 = Hxδ(x − y), kde Hx je hamiltonián v x-reprezentácii: operátor súradnice je nahradený
násobením x a operátor hybnosti je nahradený pôsobením operátora −i~∇. Preto SchR môºeme písa´
v tvare

i~
∂

∂t
ψ(x, t) =

∫
d3y〈x|Ĥ|y〉ψ(y, t) = Hxψ(x, t).

Namiesto Hx v texte predná²ok jednoducho pí²eme H.

Bez£asová Schrödingerova rovnica
Obvykle rie²ime namiesto SchR tzv. bez£asovú SchR, t.j. rovnicu pre vlastné £ísla a vlastné vektory
hamiltoniánu Ĥ|n〉 = En|n〉. �asový vývoj vlastných stavov hamiltoniánu |n〉 je triviálny, ako sa ©ahko
presved£íme dosadením do £asovej SchR:

|n(t)〉 = e−iEnt/~|n〉.

Ak v £ase t = 0 rozloºíme ©ubovo©ný stav do bázy vlastných stavov hamiltoniánu |n〉, t.j. ak na-
pí²eme |ψ(0)〉 =

∑
n cn|n〉, potom poznáme stav systému v ©ubovo©nom neskor²om £ase: |ψ(t)〉 =∑

n cne
−iEnt/~|n〉.

Schrödingerova rovnica pre bezspinovú £asticu v elektromagnetickom poli
Klasický hamiltonián bezspinovej £astice s nábojom q = −e v poli popísanom skalárnym potenciálom
φ(x) a vektorovým potenciálom A(x) sme odvodili v £asti 28. Uplatnením kánonického kvantovania v
x-reprezentácii dostávame

i~
∂

∂t
ψ(x, t) = Hψ(x, t), H =

1

2m
[−i~∇+ eA(x, t)]2 − eφ(x, t).

Poruchová teória
�asto máme do £inenia s prípadmi, kedy hamiltonián H systému moºno rozloºi´ na sú£et dvoch £lenov,
H = H0 + H ′, pri£om £len H0 je �ve©ký� a £len H ′ je �malý�. Ak poznáme úplný systém vlastných
stavov |n〉 a k nim príslu²ných vlastných energií En pre hamiltonián H0, môºeme vlastné stavy a
vlastné energie po£íta´ tzv. poruchovou metódou, t.j. rozvojom pod©a mocnín H ′. O£akávame pritom,
ºe prítomnos´ malej poruchy H ′ zmení |n〉 a En len málo.

Ozna£me korekciu k energii En nedegenerovanej hladiny |n〉 úmernú prvej mocnine H ′ ako E(1)
n a

korekciu úmernú druhej mocnine H ′ ako E(2)
n . Potom platí:

E(1)
n = H ′nn; E(2)

n = −
∑
m 6=n

|H ′mn|2

Em − En
; H ′mn = 〈m|H ′|n〉.

Korekcie prvého a druhého rádu poruchovej teórie sú prvými netriviálnymi £lenmi nekone£ného rozvoja
energie hladiny n pod©a mocnín H ′. Poruchová teória bude zrejme zmysluplná, ak E(2)

n � E
(1)
n . Táto

podmienka je kritériom, ktoré nám umoº¬uje poveda´, kedy je H ′ naozaj �malé�.

Feynmanova-Hellmannova veta
Nech hermitovský operátor F̂ parametricky závisí od £ísla λ. Nech |ψ〉 je normovaný vlastný stav
operátora F̂ príslu²ný k vlastnej hodnote f , t.j. F̂ |ψ〉 = f |ψ〉. Potom platí

∂f

∂λ
=

〈
ψ

∣∣∣∣∣∂F̂∂λ
∣∣∣∣∣ψ
〉
.

Dôkaz. Pri výpo£te závislosti f od λ najprv vyuºijeme, ºe od λ závisia |ψ〉 aj F̂ :

∂

∂λ

〈
ψ
∣∣∣F̂ ∣∣∣ψ〉 =

〈
∂ψ

∂λ

∣∣∣F̂ ∣∣∣ψ〉+

〈
ψ

∣∣∣∣∣∂F̂∂λ
∣∣∣∣∣ψ
〉

+

〈
ψ
∣∣∣F̂ ∣∣∣ ∂ψ

∂λ

〉
=

〈
ψ

∣∣∣∣∣∂F̂∂λ
∣∣∣∣∣ψ
〉

+f
∂

∂λ
〈ψ|ψ〉 =

〈
ψ

∣∣∣∣∣∂F̂∂λ
∣∣∣∣∣ψ
〉
.

147Kapitola 10.6



V druhom kroku sme vyuºili, ºe |ψ〉 je vlastným stavom operátora F̂ . V poslednom kroku sme vyuºili,
ºe 〈ψ|ψ〉 = 1.

Atómové jednotky
d¨ºka: aB = 4πε0~2

me2
=0.529Å

energia: εB = 1
2

me4

(4πε0~)2 = ~2

2ma2
B

= 1
2

e2

4πε0aB
=13.6 eV

30 Dodatok: Termodynamika a ²tatistická fyzika

Intenzívne a extenzívne veli£iny
V termodynamike obvykle ²tudujeme ve©ké systémy, v ktorých vplyv povrchu moºno zanedba´. Fyzi-
kálne veli£iny úmerné objemu systému, napr. samotný objem, celková energia, celkový po£et £astíc a
pod., nazývame extenzívnymi veli£inami. Fyzikálne veli£iny nezávislé od ve©kosti systému, napr. tep-
lota, tlak, hustota £astíc a pod., nazývame intenzívnymi veli£inami.

Entropia
V termodynamike sa postuluje existencia novej stavovej veli£iny, t.j. veli£iny de�novanej iba aktuálnymi
parametrami systému a nezávislej od histórie. Táto veli£ina sa nazýva entropia S. V jednozloºkovom
systéme s energiou E a objemom V je entropia daná funkciou S = S(E,V). Predpokladáme, ºe funkciu
S vieme de�nova´ pre rôzne lokálne rovnováºne stavy s danými E a V a postulujeme, ºe skuto£ný
rovnováºny stav maximalizuje funkciu S. �alej postulujeme, ºe S je extenzívna veli£ina. Porovnaním
diferenciálu funkcie S a prvej termodynamickej vety pre vratné deje TdS = dE + pdV dostaneme

dS =

(
∂S

∂E

)
V
dE +

(
∂S

∂V

)
E

dV;
1

T
=

(
∂S

∂E

)
V

;
p

T
=

(
∂S

∂V

)
E

Skúmajme rovnováºny systém s energiou 2E a objemom 2V. Rozde©me tento systém na dve £asti,
kaºdá z nich nech má energiu E a objem V. Rovnováºnos´ systému znamená, ºe musí by´ stabilný vo£i
v²etkým �uktuáciám, t.j. aj vo£i �uktuáciám, pri ktorých energia a objem jednej £asti sa zmenia o ∆E
a ∆V a energia a objem druhej £asti sa zmenia o −∆E a −∆V. Teda musí plati´

S(E + ∆E,V + ∆V) + S(E −∆E,V −∆V) ≤ 2S(E,V)

Taylorovým rozvojom ©avej strany do druhého rádu pod©a ∆E,∆V dostaneme podmienku stability(
∂2S

∂E2

)
V

∆E2 +

(
∂2S

∂V2

)
E

∆V2 + 2

(
∂2S

∂E∂V

)
∆E∆V ≤ 0

Ke¤ºe podmienka stability musí by´ splnená pre ©ubovo©né ∆E,∆V, dostávame odtia©to nasledovné
termodynamické nerovnosti:(

∂2S

∂E2

)
V
≤ 0;

(
∂2S

∂V2

)
E

≤ 0;

(
∂2S

∂E2

)
V

(
∂2S

∂V2

)
E

≥
(

∂2S

∂E∂V

)2

Teda funkcia S = S(E,V) musí by´ konkávna.

Helmholtzova vo©ná energia
Skúmajme entropiu jednozloºkového systému ako funkciu energie pri �xovanom objeme. Z tretej vety
termodynamickej vieme, ºe krivka S = S(E) sa za£ína v bode E = Emin a S = 0, kde T = 0. Z
konkávnosti funkcie S = S(E) vyplýva, ºe s rastúcou energiou E monotónne klesá smernica krivky
S = S(E) a teda monotónne rastie teplota T . Teda kaºdej energii E môºeme zo známej funkcie S =
S(E) jednozna£ne priradi´ teplotu T . Ak si teraz poloºíme otázku, aká je entropia a energia systému
pri teplote T ∗, túto úlohu môºeme geometricky rie²i´ tak, ºe budeme h©ada´ na krivke S = S(E) taký
bod E∗, S∗, v ktorom má doty£nica ku krivke S = S(E) smernicu 1

T ∗ .



Teraz ukáºeme, ºe úlohu o h©adaní bodu E∗, S∗ moºno rie²i´ ako ²tandardnú minimaliza£nú úlohu.
Pre akýko©vek bod E,S na krivke S = S(E) ²tudovaného systému, t.j. pre akýko©vek lokálne rov-
nováºny stav ná²ho systému, ²tudujme veli£inu S = S(E) − E/T ∗, ktorá parametricky závisí od T ∗.
Geometrický význam tejto veli£iny je zrejmý z obrázku: je to priese£nica priamky so smernicou 1

T ∗

prechádzajúcej cez bod E,S s priamkou E = 0. Z konkávnosti funkcie S = S(E) vyplýva, ºe najvä£²iu
hodnotu nadobúda veli£ina S = S(T ∗, E) pre E = E∗. Teda úlohu o h©adaní bodu E∗ sme previedli na
²tandardnú úlohu o maximalizácii funkcie S = S(T ∗, E). Obvykle namiesto maximalizovania funkcie
S hovoríme o minimalizovaní (vzh©adom na E) funkcie F = −T ∗S = E − T ∗S(E). Túto veli£inu s
rozmerom energie nazývame Helmholtzovou vo©nou energiou.

Ukázali sme teda, ºe v jednozloºkovom systéme s �xovanou teplotou a objemom minimalizuje rov-
nováºny stav tzv. Helmholtzovu vo©nú energiu F = E−TS, ktorá je (po minimalizácii) funkciou teploty
a objemu, F = F (T,V). Pomocou prvej termodynamickej vety ©ahko nahliadneme, ºe pre vratné deje
platí dF = −SdT − pdV.

Entalpia a Gibbsova vo©ná energia
Analogicky sa ukáºe, ºe entalpia H = E + pV je funkciou entropie a tlaku, dH = TdS + Vdp. V
systémoch s predpísanou entropiou a tlakom rovnováºny stav minimalizuje entalpiu.

Gibbsova vo©ná energia G = E − TS + pV je funkciou teploty a tlaku, dG = −SdT + Vdp. V
systémoch s predpísaným objemom a tlakom rovnováºny stav minimalizuje Gibbsovu vo©nú energiu.

�tatistická suma
Skúmajme kánonický systém, t.j. systém, ktorý je v tepelnom kontakte s rezervoárom s teplotou T .
Kánonický systém si môºe s rezervoárom vymie¬a´ energiu, kým nedosiahne stav tepelnej rovnováhy,
ale má �xovaný po£et £astíc N . Predpokladajme naviac, ºe objem V systému je tieº �xovaný.

K©ú£ovým objektom pri skúmaní kánonického systému s hamiltoniánom H je tzv. ²tatistická suma
Z. V prípade kvantového systému je ZQM stopou operátora e−H/T , t.j. sumou diagonálnych prvkov
tohto operátora vyjadereného v akejko©vek báze:

ZQM(T,V, N) = Tre−H/T ;

Pre klasické £astice je ²tatistická suma Zklas systému N identických £astíc daná váhovaným integrálom
cez celý 6N -rozmerný fázový priestor £astíc so súradnicami ri a hybnos´ami pi:

Zklas(T,V, N) =
1

N !

∫
d3p1d

3r1

(2π~)3
. . .

∫
d3pNd

3rN
(2π~)3

exp

[
−H(p1 . . .pN , r1 . . . rN )

T

]
V ²tatistickej fyzike sa ukazuje, ºe Helmholtzovu vo©nú energiu dostaneme zo známej ²tatistickej

sumy nasledovne:
F (T,V, N) = −T lnZ(T,V, N)



31 Literatúra

1. J. F. Annett, Superconductivity, Super�uids and Condensates, Oxford, 2004

2. N. W. Ashcroft and N. D. Mermin, Solid State Physics, Thomson, 1976

3. S. J. Blundell, Magnetism in Condensed Matter, Oxford, 2001

4. H. B. Callen, Thermodynamics and an Introduction to Thermostatics, Wiley, 1985

5. P. M. Chaikin and T. C. Lubensky, Principles of Condensed Matter Physics, Cambridge, 1995

6. M. T. Dove, Structure and Dynamics, Oxford, 2003

7. M. Fox, Optical Properties of Solids, Oxford, 2001

8. D. L. Goodstein, States of Matter, Dover, 1985

9. H. Ibach, H. Lüth, Solid-State Physics, Springer, 2003

10. R. A. L. Jones, Soft Condensed Matter, Oxford, 2002

11. C. Kittel, Úvod do fyziky pevných látek, Academia, 1985

12. C. Kittel, Kvantová teória tuhých látok, Alfa, 1977

13. M. P. Marder, Condensed Matter Physics, Wiley, 2000

14. J. P. Sethna, Statistical mechanics: entropy, order parameters, and complexity, Oxford, 2006

15. J. Singleton, Band Theory and Electronic Properties of Solids, Oxford, 2001

16. S. M. Sze and K. H. Ng, Physics of Semiconductor Devices, Wiley, 2007

17. P. Y. Yu and M. Cardona, Fundamentals of Semiconductors, Springer, 2010

18. �Zelená kniha�: J. Pi²út, L. Gomol£ák a V. �erný, Úvod do kvantovej mechaniky, Alfa, 1983

19. J. M. Ziman, Principles of the Theory of Solids, Cambridge, 1965

20. Mnoºstvo ¤al²ích kníh s heslom �condensed matter physics� alebo �solid state physics� v názve.


