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Predhovor

V tomto kurze predpokladáme, ºe základné poznatky o elektrických a optických vlastnostiach látok (v
rozsahu bakalárskeho kurzu Úvod do fyziky materiálov) sú známe. Text bakalárskeho kurzu je dostupný
na stránke http://www.dep.fmph.uniba.sk/∼hlubina v £asti ²tudijné materiály a ¤alej Úvod do
fyziky materiálov.

Prvých osem predná²ok sa zaoberá elektrickými vlastnos´ami tuhých látok. V bakalárskom kurze
sme ²tudovali elektrónovú ²truktúru ideálnych kry²tálov bez porúch. Naviac sme skúmali iba pohyb
jedného elektrónu a nie systému mnohých interagujúcich elektrónov. V prvých troch predná²kach
tohto kurzu si v novom kontexte zopakujeme základné pojmy pásovej ²truktúry a Fermiho plochy z
bakalárskeho kurzu a preskúmame transport v silnom magnetickom poli. V ¤al²ích predná²kach sa
budeme venova´ javom súvisiacim s nedokonalos´ou kry²tálov a s mnoho£asticovými efektmi.

V posledných ²tyroch predná²kach sa venujeme skúmaniu optických vlastností tuhých látok. Vo
dvoch predná²kach najprv zov²eobecníme a upresníme popis pomocou relatívnej permitivity. Vo zvy²-
ných predná²kach sa budeme venova´ komplikovanej²ím optickým javom, ktoré neboli skúmané v ba-
kalárskom kurze.

�tudentom s hlb²ím záujmom o fyziku tuhých látok odporú£ame aj absolvovanie �Seminára z elek-
trických a optických vlastností materiálov�, ktorý je doplnkom k tejto predná²ke.

Podmienky na udelenie kreditov
Alternatíva 1: skú²ka z tohto kurzu
Alternatíva 2: skú²ka z predná²ok 12-22 z bakalárskeho �Úvodu do fyziky materiálov�. V tejto alter-
natíve ²tudent môºe získa´ prinajlep²om hodnotenie B, ak nie je ²tudentom programu �Fyzika tuhých
látok�, a prinajlep²om C, ak je ²tudentom programu �Fyzika tuhých látok�.

Odkazy na iné texty
V predná²ke sa odvolávam na nasledovné texty z kurzov fyziky tuhých látok na FMFI UK:
�Úvod do fyziky materiálov�: predná²ka £íslo n citovaná ako I.n
�Seminár z elektrických a optických vlastností materiálov�: predná²ka £íslo n citovaná ako III.n
�Kvantová teória mnoho£asticových systémov�: predná²ka £íslo n citovaná ako IV.n

Poznámka o vo©be jednotiek a o konvenciách
1. V skriptách pouºívame jednotky SI. Jedinou výnimkou je absolútna teplota, ktorú chápeme ako
veli£inu s rozmerom energie.
2. Náboj elektrónu ozna£ujeme −e, t.j. predpokladáme, ºe e > 0.
3. Pod frekvenciou rozumieme kruhovú frekvenciu.
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4 1 ÚVOD

1 Úvod

V tejto predná²ke stru£ne zopakujeme tie základné pojmy pouºívané pri ²túdiu elektrických vlastností
kry²tálov, ktoré sme zaviedli a podrobnej²ie opísali v bakalárskych predná²kach.

Adiabatické a klasické priblíºenie
Tuhé látky sú súbormi ve©kého po£tu elektrónov a jadier. Ke¤ºe jadrá sú omnoho ´aº²ie ako elektróny,
elektróny stíhajú sledova´ pohyby jadier a pre akúko©vek okamºitú kon�guráciu jadier sa elektróny
nachádzajú blízko základného stavu. V adiabatickom priblíºení predpokladáme, ºe elektróny sú
zakaºdým presne v základnom stave. Naviac, jadrá obvykle vykonávajú iba malé kmity okolo rov-
nováºnych polôh. V klasickom priblíºení môºeme tieto kmity celkom zanedba´ a obmedzi´ sa na
skúmanie pohybu elektrónov predpokladajúc, ºe jadrá obsadzujú rovnováºne polohy. V predná²ke 8
tohto kurzu budeme skúma´ vplyv kmitov mrieºky na elektrónové stupne vo©nosti.

Ideálny kry²tál
Je to nekone£ný kry²tál bez porúch, t.j. jedná sa o dokonale periodické rozmiestnenie atómov. Ideálny
kry²tál je teda de�novaný pomocou klasického priblíºenia. Reálne kry²tály sa od ideálnych kry²tálov
lí²ia prítomnos´ou bodových, £iarových a plo²ných defektov, ako aj kmitov mrieºky. Typickými bodo-
vými poruchami sú prímesné atómy, vakancie a intersticiálne atómy. V predná²ke 4 preskúmame vplyv
takýchto defektov na elektrickú vodivos´. Typickými £iarovými poruchami sú dislokácie a medzi plo²né
poruchy patria povrchy a rozhrania, ako aj hranice z¯n polykry²talických materiálov.

Jednoelektrónové priblíºenie
Úloha o spektre elektrónov v ideálnych kry²táloch je zloºitou úlohou, pretoºe elektróny navzájom in-
teragujú coulombovskými silami, a preto pohyb ²tudovaného elektrónu závisí od pohybov (v princípe
v²etkých) ostatných elektrónov. V jednoelektrónovom priblíºení namiesto Schrödingerovej rovnice pre
makroskopický po£et elektrónov skúmame iba jednoelektrónové úlohy. V bakalárskom kurze sme nerie-
²ili otázku o tom, ako moºno jednoelektrónové priblíºenie zdôvodni´. Tejto otázke sa budeme venova´ v
predná²ke 5 tohto kurzu. V predná²kach 6 a 7 preskúmame, ako prítomnos´ coulombovských interakcií
medzi elektrónmi zmení predpovede jednoelektrónovej teórie.

Pásová ²truktúra
Hlavným výsledkom teórie elektrónových vlastností ideálnych kry²tálov v jednoelektrónovom priblíºení
je tzv. Blochova veta, pod©a ktorej vlnová funkcia elektrónu má tvar

ψnk(r) =
1√
V
eik·runk(r),

kde V je objem ²tudovaného kry²tálu a unk(r) je periodická funkcia s periódou mrieºky, t.j. pre ©u-
bovo©ný transla£ný vektor R mrieºky platí unk(r + R) = unk(r). Blochova vlnová funkcia závisí od
dvoch indexov: od tzv. pásového indexu n a od vlnového vektora k. Pásový index pritom hrá rolu
analogickú diskrétnym indexom rozli²ujúcim jednotlivé viazané stavy atómov. Pokia© sa nezaujímame
o stavy elektrónov v blízkosti povrchov, obvykle pracujeme s tzv. periodickými okrajovými podmien-
kami. V kry²táli s N elementárnymi bunkami a tzv. periodickými okrajovými podmienkami pritom
vlnový vektor k nadobúda N hodnôt v 1. Brillouinovej zóne. Ke¤ºe N � 1, dovolené vlnové vektory
sú takmer spojito (kvázispojito) rozloºené v recipro£nom priestore.

Energiu elektrónu v stave ψnk(r) budeme ozna£ova´ εnk alebo εn(k). Pre �xovanú hodnotu n ener-
gie εnk kvázispojito zap¨¬ajú intervaly hodnôt, tzv. dovolené pásy energií oddelené zakázanými
pásmi energií. Takýmto spôsobom sa £iarové spektrá atómov menia na pásové spektrá tuhých látok.

Kváziklasická dynamika elektrónov
Základným pojmom kváziklasického popisu je pojem vlnového balíka, t.j. superpozície Blochových v¨n z
intervalu ∆k omnoho uº²ieho neº ve©kos´ Brillouinovej zóny. Takýto balík popisuje £asticu lokalizovanú
v oblasti zhruba ∆x ∼ 1/∆k. Vlnové balíky z pásu n s priemernou hybnos´ou k sa premiest¬ujú
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grupovou rýchlos´ou

vnk =
1

~
∂εn(k)

∂k
.

V III.2 ukáºeme, ºe pre dostato£ne slabé aplikované polia moºno dynamiku vlnových balíkov popísa´
klasickou pohybovou rovnicou

~k̇ = −e(E + vnk ×B).

Kovy vs. izolanty
Materiály, ktoré pri teplote T = 0 majú v²etky jednoelektrónové pásy energií alebo celkom zaplnené
(t.j. obsahujú 2N elektrónov - dodato£ný faktor 2 zoh©ad¬uje spinový stupe¬ vo©nosti elektrónov),
alebo celkom prázdne, nazývame izolantmi. Materiály, ktoré obsahujú aspo¬ jeden £iasto£ne obsadený
pás, nazývame kovmi. Mnoºinu bodov v k-priestore, pre ktoré platí εn(k) = µ, kde µ je chemický
potenciál, nazývame Fermiho plochou. Objem obsadenej £asti recipro£ného priestoru Λ, t.j. objem
ohrani£ený Fermiho plochou, závisí od hustoty elektrónov n nasledovne:∫

Λ
d3k = 4π3n.

Boltzmannova rovnica
Hlavnou úlohou pri ²túdiu transportných javov je nájs´ rozde©ovaciu funkciu fn(r,k, t), ktorá po-
pisuje hustotu vlnových balíkov v páse n s hybnos´ou k v blízkosti bodu r. Funkcia fn(r,k, t) je
normalizovaná vz´ahom

2

V
∑
kn

∫
d3rfn(r,k, t) = N,

kde N je celkový po£et elektrónov. Funkciu fn(r,k, t) moºno ur£i´ z rie²enia Boltzmannovej rovnice

vk ·
∂f

∂r
+

F

~
· ∂f
∂k

+
∂f

∂t
=

(
∂f

∂t

)
coll

,

kde F = −e(E + vk × B) je Lorentzova sila pôsobiaca na elektróny. Na pravej strane vystupuje tzv.
zráºkový £len, ktorý popisuje interakcie elektrónov s odchýlkami od modelu nezávislých elektrónov
v ideálnom kry²táli, napr. rozptyl elektrónov na poruchách kry²tálov, kmitoch mrieºky, alebo zráºky
elektrónov. Pre najjednoduch²í prípad rozptylu na poruchách má zráºkový £len tvar(

∂fk
∂t

)
coll

=
∑
k′

[Wk′kfk′(1− fk)−Wkk′fk(1− fk′)] ,

kde Wkk′ je pravdepodobnos´ rozptylu za jednotku £asu zo stavu k do stavu k′ pod vplyvom porúch.
Pri skúmaní materiálových vlastností obvykle skúmame priestorovo homogénne úlohy v malých

aplikovaných poliach, t.j. h©adáme (malú) odchýlku distribu£nej funkcie f(k, t) od rovnováºnej distri-
bu£nej funkcie f0

k. Zloºitý zráºkový £len obvykle aproximujeme tzv. priblíºením relaxa£ného £asu,
pod©a ktorého (

∂f

∂t

)
coll

= −
f(k, t)− f0

k

τk
,

kde τk je tzv. relaxa£ný £as. Za sú£asnej prítomnosti nieko©kých rozptylových mechanizmov moºno
obvykle relaxa£ný £as odhadnú´ pod©a tzv. Matthiessenovho pravidla:

1

τ
=

1

τel−imp
+

1

τel−el
+

1

τel−ion
+ . . . .

V na²om príklade sme zoh©adnili rozptyl elektrónov na ne£istotách s frekvenciou 1
τel−imp

, rozptyl elektró-

nov na elektrónoch s frekvenciou 1
τel−el

a rozptyl elektrónov na fonónoch s frekvenciou 1
τel−ion

. Matthies-
senovo pravidlo predpokladá, ºe jednotlivé rozptylové procesy (tzv. rozptylové kanály) sa vzájomne
neovplyv¬ujú, a preto pravdepodobnos´ rozptylu je sú£tom pravdepodobností rozptylu v jednotlivých
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kanáloch.1

Elektrická vodivos´ materiálov
Merná elektrická vodivos´ materiálu je sú£tom príspevkov od jednotlivých pásov.2 Príspevok pásu
s izotrópnym parabolickým disperzným zákonom s efektívnou hmotnos´ou m∗ k mernej elektrickej
vodivosti σ moºno popísa´ tzv. Drudeho formulou

σ =
ne2τ

m∗
.

Pri skúmaní teplotnej závislosti mernej elektrickej vodivosti je uºito£né skúma´ zvlá²´ kovy a zvlá²t
izolanty.

Teplotná závislos´ mernej elektrickej vodivosti kovov. V tomto prípade k vodivosti obvykle prispie-
vajú iba stavy v tesnej blízkosti Fermiho plochy (alebo viacerých Fermiho plôch). Závislos´ koncen-
trácie elektrónov v jednotlivých pásoch od teploty moºno zanedba´ a do Drudeho formuly vstupujú
relaxa£né £asy pre elektróny presne na Fermiho ploche. V predná²ke 4 explicitne vypo£ítame 1

τel−imp

a ukáºeme, ºe v tomto prípade relaxa£ný £as nezávisí od teploty. V predná²ke 6 naopak ukáºeme, ºe
1

τel−el
∝ T 2. Napokon v III.8 nazna£íme, pre£o pri teplotách niº²ích neº charakteristická energia fonónov

platí 1
τel−ion

∝ T 5. Spomenieme tieº, ºe pre teploty vä£²ie neº charakteristická energia fonónov platí
1

τel−ion
∝ T . V beºných kovoch preto pri nízkych teplotách dominuje rozptyl elektrónov na ne£istotách,

kým pri vysokých teplotách dominuje rozptyl elektrónov na kmitoch mrieºky.3

Teplotná závislos´ mernej elektrickej vodivosti izolantov. V izolantoch sú v limite T = 0 v²etky pásy
alebo celkom plné, alebo celkom prázdne, teda pre v²etky pásy je koncentrácia nosi£ov náboja n = 0
a preto σ = 0. Pri kone£nej teplote vznikne tepelnými excitáciami kone£ná koncentrácia elektrónov vo
vodivostnom páse a kone£ná koncentrácia dier vo valen£nom páse. Teplotná závislos´ mernej elektrickej
vodivosti preto zhruba kopíruje teplotné závislosti týchto koncentrácií.

Cvi£enia

1. Ukáºte, ºe pre ©ubovo©ný mrieºkový vektor R Blochove vlnové funkcie sp¨¬ajú identitu ψnk(r) = eik·Rψnk(r−R).

2. Na£rtnite závislos´ ve©kosti povrchu A Fermiho plochy od koncentrácie n elektrónov. Predpokladajte, ºe je obsadený

iba jeden pás.

3. Rozhodnite, za akých okolností treba pri výpo£te elektrickej vodivosti zoh©adni´ aj rozptyly na povrchoch vzorky.

2 Hallov jav a cyklotrónová rezonancia

V tejto predná²ke ukáºeme, ako moºno ²túdiom transportných vlastností v magnetickom poli ur£i´
základné elektrónové charakteristiky skúmaného materiálu: koncentráciu a znamienko nosi£ov náboja
(pomocou Hallovho javu) a efektívnu hmotnos´ nosi£ov náboja (pomocou cyklotrónovej rezonancie).

Tenzor vodivosti v magnetickom poli
Skúmajme vodivos´ materiálov v prítomnosti aplikovaného magnetického po©a B = (0, 0, B) a ºia-
dajme, aby aplikované elektrické pole malo harmonický £asový priebeh, E(t) = Ee−iωt. Úlohu budeme
rie²i´ pouºitím formálne jednoduchej predstavy o driftovej rýchlosti zavedenej v I.17. Driftová rýchlos´
v je stredná efektívna rýchlos´ elektrónu (po od£ítaní interného pohybu vnútri Fermiho plochy). Inými
slovami, driftová rýchlos´ bude taká rýchlos´, pomocou ktorej moºno prúdovú hustotu vyjadri´ v tvare
j = −nev. Predpokladajme, ºe driftová rýchlos´ sp¨¬a Newtonovu pohybovú rovnicu

m∗
(
v̇ +

v

τ

)
= −e(E + v ×B).

1Obvykle toto pravidlo zhruba platí, ale existujú prípady, kedy je váºne naru²ené.
2�asto sa potom hovorí o vodivostných kanáloch. Tu si treba uvedomi´ rôzne významy slova kanál. V elektrotechnickej

analógii sú vodivostné kanály paralelným zapojením odporov. Na druhej strane, rôzne rozptylové kanály pre daný
vodivostný kanál sú zapojené do série.

3Nízkoteplotná dominancia rozptylu na poruchách vyplýva priamo z mocninných zákonov pre τ . Na druhej strane,
vysokoteplotná dominancia rozptylu na kmitoch mrieºky je spôsobená vä£²ím prefaktorom pre rozptyl na fonónoch neº
pre rozptyl na elektrónoch.
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Ke¤ºe ide o úlohu podobnú úlohe o vynútených kmitoch, budeme predpoklada´, ºe v ∝ e−iωt. Preto
v̇ = −iωv a pohybovú rovnicu moºno zapísa´ po zloºkách v tvare 1− iωτ ωcτ 0

−ωcτ 1− iωτ 0
0 0 1− iωτ

 vx
vy
vz

 = − eτ
m∗

 Ex
Ey
Ez

 ,

kde ωc = eB
m∗ je tzv. cyklotrónová frekvencia, t.j. frekvencia klasického kruhového pohybu nabitej

£astice v magnetickom poli. Ak vyuºijeme vz´ah medzi v a j a de�níciu tenzoru merného odporu ρik,
Ei = ρikjk, dostaneme odtia©to nasledovný výsledok pre tenzor merného odporu

ρik =
1

σ0

 1− iωτ ωcτ 0
−ωcτ 1− iωτ 0

0 0 1− iωτ

 , (1)

kde σ0 = ne2τ
m∗ je Drudeho vodivos´ v nulovom aplikovanom poli. V²imnime si, ºe diagonálne £leny

tenzora merného odporu nezávisia od aplikovaného magnetického po©a. Pre inverzný tenzor mernej
elektrickej vodivosti teda dostávame

σik = (ρ−1)ik =

 σxx −σH 0
σH σxx 0
0 0 σzz

 , (2)

pri£om pre zloºky tenzora mernej vodivosti σik platí

σxx
σ0

=
1− iωτ

(1− iωτ)2 + (ωcτ)2
,

σH
σ0

=
ωcτ

(1− iωτ)2 + (ωcτ)2
,

σzz
σ0

=
1

1− iωτ
. (3)

Stojí za zmienku, ºe tenzor mernej vodivosti sp¨¬a Onsagerove vz´ahy symetrie σij(B) = σji(−B),
pozri I.17, II.9 a III.10.

Nakoniec pripome¬me, ºe výsledky (2, 3) platia pre príspevky jedného pásu s izotrópnou efektívnou
hmotnos´ou m∗ a moºno ich odvodi´ napríklad rie²ením Boltzmannovej rovnice v priblíºení relaxa£-
ného £asu.

Výpo£et tenzora vodivosti vo formalizme Boltzmannovej transportnej rovnice
Budeme predpoklada´, ºe odchýlka distribu£nej funkcie elektrónov od rovnováºnej distribu£nej funkcie f0

k osciluje s
budiacou frekvenciou, £iºe distribu£nú funkciu v prítomnosti aplikovaných polí moºno zapísa´ v tvare fk(t) = f0

k+gke
−iωt.

V priblíºení relaxa£ného £asu (s kon²tantným relaxa£ným £asom τ) nadobudne Boltzmannova transportná rovnica
tvar

− e
~

(Ee−iωt + vk ×B) · ∂f
∂k
− iωgke−iωt = −gk

τ
e−iωt.

Ak teraz vyuºijeme identitu 1
~
∂f
∂k

= 1
~
∂f0

∂k
+ 1

~
∂g
∂k

= vk
∂f0

∂εk
+ 1

~
∂g
∂k

a ak ¤alej uváºime, ºe g ∝ E, a preto zanedbáme £len
úmerný sú£inu g a E, potom po vyuºití identity (v×B) · v = 0 môºeme Boltzmannovu rovnicu pre odchýlkovú funkciu
gk zapísa´ v tvare

eE · vk

(
−∂f

0

∂εk

)
=

(
iω − 1

τ
+
e

~
vk ×B · ∂

∂k

)
gk. (4)

V ¤al²om výklade budeme pre jednoduchos´ predpoklada´, ºe disperzný zákon ²tudovaného materiálu je izotrópny a
parabolický s efektívnou hmotnos´ou m∗, t.j. εk = ~2k2

2m∗ . Potom Fermiho plocha má gu©ový tvar a Boltzmannovu rovnicu
moºno rie²i´ pomocou ansatzu

gk = −e
(
−∂f

0

∂εk

)
vk ·

[
τ1E + τ2~β ×E

]
,

kde ~β = eτB
m∗ je bezrozmerné magnetické pole a τ1,2 sú kon²tanty s rozmerom £asu, ktoré potrebujeme ur£i´.

Fyzikálny zmysel ansatzu pre gk je nasledovný. Odchýlkovú funkciu môºeme písa´ v tvare gk =
(
− ∂f

0

∂εk

)
∆εk,

kde ∆εk = ∂εk
∂k

∆k, pri£om ∆k = − e
~ (τ1E + τ2~β × E). Preto pre rozde©ovaciu funkciu platí fk(t) = f0(εk) + gk ≈

f0(εk − ∆εk) = f0(εk−∆k), t.j. v prítomnosti aplikovaných polí je distribu£ná funkcia daná posunutou rovnováºnou
funkciou. �len úmerný τ1 pritom popisuje posunutie Fermiho plochy v smere aplikovaného po©a E, kým £len úmerný τ2
posúva Fermiho plochu v smere vektora ~β ×E.
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Derivovaním odchýlkovej funkcie pod©a vlnového vektora dostávame

∂gk
∂k

= −e
(
−∂f

0

∂εk

)
~
m∗

[
τ1E + τ2~β ×E

]
+ . . . ,

kde vybodkované £leny sú rovnobeºné s vk a ako také nevstupujú do pravej strany rovnice (4). V ¤al²om výklade budeme
oddelene skúma´ prípady E ‖ B a E ⊥ B. Za£nime prípadom E ‖ B. V tomto prípade dostávame dosadením ansatzu
pre gk do rovnice (4) výsledok

τ1 =
τ

1− iωτ , τ2 = 0.

Na druhej strane, pre E ⊥ B dostávame

τ1 =
τ(1− iωτ)

(1− iωτ)2 + β2
; τ2 =

τ

(1− iωτ)2 + β2
.

Prúdovú hustotu v systéme s objemom V môºeme po£íta´ pomocou vz´ahu j = −2e
V
∑

k vkgk. Ak kartézske súradnice
rýchlosti ozna£íme vik a vyuºijeme (pozri I.18), ºe

2e2

V
∑
k

(
−∂f

0

∂εk

)
vikv

j
k =

ne2

m∗
δij ,

potom vz´ah medzi prúdovou hustotou a aplikovaným po©om môºeme písa´ v tvare jie−iωt = σijEje
−iωt s tenzorom

mernej elektrickej vodivosti rovnakým ako v (2).

Klasický Hallov jav
Pri analýze Hallovho javu sa obmedzíme na skúmanie statických polí, t.j. vezmeme ω = 0. Uvaºujme
vzorku tvaru hranola s hranami rovnobeºnými s osami x, y, z. Nech cez vzorku te£ie prúd s hustotou
j = (j, 0, 0).4 Potom vo vzorke musí existova´ elektrické pole, ktoré môºeme po£íta´ zo vz´ahu Ei =
ρikjk. Tak dostaneme

Ex = ρxxj =
1

σ0
j, Ey = ρyxj = − β

σ0
j = − B

ne
j,

teda vo vzorke musí existova´ elektrické pole kolmé na smer pohybu elektrónov! Tento jav nazývame
Hallovým javom. Podstata Hallovho javu je zrejmá z obrázku 1. Lorentzova sila −ev×B zakrivuje
dráhy elektrónov nesúcich prúd, ktoré preto budú ubúda´ pri kraji vzorky y = Ly/2 a hromadi´ sa pri
kraji y = −Ly/2, v dôsledku £oho vznikne interné pole Ey. Prerozde©ovanie elektrónov sa ukon£í v
okamihu, kedy interné pole presne vykompenzuje Lorentzovu silu.

Obr. 1: Schematický ná£rt geometrie, v ktorej sa pozoruje Hallov jav.

Nech rozmery hranola sú Lx, Ly, Lz. Potom v prítomnosti magnetického po©a nenulový prúd indu-
kuje prie£ne (tzv. Hallovo) napätie VH = ϕ(Ly/2) − ϕ(−Ly/2) =

∫ Ly/2
−Ly/2∇ϕ · dr = −

∫ Ly/2
−Ly/2Eydy =

−EyLy. �alej de�nujeme tzv. Hallov odpor RH = VH
I , pre ktorý dostaneme RH =

−EyLy
jLyLz

= −ρyx
Lz

=
B

nLze
, £o môºeme zapísa´ v tvare

RH =
B

n�e
, (5)

kde n� = nLz je koncentrácia elektrónov na jednotku plochy v rovine xy. V²imnime si, ºe odpor RH
je priamo úmerný aplikovanému po©u B. Pozoruhodné je, ºe RH pre ²tudovaný izotrópny materiál s

4V smeroch y, z vzorka nie je vodivo spojená s okolím a preto v týchto smeroch prúd nete£ie.
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jedným vodivostným pásom nezávisí ani od relaxa£ného £asu τ , ani od efektívnej hmotnosti elektrónov
m∗. Preto v takomto prípade moºno klasický Hallov jav pouºi´ na priame meranie koncentrácie nosi£ov
náboja n.

Na²e úvahy by sme mohli zopakova´ pre prípad, kedy nosi£mi náboja sú diery. V²etky výrazy by
pritom zostali v platnosti, iba namiesto −e by sme v²ade museli písa´ e. Ke¤ºe RH závisí od prvej
mocniny e, meranie znamienka RH preto umoº¬uje ur£i´ znamienko nosi£ov náboja.

Ak k vodivosti skúmaného materiálu prispieva nieko©ko pásov, Hallov odpor RH bude pomerne komplikovanou funkciou
parametrov jednotlivých pásov. Pre konkrétnos´ skúmajme materiál s dvomi pásmi. Tento prípad sa realizuje napríklad
v intrinzických polovodi£och pri kone£nej teplote. Tenzor celkovej vodivosti takéhoto materiálu bude sú£tom tenzorov
vodivosti oboch pásov, pre ktoré pouºijeme výsledky (2,3). Do prvého rádu v magnetickom poli B preto môºeme písa´:

σik = σ
(1)
ik + σ

(2)
ik ; σ

(1)
ik =

 σ1 −β1σ1 0
β1σ1 σ1 0

0 0 σ1z

 ; σ
(2)
ik =

 σ2 −β2σ2 0
β2σ2 σ2 0

0 0 σ2z

 ,

kde jednotlivé pásy sú charakterizované vodivos´ami v nulovom poli σ1, σ2 a parametrami β1 = ωc1τ1, β2 = ωc2τ2.
Ak teraz invertujeme tenzor celkovej vodivosti σik, do prvého rádu v magnetickom poli B dostaneme pre Hallov odpor
výsledok

RH = −ρyx
Lz

=
1

Lz

β1σ1 + β2σ2

(σ1 + σ2)2

V²imnime si, ºe okrem hustôt n1,2 v dvojpásovom modeli RH závisí aj od efektívnych hmotností elektrónov m∗1,2 a od

relaxa£ných £asov τ1,2. Parametre β pritom nadobúdajú kladné znamienko pre elektrónové pásy a záporné znamienko

pre dierové pásy.

Hallov jav sa vyuºíva na kon²trukciu tzv. Hallových sond, t.j. kalibrovaných vzoriek so známou
závislos´ou Hallovho odporu RH od magnetického po©a. Hallove sondy sa pouºívajú na presné merania
magnetického po©a.

Cyklotrónová rezonancia
Skúmajme teraz vzorku s jedným vodivostným pásom s izotrópnou efektívnou hmotnos´ou m∗ vo von-
kaj²om magnetickom poli B = (0, 0, B), na ktorú dopadá ºiarenie s frekvenciou ω lineárne polarizované
v smere osi x. Ohmické straty (alebo absorbcia) sú dané £asovo stredovaným sú£inom E · j, ktorý je
úmerný reálnej £asti vodivosti σxx, pozri napr. I.21. Z rovnice (3) dostávame

Re [σxx] =
(1 + ω2

c τ
2 + ω2τ2)σ0

(1 + ω2
c τ

2 − ω2τ2)2 + 4ω2τ2
.

Obrázok 2 ukazuje, ºe ak sú£in ωτ je vä£²í neº 1, potom pri �xovanej frekvencii ºiarenia ω a meniacom
sa magnetickom poli B (t.j. pri premenlivej cyklotrónovej frekvencii ωc) bude ºiarenie silno absorbo-
vané pri splnení rezonan£nej podmienky ω = ωc. Zo známych hodnôt ω a B potom moºno ur£i´ ve©kos´
efektívnej hmotnosti m∗.5

Podmienky pozorovate©nosti cyklotrónovej rezonancie sú nasledovné:
1. ωτ > 1 £iºe v rezonancii ωcτ > 1. Pri splnení tejto podmienky vykoná elektrón medzi zráºkami
s ne£istotami, fonónmi, alebo inými elektrónmi nieko©ko otá£ok v hybnostnom priestore. Táto pod-
mienka si vyºaduje £isté vzorky (kvôli rozptylom na ne£istotách) a nízke teploty (kvôli neelastickým
rozptylom).

2. ω > ωp =
√

ne2

mε0
, t.j. frekvencia ºiarenia musí by´ vä£²ia neº plazmová frekvencia materiálu, inak

ºiarenie nepreniká dovnútra materiálu. Kvôli tejto podmienke je metóda nepouºite©ná v kovoch.
3. Frekvencia ºiarenia musí by´ porovnate©ná s experimentálne dosiahnute©nými cyklotrónovými frek-
venciami.
4. Vodivos´ σ0 nesmie by´ primalá (kvôli pozorovate©nosti strát).

5Polomer klasickej cyklotrónovej orbity je rel = vel/ωc, kde vel je typická rýchlos´ elektrónov. Na druhej strane,
elektromagnetické pole s frekvenciou ω má vlnovú d¨ºku λ = 2πc/ω. Ke¤ºe vel � c, v rezonancii je rel � λ a ná²
predpoklad o priestorovej homogenite elektrického po©a bol oprávnený.
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Obr. 2: Závislos´ ohmických strát vo vzorke od magnetického po©a pre nieko©ko hodnôt parametra ωτ .

Cyklotrónová rezonancia v materiáloch s anizotrópnym parabolickým disperzným zákonom
Metódu cyklotrónovej rezonancie moºno pouºi´ na ur£enie tenzora efektívnej hmotnosti aj pre materiály s parabolickým,
ale anizotrópnym disperzným zákonom

ε(k) =
~2

2

(
k2

1

m∗1
+
k2

2

m∗2
+
k2

3

m∗3

)
.

Takýto disperzný zákon popisuje napríklad minimá vodivostného pásu kremíka. Tento výsledok ukáºeme zov²eobecnením
výpo£tu vo formalizme driftovej rýchlosti. Newtonova pohybová rovnica pre elektrón, na ktorý pôsobí Lorentzova sila,
má tvar: ~k̇ = −evk × B = − e

~
∂ε
∂k
× B. Predpokladajme, ºe rie²enie sp¨¬a vz´ah k̇ = −iωk. Ak naviac vyuºijeme, ºe

1
~2

∂ε
∂ki

= ki
m∗i

, potom pohybovú rovnicu moºno písa´ v tvare

 −iω eB3
m∗2

− eB2
m∗3

− eB3
m∗1

−iω eB1
m∗3

eB2
m∗1

− eB1
m∗2

−iω


 k1

k2

k3

 = 0.

Netriviálne rie²enia sú moºné, iba ak determinant matice je nulový. Tri korene tejto rovnice sú ω = 0 a ω = ±ωc, kde ωc
je cyklotrónová frekvencia de�novaná vz´ahom

ωc =

√
e2B2

1

m∗2m
∗
3

+
e2B2

2

m∗3m
∗
1

+
e2B2

3

m∗1m
∗
2

.

Efektívne hmotnosti v smeroch 1,2,3 preto moºno ur£i´ napr. z troch meraní cyklotrónovej frekvencie s magnetickým
po©om orientovaným postupne napr. v smeroch hlavných osí tenzora efektívnej hmotnosti.

V²imnime si, ºe hodnota cyklotrónovej frekvencie závisí iba od smeru magnetického po©a a nezávisí od toho, ktorú
orbitu k = k(t) v hybnostnom priestore skúmame. (Máme tu na mysli, ºe ωc nezávisí napr. od ve©kosti hybnosti v smere
magnetického po©a.) Toto je ²peciálna vlastnos´ parabolických disperzných vz´ahov a vo v²eobecnosti ωc závisí od orbity.
V III.3 ukáºeme, ako moºno pomocou merania závislosti magnetizácie M kovu od vonkaj²ieho magnetického po©a B
ur£i´ tvar Fermiho plochy kovu vo v²eobecnom prípade s neparabolickým disperzným zákonom.

Podotýkame v²ak, ºe napr. v prípade kremíka existuje 6 ekvivalentných miním vodivostného pásu, ktoré majú rôzne

orientácie hlavných osí. Preto v kremíku o£akávame pre danú orientáciu po©a nieko©ko rezona£ných frekvencií.

Cvi£enia

1. Analýzou zakrivenia klasických dráh na obrázku 1 ukáºte, ºe zo znamienka Hallovho napätia VH moºno ur£i´ zna-

mienko nosi£ov náboja v polovodi£i s jediným £iasto£ne zaplneným pásom s parabolickým disperzným zákonom.

2. Skúmajme polovodi£ s £iasto£ne zaplneným vodivostným pásom s parabolickým disperzným zákonom. Povedzme,

ºe z meraní Hallovho javu a cyklotrónovej rezonancie poznáme n a m∗. Akú teplotnú závislos´ n = n(T ) o£akávate v

polovodi£i s koncentráciou donorov ND? Akým experimentom by ste ur£ili (transportnú) dobu ºivota elektrónov τ?

3. Odhadnite ve©kos´ cyklotrónovej frekvencie v poli B = 1 T. O akú oblas´ elektromagnetického spektra ide? Rozhod-

nite, £i v danej frekven£nej oblasti existujú alternatívne mechanizmy absorbcie ºiarenia látkou.

4. Vysvetlite, pre£o sa v kremíku pozorujú dve cyklotrónové rezonan£né £iary pochádzajúce od vodivostných pásov, ak

statické magnetické pole je orientované v smere jednej z kubických osí, pozri napr. III.1. Moºno z tohto merania ur£i´

hmotnosti m∗e‖ a m
∗
e⊥?
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3 Kvantový Hallov jav

V tejto predná²ke popí²eme tzv. celo£íselný kvantový Hallov jav, za objav ktorého bola von Klitzingovi
v roku 1985 udelená Nobelova cena. Pomocou pojmu hranových stavov podáme elementárny výklad,
pre£o (a kedy) je Hallova vodivos´ kvantovaná.

Dvojrozmerný elektrónový plyn
Nech vzorku tvaru hranola skúmanú v predo²lej predná²ke moºno povaºova´ za tenkú vrstvu, t.j. nech
Lx a Ly nadobúdajú makroskopické hodnoty, kým Lz nech je ve©mi malé. V takom prípade energetické
spektrum elektrónov moºno písa´ v tvare

ελ(kx, ky) =
~2(k2

x + k2
y)

2m∗
+ Eλ,

t.j. kinetická energia v smeroch x, y je kvázispojitá, kým energia pohybu v smere kolmom na �lm
nadobúda diskrétne hodnoty Eλ, kde λ = 0, 1, . . . Ak rozdiel najniº²ích energií E0, E1 pohybu v smere
osi z je dostato£ne ve©ký, t.j. ak ~2k2

F
2m∗ +E0 < E1, kde kF je polomer (dvojrozmernej) Fermiho kruºnice,

potom je energeticky výhodné, aby pri nulovej teplote boli obsadené iba stavy s λ = 0, pozri obrázok 3.
Pohybový stav v smere osi z je teda pre v²etky elektróny rovnaký. To znamená, ºe pohyb v smere osi z
prispieva kon²tantným príspevkom k energii v²etkých elektrónov a moºno ho ignorova´. Takýto systém
nazývame dvojrozmerným (2D) elektrónovým plynom. 2D elektrónový plyn moºno realizova´
napríklad vo vodivostnom kanáli FET tranzistora, pozri napr. I.20.

Obr. 3: V©avo: spektrum 2D elektrónového plynu. Obsadené stavy sú vyzna£ené hrubou £iarou. Vpravo: Závislos´
Hallovho odporu 2D elektrónového plynu od magnetického po©a. Bodkovanou £iarou je znázornená klasická predpove¤ (5).
Hodnota odporu na schodíkoch je daná s pozoruhodnou presnos´ou vz´ahom (6).

Kvantový Hallov jav
Hallov odpor 2D elektrónového plynu v malých magnetických poliach sp¨¬a klasickú predpove¤ (5). V
silných magnetických poliach a pri nízkych teplotách v²ak vznikajú odchýlky od klasickej predpovede
a krivka RH = RH(B) pozostáva zo sady schodíkov pri hodnotách

RH =
1

N

h

e2
, (6)

kde N je celé £íslo. Tento jav nazývame kvantovým Hallovým javom.6 Na kvantovom Hallovom jave
sú fascinujúce minimálne dve veci:
1. Na rozdiel od klasickej predpovede (5), v silných poliach RH nezávisí od materiálových parametrov
(hustota elektrónov), ale jeho hodnota na plo²inkách je daná iba fundamentálnymi kon²tantami.
2. Meranie Hallovho odporu umoº¬uje presne zmera´ tzv. von Klitzingovu kon²tantu:

h

e2
= 25.812807557(18) kΩ.

6Ide o tzv. celo£íselný kvantový Hallov jav. V super£istých 2D plynoch pri nízkych teplotách a ve©mi vysokých
magnetických poliach sa pozorujú schodíky aj pri zlomkových hodnotách N . Najvýraznej²í schodík sa pozoruje pri
N = 1

3
. Pri tomto tzv. zlomkovom kvantovom Hallovom jave (Nobelova cena za rok 1998) hrajú podstatnú rolu

elektrón-elektrónové interakcie. Jeho popis je preto omnoho komplikovanej²í a v tomto kurze sa mu nebudeme venova´.
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V nasledujúcom výklade vysvetlíme podstatu kvantového Hallovho javu. Detailnej²í výklad moºno
nájs´ napríklad v kurze mezoskopickej fyziky.

Hranové stavy v £istej vzorke
Kvantový Hallov jav sa pozoruje vo vzorkách, pre ktoré platí ωcτ > 1, t.j. po£as doby ºivota by
elektrón vykonal aspo¬ jednu oto£ku na semiklasickej orbite. Preto v tomto reºime nemoºno vplyv
magnetického po©a popísa´ ako malú korekciu k rovinným vlnám, ale je potrebné rie²i´ Schrödingerovu
rovnicu (SchR) pre elektrón v magnetickom poli.7 Najprv preskúmame pohyb elektrónov v dokonalých
vzorkách bez ne£istôt, kedy SchR pre obálkovú vlnovú funkciu elektrónu (pozri III.2) má tvar

1

2m∗
(−i~∇+ eA)2ψ(x, y) + U(y)ψ(x, y) = εψ(x, y).

Spinový stupe¬ vo©nosti elektrónu v na²om výklade neuvaºujeme, pretoºe pre pochopenie kvantovania
Hallovho javu nie je podstatný. �al²í postup vyºaduje vo©bu vektorového potenciálu reprodukujúceho
magnetické pole, B = ∇×A = (0, 0, B). Volíme tzv. Landauovu kalibráciu A = (−yB, 0, 0).

Obr. 4: V©avo: Priebeh potenciálu U(y) naprie£ Hallovou vzorkou s geometriou ako na obrázku 1. Kop£eky pri y =

−Ly

2
, yk,

Ly

2
zobrazujú tri vlastné stavy v Landauovej kalibrácii, ktorých rozmer v smere y je rádovo l. Obrázok vpravo

zobrazuje (pri poh©ade zhora na vzorku) bú²iace trajektórie - klasický analóg hranových stavov.

Budeme ²tudova´ spektrum 2D elektrónov v obd¨ºniku s rozmermi Lx � Ly, t.j. vzorka je dlhá
v smere te£enia prúdu a krátka, av²ak stále makroskopická, v smere na¬ kolmom (pozri obrázok 4).
Potenciál U(y) popisuje vplyv kone£nosti vzorky v smere y: vnútri vzorky je zhruba kon²tantný a pri
krajoch vzorky (t.j. pre ±Ly/2) prudko rastie. Teda SchR pre dokonalú vzorku bez ne£istôt nadobudne
tvar

1

2m∗

[
(−i~ ∂

∂x
− eyB)2 − ~2 ∂

2

∂y2

]
ψ(x, y) + U(y)ψ(x, y) = εψ(x, y).

V²imnime si, ºe hamiltonián nezávisí od súradnice x, preto rie²enie moºno h©ada´ v tvare ψ(x, y) =
eikxφ(y). Po dosadení do SchR a úprave dostaneme rovnicu pre φ(y):[

− ~2

2m∗
∂2

∂y2
+

1

2
m∗ω2

c (y − yk)2

]
φ(y) + U(y)φ(y) = εφ(y),

kde yk = ~k
eB a ωc = eB

m∗ je klasická cyklotrónová frekvencia. �len v hranatej zátvorke je hamiltonián
harmonického oscilátora v smere y so stredom v bode yk. Zanedbajme na chví©u prítomnos´ £lena
U(y) v SchR. Vlnové funkcie zodpovedajúce vlastným stavom φn(y) s nízkymi energiami potom budú

lokalizované okolo yk na vzdialenosti tzv. magnetickej d¨ºky8 l =
√

~
eB . Pre silné magnetické polia

je táto d¨ºka malá, napr. pre B = 10 T je l ≈ 8 nm. Budeme predpoklada´, ºe funkcia U(y) sa na
vzdialenosti l takmer nemení. Preto vlastné funkcie a im príslu²né vlastné energie ná²ho problému sú

ψnk(x, y) ∝ eikxφn(y − yk), εnk = ~ωc
(
n+

1

2

)
+ U(yk).

7Pozornému £itate©ovi zrejme neuniklo, ºe podmienka ωcτ > 1 musela by´ splnená aj pri skúmaní cyklotrónovej
rezonancie, pri vysvetlení ktorej sme si vysta£ili aj s klasickou fyzikou. Cyklotrónovú rezonanciu v²ak moºno interpretova´
aj kvantovomechanicky - ako absorbciu ºiarenia v dôsledku prechodov medzi Landauovými hladinami (pozri ¤al²í výklad
v tejto predná²ke).

8Magnetickú d¨ºku de�nujeme ako d¨ºku typických kmitov harmonického oscilátora a odhadujeme ju z rovnosti kine-
tickej a potenciálnej energie ~2

m∗l2 = m∗ω2
c l

2.
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Rie²enia sú teda delokalizované pozd¨º drôtu a lokalizované v smere y. Vlastné stavy s indexom n
vytvárajú tzv. n-tú Landauovu hladinu.

V ideálnej vzorke bez okrajov je U(y) = 0 a energia v²etkých stavov n-tej Landauovej hladiny je
rovnaká. Teraz vypo£ítame degeneráciu Landauovej hladiny, t.j. po£et stavov s energiou ~ωc

(
n+ 1

2

)
. V

smere osi x predpokladáme periodické okrajové podmienky, preto vlnový vektor k nadobúda hodnoty,
ktoré sú celo£íselným násobkom 2π

Lx
. V²imnime si, ºe zmena k posúva ´aºisko yk = ~k

eB vlnovej funkcie
φn(y − yk). Teda yk sú celo£íselnými násobkami δy = h

eBLx
= Φ0

BLx
, kde Φ0 = h

e je tzv. kvantum

magnetického toku. Ale ´aºisko yk musí leºa´ vnútri vzorky, teda medzi −Ly
2 a Ly

2 . Preto dovolených
je Ly

δy polôh ´aºiska, £iºe degenerácia Landauovej hladiny je M =
Ly
δy = Φ

Φ0
, kde Φ = BLxLy je

celkový magnetický tok cez vzorku.

Obr. 5: V©avo: hustota stavov v magnetickom poli (v dokonalej vzorke bez okrajov) pozostáva zo sady delta-funk£ných
píkov. Bez magnetického po©a má hustota stavov hodnotu N(0). Ak sa po£et stavov po zapnutí po©a má zachova´,
potom degenerácia hladín musí by´ úmerná ²rafovanej ploche. Vpravo: hustota stavov v magnetickom poli vo vzorke s
ne£istotami. Prítomnos´ ne£istôt sníme degeneráciu Landauových hladín. Vo vzorke bez hrán sú delokalizované iba stavy
v blízkosti εc(n).

Alternatívne a zrejme presved£ivej²ie9 moºno k rovnakému výsledku pre degeneráciu Landauovej
hladiny prís´ nasledovne. Hustota stavov 2D elektrónového plynu s kvadratickým disperzným záko-
nom pre jednu projekciu spinu je N(0) = m∗

2π~2 a nezávisí od energie, pozri obrázok 5. Na druhej
strane, v prítomnosti magnetického po©a hustota stavov pozostáva zo sady delta-funkcií pri energiách
~ωc

(
n+ 1

2

)
. Po£et stavov vo vzorke sa v²ak pri zapnutí magnetického po©a nemení, preto degenerácia

Landauovej hladiny musí by´ rovná po£tu stavov vo vzorke s plochou S v intervale energií d¨ºky ~ωc,
t.j. M = N(0)S~ωc. Dosadením explicitného tvaru N(0) a ωc dostaneme opä´ M = Φ

Φ0
.10

Nakoniec sa vrá´me k skúmaniu vzorky s okrajmi. Po£ítajme grupovú rýchlos´ pozd¨º drôtu (t.j. v
smere osi x) pre elektrón v stave ψnk. Derivovaním pod©a hybnosti v smere osi x dostaneme

vnk =
1

~
∂εnk
∂k

=
1

~
∂U

∂yk

∂yk
∂k

=
1

eB

∂U

∂y

∣∣∣∣
yk

.

Vnútri vzorky, kde U(y) ≈ const, je grupová rýchlos´ nulová. Elektrónové stavy v tejto oblasti preto
neprispievajú k vodivosti vzorky. Na druhej strane, pre yk ≈ −Ly/2 je vk < 0 a pre yk ≈ Ly/2 je
vk > 0. Stavy v blízkosti hrán, tzv. hranové stavy, sú teda nosite©mi prúdu. Pozd¨º proti©ahlých
hrán te£ú protibeºné prúdy, v súlade s klasickou predstavou o elektrónoch bú²iacich do okrajov vzorky,
pozri obrázok 4.

Vplyv ne£istôt
Teraz preskúmajme vplyv ne£istôt na spektrum Hallovej vzorky. Vplyv ne£istôt popí²eme dodato£nou
potenciálnou energiou V (x, y) v SchR pre elektrón. V limite ωcτ > 1, kedy sa kvantový Hallov jav
pozoruje, sa pri analýze vplyvu ne£istôt môºeme obmedzi´ na analýzu jednej Landauovej hladiny.

Pre jednoduchos´ budeme predpoklada´, ºe potenciál V (x, y) je pomaly sa meniacou funkciou
na ²kále magnetickej d¨ºky l. Elektrón z Landauovej hladiny n s energiou ε sa bude pohybova´ po

9Ke¤ºe napr. nie je celkom jasné, pre£o máme za rozmer vzorky bra´ presne Ly.
10Stojí za zmienku, ºe v iných kalibráciách síce dostávame rovnaké spektrum, ale iné vlnové funkcie ako v nami

²rudovanej Landauovej kalibrácii. To by nás v²ak nemalo prekvapova´: z makroskopicky ve©kého po£tuM degenerovaných
vlnových funkcií môºeme s ve©kou ©ubovô©ou vytvára´ ich lineárne kombinácie s tou istou energiou.
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Obr. 6: Priebeh potenciálu V (x, y)+U(y) pozd¨º rezu naprie£ vzorkou. Pre Landauovu hladinu n sú vyobrazené oblasti
s ve©kou hodnotou vlnovej funkcie pre stavy s rôznou energiou ε. Pre energiu ε > εc(n) cez skúmaný rez x =ko²tanta
prechádzajú hranové stavy a, j a dve vlnové funkcie typu ostrov (cez dvojice bodov b, c a f, g). Pre energiu ε < εc(n) cez
tento rez prechádzajú dve vlnové funkcie typu jazero (cez dvojice bodov d, e a h, i).

ekvipotenciálnych £iarach celkového potenciálu V (x, y) + U(y) = ε − ~ωc(n + 1/2), ke¤ºe (podobne
ako pri hranových stavoch) môºeme pouºi´ klasickú predstavu o bú²iacej trajektórii elektrónu. Celkový
potenciál V (x, y) + U(y) si moºno predstavi´ ako º©ab s hrbo©atým dnom. V º©abovej analógii potom
vlnové funkcie budú lokalizované okolo brehov jazierok alebo ostrov£ekov, ktoré vzniknú po naliatí
malého mnoºstva vody do º©abu do presne stanovenej vý²ky. Ak ε < ~ωc(n + 1/2), potom vlnové
funkcie budú sústredené v blízkosti brehov jazierok okolo lokálnych miním potenciálu V (x, y), £iºe
budú lokalizované. Ak naopak ε > ~ωc(n + 1/2), potom vlnové funkcie budú dvoch typov. Jednak
budú existova´ lokalizované stavy sústredené v blízkosti brehov ostrov£ekov okolo lokálnych maxím
V (x, y), jednak budú existova´ (pre dané n a danú energiu) dva hranové stavy, pri kaºdej stene º©abu
jeden. Tieto stavy uº nebudú priamkové, ako v £istom systéme, ale napriek tomu budú delokalizované,
t.j. budú beºa´ pozd¨º celého º©abu. Zniºovaním energie stavov s ε > ~ωc(n + 1/2) bude polomer
lokalizácie (t.j. rozmer lokalizovaných vlnových funkcií) rás´, pretoºe vrstevnice tesne pod vrcholmi
sú krat²ie ako niº²ie poloºené vrstevnice. Podobne pri zvy²ovaní energie stavov s ε < ~ωc(n + 1/2)
bude polomer lokalizácie rás´. Pri ²peciálnej energii εc(n) ≈ ~ωc(n+ 1/2) sa topológia trajektórií bude
meni´: vrcholové trajektórie sa zmenia na dolinové. Zmena sa udeje cez delokalizovaný stav. Ukázali
sme teda:

pokia© chemický potenciál µ neleºí v blízkosti niektorej z energií εc(n),
potom k vodivosti Hallovej vzorky prispievajú iba hranové stavy.

Kvantovanie vodivosti
Nech elektrochemické potenciály v elektródach 1 a 2 (pozri obrázok 4) sú µ1 a µ2. Budeme predpokla-
da´, ºe kaºdý elektrón, ktorý vo²iel z elektródy 1 (pri x = 0) do hranového stavu, s ur£itos´ou prejde
popri hrane vzorky y = Ly/2 aº do elektródy 2 (pri x = Lx).11 Preto obsadenie hranových stavov v
blízkosti hrany y = Ly/2 je popísané Fermiho-Diracovou distribu£nou funkciou f(εk − µ1). Z tých is-
tých dôvodov je obsadenie hranových stavov v blízkosti hrany y = −Ly/2 popísané Fermiho-Diracovou
distribu£nou funkciou f(εk − µ2). To v²ak znamená, ºe elektrochemický potenciál v blízkosti hrany
y =

Ly
2 je µ1, kým elektrochemický potenciál v blízkosti hrany y = −Ly

2 je µ2, t.j. vo vzorke existuje
prie£ne (Hallovo) napätie.

11Elektrón sa totiº môºe vráti´ do elektródy 1 iba tak, ºe pretuneluje do hranových stavov pri hrane y = −Ly/2 s
opa£ným smerom pohybu elektrónov. Vo vzorkách s makroskopickým rozmerom Ly v²ak takéto procesy moºno zanedba´.
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Teraz vypo£ítame, aký prúd pote£ie cez vzorku. Po£ítajme najprv príspevok k prúdu od hranových
stavov v blízkosti hrany y = Ly/2. Vzorku d¨ºky Lx prebehne elektrón v hranovom stave eikx za £as
Lx/vk, preto celkový tok elektrónov nesený stavmi v blízkosti hrany y = Ly/2 je

J1→2 =
∑
k

1

Lx/vk
f(εk −µ1) =

1

Lx

∑
k

1

~
∂ε

∂k
f(εk −µ1) =

1

~

∫
dk

2π

∂ε

∂k
f(εk −µ1) =

1

h

∫
εc(n)

dεf(ε−µ1),

kde sme uváºili, ºe minimálna energia hranového stavu je εc(n).12 Ak ¤alej uváºime, ºe tok elektrónov
z 2 do 1 nesený hranovými stavmi v blízkosti y = −Ly/2 je J2→1 = 1

h

∫
εc(n) dεf(ε−µ2), potom celkový

elektrický prúd (od jednej Landauovej hladiny) te£úci vo vzorke z 1 do 2 bude13

I = −e(J1→2 − J2→1) = − e
h

∫
εc(n)

dε [f(ε− µ1)− f(ε− µ2)] = − e
h

(µ1 − µ2) =
e2

h
(ϕ1 − ϕ2) =

e2

h
VH ,

kde VH je rozdiel potenciálov medzi 1 a 2, t.j. Hallovo napätie. Pre N zaplnených Landauových hladín
potom dostávame

I

VH
= N

e2

h
,

£o vysvet©uje (ak uváºime, ºe RH = VH/I) experimentálny výsledok (6).
Vrá´me sa na chví©u k analýze systému bez ne£istôt. Vtedy je energia εc(n) presne rovná ener-

gii Landauovej hladiny ~ωc(n + 1/2), pretoºe z nekone£ne ve©a degenerovaných vlnových funkcií ψnk
moºno vytvori´ lineárnu superpozíciu, ktorá je delokalizovaná v smere y. Teda Hallova vodivos´ môºe
nadobúda´ kvantovanú hodnotu, iba ke¤ sa chemický potenciál nachádza medzi Landauovými hladi-
nami. V £istom systéme je to v²ak moºné iba pre nekone£ne úzky interval magnetických polí, pretoºe
po£et hranových stavov oproti po£tu v²etkých stavov v danej Landauovej hladine je zanedbate©ne
malý. Inými slovami, v £istej vzorke leºí chemický potenciál µ takmer pre v²etky hodnoty B v jednej
z Landauových hladín, £iºe protibeºné hranové stavy sú skratované (vodivo spojené). Dostali sme pa-
radoxný výsledok: kvantový Hallov jav je moºný iba v nedokonalých vzorkách!

Cvi£enia
1. Ukáºte, ºe h

e2
má rozmer elektrického odporu a h

e
má rozmer magnetického toku.

2. Experimenty ukazujú, ºe v podmienkach, kedy sa pozoruje kvantový Hallov jav, je pozd¨ºny odpor Hallovej vzorky
nulový. Preto tenzor odporu má tvar

Rik =
h

Ne2

(
0 −1
1 0

)
.

Tento výsledok interpretujte pomocou vz´ahu (1). Ur£te efektívnu dobu ºivota τ a efektívnu koncentráciu elektrónov
n�. De�nujte plniaci faktor ν ako podiel po£tu elektrónov vo vzorke n�S a degenerácie Landauových hladín M . Aký
je efektívny plniaci faktor v podmienkach kvantového Hallovho javu? Nájdite tieº tenzor vodivosti Hallovej vzorky ako
inverzný tenzor k Rik a výsledok interpretujte.
3. Ukáºte, ºe hustota stavov 2D elektrónového plynu s kvadratickým disperzným zákonom pre jednu projekciu spinu
nezávisí od energie a je daná vz´ahom N(0) = m∗

2π~2 .
4. Kvantový Hallov jav bol objavený vo vzorke s rozmermi Lx = 400 µm a Ly = 50 µm v poli B = 18 T. Vypo£ítajte
degeneráciu M Landauovej hladiny za týchto podmienok. Pomôcka: Φ0 ≈ 4.13× 10−15 Tm2. Odhadnite, aká £as´ M je
tvorená hranovými stavmi. Zmena plniaceho faktora sa v experimente realizovala zmenou koncentrácie elektrónov n�.
Odhadnite n� pre jednu plne zaplnenú hladinu. Aký je zodpovedajúci Fermiho vlnový vektor kF a Fermiho energia εF ?
Porovnajte εF a ~ωc. Aký ve©ký musí by´ rozdiel energií E0 a E1 pohybu v smere osi z, aby sme mohli hovori´ o 2D
plyne?
5. Ako sa zmení hustota stavov 2D elektrónov pre dokonalý systém bez porúch v magnetickom poli, ak zahrnieme
aj interakciu spinov s magnetickým po©om E = gµBB · S = ± g

2
e~
2m
B, ktorá spôsobuje tzv. Zeemanovo roz²tiepenie

∆E = g
2
m∗

m
~ωc? Pomôcka: v polovodi£och Si a GaAs je g

2
m∗

m
< 1.

12Pri výpo£te J1→2 sme stavy klasi�kovali vlnovým vektorom k v smere osi x, ako keby bol systém v tomto smere
transla£ne invariantný. Tento postup moºno zdôvodni´ nasledovnou trochu umelou úvahou. Ke¤ºe skúmame jednoroz-
merné prúdenie, kvôli rovnici kontinuity môºeme J1→2 po£íta´ v akomko©vek priereze x=const. Ak by vzorka v istom
intervale súradnice x, povedzme hne¤ pri elektróde 1, neobsahovala ne£istoty, v tomto intervale by sme stavy mohli
klasi�kova´ pomocou k. Ná² výpo£et bol vedený v takejto oblasti.

13Tento výsledok platí, ak µ1,2−εc(n)� T . V takomto prípade dokonca môºu by´ teploty v elektródach 1 a 2 rôzne. V
opa£nom prípade sa elektrón v jednom hranovom stave môºe roztýli´ do protibeºného hranového stavu prostredníctvom
stavov pri energii blízkej k εc(n), ktorých polomer lokalizácie je aspo¬ Ly.
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6. Vyrie²te úlohu o pohybe 2D elektrónu v magnetickom poli v tzv. symetrickej kalibrácii A = B
2

(−y, x, 0). Ukáºte, ºe v
polárnych súradniciach moºno SchR rie²i´ pomocou ansatzu ψ(r, ϕ) = e−imϕR(r), kde radiálna funkcia sp¨¬a rovnicu

−
(
R′′ +

1

ρ
R′
)

+

(
m

ρ
− ρ

2

)2

R =
2E

~ωc
R.

�iarky ozna£ujú derivácie pod©a bezrozmernej premennej ρ = r
l
, kde l je magnetická d¨ºka. Ukáºte, ºe rie²enia pre

najniº²iu Landauovu hladinu s energiou E = 1
2
~ωc majú tvar R(ρ) = Cmρ

me−ρ
2/4, kde Cm = (2πl22mm!)−1/2. Náj-

dite degeneráciu najniº²ej Landauovej hladiny v kruhovej vzorke s plochou S. Body roviny popí²te komplexným £íslom

z = ρeiϕ a vlnovú funkciu najniº²ej Landauovej hladiny ψ(r, ϕ) vyjadrite ako funkciu premennej z.

4 Vplyv neusporiadanosti na elektrónové stavy

Pod neusporiadanos´ou rozumieme akúko©vek odchýlku od ideálneho kry²tálu: prímesové atómy, dis-
lokácie, rozhrania z¯n, at¤. V neusporiadanom kry²táli neplatí Blochova veta a preto, striktne vzaté,
o jeho spektre nevieme napr. poveda´, £i obsahuje dovolené a zakázané pásy energie.

V tejto predná²ke sa obmedzíme na diskusiu najjednoduch²ieho prípadu tzv. substitu£nej neu-
sporiadanosti. Ide o prípad, kedy je atomárna mrieºka dobre de�novaná, ale jej jednotlivé uzly sú
náhodne obsadzované rôznymi atómami.14 Budeme skúma´ dva limitné prípady: slabú a silnú neuspo-
riadanos´. V prípade slabej neusporiadanosti ukáºeme, ºe neusporiadanos´ spôsobuje kone£nos´ doby
ºivota elektrónov, ktorej dôsledkom je napríklad kone£nos´ vodivosti reálnych kovov. V prípade silnej
neusporiadanosti vyloºíme Andersonovu predstavu o lokalizácii elektrónov.

Slabá neusporiadanos´
V neusporiadanom kry²táli blochovské stavy nie sú vlastnými stavmi hamiltoniánu. V prípade slabej
neusporiadanosti v²ak o£akávame, ºe skuto£né vlastné stavy sú kvalitatívne podobné blochovským
stavom a prítomnos´ neusporiadanosti moºno zahrnú´ pomocou poruchovej teórie.

Doba ºivota elektrónov
V dôsledku rozptylu na prímesných atómoch dochádza k rozptylom medzi rôznymi blochovskými
stavmi. Elektrón pripravený v danom blochovskom stave preto v tomto stave zotrvá iba kone£ný
£as τqp, ktorý nazývame dobou ºivota v danom stave. Nech po£et ne£istôt je Nimp a nech potenciál
prímesi, t.j. odchýlka potenciálnej energie elektrónu v kry²táli s prímesou od potenciálnej energie elek-
trónu v ideálnom kry²táli, je U(r). Ke¤ºe sa obmedzujeme na tzv. potenciálový rozptyl elektrónov,
v rozptylovom procese sa spin elektrónu nemení. Spinový stupe¬ vo©nosti elektrónov preto v na²ich
úvahách nehrá ºiadnu rolu a v tejto predná²ke o ¬om nebudeme uvaºova´.15 Pre jednoduchos´ sa naviac
obmedzíme na ²túdium materiálu s jedným vodivostným pásom s disperzným zákonom εk = ~2k2

2m∗ a
koncentráciou elektrónov n.

Ak zanedbáme interferencie rozptylov na rôznych prímesných atómoch, potom pravdepodobnos´
Wkk′ rozptylu elektrónu zo stavu k do stavu k′ za jednotku £asu bude Nimp-násobkom pravdepodob-
nosti rozptylu na jednej ne£istote, ktorú v prípade malého prímesného potenciálu U(r) moºno po£íta´
pod©a Fermiho zlatého pravidla (takýto pribliºný výpo£et nazývameBornovou aproximáciou).16

Tak dostávame
Wkk′ = Nimp

2π

~
|〈k|Himp|k′〉|2δ(εk′ − εk).

V²imnime si, ºe v¤aka Diracovej delta-funkcii sú energie dopadajúceho a rozptýleného elektrónu rov-
naké, ke¤ºe ide o elastický rozptyl.

Ak pri výpo£te maticového elementu 〈k|Himp|k′〉 pre jednoduchos´ Blochove vlnové funkcie nahra-
díme rovinnými vlnami 1√

V e
ik·r, dostaneme 〈k|Himp|k′〉 = 1

V
∫
d3rU(r)ei(k

′−k)·r = 1
VUk−k′ , kde Uq je

14Verí sa, ºe pre iné typy statickej neusporiadanosti dostávame kvalitatívne rovnaké výsledky.
15V prípade rozptylu elektrónov na magnetických prímesiach sa spin vodivostného elektrónu môºe v rozptylovom

procese preklopi´. To vedie k netriviálnemu Kondovmu javu, ktorý v týchto predná²kach neskúmame.
16Fermiho zlaté pravidlo moºno odvodi´ aplikovaním nestacionárnej poruchovej teórie 1. rádu, pozri napr. kapitolu

9.3 v �Zelenej knihe�. Ak je rozptyl silný, najniº²í rád poruchovej teórie nesta£í a rozptylový proces treba skúma´
so�stikovanej²ími technikami z teórie rozptylu.
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Fourierova transformácia prímesného potenciálu U(r). Preto môºeme písa´

Wkk′ ≈
2πnimp

~V
|Uk−k′ |2δ(εk′ − εk),

kde sme zaviedli hustotu ne£istôt nimp = Nimp/V. Doba ºivota τqp(ε) elektrónu s energiou ε je daná
sú£tom pravdepodobností rozptylu do v²etkých kone£ných stavov:

1

τqp(ε)
=
∑
k′

Wkk′ .

Pre jednoduchos´ budeme ¤alej predpoklada´, ºe Fourierova komponenta prímesného potenciálu Uk−k′ závisí pri �xovanej
energii elektrónu iba od rozptylového uhla θ, t.j. Uk−k′ = U(θ). Zámenou sumy za integrál dostaneme

1

τqp(ε)
=

2πnimp

~

∫
d3k′

(2π)3
|U(θ)|2δ(εk′ − ε).

V²imnime si, ºe τqp je intenzívna veli£ina, ako aj má by´. Trojrozmernú integráciu cez k′ moºno vykona´ v krivo£iarych
súradniciach, kde jednou súradnicou je energia ε′ a zvy²né dve súradnice popisujú body na dvojrozmernej ekvienergetickej
ploche εk′ = ε′, teda

∫
d3k′ =

∫
dε′
∮
εk′=ε

′
d2k′

~vk′
, pozri I.11. V¤aka delta-funkcii moºno integráciu cez ε′ explicitne

vykona´, a preto výraz pre dobu ºivota elektrónu moºno písa´ v elegantnej forme

1

τqp(ε)
=

nimp

(2π~)2

∮
εk′=ε

d2k′

vk′
|U(θ)|2.

V súlade s o£akávaniami sa doba ºivota elektrónov skracuje pri raste koncentrácie prímesí alebo pri zvý²ení interakcie U

medzi prímesami a elektrónmi.

Elektrická vodivos´
Prítomnos´ rozptylových procesov spôsobuje kone£nos´ mernej elektrickej vodivosti materiálu. Jej ve©-
kos´ budeme h©ada´ rie²ením kváziklasickej Boltzmannovej rovnice pre distribu£nú funkciu elektrónov
f(r,k, t) v elektrickom poli E. V na²ich úvahách sa obmedzíme na stacionárne a priestorovo homogénne
rozloºenie elektrónov, v ktorom h©adaná distribu£ná funkcia fk bude iba funkciou hybnosti. Vtedy sa
Boltzmannova rovnica redukuje na tvar

−eE
~
· ∂f
∂k

=

(
∂fk
∂t

)
coll

,

kde na pravej strane vystupuje zráºkový £len pre rozptyl elektrónov na prímesiach:17(
∂fk
∂t

)
coll

=
∑
k′

[Wk′kfk′(1− fk)−Wkk′fk(1− fk′)] .

Rovnováºnu distribu£nú funkciu elektrónov ozna£me f0
k a vz´ahom fk = f0

k +gk zave¤me odchýlku
distribu£nej funkcie od rovnováhy gk. Je zrejmé, ºe Taylorov rozvoj funkcie gk pod©a mocnín aplikova-
ného po©a E za£ína prvou mocninou. Pre malé aplikované polia (na ²túdium ktorých sa obmedzíme)
budeme preto predpoklada´, ºe gk je úmerné E a druhé a vy²²ie mocniny po©a budeme zanedbáva´.
Takto linearizovaný zráºkový £len môºeme písa´ v zjednodu²enej forme(

∂fk
∂t

)
coll

=
∑
k′

Wkk′(gk′ − gk).

Vyuºili sme pritom, ºe v rovnováhe zráºkový £len nemení distribu£nú funkciu, a preto musí plati´
Wk′kf

0
k′(1 − f0

k) = Wkk′f
0
k(1 − f0

k′). Ke¤ºe pre elastické rozptyly platí εk = εk′ a preto aj f0
k = f0

k′ ,
spomínaná rovnováºna podmienka triviálne vyplýva z o£ividnej vlastnosti Wk′k = Wkk′ .

17Striktne vzaté, iba elastické rozptylové procesy neposta£ujú na vysvetlenie kone£ného odporu. Elektróny totiº pri-
jímajú energiu od aplikovaného elektrického po©a, a teda ak by neexistovali neelastické procesy, ktorými by elektróny
mohli odovzdáva´ energiu iným stup¬om vo©nosti, potom by sa elektróny museli donekone£na zahrieva´. V na²om vý-
klade sme teda implicitne predpokladali, ºe sú prítomné aj neelastické rozptyly elektrónov (napríklad na fonónoch, pozri
II.8 a III.8), ktoré zabezpe£ujú �xovanú teplotu (tzv. termalizáciu) elektrónov. Typický termaliza£ný £as ozna£me ako
τE. Naviac sme implicitne postulovali, ºe τ > τE, t.j. ºe elektróny sú stále v tepelnej rovnováhe.
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Odteraz budeme predpoklada´, ºe odchýlková funkcia gk sp¨¬a nasledovnú rovnicu (v ¤al²om vý-
klade tento predpoklad overíme a nájdeme explicitný výraz pre tzv. transportný relaxa£ný £as
τk): ∑

k′

Wkk′(gk′ − gk) = −gk
τk
. (7)

Ak v Boltzmannovej rovnici linearizujeme ©avú stranu a za zráºkový £len dosadíme predpoklad (7),
dostaneme nasledovný výraz pre odchýlkovú funkciu gk:

gk =

(
−
∂f0

k

∂εk

)
τ(ε)vk · (−e)E,

v ktorom sme naviac predpokladali, ºe transportný relaxa£ný £as τk = τ(ε) nezávisí od smeru v k
priestore.

Obr. 7: V©avo: rozptyl na ne£istotách sa realizuje medzi stavmi s rovnakou energiou. Zobrazený je rozptyl elektrónu zo
stavu k v blízkosti Fermi plochy do stavu k′ s rozptylovým uhlom θ. V strede: Merný odpor ρ(x) ako funkcia zloºenia
x rýchlo schladenej zliatiny Cu1−xAux pri nízkych teplotách, kedy dominantným zdrojom rozptylu elektrónov je rozptyl
na ne£istotách. Pri rýchlom chladení sú body fcc mrieºky náhodne obsadzované atómami Cu a Au. Zliatinu moºno
pripravi´ pre v²etky hodnoty x. Zhruba platí tzv. Nordheimovo pravidlo ρ ∝ x(1 − x), ktoré moºno zdôvodni´ tým,
ºe vzorky x = 0 a x = 1 sú nominálne £isté. Vpravo: merný odpor pomaly chladených zliatin. Minimá pri x = 1/4 a
x = 1/2 zodpovedajú zliatinám Cu3Au a CuAu, v ktorých sú atómy Au a Cu usporiadané do pravidelnej mrieºky (tzv.
supermrieºky), a preto nespôsobujú rozptyl elektrónov. V supermrieºke Cu3Au obsadzujú atómy Au body sc mrieºky,
kým atómy Cu sa nachádzajú v stredoch stien elementárnych kociek. V supermrieºke CuAu sa striedajú ²tvorcové roviny
obsadené atómami Cu a Au. Ke¤ºe atóm Au je vä£²í neº atóm Cu, supermrieºka CuAu3, ktorá by vznikla zámenou
atómov v Cu3Au, nie je stabilná.

Teraz preskúmame konzistentnos´ priblíºenia relaxa£ného £asu, t.j. overíme, £i nami získaná odchýl-
ková funkcia gk sp¨¬a rovnicu (7). Ak uváºime, ºe vk = ~k

m∗ a ºe rozptyl je elastický, ©ahko nahliadneme,
ºe k tomu bude sta£i´, ak bude splnená rovnos´∑

k′

Wkk′(k− k′) =
k

τ(ε)
.

Ak v²ak uváºime, ºe Wkk′ závisí len od uhla θ medzi k a k′, potom je zrejmé, ºe vektor na ©avej strane
je rovnobeºný s k.18 Preto sta£í porovna´ jeho ve©kos´ s vektorom k. Skalárnym vynásobením oboch
strán vektorom k zistíme, ºe obidva vektory sú rovnaké, ak19

1

τ(ε)
=
∑
k′

Wkk′(1− cos θ).

18Ku kaºdému vektoru k′, ktorý prispieva k ©avej strane, existuje totiº vektor k′′, ktorý je zrkadlovým obrazom vektora
k′ vo£i rovine m obsahujúcej vektor k, pri£om rovina m je kolmá na rovinu de�novanú vektormi k a k′, pozri obrázok
7. �ahko nahliadneme, ºe sú£et prispevkov vektorov k′ a k′′ k ©avej strane má smer vektora k.

19Podobným postupom ako pri diskusii o dobe ºivota elektrónov moºno ukáza´, ºe transportný relaxa£ný £as moºno
po£íta´ pomocou vz´ahu

1

τ(ε)
=

nimp

(2π~)2

∮
εk′=εk

d2k′

vk′
|U(θ)|2(1− cos θ).
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Z porovnania výrazov pre transportný relaxa£ný £as τ(ε) a pre dobu ºivota kvázi£astice τqp(ε) vidno,
ºe kým k dobe ºivota kvázi£astice prispievajú v²etky rozptylové procesy rovnako, k transportnému
relaxa£nému £asu prispievajú v¤aka faktoru 1−cos θ dominantne rozptyly o ve©ké uhly θ, kým príspevok
dopredných rozptylov (t.j. rozptylov o malé uhly θ) je potla£ený faktorom 1− cos θ ≈ θ2/2.

Teraz teda poznáme odchýlkovú funkciu gk a identickým postupom ako v predná²ke I.18 zistíme, ºe
vodivos´ kovu je daná Drudeho formulou, v ktorej τ = τ(εF ) je transportný relaxa£ný £as pri Fermiho
energii. V²imnime si, ºe príspevok rozptylu na ne£istotách k 1

τ nie je funkciou teploty.

Silná neusporiadanos´
Andersonova lokalizácia
Pri ²túdiu prímesových stavov v polovodi£och sme v I.19 ukázali, ºe prí´aºlivý coulombovský potenciál
jednej (donorovej) prímesi spôsobuje vznik viazaných stavov s energiou men²ou ako minimálna energia
²tudovaného pásu. Podobne, odpudivý coulombovský potenciál jednej (akceptorovej) prímesi spôsobuje
vznik tzv. antiviazaných stavov s energiou vä£²ou ako maximálna energia pásu.

Obr. 8: V©avo: hustota stavov pre tesne viazané elektróny v dokonalom kry²táli bez porúch (pre konkrétnos´ máme na
mysli jednoduchú kubickú mrieºku s preskokovým integrálom t medzi najbliº²ími susedmi, pozri I.14). Vpravo: hustota
stavov v kry²táli s poruchami. V prítomnosti ne£istôt sa pás dovolených energií roz²íri oproti hodnote 12t. V²etky
²rafované stavy na krajoch pásu sú lokalizované.

V prípade kone£nej koncentrácie prímesí je preto prirodzené o£akáva´, ºe oproti ideálnemu kry²tálu
sa roz²íri (pri nezmenenom celkovom po£te stavov) pás dovolených energií. Netriviálnou predpove¤ou
Andersona je, ºe v neusporiadanom kry²táli existujú dve energie εm1 a εm2, pre ktoré platí, ºe v²etky
elektrónové stavy s energiami ε < εm1, resp. ε > εm2 (t.j. stavy v blízkosti oboch okrajov pásu) sú
lokalizované, kým stavy s energiami εm1 < ε < εm2 (t.j. stavy v blízkosti stredu pásu) sú delokalizované,
pozri obrázok 8. Teda energie εm1, resp. εm2 odde©ujú vodivé elektrónové stavy od nevodivých a
nazývame ich medzami pohyblivosti.

V kry²táloch s malou neusporiadanos´ou sa medze pohyblivosti nachádzajú blízko k dolnému, resp.
hornému okraju pásu; vä£²ina elektrónových stavov je teda delokalizovaná.20 Pri zvy²ovaní neusporia-
danosti v kry²táli sa medze pohyblivosti εm1 a εm2 navzájom pribliºujú, t.j. pomer po£tu lokalizovaných
stavov vo£i po£tu delokalizovaných stavov rastie. Po prekro£ení medznej hodnoty neusporiadanosti sa
v²etky elektrónové stavy stanú lokalizovanými.

V lokalizovanej oblasti zavádzame tzv. polomer lokalizácie ξ, t.j. rozmer oblasti, v ktorej je vl-
nová funkcia lokalizovaná. Pri pribliºovaní k medzi pohyblivosti polomer lokalizácie rastie a v bode
prechodu kov-izolant (t.j. pri medzi pohyblivosti) ξ diverguje. Na záver tohto odstavca pripojme dve
poznámky:
1. Andersonova lokalizácia je výsledkom zloºitého interferen£ného javu pri rozptyle elektrónu na rôz-
nych prímesiach. Preto lokalizácia môºe nasta´, iba ak na vzdialenostiach porovnate©ných s polomerom
lokalizácie ξ sa elektrón pohybuje koherentne, t.j. bez neelastických zráºok.
2. Andersonova lokalizácia silne závisí od rozmernosti systému. Ak zanedbáme interakcie medzi elek-
trónmi, potom pod©a ²kálovacej teórie lokalizácie budú v²etky stavy v jednorozmerných a dvojrozmer-
ných systémoch lokalizované. Prechod kov-izolant (t.j. existencia medze pohyblivosti) je moºný iba v

20V odstavci pojednávajúcom o slabej neusporiadanosti sme skúmali iba tieto delokalizované stavy a lokalizované stavy
v blízkosti okrajov pásu sme ignorovali.
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trojrozmerných systémoch.21

Vodivos´ v lokalizovanom reºime
Vo zvy²ku tejto predná²ky budeme skúma´ mechanizmy vodivosti v prípade, kedy chemický potenciál
µ leºí v oblasti lokalizovaných stavov. Obmedzíme sa na ²túdium prípadu µ < εm1. Pri nulovej teplote
sú teda obsadené iba lokalizované stavy a vodivos´ systému je nulová.

Aktiva£ný mechanizmus vodivosti
Pri kone£nej teplote T budú tepelnou aktiváciou obsadené aj delokalizované elektrónové stavy, preto
vodivos´ vzorky σ bude kone£ná. Pri zmene teploty bude σ dominantne závisie´ od po£tu delokalizo-
vaných elektrónov:22

σ ∝
∫
εm1

dεN(ε)

e(ε−µ)/T + 1
∝ e−

εm1−µ
T ,

kde sme zaviedli hustotu stavov N(ε) a v druhej rovnici sme predpokladali, ºe εm1−µ� T . V²imnime
si, ºe podobne ako v pásovom izolante, vodivos´ rastie s teplotou a klesá so vzdialenos´ou chemického
potenciálu od medze pohyblivosti εm1 − µ.

Preskokový mechanizmus vodivosti
Elektrický prúd môºe tiec´ okrem aktiva£ného mechanizmu aj nasledovným spôsobom, ktorý nemá
analóg v pásových izolantoch: elektrón v dôsledku zráºok s excitáciami systému, napríklad fonónmi,
presko£í z jedného lokalizovaného stavu do susedného lokalizovaného stavu. Bez naloºeného elektrického
po©a takéto procesy generujú iba ²umové prúdy, av²ak v prítomnosti po©a prevládne pohyb elektrónov
v jednom smere.

Teraz odhadneme ve©kos´ preskokovej vodivosti. Rozmer vlnovej funkcie lokalizovaného stavu pri
Fermiho energii je zhruba ξ. Vzdialenos´ medzi ´aºiskami po£iato£ného a kone£ného lokalizovaného
stavu bude rádovo ξ, ke¤ºe preskoky na vä£²ie vzdialenosti budú v¤aka lokalizovanému charakteru
vlnových funkcií exponenciálne potla£ené. Typický rozdiel energií medzi po£iato£ným a koncovým sta-
vom ozna£me ∆ξ. Ke¤ºe preskoky sú dôsledkom prítomnosti tepelne aktivovaných excitácií v systéme
s energiou ∆ξ, napríklad fonónov, pre teplotnú závislos´ vodivosti je prirodzené o£akáva´

σ ∝ e−
∆ξ
T .

Teda preskoková vodivos´ je opä´ v podstate tepelne aktivovaná, ibaºe aktiva£ná energia nie je εm1−µ,
ale ∆ξ. Nakoniec odhadneme typický rozdiel energií ∆ξ medzi po£iato£ným a kone£ným stavom. Nech
hustota stavov pri Fermiho energii µ je N(0). Potom v objeme ξ3 existuje v intervale energií δε okolo
Fermiho energie δN (lokalizovaných) stavov, pri£om δN ∼ N(0)ξ3δε. Pýtame sa, aký interval energií
δε = ∆ξ musíme uvaºova´, aby v objeme ξ3 existoval aspo¬ jeden kone£ný stav, t.j. aby δN ∼ 1.
Dostaneme nasledovný odhad

∆ξ ∼
1

N(0)ξ3
. (8)

Spome¬me si, ºe pri pribliºovaní Fermiho energie µ k medzi pohyblivosti polomer lokalizácie ξ diver-
guje. Preto v tejto limite dostaneme prirodzený výsledok, ºe aktiva£ná energia ∆ξ klesá do nuly. Dá sa
ukáza´, ºe (aspo¬) v tesnej blízkosti medze pohyblivosti preskokový mechanizmus dá vä£²í príspevok
k vodivosti neº aktiva£ný mechanizmus.23

Skákanie s premenlivou d¨ºkou (variable range hopping)
Skúmajme opä´ preskokový mechanizmus, ale teraz pripus´me skoky s d¨ºkou L > ξ. V takomto prípade

21�kálovaciu teóriu vykladáme napr. v IV.12. Explicitný výpo£et pre jednorozmerné systémy prezentujeme v III.4. Stojí
za zmienku, ºe nedávne experimenty v 2D systémoch nazna£ujú existenciu prechodu kov-izolant pri zmene parametrov,
t.j. sú v spore so ²kálovacou teóriou. Nesúlad je zrejme spôsobený interak£nými efektami.

22Podobne ako v pásovom izolante alebo polovodi£i je závislos´ relaxa£ného £asu od teploty obvykle zanedbate©ná
oproti teplotnej závislosti po£tu delokalizovaných elektrónov.

23Pod©a ²kálovacej teórie v blízkosti medze pohyblivosti totiº platí ξ ∝ (εm1−µ)−ν , preto ∆ξ ∝ (εm1−µ)3ν . Pomocou
numerických simulácií bola nájdená hodnota kritického exponentu ν ≈ 1.57. To znamená, ºe v tesnej blízkosti medze
pohyblivosti máme ∆ξ � εm1 − µ.
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Obr. 9: V©avo: Preskok medzi po£iato£ným lokalizovaným stavom |i〉 a koncovým stavom |f〉, ktorých ´aºiská sú vo
vzdialenosti L. Vpravo: energie stavov |i〉 a |f〉 sa lí²ia o ∆L.

bude vodivos´ systému so skokmi d¨ºky L zhruba daná vz´ahom

σ ∝ e−
2L
ξ e−

∆L
T ,

kde prvý faktor popisuje prekryv medzi dvomi vlnovými funkciami rozmeru ξ, ktorých ´aºiská sú
vzdialené o L, pozri obrázok 9. Druhý faktor zoh©ad¬uje, ºe pri skákaní do vzdialenosti L bude aktiva£ná
energia daná vz´ahom (8), v ktorom namiesto ξ treba písa´ L.

V²imnime si teraz, ºe pre dlhé skoky je aktiva£ná bariéra ∆L nízka, ale prekryv je malý. Naopak,
pre krátke skoky je prekryv ve©ký, ale aktiva£ná bariéra je ve©ká. Skoky majú optimálnu d¨ºku, ak
vzh©adom na L minimalizujeme výraz

2L

ξ
+

∆L

T
=

2L

ξ
+

1

N(0)L3T
.

Minimum sa dosahuje pre L
ξ ∼

(
∆ξ

T

)1/4
a hodnota vodivosti v minime je

σ ∝ e−
(

∆ξ
T

)1/4

.

V²imnime si netriviálnu závislos´ vodivosti od teploty pre skoky s premenlivou d¨ºkou.

Porovnanie efektivity vodivostných mechanizmov
Nakoniec si poloºme otázku, kedy vo vodivosti dominujú oby£ajné preskoky a kedy preskoky s pre-
menlivou d¨ºkou. K tomu treba porovna´ ve©kosti exponent vo výrazoch pre σ. Dostaneme nasledovný
výsledok:

• Pre teploty T < ∆ξ je (∆ξ/T )1/4 < ∆ξ/T a preto dominujú preskoky s premenlivou d¨ºkou; v
tejto teplotnej oblasti je L > ξ. S rastúcou teplotou optimálna d¨ºka skoku klesá.

• Pre teploty T > ∆ξ by sme pre skoky premenlivej d¨ºky dostali L < ξ; pre takéto malé d¨ºky
skoku v²ak na²a analýza neplatí. V tejto oblasti teplôt sa realizuje oby£ajná preskoková vodivos´
s L ∼ ξ.

Cvi£enia

1. Ukáºte, ºe ak zavedieme Fermiho rýchlos´ vF = ~kF
m∗ a strednú vo©nú dráhu elektrónov l = vF τ , potom Drudeho

formulu pre mernú vodivos´ moºno zapísa´ v tvare σ = e2

3π2~k
2
F l. Výhodou tohto tvaru je, ºe v materiáloch so známou

koncentráciou elektrónov (a teda známym kF ) je vodivos´ parametrizovaná jediným parametrom l namiesto dvoch pa-

rametrov m∗ a τ . Ako uvidíme neskôr, v interagujúcich systémoch totiº od rozptylových procesov závisí nielen τ , ale aj

m∗, kým polomer kF ostáva kon²tantný.

2. Z rozmerových dôvodov moºno strednú vo©nú dráhu l pre rozptyl na prímesiach s koncentráciou nimp zapísa´ ako
1
l

= nimpStot, kde plocha Stot má v limite nízkych koncentrácií nimp význam celkového ú£inného prierezu pre rozptyl na

jednej ne£istote. Plocha Stot je daná integrálom cez priestorový uhol z diferenciálnych ú£inných prierezov S(θ) váhova-

ných transportným faktorom 1− cos θ, £iºe Stot = 2π
∫ π

0
dθ sin θ(1− cos θ)S(θ). Porovnaním s výrazom pre transportný

relaxa£ný £as nájdite výraz pre S(θ) v Bornovej aproximácii.

3. Z dát v tabu©ke 1 vypo£ítajte ú£inné prierezy Stot pre prímesné atómy a porovnajte ich s rozmermi atómu. Kvalita-

tívne zdôvodnite závislos´ Stot od typu prímesného atómu. Pre£o je rozptyl na ©avej strane tabu©ky silnej²í neº na pravej
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prímes Fe Co Ni Cu Zn Ga Ge As
∆ρ [10−8Ωm] 9.3 6.35 1.25 0 0.32 1.42 3.8 6.8

Tabu©ka 1: Prírastok merného elektrického odporu medi vyvolaný prítomnos´ou rôznych prímesí. Vo v²etkých prípadoch
je koncentrácia prímesí nimp = 0.01nCu.

strane?

4. Pohyb elektrónov v neusporiadanom kry²táli moºno popísa´ poruchovou teóriou, ak kF l� 1, pretoºe vtedy sa vlnová

funkcia môºe kvalitatívne podoba´ na rovinnú vlnu. Prechod do lokalizovaného reºimu preto o£akávame pri kF l ∼ 1. V

Bornovej aproximácii rozhodnite, v akej oblasti kF môºe nasta´ lokalizácia. Výsledok porovnajte s obrázkom 8. Moºno

takto vysvetli´ existenciu obidvoch medzí pohyblivosti εm1 aj εm2?

5. Nech ψn(R) je amplitúda pravdepodobnosti, ºe elektrón vo vlastnom stave n neusporiadaného kry²tálu sa nachádza vo

Wannierovom orbitáli R. Predpokladajme, ºe vlnová funkcia ψn(R) je normovaná, t.j. nech
∑

R |ψn(R)|2 = 1. Ukáºte,

ºe veli£inu In =
∑

R |ψn(R)|4 moºno pouºi´ na odlí²enie lokalizovaných a delokalizovaných stavov. Návod: pre oba typy

stavov v limite N →∞ (kde N je celkový po£et Wannierových orbitálov v kry²táli) odhadnite ve©kos´ veli£iny In.

6. Nech vodivos´ skúmanej vzorky sa s teplotou mení pod©a vz´ahu σ ∝ e−∆/T . Akou experimentálnou technikou môºete

rozlí²i´, £i máte do £inenia s pásovým izolantom alebo s Andersonovým izolantom?

5 Mnoho£asticový problém a priblíºenie Hartreeho-Focka

Doteraz sme pracovali v jednoelektrónovom priblíºení, t.j. namiesto Schrödingerovej rovnice pre ve©a
elektrónov sme ²tudovali pohyb jediného elektrónu vo vhodne zvolenom potenciáli. V tejto predná²ke
najprv skon²truujeme vlnové funkcie pre mnoho£asticový problém a ukáºeme, ºe tento problém je rá-
dovo zloºitej²í ako jednoelektrónový problém. V druhej £asti predná²ky bez dôkazu ukáºeme,24 ako
moºno mnoho£asticový problém aproximova´ jedno£asticovým problémom.

Jedno£asticový Hilbertov priestor
Popis mnoho£asticových systémov za£nime ²túdiom prípadu, kedy v ²tudovanom systéme máme iba
jednu £asticu so spinom S = 0. Pre konkrétnos´ majme na mysli, ºe £astica sa pohybuje v krabici
L × L × L s periodickými okrajovými podmienkami ϕ(x + L, y, z) = ϕ(x, y, z) a podobne v sme-
roch y a z. V²etky myslite©né stavy tejto £astice vytvárajú Hilbertov priestor. Ortonormálnu bázu
v tomto priestore ozna£me {|a1〉, |a2〉, . . .}. Vlnové funkcie týchto stavov v x-reprezentácii ozna£me
ϕa1(x), ϕa2(x), . . ..

Pre £astice s nenulovým spinom S jedno£asticový stav |a〉 nesta£í popísa´ jedinou funkciou ϕa(x),
ale potrebujeme zada´ 2S + 1 vlnových funkcií ϕa(x, s), ktoré popisujú amplitúdy výskytu ²tudovanej
£astice v mieste x a s priemetom spinu (na pevne zvolenú os) s = S, S − 1, . . . , 0, . . . ,−S + 1,−S. Pre
elektróny so spinom S = 1

2 teda musíme zada´ dve funkcie ϕa(x, 1
2) a ϕa(x,−1

2).
Stavy |a〉 volíme obvykle tak, aby jedna z komponent ϕa(x, s) bola identicky nulová. Takéto jed-

no£asticové stavy budeme nazýva´ stavmi s �xovaným priemetom spinu. Ak povedzme v celom
priestore platí ϕa(x,−1

2) = 0, potom hovoríme, ºe v stave |a〉 má £astica spin nato£ený �hore�. Takýto
stav je popísaný jedinou funkciou ϕa(x, 1

2) = ϕα(x) popisujúcou amplitúdu pravdepodobnosti výskytu
£astice v bode x s priemetom spinu s = 1

2 a budeme ho ozna£ova´ |α ↑〉. Podobne ak v celom priestore
platí ϕa(x, 1

2) = 0, potom hovoríme, ºe v stave |a〉 má £astica spin nato£ený �dole�. Takýto stav je po-
písaný jedinou funkciou ϕa(x,−1

2) = ϕα(x) popisujúcou amplitúdu pravdepodobnosti výskytu £astice
v bode x s priemetom spinu s = −1

2 a budeme ho ozna£ova´ |α ↓〉.
V ¤al²om výklade budeme £asto pracova´ so symbolickým zápisom vlnovej funkcie ϕa(x), kde

symbol x = (x, s) popisuje tak priestorovú súradnicu x, ako aj vnútorný stav s £astice. Zápis ϕa(x)
teda (pre £astice so spinom S = 1

2) znamená dvojicu vlnových funkcií, ktoré niekedy zapisujeme ako
tzv. spinor:

ϕa(x) =

(
ϕa(x,

1
2)

ϕa(x,−1
2)

)
.

24Dôkaz prezentujeme v III.5.
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Dôsledky nerozlí²ite©nosti £astíc
Pod©a kvantovej mechaniky sú identické £astice nerozlí²ite©né. Naozaj, aj keby sme si predstavili,
ºe v £ase t = 0 sú £astice o£íslované, ak jednu z £astíc pozorujeme po kone£nom £ase v zadanom bode,
nemôºeme s ur£itos´ou poveda´, aké £íslo sme tejto £astici pôvodne priradili. Je tomu tak preto, lebo
pojem trajektórie v kvantovej mechanike nemá zmysel, pozri obrázok 10.

Obr. 10: Pôvodne o£íslované, ale identické £astice 1 a 2 (v©avo) po £ase nemoºno rozlí²i´ (vpravo), pretoºe v kvantovej
mechanike pojem trajektórie nemá zmysel.

Kvôli nerozlí²ite©nosti £astíc by preto vlnová funkcia dvoj£asticového systému ψ(1, 2), kde 1 a 2
sú súradnice (v£ítane spinových) £astíc 1 a 2, mala by´ fyzikálne ekvivalentná vlnovej funkcii ψ(2, 1).
Inými slovami, tieto dve vlnové funkcie sa smú lí²i´ nanajvý² o fázový faktor:

ψ(1, 2) = eiφψ(2, 1) = e2iφψ(1, 2),

kde v druhej rovnici sme ten istý argument vyuºili e²te raz. Ak v²ak porovnáme za£iatok a koniec,
dostaneme podmienku e2iφ = 1, ktorú moºno splni´ dvomi spôsobmi: bu¤ musí by´ eiφ = 1, alebo
eiφ = −1. Experimentálnym faktom je, ºe prvá moºnos´ sa realizuje pre £astice s celo£íselným spinom
(bozóny), kým druhá moºnos´ sa realizuje pre £astice s polo£íselným spinom (fermióny).

Vo fyzike tuhých látok povaºujeme nielen elektróny, ale aj protóny a neutróny za elementárne £as-
tice. V²etky majú spin 1

2 , teda sú to fermióny. Pre£o potom hovoríme aj o bozónoch? Pri dostato£ne
nízkych energiách môºeme povaºova´ viazané stavy elektrónov, protónov a neutrónov za elementárne.
Napríklad, pri skúmaní 4He pri kryogénnych teplotách môºeme zanedba´ excitované stavy atómu.
Ke¤ºe 4He pozostáva z párneho po£tu fermiónov (2e+2p+2n), výmena dvoch héliových atómov neve-
die k zmene znamienka mnoho£asticovej vlnovej funkcie, £iºe 4He je bozón. Naviac, spin základného
stavu atómu 4He je S = 0. Na druhej strane, stojí za zmienku, ºe druhý stabilný izotop hélia 3He je
fermión, pretoºe pozostáva z nepárneho po£tu fermiónov (2e+2p+1n) a jeho spin v základnom stave
je 1

2 .

Bozóny
Skúmajme najprv sústavu dvoch bozónov, ktoré obsadzujú dva rôzne jedno£asticové stavy |a1〉 a |a2〉.
�ahko nahliadneme, ºe normalizovaná dvoj£asticová vlnová funkcia (ktorá musí by´ symetrická vo£i
zámene súradníc 1 a 2 prvej a druhej £astice) je

ψ1,1,0,...(1, 2) =
1√
2

[ϕa1(1)ϕa2(2) + ϕa2(1)ϕa1(2)] ,

kde index 1, 1, 0, . . . ozna£uje, ºe stavy |a1〉 a |a2〉 sú obsadené jednou £asticou a v²etky ostatné stavy
sú neobsadené. Teraz skúmajme v²eobecný systém N bozónov, v ktorom N1 £astíc obsadzuje stav |a1〉,
N2 £astíc obsadzuje stav |a2〉, at¤. Potom normalizovaná vlnová funkcia N £astíc, ktorá je symetrická
pri výmene akýchko©vek £astíc, má tvar

ψN1,N2,...(1, 2, . . . , N) =

√
N1!N2! . . .

N !

∑
{P}

ϕP1(1)ϕP2(2) . . . ϕPN (N), (9)

kde P1, P2, . . . , PN je permutácia N indexov, pri£om N1 indexov nadobúda hodnotu a1, N2 indexov
hodnotu a2, at¤. Suma sa berie cez v²etky rôzne permutácie. V²imnime si, ºe pri �xovanej báze jedno-
£asticových stavov sú mnoho£asticové stavy jednozna£ne ur£ené zadaním po£tov £astíc obsadzujúcich
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jedno£asticové stavy. Preto namiesto vlnovej funkcie ψN1,N2,...(1, 2, . . . , N) môºeme hovori´ o stave
|N1, N2, . . .〉. Ukáºme si napokon, ºe stav (9) je popísaný normalizovanou vlnovou funkciou:

〈N1, N2, . . . |N1, N2, . . .〉 =
N1!N2! . . .

N !

∑
{P,P ′}

∫
d1ϕ∗P ′1

(1)ϕP1(1) . . .

∫
dNϕ∗P ′N

(N)ϕPN (N)

=
N1!N2! . . .

N !

∑
{P,P ′}

δP1,P ′1
. . . δPN ,P ′N = 1,

pretoºe po£et permutácií je N !
N1!N2!... .

Na záver tohto odstavca pripome¬me, ºe stavy (9) nie sú najv²eobecnej²ími vlnovými funkciami
pre N -bozónový stav. Tieto stavy tvoria v²ak úplnú ortonormálnu bázu priestoru N -£asticových sta-
vov. V²eobecný N -bozónový stav teda moºno písa´ ako lineárnu superpozíciu stavov typu (9). Na
rozdiel od Hilbertovho priestoru jedno£asticových stavov, Fockovým priestorom budeme nazýva´
bu¤ priestor N -£asticových stavov (9), alebo direktný sú£et v²etkých takýchto priestorov s rôznymi N .

Fermióny
Teraz preskúmame systémy mnohých fermiónov. Vlnovú funkciu stavu s dvomi £asticami v stavoch
|a1〉 a |a2〉 moºno zapísa´ v tvare

ψa1,a2(1, 2) =
1√
2

[ϕa1(1)ϕa2(2)− ϕa2(1)ϕa1(2)] ,

pri£om ozna£enia sú podobné ako v bozónovom prípade. V²imnime si v²ak, ºe ak stavy |a1〉 a |a2〉
sú rovnaké, vlnová funkcia sa vynuluje. Odtia©to vyplýva známy Pauliho vylu£ovací princíp: dva
fermióny nemôºu obsadi´ ten istý jedno£asticový kvantový stav. Pripomíname, ºe symbol 1 reprezentuje
priestorové, ale aj spinové súradnice, t.j. 1 = (x1, s1) a podobne pre ostatné £astice.

Pauliho vylu£ovací princíp vyºaduje, aby v postupnosti obsadzovacích £ísel N1, N2, . . . (kde zo-
radenie jedno£asticových stavov je raz navºdy �xované) boli iba nuly a jednotky. �ahko overíme, ºe
v²eobecná N -£asticová vlnová funkcia, ktorá je antisymetrická pri zámene ©ubovo©ných súradníc, sa dá
písa´ ako

ψa1,a2,...,aN (1, 2, . . . , N) =
1√
N !

∑
{P}

(−1)PϕP1(1)ϕP2(2) . . . ϕPN (N), (10)

kde zápis ψa1,a2,...,aN znamená, ºe obsadené sú iba jedno£asticové stavy |a1〉, |a2〉, . . . , |aN 〉 a zvy²né
stavy sú prázdne. P1, P2, . . . , PN je permutácia stavov |a1〉, |a2〉, . . . , |aN 〉 a faktor (−1)P je 1 alebo -1,
pod©a toho, £i je permutácia párna alebo nepárna.25

Vlnové funkcie (10) nazývame Slaterovými determinantmi, pretoºe ich môºeme písa´ v tvare

ψa1,a2,...,aN (1, 2, . . . , N) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕa1(1) ϕa2(1) . . . ϕaN (1)
ϕa1(2) ϕa2(2) . . . ϕaN (2)

...
...

...
ϕa1(N) ϕa2(N) . . . ϕaN (N)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Podobne ako v prípade bozónov sa opä´ nahliadne, ºe v²eobecný N -fermiónový stav nie je po-

písaný jediným Slaterovým determinantom. Slaterove determinanty tvoria úplnú ortonormálnu bázu
mnohofermiónových stavov a kaºdý N -fermiónový stav moºno písa´ ako ich lineárnu superpozíciu.
Fermiónovým Fockovým priestorom budeme opä´ nazýva´ bu¤ priestor N -£asticových stavov, alebo
direktný sú£et v²etkých takýchto priestorov s rôznymi N .

Aproximácia Hartreeho-Focka
Vrá´me sa teraz k skúmaniu úlohy o N £asticiach v krabici s periodickými okrajovými podmienkami.
Ako bude vyzera´ najv²eobecnej²ia vlnová funkcia ψ(1, 2, . . . , N) v tomto prípade? Bude to lineárna

25Permutáciu nazývame párnou (nepárnou), ak ju moºno realizova´ párnym (nepárnym) po£tom párových zámien.
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superpozícia v²etkých myslite©ných funkcií (10), t.j. lineárna superpozícia v²etkých mnoho£asticových
stavov, v ktorých sú obsadené v²etky myslite©né N -tice jedno£asticových stavov |a1〉, |a2〉, . . . , |aN 〉:

ψ(1, 2, . . . , N) =
∑

a1,a2,...,aN

ca1,a2,...,aNψa1,a2,...,aN (1, 2, . . . , N).

Ak by sme teraz numericky h©adali základný stav tohto systému a pritom by sme predpokladali,
ºe elektróny si pri obsadzovaní jedno£asticových stavov vyberajú len spomedzi M jedno£asticových

stavov,26 potom by sme museli skúma´ lineárne kombinácie
(
M
N

)
vlnových funkcií. Teda s rastúcimi

N a M by sa úloha rýchlo stala nezvládnute©nou.
Ak je mnoho£asticový stav popísate©ný jediným Slaterovým determinantom, potom hovoríme, ºe

ide o nekorelovaný stav. Treba zdôrazni´, ºe iba v takomto prípade moºno mnoho£asticový stav opísa´
slovami �£astice obsadzujú stavy |a1〉, |a2〉, . . . , |aN 〉�.

Hartree a Fock vyvinuli metódu, ktorá umoº¬uje aproximova´ vlnovú funkciu základného stavu
mnoho£asticových systémov optimálnym Slaterovým determinantom |ψ〉. Ide teda o metódu,
ktorá nám umoºní nájs´ takú sadu jedno£asticových vlnových funkcií ϕa1(x), ϕa2(x), ..., ϕaN (x),
obsadením ktorých vznikne Slaterov determinant |ψ〉 s minimálnou energiou.

V ¤al²om výklade budeme h©ada´ sadu rovníc pre Hartreeho-Fockove orbitály ϕa1(x), ϕa2(x), ...,
ϕaN (x). Budeme predpoklada´, ºe hamiltonián interagujúceho systému elektrónov moºno písa´ ako
sú£et jednoelektrónových energií Hi = h(xi) a dvoj£asticových interakcií Vij = V (xi−xj), pri£om pre
jednoduchos´ predpokladáme, ºe ani Hi, ani Vij nezávisia od spinových indexov:27

H =

N∑
i=1

h(xi) +
1

2

∑
i 6=j

V (xi − xj).

Dvoj£asticové interakcie pritom vºdy moºno popísa´ párnou funkciou V (xi − xj) = V (xj − xi).
Na²ou úlohou bude minimalizova´ funkcionál E[ψ] = 〈ψ|H|ψ〉. V III.5 ukáºeme, ºe pokia© sa

obmedzíme na stavy |a〉 = |ασ〉 s �xovaným priemetom spinu σ =↑, ↓, potom Hartreeho-Fockove
orbitály sú rie²eniami nasledovnej efektívnej Schrödingerovej rovnice

Hσ
HFϕασ(x) = εασϕασ(x). (11)

Rovnica (11) sa nazýva Hartreeho-Fockovou rovnicou. Efektívny hamiltonián Hσ
HF pritom na

vlnovú funkciu ϕσ(x) pôsobí nasledovne:

Hσ
HFϕσ(x) = [h(x) + VH(x)]ϕσ(x)−

∫
d3yvσ(x,y)ϕσ(y).

Potenciál VH(x) sa nazýva Hartreeho potenciál a vσ(x,y) je hustotou tzv. výmenného (Foc-
kovho) potenciálu. Rie²enie efektívnej SchR je komplikované faktom, ºe tieto potenciály nie sú
vopred známe a treba ich ur£i´ zo znalosti vlnových funkcií ϕασ(x):

VH(x) =

∫
d3yV (x− y)

∑
ασ

|ϕασ(y)|2 , vσ(x,y) =
∑
α

ϕ∗ασ(y)V (x− y)ϕασ(x),

kde sumácia sa vedie cez obsadené jedno£asticové stavy. Hartreeho potenciál má zrejmý fyzikálny zmy-
sel: je to priemerný potenciál, ktorým v²etky £astice pôsobia na ²tudovanú £asticu. Na druhej strane,
výmenný potenciál, ktorý vo v²eobecnosti závisí od priemetu spinu, reprezentuje kvantovomechanickú
korekciu, ktorú objavil Fock, a ktorá nemá klasický analóg. V²imnime si, ºe výmenný potenciál je
nelokálny, t.j. výsledok pôsobenia operátora na vlnovú funkciu ϕσ v bode x závisí od hodnôt vlnovej
funkcie ϕσ v celom priestore. Hartreeho-Fockove rovnice moºno obvykle rie²i´ iba numericky, naj£astej-
²ie iteratívnou metódou: postuluj sadu N orbitálov → vypo£ítaj potenciály → vyrie² Schrödingerovu

26Pri£om samozrejme musí by´ M > N . V skuto£nosti sa vo v²eobecnom prípade dajú o£akáva´ dobré výsledky iba
pre M � N .

27Obvykle je operátor h(xi) sú£tom kinetickej energie i-teho elektrónu a jeho potenciálnej energie vo vonkaj²om poli
budenom napr. jadrami. Vij sú obvykle coulombovské elektrón-elektrónové interakcie medzi elektrónmi i a j.
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rovnicu a ur£i novú sadu N orbitálov. Tento cyklus treba opakova´ dovtedy, kým sa nedosiahne kon-
vergencia, t.j. kým sa sada N orbitálov neprestane meni´.

Vo©ba jedno£asticových orbitálov
Pri rie²ení self-konzistentného problému (11) obvykle predpokladáme, ºe základným stavom mnoho£as-
ticového systému je taký Slaterov determinant, ktorý je vytvorený z prvých N stavov ϕασ s najniº²ími
energiami εασ.28

Koopmansova veta
V III.5 ukáºeme, ºe vo ve©kých systémoch s mnohými £asticami, v ktorých vloºenie alebo odstránenie
jedného elektrónu podstatne nemení tzv. self-konzistentné potenciály VH a vσ, má vlastná energia εασ
v efektívnej Schrödingerovej rovnici (11) význam energie elektrónu v stave ϕασ. Inými slovami, ak
chceme do ²tudovaného ve©kého systému prida´ elektrón v stave ϕασ, potom sa energia systému zvä£²í
o εασ.

Závere£ná poznámka
Hartreeho-Fockova aproximácia nám umoº¬uje pozrie´ sa na interagujúci systém £astíc ako na systém,
v ktorom neinteragujúce £astice obsadzujú sadu self-konzistentných jedno£asticových orbitálov. Celý
ná² doteraj²í výklad bol teda implicitne vedený v tejto aproximácii.

Cvi£enia

1. Nájdite vlastné stavy jednorozmernej bez£asovej Pauliho rovnice Hϕ(z) = εϕ(z) pre spinor ϕ(z), popisujúcej elektrón

pohybujúci sa po priamke v smere osi z v priestorovo premenlivom magnetickom poli B = B(cos qz, sin qz, 0). Pozri aj

I.23.

2. Predpokladajme, ºe kaºdý z ortogonálnych jedno£asticových orbitálov ϕ(x) a χ(x) je obsadený jedným elektrónom

(so spinom hore alebo dole). Ukáºte, ºe vlnová funkcia dvojelektrónového systému sa dá zapísa´ ako sú£in symetrickej

orbitálnej a antisymetrickej spinovej vlnovej funkcie (jeden stav, singlet), alebo ako sú£in antisymetrickej orbitálnej a

symetrickej spinovej vlnovej funkcie (tri stavy, triplet), pozri aj I.24.

3. Ukáºte, ºe celkový spin singletu a tripletu z úlohy 2 je S = 0, resp. S = 1.

4. Predpokladajte, ºe elektróny z úlohy 2 sa coulombovsky odpudzujú a ukáºte, ºe energie singletu a tripletu sú rôzne.

Zave¤te operátory spinu S1 a S2 pre elektróny 1 a 2. Ukáºte, ºe energiu ²tyroch spinových stavov z úlohy 2 moºno

popísa´ efektívnym spinovým hamiltoniánom Heff = E0 − 2AS1 · S2 a nájdite parametre E0 a A, pozri aj I.24.

5. Dvoj£asticový stav, v ktorom elektróny so spinmi hore a dole zap¨¬ajú ten istý orbitál ϕ(x), zapí²te v tvare z úlohy 2

a aj ako Slaterov determinant. Stavy z úlohy 2 zapí²te ako Slaterove determinanty alebo ich kombinácie. V ktorých

prípadoch sta£í jeden Slaterov determinant?

6. Atóm hélia (t.j. dva navzájom interagujúce elektróny v externom prí´aºlivom poli jadra) modelujme jednorozmerným

hamiltoniánom H = − ~2
2m

(
d2

dx21
+ d2

dx22

)
+ 1

2
K
(
x2

1 + x2
2

)
− 1

2
k (x1 − x2)2, v ktorom prvý £len popisuje kinetickú energiu

elektrónov, druhý £len popisuje interakciu elektrónov s jadrom v bode x = 0 a tretí £len popisuje vzájomné odpudzo-

vanie elektrónov. �iadajte, aby K > 2k (pre£o?). Nájdite orbitálne vlnové funkcie ψ(x1, x2) v²etkých vlastných stavov

(hamiltonián prepí²te ako sumu nezávislých harmonických oscilátorov). Ur£te celkový spin základného stavu. Ukáºte, ºe

vlnová funkcia základného stavu v priblíºení Hartreeho-Focka je iná, ako vlnová funkcia presného základného stavu.

6 Coulombovský plyn elektrónov

V tejto predná²ke budeme skúma´ tzv. model ºelé, t.j. plyn elektrónov s koncentráciou n, ktoré sa
hýbu v homogénne rozloºenom kladnom náboji s hustotou náboja +ne a interagujú coulombovskými
silami jednak s kladne nabitým pozadím, ako aj navzájom. Chceme totiº preskúma´ dôsledky elektrón-
elektrónových interakcií v najjednoduch²om moºnom kontexte, t.j. napríklad bez komplikácií spojených
s periodickým rozmiestnením jadier. O£akávame, ºe získané výsledky zostanú kvalitatívne platné aj v
realistickej²ích situáciách.

28V III.5 uvidíme, ºe táto vo©ba nie je o£ividnou, pretoºe energia mnoho£asticového systému nie je sú£tom energií εασ
obsadených stavov.
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Ukáºeme, ºe na hustý coulombovský plyn elektrónov moºno nazera´ ako na sadu takmer vo©ných
elektrónov so slabými (tienenými) efektívnymi interakciami. Ukáºeme ¤alej, ºe hlavnými kvalitatívnymi
dôsledkami interakcií je existencia kolektívneho módu (plazmónov) a kone£nos´ doby ºivota elektrónov.

Hustý coulombovský plyn
V elektrónovom plyne s hustotou n pripadá na jeden elektrón objem n−1, ktorý si predstavme ako gu©u
s polomerom r0, pri£om musí plati´ 4

3πr
3
0 = n−1. Teda typická vzdialenos´ medzi najbliº²ími elektrónmi

je r0. �iadajme, aby typická kinetická energia elektrónu29 ~2

mr2
0
bola vä£²ia neº coulombovská interakcia

medzi susednými elektrónmi e2

4πε0r0
. Tak dostaneme podmienku r0 � aB = 4πε0~2

me2
, kde aB je Bohrov

polomer. Teda £ím je elektrónový plyn hustej²í, tým je vplyv coulombovských interakcií vo£i kinetickej
energii zanedbate©nej²í! Ak zavedieme bezrozmerný parameter rs = r0

aB
ako podiel r0 a Bohrovho

polomeru aB, túto podmienku moºno písa´ v tvare

rs � 1.

V limite rs � 1, ktorou sa v tejto predná²ke budeme zaobera´, by preto malo by´ moºné ²tudova´ cou-
lombovský plyn pomocou poruchovej teórie, kde za poruchu berieme coulombovské interakcie. Tento
program bol zrealizovaný v teórii Gell-Manna a Bruecknera. My sa obmedzíme iba na kvalitatívny opis
javov. Zárove¬ pripomíname, ºe rs v reálnych kovoch je obvykle v rozmedzí 1.8 < rs < 5.6. Preto nie je
o£ividné, ºe teóriu slabo interagujúceho plynu moºno pouºi´. Porovnanie s experimentom v²ak ukazuje,
ºe výsledky, ktoré budeme prezentova´, pomerne dobre opisujú elektrónové vlastnosti jednoduchých
kovov.

Dielektrická funkcia (relatívna permitivita)
Predpokladajme, ºe do elektrónovej kvapaliny zvonka vloºíme budiacu nábojovú hustotu s £asopriesto-
rovým priebehom δ%(r, t) = δ%qe

iq·r−iωt a s malou amplitúdou.30 Harmonický £asopriestorový priebeh
budenia δ%(r, t) sme zvolili z toho dôvodu, ºe pod©a I.21 odozvu na takéto budenie moºno popísa´
jednoduchým algebraickým vz´ahom.

Budiaca nábojová hustota δ%(r, t) je zdrojom externého po©a, ktoré silovo pôsobí na elektrónovú
kvapalinu a v lineárnom priblíºení v nej vyvolá vznik tieniacej nábojovej hustoty %eqe

iq·r−iωt s tou
istou frekvenciou a vlnovým vektorom. Preto celková nábojová hustota v systéme bude %qeiq·r−iωt, pri-
£om %q = δ%q +%eq. Celkový elektrostatický potenciál generovaný externým nábojom bude φqeiq·r−iωt,
kde φq je dané Poissonovou rovnicou

φq =
%q
ε0q2

. (12)

Ten istý potenciál φq môºeme chápa´ aj ako dôsledok budiacej nábojovej hustoty s amplitúdou δ%q
v médiu s tzv. pozd¨ºnou dielektrickou funkciou (v elementárnych textoch tieº nazývanou relatívnou
permitivitou, pozri tieº link �základné pojmy�) ε‖(q, ω), ktorá závisí od frekvencie a vlnového vektora:

φq =
δ%q

ε0ε‖(q, ω)q2
, (13)

V²imnime si, ºe znalos´ dielektrickej funkcie nám umoºní predpoveda´ polia budené externými nábojmi
v elektrónovej kvapaline.

Dielektrickú funkciu (t.j. relatívnu permitivitu) budeme po£íta´ zo vz´ahu ε‖(q, ω) =
δ%q
%q

, ktorý
vyplýva z porovnania vz´ahov (12) a (13). O£akávame, ºe pre malé budiace náboje budú tieniace náboje
%eq lineárne úmerné celkovej nábojovej hustote %q:

%eq = −αe(q, ω)%q, (14)

kde sme zaviedli tzv. elektrickú susceptibilitu αe(q, ω) elektrónovej kvapaliny. Ke¤ºe dielektrická
funkcia je daná vz´ahom ε‖(q, ω) =

%q−%eq
%q

, dostávame napokon výraz

ε‖(q, ω) = 1 + αe(q, ω).

29Pod©a I.12 je totiº stredná kinetická energia elektrónov vo Fermiho guli 3
5
εF ∼ ~2k2F

m
a z rozmerových dôvodov

kF ∼ r−1
0 .

30Nábojová hustota %(r) súvisí s hustotou elektrónov ρ(r) prostredníctvom vz´ahu %(r) = −eρ(r).
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Obr. 11: V©avo: teplotná závislos´ tlaku v ideálnom fermiónovom plyne. Pre teploty T � εF dostávame klasickú
predpove¤ p = nT , ale pre T � εF tlak zostáva (kvôli Pauliho vylu£ovaciemu princípu) kone£ný aj pre T → 0. Vpravo:
Plo²né sily pôsobiace na objemový element elektrónovej kvapaliny.

Susceptibilita elektrónového plynu
Tlak v hustom plyne elektrónov
Najprv ukáºme, ºe v hustom plyne elektrónov pri nulovej teplote existuje kone£ný tlak. Nech hustota
elektrónového plynu je n. V I.12 sme ukázali, ºe pri nulovej teplote elektróny obsadia stavy vo Fermiho
guli s polomerom kF = (3π2n)1/3, kde kF je Fermiho vlnový vektor. Kinetická energia elektrónov na

povrchu Fermiho gule (tzv. Fermiho energia) je εF =
~2k2

F
2m a ich rýchlos´ (tzv. Fermiho rýchlos´) je

vF = ~kF
m . Celková energia hustého Fermiho plynu N elektrónov v objeme V je dobre aproximovaná

jeho kinetickou energiou E = 3
5NεF . Preto vo Fermiho plyne existuje aj pri nulovej teplote kone£ný

tlak (pozri obrázok 11):

p = −
(
∂E(N,V)

∂V

)
N

= − ∂

∂V

(
3

5

~2(3π2)2/3

2m

N5/3

V2/3

)
N

=
2

3

E

V
=

2

5
nεF .

Tento tlak je dôsledkom Pauliho vylu£ovacieho princípu a jeho ve©kos´ závisí od hustoty elektrónov
pod©a p ∝ n5/3. Z kone£nej stla£ite©nosti elektrónového plynu vyplýva kone£ná rýchlos´ zvuku v
hypotetickej nenabitej elektrónovej kvapaline

v2
s =

1

m

∂p

∂n
=

5

3

p

mn
=
v2
F

3
.

Pohybová rovnica pre nábojovú hustotu
Lokálnu hustotu celkového náboja systému elektróny + iónové pozadie budeme ozna£ova´ ako %e(r). In-
dex e nám pripomína, ºe lokálna hustota náboja je v modeli ºelé nenulová iba v¤aka pohybu elektrónov.
V tomto odstavci skon²truujeme klasickú (nie kvantovú) pohybovú rovnicu pre nábojovú hustotu. Dá
sa ukáza´, ºe v dlhovlnnej limite sú na²e makroskopické úvahy v zhode s komplikovanej²ími kvantovými
výpo£tami. Za£nime s tým, ºe nábojová hustota %e(r) musí sp¨¬a´ rovnicu kontinuity:

∂%e

∂t
+∇ · je = 0, (15)

kde je je prúdová hustota elektrónového náboja. Pritom platí je = %ev ≈ −nev, kde v je lokálna driftová
rýchlos´ elektrónov.31 Skúmajme teraz pohybovú rovnicu pre malé výchylky objemového elementu
∆V = (∆x)3, ktorý obsahuje ∆N = n∆V elektrónov. Pre výchylky v smere osi x dostaneme

∆Nm
dvx
dt

= −∆Nm
vx
τ
−∆NeEx − [p(x+ ∆x)− p(x)] (∆x)2.

Prvý £len na pravej strane obsahujúci relaxa£ný £as τ popisuje �trenie� elektrónov o ne£istoty a kmity
mrieºky, druhý £len je Lorentzova sila v prítomnosti lokálneho elektrického po©a E a posledný £len po-
pisuje silové pôsobenie susedných elementov na zvolený element, pozri obrázok 11. Tento £len moºno

31V druhej rovnici sme nábojovú hustotu elektrónov %e(r) aproximovali jej strednou hodnotou −ne, pretoºe korekcie
k tomuto výrazu by boli rádu v2, kým v teórii lineárnej odozvy pracujeme iba s presnos´ou do rádu v. Z tých istých
dôvodov v ¤al²om výklade odhadneme ∆N pomocou strednej hustoty elektrónov n.
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upravi´ nasledovne: [p(x+ ∆x)− p(x)] = ∆x ∂p∂x = ∆x ∂p∂n
∂n
∂x . Po jednoduchých úpravách moºno napo-

kon pohybovú rovnicu písa´ v tvare32

∂je

∂t
= − je

τ
+
ne2

m
E− v2

s∇%e. (16)

Ak vezmeme divergenciu pohybovej rovnice (16) a vyuºijeme rovnicu kontinuity (15), dostaneme h©a-
danú pohybovú rovnicu pre nábojovú hustotu elektrónov(

1

τ
+
∂

∂t

)
∂%e

∂t
= v2

s∇2%e − ne2

mε0
%,

kde sme vyuºili, ºe ∇ ·E = %
ε0
, kde %(r) je celková nábojová hustota. Fourierovou transformáciou tejto

rovnice a porovnaním výsledku s de�ni£ným vz´ahom (14) dostaneme výsledok pre susceptibilitu

αe(q, ω) =
ω2
p

v2
sq

2 − ω(ω + iγ)
,

kde sme zaviedli ozna£enia γ = 1
τ a ω2

p = ne2

mε0
. Pre dielektrickú funkciu potom platí

ε‖(q, ω) = 1 +
ω2
p

v2
sq

2 − ω(ω + iγ)
. (17)

Pripomíname, ºe výsledok (17) pre dielektrickú funkciu sme dostali z makroskopických úvah. Pre dl-
hovlnné procesy q � kF je v²ak kvalitatívne správny.

Plazmóny
Z rovnice (13) vyplýva, ºe spontánne pozd¨ºne kmity elektrónovej kvapaliny, t.j. nenulový potenciál
φq pri nulovom budiacom náboji δ%q, sú moºné, ak ε‖(q, ω) = 0. V dlhovlnnej limite q = 0 má
táto rovnice rie²enie ω ≈ ωp, ke¤ºe obvykle ωp � γ. Tieto kmity voláme plazmové, frekvenciu ωp
nazývame plazmová frekvencia a kvantá plazmových kmitov voláme plazmóny. Typická energia
plazmónov ~ωp je nieko©ko eV. Energiu plazmónov moºno experimentálne ur£i´ meraním energetických
strát vysokoenergetických £astíc, pozri cvi£enia.

Plazmón patrí medzi tzv. kolektívne módy, t.j. kolektívne oscilácie ve©kého po£tu elektrónov.
Kolektívne módy sú prítomné iba v systémoch s interakciami. Okrem oscilácií hustoty (t.j. plazmónov)
boli v elektrónovom plyne pozorované napríklad oscilácie magnetizácie (tzv. paramagnóny).

Tienenie
Teraz preskúmame, ako vyzerá potenciál budený bodovým nábojom δ%(r) = Qδ(r) vloºeným do cou-
lombovského plynu elektrónov. Budeme postupova´ v troch krokoch. V prvom kroku budiaci náboj
vyskladáme z rovinných v¨n:

δ%(r) =

∫
d3q

(2π)3
δ%qe

iq·r,

kde δ%q =
∫
d3rδ%(r)e−iq·r = Q. V druhom kroku pre kaºdý vlnový vektor q pouºijeme de�ni£ný vz´ah

(13) pre výpo£et Fourierovej komponenty φq potenciálu vybudenej komponentou δ%q. Ke¤ºe statická

dielektrická funkcia má pod©a (17) tvar ε‖(q, 0) = 1 + k2
s
q2 , kde k−1

s = vs
ωp

je tzv. Thomasova-Fermiho

tieniaca d¨ºka, dosadením do (13) dostaneme výsledok

φq =
Q

ε0(q2 + k2
s)
.

32Opä´ podotýkame, ºe na ©avej strane by mala namiesto parciálnej derivácie pod©a £asu vystupova´ totálna derivácia,
pre ktorú platí d

dt
= ∂

∂t
+v · ∇. Pre malé driftové rýchlosti v v²ak moºno £len v · ∇je zanedba´, pretoºe je druhého rádu

pod©a v.
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V tre´om kroku z Fourierových zloºiek φq spätne vyskladáme potenciál φ(r) budený rozloºením náboja
δ%(r). Tak dostaneme tzv. Yukawov potenciál33

φ(r) =

∫
d3q

(2π)3

Q

ε0(q2 + k2
s)
eiq·r =

Q

4π2ε0ri

∫ ∞
−∞

dqq

q2 + k2
s

eiqr =
Q

4πε0r
e−ksr.

Ukázali sme teda, ºe potenciál bodového náboja je tienený. Tieniaca d¨ºka k−1
s má v beºných

kovoch hodnotu nieko©ko angströmov. Treba v²ak podotknú´, ºe hoci predstava o tienení potenciálu
je kvalitatívne správna, presnej²ia analýza ukazuje, ºe tienený potenciál klesá k nule pomal²ie ako
Yukawov potenciál. Tieniaca nábojová hustota pritom neklesá exponenciálne, ale (na ve©kých vzdiale-
nostiach od poruchy) vykazuje pomal²ie klesajúce tzv. Friedelove oscilácie:34

%e(r) ∝ cos 2kF r

(kF r)3
.

Stojí za zmienku, ºe v okolí prímesi teda existujú oblasti, v ktorých sa nahromadí indukovaná nábojová
hustota s rovnakým znamienkom, aké má externý náboj! Ve©mi podobný jav sa pozoruje pri magnetic-
kom tienení magnetickej prímesi: znamienko tieniacej magnetizácie osciluje so vzdialenos´ou od prímesi
a tento jav sa vyuºíva napríklad v magnetorezistívnych £ítacích hlavách magnetických pamätí.

Obr. 12: Rozptylový proces, ktorý spôsobuje kone£nos´ doby ºivota elektrónu s hybnos´ou k.

Doba ºivota kvázi£astíc
Napokon preskúmame otázku, £i elektrón v stave s hybnos´ou k a spinom σ s ur£itos´ou zotrvá v tomto
stave. Odpove¤ na túto otázku je zjavne záporná. Skúmajme napríklad prípad, kedy k > kF . Vtedy
sa skúmaná £astica môºe zo stavu k, σ rozptýli´ do stavu k − q, σ pri sú£asnej excitácii elektrónu zo
stavu p, σ′ z Fermiho mora do neobsadeného stavu p + q, σ′ mimo Fermiho mora. V stave p, σ′ tak
vznikne tzv. diera, ktorá spolu s £asticou v stave p + q, σ′ vytvára vzbudený £asticovo-dierový pár,
pozri obrázok 12. Dobu ºivota elektrónov budeme po£íta´ pomocou Fermi zlatého pravidla

1

τk
=

2π

~
∑
f

|〈f |Hint|i〉|2δ(Ef − Ei),

kde Hint je operátor tienenej coulombovskej interakcie medzi elektrónmi. |i〉 je (mnoho£asticový) po£ia-
to£ný stav systému s energiou Ei, za ktorý zoberieme plne obsadené Fermiho more a jeden dodato£ný
elektrón v stave k, σ. |f〉 je (mnoho£asticový) kone£ný stav systému s energiou Ef . Ide o Fermiho more
s dierou v bode p, σ′ a dvomi dodato£nými elektrónmi v stavoch k− q, σ a p + q, σ′. V²imnime si, ºe
v procese zráºky sa celková energia systému nemení, t.j. Ei = Ef . Dá sa ukáza´ (pozri cvi£enia), ºe
maticový element moºno po£íta´ nasledovne:

〈f |Hint|i〉 =
1

V
(
V s
q − δσσ′V s

k−p−q
)
, (18)

kde V s
q je Fourierova transformácia tienenej coulombovskej interakcie. Preto doba ºivota elektrónu je

1

τk
=

2π

~V2

∑
q

[
(V s

q )2 + (V s
q − V s

k−p−q)2
]∑

p

fp(1− fp+q)(1− fk−q)δ(εk−q + εp+q − εp − εk),

33V prvom kroku sme integrál po£ítali prechodom do sférických súradníc a explicitnou integráciou cez uhly. Druhú rov-
nos´ moºno ukáza´ roz²írením premennej q do komplexnej roviny a doplnením integra£nej dráhy o poloblúk v nekone£ne
v hornej polrovine.

34Friedelove oscilácie sú dôsledkom neanalytického správania kvantovomechanicky po£ítanej dielektrickej funkcie
ε‖(q, 0) pre q ≈ 2kF , pozri napr. IV.9. Elegantné alternatívne vysvetlenie pomocou Friedelovho suma£ného pravidla
moºno nájs´ napr. v knihe Ziman: Principles of the Theory of Solids.
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kde Fermiho-Diracove distribu£né funkcie zaru£ujú, ºe stav p je obsadený a stavy p + q a k − q sú
vo©né. Delta funkcia zabezpe£uje zachovanie energie v zráºke (v²imnime si, ºe zachovanie hybnosti
je tieº automaticky splnené). Dva £leny v hranatej zátvorke pochádzajú od rozptylu na £asticovo-
dierových pároch so spinmi σ′ = −σ a σ′ = σ.

V ¤al²om výklade budeme predpoklada´, ºe hybnos´ k sa nachádza tesne nad Fermiho plochou.
Ke¤ºe Fermiho energia kovov je obvykle nieko©ko eV, pre tepelne excitované elektróny pri izbovej
teplote je tento predpoklad dobre splnený. Dá sa ukáza´, ºe v tomto prípade závisí doba ºivota od
teploty a excita£nej energie pod©a vz´ahu

~
τk
∝ (πT )2 + (εk − εF )2. (19)

Ak totiº zavedieme nové hybnosti k′ = k− q a p′ = p + q a od sumácie cez dvojicu hybností p, q prejdeme k sumácii
cez trojicu hybností p, p′ a k′, pri£om dodato£nú sumáciu eliminujeme delta funkciou ºiadajúcou zachovanie hybnosti v
zráºke, k′ + p′ = k + p, pre pravdepodobnos´ rozptylu dostaneme

1

τk
=

2π

~V2

∑
p,p′,k′

[
(V sk′−k)2 + (V sk′−k − V sk′−p)2] fp(1− fp′)(1− fk′)δ(εk′ + εp′ − εp − εk)δk′+p′,k+p.

V¤aka zákonu zachovania energie a prítomnosti Fermiho funkcií potom musia okrem hybnosti k v tesnej blízkosti Fermiho
plochy leºa´ aj hybnosti p, p′ a k′. Sumy cez hybnosti moºno nahradi´ integrálmi, napríklad

1

V
∑
p

=
1

(2π)3

∫
d3p =

1

(2π)3

∫
dpp2

∫
dSp ≈ N(0)

∫
dεp

∫
dSp
4π

, (20)

kde v druhej rovnosti sme pre²li k integrovaniu v radiálnom smere a
∫
dSp ozna£uje uhlový integrál v p-priestore. Ke¤ºe

v²etky príspevky pochádzajú od stavov v blízkosti Fermiho plochy, integrál v radiálnom smere sme zjednodu²ili zavedením
hustoty stavov na Fermiho ploche (pre jeden spinový priemet) N(0) =

k2F
2π2~vF

= mkF
2π2~2 .

Po takejto náhrade v²etkých súm vo výraze pre dobu ºivota elektrónu moºno separova´ integrácie cez uhly a cez
energie. Pre integrál cez energie napokon dostaneme

~
τk
∝
∫
dεp

∫
dεp′

∫
dεk′fp(1− fp′)(1− fk′)δ(εk′ + εp′ − εk − εp) =

1

2
(1− fk)

[
(πT )2 + (εk − εF )2] . (21)

Výpo£et integrálu tu nebudeme reprodukova´ a uspokojíme sa s kon²tatovaním výsledku. Odvodenie £itate© nájde v
dodatku A práce P. Morel and P. Nozières, Phys. Rev. 126, 1909 (1962). Pri nulovej teplote je v²ak výpo£et elementárny.
Zavedením premenných ξ = ε− εF totiº pre ξk > 0 dostaneme∫ 0

−∞
dξp

∫ ∞
0

dξp′

∫ ∞
0

dξk′δ(ξk′+ξp′−ξk−ξp) =

∫ ∞
0

dξp

∫ ∞
0

dξp′

∫ ∞
0

dξk′δ(ξp+ξp′+ξk′−ξk) =

∫ ξk

0

dξp

∫ ξk−ξp

0

dξp′ =
1

2
ξ2
k.

Rovnica (19) ukazuje, ºe ak teplota je nulová, potom pravdepodobnos´ rozptylu elektrónu za jed-
notku £asu 1

τk
klesá k nule pri pribliºovaní hybnosti k k Fermiho ploche, t.j. v limite εk → εF . Pod©a

Heisenbergovho princípu neur£itosti v²ak kone£ná doba ºivota £astíc znamená kone£nú neur£itos´ ich
energie δεk ∼ ~

τk
. Ale pretoºe 1

τk
∝ (εk − εF )2, neur£itos´ energie elektrónov v tesnej blízkosti Fermiho

plochy bude zaru£ene men²ia, neº ich excita£ná energia εk − εF . Jedno£asticové excitácie s malou
excita£nou energiou sú teda dobre de�nované. Toto pozorovanie je základom Landauovej teórie
Fermiho kvapalín, ktorá hovorí, ºe nízkoenergetické excita£né spektrum kovov sa napriek existencii
silných coulombovských interakcií medzi elektrónmi podobá na spektrum neinteragujúceho elektróno-
vého plynu.

Na druhej strane, výsledok 1
τ(εF ) ∝ T 2 znamená, ºe teplotne závislá £as´ odporu kovu pri nízkych

teplotách je úmerná T 2.35 V kovoch so silnými elektrón-elektrónovými interakciami bol tento výsledok
experimentálne potvrdený. Pri vysokých teplotách je príspevok od elektrón-elektrónových interakcií
k rozptylu elektrónov obvykle zanedbate©ný vo£i rozptylu elektrónov na fonónoch, o ktorom budeme
hovori´ neskôr.

35Tu je namieste istá opatrnos´. Pri rozptyle elektrónov z po£iato£ných stavov k a p do koncových stavov k′ a p′ sa
prúd zmení o vk′ + vp′ − vk − vp. Dá sa ukáza´, ºe pri výpo£te transportného relaxa£ného £asu rolu faktora 1 − cos θ
(pozri predná²ku 4) hrá faktor (vk′+vp′−vk−vp)2. Pre elektróny s kvadratickým disperzným zákonom v²ak zo zákona
zachovania hybnosti k′ + p′ = k + p vyplýva vk′ + vp′ − vk − vp = 0, £iºe elektrón-elektrónové rozptyly v takomto
prípade nespôsobujú odpor. Av²ak pre elektróny s realistickými disperznými zákonmi je odpor kone£ný.
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Cvi£enia

1. Odhadnite parameter rs pre plazmu vodivostných elektrónov medi a pre dvojrozmerný elektrónový plyn, v ktorom

bol objavený kvantový Hallov jav (pozri cvi£enia k predná²ke 3).

2. Tieniacu d¨ºku k−1
s porovnajte so vzdialenos´ou medzi elektrónmi r0.

3. Ako sa zmení výraz (17) pre dielektrickú funkciu elektrónového plynu s koncentráciou n, ak namiesto teplôt T � εF

budeme skúma´ vysoké teploty T � εF ? Ako sa zmení tieniaca d¨ºka?

4. Pri kone£ných teplotách musíme okrem energetických ²kál ~2
mr20

a e2

ε0r0
zoh©adni´ aj teplotu T . V dvojrozmernom fá-

zovom priestore (r0, T ) na£rtnite oblasti, kde dominujú jednotlivé ²kály. Ktorá oblas´ zodpovedá klasickej slabo viazanej

plazme?

5. Energetické straty nabitej £astice letiacej s (ve©kou) rýchlos´ou v cez elektrónovú plazmu si moºno predstavi´ ako

postupné odovzdávanie kvánt hybnosti do plazmy. Dá sa ukáza´, ºe pravdepodobnos´ odovzdania kvanta hybnosti ~q za

jednotku £asu, 1
τq
, je úmerná 1

q2
Im
[

−1
ε‖(q,v·q)

]
. Pomocou vz´ahu 17 ukáºte, ºe výraz pre 1

τq
preto moºno interpretova´

ako Fermiho zlaté pravidlo pre rozptyl na dlhovlnnom plazmóne.

6. Vo formalizme druhého kvantovania dokáºte výsledok (18). Vyuºite, ºe interakcia V s(r) je párna.

7 Wignerov, Mottov a Hubbardov prechod kov-izolant

V tejto predná²ke ukáºeme, ºe podobne ako systém atómov alebo molekúl, aj systém elektrónov (�elek-
trónová hmota�) sa pri zmene pomeru medzi potenciálnou a kinetickou energiou môºe nachádza´ v
rôznych fázach. V predo²lej predná²ke sme popisovali vlastnosti elektrónovej hmoty v limite slabých
interakcií, kedy elektróny vytvárajú plynnú fázu. V tejto predná²ke budeme skúma´ elektrónovú hmotu
v limite silných interakcií. Ukáºeme, ºe radikálnym dôsledkom silných elektrón-elektrónových interakcií
je lokalizácia elektrónov. Fázy s lokalizovanými elektrónmi sú nevodivé, t.j. ide o izolanty. Preskúmame
tri príbuzné, ale nie totoºné typy prechodu kov-izolant.

Wignerov prechod kov-izolant
V tomto odstavci popí²eme prechod kov-izolant v modeli ºelé. V predo²lej predná²ke sme ukázali,
ºe coulombovské interakcie medzi elektrónmi moºno chápa´ ako malú poruchu ku kinetickej energii,
ak je plyn elektrónov dostato£ne hustý. Ak je plyn elektrónov riedky, máme do £inenia s opa£nou
situáciou: kinetická energia je malou poruchou ku coulombovskej energii. V takejto situácii je prirodzené
o£akáva´, ºe elektrónová hmota skry²talizuje. V nasledujúcom výklade budeme prezentova´ odhad
energie základného stavu kry²talickej fázy elektrónov, tzv. Wignerovho kry²tálu.

Skúmajme pohyb jedného elektrónu vo Wignerovom kry²táli. Polygonálnu elementárnu bunku kry²-
tálu, v ktorej je skúmaný elektrón uväznený, nahradíme gu©ou s rovnakým objemom a polomer tejto
gule ozna£íme r0. Vnútri tejto gule sa skúmaný elektrón hýbe v homogénne rozloºenom kladnom náboji
iónového pozadia s celkovou ve©kos´ou e. Ke¤ºe kaºdá polygonálna elementárna bunka nesie nulový cel-
kový náboj, budeme ¤alej pre jednoduchos´ predpoklada´, ºe mimo skúmanej gule je celková nábojová
hustota identicky nulová, pozri obrázok 13.

Obr. 13: V©avo: kladne nabitá gu©ová dutina vnútri nenabitého pozadia, zobrazeného ²ráfovaním. Vpravo: elektrostatický
potenciál homogénne nabitej gule.

Energiu základného stavu kry²tálu pripadajúcu na jeden elektrón E
N odhadneme ako celkovú energiu

skúmanej gule. Tá pozostáva z coulombovskej energie iónového pozadia εii, t.j. energie homogénne
nabitej gule s polomerom r0, a energie ε elektrónu pohybujúceho sa v potenciáli generovanom pozadím,
£iºe E

N = εii + ε.
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Pri výpo£te coulombovskej energie iónového pozadia εii si najprv uvedomíme, ºe elektrostatický
potenciál homogénne nabitej gule s celkovým nábojom e a polomerom r0 je φ

φ0
= 1

2(3− r2

r2
0
) pre r < r0

a φ
φ0

= r0
r pre r > r0, kde φ0 = e

4πε0r0
.36 Energiu iónového pozadia potom môºeme po£íta´ nasledovne:

εii =
e

2

∫
d3rφ(r)n = 2πne

∫ r0

0
drr2φ(r) =

3

5

e2

4πε0r0
=

1.2

rs
εB,

kde v poslednej rovnosti sme pouºili tzv. atómové jednotky, t.j. d¨ºku meriame v jednotkách Boh-
rovho polomeru aB a energiu v jednotkách εB, pozri dodatok.

Obr. 14: Energia základného stavu modelu ºelé ako funkcia rs. Plná £iara: energia plynnej fázy v priblíºení Hartreeho-
Focka (23). �iarkovaná £iara: odhad energie Wignerovho kry²tálu (22).

Energiu ε dostaneme ako energiu základného stavu elektrónu, ktorý je popísaný hamiltoniánom

H = − ~2

2m
∇2 − eφ(r) = − ~2

2m
∇2 +

1

2
mω2

0r
2 − 3e2

8πε0r0
,

kde druhý výraz platí pre r < r0. Teda, aº na kon²tantu, hamiltonián moºno interpretova´ ako sú£et
harmonických oscilátorov v smeroch x, y a z s rovnakými frekvenciami ω2

0 = e2

4πε0r3
0m

. Ak predpokla-

dáme, ºe vlnová funkcia elektrónu je s dobrou presnos´ou lokalizovaná vnútri gule s polomerom r0,37

potom energia základného stavu elektrónu bude daná vz´ahom

ε =
3

2
~ω0 −

3e2

8πε0r0
=

[
3

r
3/2
s

− 3

rs

]
εB.

Preto ná² odhad celkovej energie E
N = εii+ε základného stavu modelu ºelé vo fáze Wignerovho kry²tálu

pripadajúca na jeden elektrón dáva

E

NεB
= −1.8

rs
+

3

r
3/2
s

. (22)

Na druhej strane, v III.7 odvodíme nasledovný výsledok pre energiu základného stavu plynnej fázy
modelu ºelé v priblíºení Hartreeho-Focka:

E

NεB
=

2.21

r2
s

− 0.916

rs
. (23)

V²imnime si, ºe coulombovská interak£ná energia, t.j. £len úmerný 1
rs
, má niº²iu hodnotu v kry²talickej

fáze ako v plynnej fáze. Na obr. 14 porovnávame odhad energie Wignerovho kry²tálu (22) s energiou
coulombovského plynu v priblíºení Hartreeho-Focka (23). Ako sa dalo £aka´, energia Wignerovho kry²-
tálu je pri ve©kých rs niº²ia neº energia coulombovského plynu. Ke¤ºe priese£ník oboch kriviek sa

36Tento výsledok naj©ah²ie odvodíme výpo£tom elektrického po©a E vo vzdialenosti r pomocou Gaussovej vety a
uváºením, ºe E = −∇φ.

37Tento predpoklad je splnený pre rs � 1, pozri cvi£enia.



34 7 WIGNEROV, MOTTOV A HUBBARDOV PRECHOD KOV-IZOLANT

nachádza v oblasti rs ∼ 1, ani jednému z odhadov tu nemoºno veri´. Pod©a numerických simulácií je
Wignerov kry²tál stabilný iba pre rs > 106, pozri napr. IV.9.38

Mottov prechod kov-izolant
V tomto odstavci preskúmame elektrické vlastnosti kremíka dopovaného fosforom; tento systém budeme
ozna£ova´ Si:P. Fosfor je atóm s o jednotku vä£²ím po£tom protónov aj elektrónov ako kremík. Pri
malej koncentrácii fosforu je rozumné ²tudova´ jediný prímesný atóm fosforu v ideálnej kremíkovej
mrieºke. V I.19 sme ukázali, ºe (obálková) vlnová funkcia pre nadbyto£ný elektrón vytvorí vodíku
podobný viazaný stav okolo prímesného atómu s efektívnym Bohrovým polomerom (pozri dodatok)

a∗B =
mεs
m∗

aB =
4πε0εs~2

m∗e2
≈ 3.2× 10−9 m,

kde εs ≈ 12 je statická relatívna permitivita nedopovaného kremíka am∗ ≈ 0.2m je efektívna hmotnos´
elektrónov vo vodivostnom páse.39 Pri dostato£ne nízkych koncentráciách fosforu je preto systém Si:P
izolujúci, t.j. v limite nízkych teplôt jeho odpor diverguje. Experimenty ukazujú, ºe pri zvy²ovaní
koncentrácie fosforu zostáva Si:P pri nízkych teplotách izolujúcim aº po kritickú koncentráciu nc ≈
3.7×1024m−3. Pri nadkritických koncentráciách fosforu sa Si:P správa ako kov, t.j. systém je vodivý aj v
limite nízkych teplôt. Prechod medzi izolujúcim a kovovým stavom systému Si:P nazývameMottovým
prechodom. V ¤al²om výklade objasníme Mottov prístup k prechodu kov-izolant v Si:P. Alternatívny
poh©ad na Mottov prechod prezentujeme v III.9.

Skúmajme kovovú fázu s (ve©kou) koncentráciou elektrónov n. Ak tienenie elektrónovým plynom
dopovaných elektrónov popí²eme v Thomasovom-Fermiho priblíºení a ak naviac uváºime tienenie vnú-
tornými elektrónmi, pre statickú relatívnu permitivitu dostaneme

ε‖(q, 0) = 1 + αcore +
ω2
p

v2
sq

2
,

kde ω2
p = ne2

m∗ε0
a vs = ~kF√

3m∗
sú parametre popisujúce plyn dopovaných vodivostných elektrónov. Ak

¤alej uváºime, ºe statická relatívna permitivita nedopovaného kremíka je εs = 1 + αcore, dielektrickú
funkciu môºeme zapísa´ v tvare ε‖(q, 0) = εs

(
1 + k2

s
q2

)
, kde

k2
s =

ω2
p

εsv2
s

= 4

(
3

π

)1/3 n1/3

a∗B
≈ 3.939

n1/3

a∗B
. (24)

V tomto priblíºení teda pod©a predná²ky 6 atóm fosforu generuje yukawovský tienený potenciál. Preto
(efektívny obálkový) hamiltonián pre pohyb vodivostného elektrónu v tienenom poli prímesného atómu
má tvar

Himp = − ~2

2m∗
∇2 − e2

4πε0εsr
e−ksr.

Pre ve©ké koncentrácie prímesí (a teda aj vodivostných elektrónov) je tieniaci vlnový vektor ks ve©ký
a pôsobenie prímesných atómov na vodivostné elektróny je slabé. V takom prípade bude moºné vplyv
prímesných atómov zahrnú´ poruchovou teóriou.

Pri zniºovaní koncentrácie vodivostných elektrónov n tieniaci vlnový vektor ks klesá. Mott navrhol,
ºe prechod z kovovej do izolujúcej fázy sa realizuje pri takej koncentrácii elektrónov, pri ktorej sa
základný stav Schrödingerovej rovnice Himpψ(r) = εψ(r) pre obálkovú vlnovú funkciu vodivostného
elektrónu mení z delokalizovaného stavu pri ve©kých n na lokalizovaný stav pri malých n. Numerickým
rie²ením moºno ukáza´, ºe základný stav tejto Schrödingerovej rovnice sa mení z delokalizovaného na
lokalizovaný pri kritickej hodnote tienenia ksa∗B = 1.19. Ak pouºijeme výraz (24) na odhad tieniaceho
parametra ks, dostaneme nasledovný odhad kritickej koncentrácie nc:

nc ≈
0.0465

(a∗B)3
= 1.4× 1024 m−3.

38Pre úplnos´ spome¬me, ºe pod©a numerických simulácií má v oblasti 50 < rs < 106 feromagnetický kov niº²iu energiu
neº paramagnetický kov, pozri napr. IV.9.

39Pre jednoduchos´ predpokladáme izotrópny disperzný zákon okolo jediného minima vodivostného pásu.
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Tento výsledok je v rozumnej zhode s experimentom, najmä ak si uvedomíme, ºe sme okrem iného
pouºili pribliºný opis tienenia a neuváºili sme vplyv náhodnosti rozloºenia prímesných atómov. Táto
náhodnos´ by mala vies´ k dodato£nej (Andersonovej) lokalizácii elektrónov.

Hubbardov prechod kov-izolant
V predchádzajúcom príklade dopovaného kremíka pri lokalizácii elektrónov hrajú úlohu nielen elektrón-
elektrónové interakcie, ale aj neusporiadanos´. V tejto £asti ukáºeme, ºe aj v dokonalých kry²táloch
moºno pozorova´ javy analogické k Wignerovej kry²talizácii v modeli ºelé. Základnou poºiadavkou je
pritom súmerate©nos´ po£tu vodivostných elektrónov N a po£tu atómových buniek N , t.j. podiel N/N
sa má da´ písa´ ako podiel malých celých £ísel. V na²ich úvahách sa obmedzíme na prípad N = N ,
t.j. predpokladáme, ºe na kaºdú elementárnu bunku pripadá 1 elektrón. �alej sa pre jednoduchos´
obmedzíme na prípad, kedy vodivostný pás vzniká preskokmi medzi jediným typom Wannierových
orbitálov, t.j. na kaºdú elementárnu bunku pripadá jediný Wannierov orbitál.

Obr. 15: V©avo: kry²tálová ²truktúra materiálu La2CuO4. Kry²tál je tvorený vrstvami s chemickým zloºením
LaO/CuO2/LaO s celkovými nábojmi na bunku +/2-/+. Me¤ je zobrazená plnými, kyslík prázdnymi a lantán pre-
£iarknutými gu©ô£kami. V strede: ²tiepenie 5× degenerovanej hladiny 3d v kubickom a tetragonálnom poli. Vpravo:
Poh©ad zhora na rovinu CuO2. Do polovice obsadený pás vzniká delokalizáciou 3dx2−y2 orbitálov medi.

Pod©a ²tandardnej teórie kovov by nami ²tudovaný prípad mal by´ zakaºdým kovom, pretoºe vo-
divostný pás je zaplnený presne do polovice. Existujú v²ak materiály, ktoré sp¨¬ajú na²e predpoklady,
a napriek tomu sú to izolanty.40 Ako u£ebnicový príklad moºno ²tudova´ materiál La2CuO4 (pozri ob-
rázok 15), ktorého dopovaním vzniká vysokoteplotná supravodivos´. Pásovú ²truktúru tohto materiálu
moºno predpoveda´ na základe jednoduchých chemických úvah: lantán bude v stave La3+, ktorého
elektrónová ²truktúra je totoºná s inertným plynom Xe. Podobne kyslík bude v stave O2− totoºnom s
inertným plynom Ne. Z elektrickej neutrality potom vyplýva, ºe me¤ bude v stave Cu2+, t.j. v elektró-
novej kon�gurácii 3d9. Vo vákuu by energia v²etkých piatich d-orbitálov medi bola rovnaká. V kry²táli
v²ak majú jednotlivé d-orbitály rôzne energie. Jeden z nich, obvykle ozna£ovaný ako orbitál dx2−y2 ,
má najvy²²iu energiu. Zvy²né ²tyri d-orbitály majú niº²iu energiu a sú plne obsadené, t.j. je v nich
osem z deviatich d-elektrónov medi. Posledný, deviaty d-elektrón, obsadzuje orbitál dx2−y2 .

Teda v kaºdej jednotkovej bunke La2CuO4 máme jeden vodivostný orbitál typu dx2−y2 , pri£om na
kaºdú bunku pripadá práve jeden vodivostný elektrón. Pás, ktorý vzniká tunelovaním elektrónov medzi
jednotlivými orbitálmi typu dx2−y2 , by teda mal by´ do polovice obsadený. La2CuO4 je v²ak izolant so
zakázaným pásom zhruba 1.5 eV.

V ¤al²om výklade ukáºeme, ako elektrón-elektrónové interakcie môºu lokalizova´ elektróny v po-
lovi£ne zaplnenom páse. Ozna£me energiu tunelovania elektrónov medzi susednými Wannierovými
orbitálmi vodivostného pásu ako t. Energiu coulombovského odpudzovania dvoch elektrónov so spinmi
hore a dole, ktoré sa nachádzajú v tom istom orbitáli, ozna£me U . Coulombovské odpudzovanie medzi
elektrónmi v rôznych orbitáloch bude omnoho men²ie neº U a v na²ich úvahách ho môºeme zanedba´.41

�tudujme najprv prípad t� U . Vtedy sú v²etky coulombovské interakcie slabé a moºno ich zahrnú´
pomocou poruchovej teórie. Tento prípad zodpovedá takmer neinteragujúcim elektrónom, preto je

40Magnetické izolanty, o ktorých sme hovorili v I.24,25, sú typickým príkladom takýchto materiálov.
41V presnej²ej teórii by sme takéto interakcie mohli zahrnú´ neskôr pomocou poruchovej teórie. Keby sme v²ak ²tudovali

iné súmerate©né zaplnenia ako N = N , museli by sme interakcie na dostato£ne dlhé vzdialenosti zahrnú´ do teórie od
samého za£iatku.
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Obr. 16: Obrázok v©avo ukazuje dva moºné typy kvantových �uktuácií, pri ktorých elektróny z po£iato£ného stavu s
dvojicou obsadených susedných orbitálov | ↑, ↓〉 prejdú cez medzistav s párom efektívnych nábojov +e a −e do stavu
| ↑, ↓〉 (©avý st¨pec), alebo | ↓, ↑〉 (pravý st¨pec). Vpravo je zobrazená antiferomagnetická kon�gurácia spinov na ²tvorcovej
mrieºke.

výsledný stav kovový.
V limite U � t budú elektróny prednostne minimalizova´ potenciálnu energiu, £iºe (ak celkom

zanedbáme kinetickú energiu, t.j. tunelovanie medzi orbitálmi) v základnom stave bude v kaºdom
orbitáli práve jeden elektrón. Aby v takomto systéme tiekol prúd, je potrebné presunú´ aspo¬ jeden
elektrón z jeho orbitálu do susedného orbitálu. Pri takejto operácii vzniknú dva nabité objekty: v
orbitáli, do ktorého elektrón sko£il, bude efektívny náboj −e oproti stavu s jedným elektrónom. Naopak
v orbitáli, z ktorého elektrón vysko£il, bude efektívny náboj +e. Po aplikovaní vonkaj²ieho elektrického
po©a sa efektívne náboje +e a −e môºu vo©ne hýba´ cez kry²tál a teda kry²tál môºe vies´ prúd.

Teraz preskúmame energiu ∆E potrebnú na vytvorenie vo©ných nábojov +e a −e. Na vytvorenie
dvojnásobne obsadeného orbitálu treba doda´ energiu U , ale na druhej strane moºnos´ skákania efek-
tívnych nábojov +e a −e medzi rôznymi orbitálmi zniºuje energiu stavu s vo©nými nábojmi oproti
základnému stavu bez vo©ných nábojov o αt, kde α je £íselný koe�cient rádu 1, ktorý odhadneme v
III.7. Preto na vznik vodivého stavu je potrebné doda´ energiu

∆E = U − αt.

Táto energia musí pochádza´ od aplikovaného po©a. Pri striedavých aplikovaných poliach bude teda skú-
maný materiál (v jednofotónovom priblíºení) vodivý pre striedavé prúdy s frekvenciou ω > ωc = ∆E/~,
kým pre prúdy s frekvenciou ω < ωc bude materiál izolujúci. Pri klasi�kácii materiálov na kovy a izo-
lanty nás v²ak zaujíma ich vodivos´ v limite ω → 0. V bode prechodu medzi kovovým a izolujúcim
stavom teda musí plati´ ∆E = 0, t.j. prechod nastane pri Uc = αt. Takýto prechod nazývame Hub-
bardovým prechodom.

Magnetický stav Mottovho-Hubbardovho izolantu
Skúmajme pre konkrétnos´ magnetický stav materiálu La2CuO4. Ide o vrstevnatý materiál, ktorý si v
prvom priblíºení moºno predstavi´ ako sadu izolovaných CuO2 rovín, v ktorých atómy medi vytvárajú
²tvorcovú mrieºku. V izolujúcom stave máme v kaºdom orbitáli typu dx2−y2 presne 1 elektrón. Treba si
v²ak uvedomi´, ºe v kry²táli s N bunkami existuje 2N stavov s akceptovate©ným rozloºením elektrónov,
pretoºe na kaºdom bode mrieºky môºe by´ elektrón so spinom hore alebo dole. Ak úplne zanedbáme
tunelovanie t medzi susednými Wannierovými orbitálmi, potom v²etkých 2N stavov má tú istú ener-
giu. Ak v²ak pripustíme kone£né hodnoty t, potom elektróny môºu virtuálne tunelova´ do susedného
orbitálu a vzápätí sa vráti´ naspä´, pozri obrázok 16. Ke¤ºe spomenuté procesy sa skladajú z dvoch tu-
nelovacích procesov, takéto procesy treba popísa´ v druhom ráde poruchovej teórie, kde za neporu²ený
hamiltonián berieme coulombovské odpudzovanie elektrónov (U -£len) a za poruchu berieme tunelo-
vanie elektrónov, £iºe kinetickú energiu (t-£len). V kvantovej mechanike sa v²ak ukazuje, ºe korekcia
druhého rádu k energii základného stavu vºdy zniºuje energiu základného stavu. Teda spomedzi 2N

v²etkých spinových kon�gurácií budú energeticky zvýhodnené tie kon�gurácie, v ktorých je moºný ma-
ximálny po£et virtuálnych preskokov. Ale preskoky sú moºné iba medzi susednými orbitálmi s opa£ne
orientovanými spinmi.42 Preto sú obvykle Mottove-Hubbardove izolanty antiferomagnetické, pozri
obrázok 16 a IV.1. To je aj prípad materského materiálu vysokoteplotných supravodi£ov.

Cvi£enia

1. Odhadnite amplitúdu kvantových kmitov elektrónov vo Wignerovom kry²táli okolo rovnováºnych polôh. Ukáºte, ºe

42Pre susedné orbitály s rovnobeºnými spinmi nie sú preskoky moºné kvôli Pauliho vylu£ovaciemu princípu.



37

na²a analýza platí iba pre rs � 1.

2. Potenciálnu energiu 1
2
mω2

0r
2 pre elektrón v gu©atej bunke Wignerovho kry²tálu nahra¤te výrazom 1

2
mω2

0r
2(1− r2

2r20
).

Overte, ºe normálový gradient takéhoto potenciálu na povrchu bunky je nulový. V prvom ráde poruchovej teórie nájdite

korekciu k energii ∆E spôsobenú anharmonicitou a ukáºte, ºe ∆E
NεB

= − const
r2s

. Nájdite hodnotu £íselnej kon²tanty.

3. Pod©a numerických simulácií Wignerov kry²tál elektrónov je typu bcc. Nájdite vzdialenosti ²peciálnych bodov na

povrchu Wignerovej-Seitzovej bunky od jej stredu. Výsledky porovnajte s parametrom r0 plynu s rovnakou hustotou.

4. Základný stav Hubbardovho modelu pre dva susedné mrieºkové body 1 a 2 (pozri III.6) je pre t = 0 ²tvornásobne

degenerovaný. Nájdite, ako kone£ná hodnota t sníme túto degeneráciu v druhom ráde poruchovej teórie pod©a t, pozri

IV.1. Ukáºte, ºe toto roz²tiepenie popisuje efektívny spinový hamiltonián H = J
(
S1 · S2 − 1

4

)
a nájdite hodnotu antife-

romagnetickej výmennej interakcie J .

5. Aké usporiadanie spinov o£akávate v základnom stave Wignerovho kry²tálu, ak ide o kry²tál typu bcc? Na£rtnite

priebeh entropie a merného tepla ako funkcie teploty v limite nízkych teplôt.

6. Nech vodivostný pás bcc mrieºky vzniká delokalizáciou jediného Wannierovho orbitálu na bunku. Predpokladajte,

ºe v kry²táli s N atómami je prítomných N = N
2
elektrónov. Zoh©adnite odpudzovanie U dvoch elektrónov v jedinom

Wannierovom orbitáli, odpudzovanie V dvoch elektrónov v susedných orbitáloch, ako aj amplitúdu tunelovania t medzi

susednými orbitálmi. Popí²te základný stav v limite U, V � t. Aké magnetické usporiadanie o£akávate?

8 Interakcia elektrónov s fonónmi

V tejto predná²ke najprv ukáºeme, ºe kmitajúca mrieºka pôsobí ako rozptylové centrum pre elektróny.
Pod©a zákona akcie a reakcie teda aj elektróny pôsobia na kmity mrieºky. V druhej £asti predná²ky
ukáºeme, ako sa zmení energia systému elektrónov a fonónov, pokia© väzbu medzi nimi zahrnieme
do druhého rádu poruchovej teórie. Vo zvy²ku predná²ky preskúmame dôsledky kone£nej elektrón-
fonónovej väzby. Ukáºeme, ºe v prítomnosti elektrón-fonónovej interakcie sa zmenia disperzné zákony
elektrónov aj fonónov.

Amplitúda rozptylu elektrónov na fonónoch
Pre jednoduchos´ skúmajme kry²tál s jednoatómovou bázou. Nech uR je okamºitá výchylka atómu v
mrieºkovom bode R. Skúmajme interakciu elektrónov z jediného blochovského pásu s po©om výchyliek
uR. Predpokladajme, ºe celková potenciálna energia elektrónu je sú£tom jeho interakcií so v²etkými
atómami. Nech energia elektrónu v bode r v poli atómu nachádzajúceho sa v bode X je U(r − X).
Ozna£me δV (r) zmenu potenciálnej energie elektrónu v bode r v prítomnosti (okamºitého) po©a vý-
chyliek uR. Do prvého rádu vo výchylke uR potom platí43

δV (r) =
∑
R

[U(r−R− uR)− U(r−R)] ≈
∑
R

(
−∂U
∂r

)
r−R
· uR.

Potenciál δV (r) predstavuje odchýlku od dokonalej periodicity. Jej dôsledkom je moºnos´ rozptylu
elektrónu zo stavu popísaného Blochovou vlnou |k〉 do stavu |k′〉. Amplitúda takéhoto rozptylu je daná
maticovým elementom44

〈k′|δV |k〉 =
∑
R

∫
d3rψ∗k′(r)

(
−∂U
∂r

)
r−R
· uRψk(r).

V teórii kmitov mrieºky sa ukazuje,45 ºe pole výchyliek uR moºno vyjadri´ ako sú£et normálnych
módov indexovaných vlnovým vektorom q a vetvou s = 1, 2, 3, ktorých amplitúdy sa dajú vyjadri´

43Ná² výraz pre δV (r) je zjednodu²ený, pretoºe výchylka atómu v bode R zmení vlnové funkcie v²etkých elektrónov.
Z Hartreeho-Fockových rovníc preto vyplýva, ºe potenciálna energia elektrónu pochádzajúca od interakcie s atómami sa
zmení aj pre atómy R′ 6= R. Naviac, na²a formula predpokladá, ºe pole atómu je stále rovnaké, bez oh©adu na výchylku
atómu. Zanedbávame pritom moºné deformácie atómov, ku ktorým by mohlo dôjs´ pri ich vychýlení z rovnováºnych
polôh.

44V tejto predná²ke sa obmedzujeme na ²túdium rozptylov vnútri jediného blochovského pásu. Vo v²eobecnom prípade
by sme mali pripusti´, ºe elektrón sa pod vplyvom interakcie s kmitmi mrieºky rozpty©uje zo stavu |nk〉 do stavu |n′k′〉,
kde n, n′ sú pásové indexy.

45�peciálny prípad kmitov jednorozmernej mrieºky moºno nájs´ v I.10. V²eobecný prípad sa diskutuje v predná²ke
�truktúra a mechanické vlastnosti tuhých látok. Poznámky moºno nájs´ aj na mojej stránke v £asti FTL2, Klasická
teória kmitov mrieºky.
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pomocou krea£ných a anihila£ných operátorov a†qs a aqs:

uR =
1√
N

∑
q 6=0,s

√
~

2Mωqs
(aqs + a†−qs)eqse

iq·R.

Predpokladali sme, ºe mrieºka pozostáva z N buniek, hmotnos´ atómov je M a mód qs s frekvenciou
ωqs je charakterizovaný polariza£ným vektorom eqs. Zárove¬ sme vylú£ili príspevky (akustických)
módov s q = 0, pretoºe tieto módy sa redukujú na posunutie kry²tálu ako celku. My v²ak skúmame
kry²tál v pokoji.

Obr. 17: V©avo: Feynmanove diagramy pre emisiu a absorpciu fonónu. Vpravo: procesy, pre ktoré po£iato£ná hybnos´
elektrónu k leºí v 1. Brillouinovej zóne a kone£ná hybnos´ k+q v nej neleºí, nazývame umklapp procesmi, na rozdiel od
tzv. normálnych procesov, kedy obe hybnosti leºia v 1. Brillouinovej zóne. Aj pri umklapp procesoch sa sta£í obmedzi´
na ²túdium 1. Brillouinovej zóny, ak kone£nú hybnos´ k+q posunieme o (vhodne zvolený) vektor K recipro£nej mrieºky.

Dosa¤me výraz pre uR do vz´ahu pre amplitúdu rozptylu elektrónov. Tak dostaneme

〈k′|δV |k〉 =
1√
N

∑
q 6=0,s

√
~

2Mωqs
(aqs + a†−qs)

∑
R

eiq·R
∫
d3rψ∗k′(r)

(
−eqs ·

∂U

∂r

)
r−R

ψk(r).

Ak vyuºijeme Blochovu vetu v tvare ψk(r) = eik·Rψk(r − R) a ψ∗k′(r) = e−ik
′·Rψ∗k′(r − R), pozri

cvi£enia k predná²ke 1, môºeme ¤alej písa´

∑
R

eiq·R
∫
d3rψ∗k′(r)

(
−eqs ·

∂U

∂r

)
r−R

ψk(r) =
∑
R

ei(k−k
′+q)·R

∫
d3r ψ∗k′(r)

(
−eqs ·

∂U

∂r

)
ψk(r),

kde integrál na pravej strane je nezávislý od R. Ak ¤alej pouºijeme výsledok
∑

R e
ip·R = N

∑
K δp,K,

kde K sú vektory recipro£nej mrieºky (pozri I.8), dostaneme odtia©to kinematickú podmienku pre
rozptyl

k′ = k + q + K, (25)

kde K je (©ubovo©ný) vektor recipro£nej mrieºky. Pre amplitúdu rozptylu pre kinematicky dovolené
rozptylové procesy teda dostávame výraz

〈k′|δV |k〉 =
1√
N

∑
q 6=0,s

gsk,k′(aqs + a†−qs), (26)

kde sme zaviedli väzobnú kon²tantu popisujúcu interakcie elektrónov s fonónmi

gsk,k′ = N

√
~

2Mωqs

∫
d3r ψ∗k′(r)

(
−eqs ·

∂U

∂r

)
ψk(r). (27)
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Vz´ahy (25,26, 27) sú hlavnými výsledkami tohto odstavca. Vz´ah (26) hovorí, ºe elektrón z Blochovho
stavu |k〉 môºe s váhou gsk,k′ absorbova´ fonón v stave qs, resp. emitova´ fonón v stave −qs. Výsled-
kom oboch takýchto procesov je prechod elektrónu do stavu |k′〉, pri£om sa pod©a (25) v rozptylovom
procese musí zachova´ kvázihybnos´, pozri obrázok 17. Teda, hoci fonón nenesie mechanickú hybnos´
(pozri I.10), v rozptylových procesoch sa správa, akoby niesol kvázihybnos´.46 Ak pracujeme v tzv. roz-
²írenej zóne, t.j. ak vlnové vektory neobmedzujeme na prvú Brillouinovu zónu, potom môºeme v²etky
K poloºi´ rovné nule, pretoºe stavy |k〉 a |k+K〉 sú ekvivalentné. Ak v²ak pracujeme iba v 1. Brillou-
inovej zóne, potom rozptylové procesy typu �umklapp� (ide o tie procesy, kedy hybnos´ rozptýleného
elektrónu k ± q leºí mimo 1. Brillouinovej zóny) musíme popísa´ kone£nou hodnotou K.47 V ¤al²om

výklade budeme pouºíva´ symetriu funkcie
(
gsk,k′

)∗
= gsk′,k, pozri cvi£enia.

Odhad väzobnej kon²tanty gsk,k′ v kove pre roztyl na dlhovlnných akustických fonónoch
Ve©kos´ gsk,k′ odhadneme nahradením Blochových funkcií rovinnými vlnami ψk(r) = 1√

V e
ik·r. Integrá-

ciou per partes vo vz´ahu (27) dostaneme

gsq = −iUq

v0

√
~

2Mωqs
eqs · q, (28)

kde Uq =
∫
d3rU(r)e−iq·r je Fourierova komponenta atomárneho potenciálu a v0 je objem jednotkovej

bunky kry²tálu. Zaviedli sme tieº prenesenú hybnos´ q = k′ − k a zjednodu²ené ozna£enie gsk,k′ = gsq.
V²imnime si, ºe v¤aka faktoru eqs · q v tomto modeli existuje nenulová väzba medzi elektrónmi a
fonónmi len pre pozd¨ºne fonóny, t.j. pre jedinú vetvu s =‖.

Ak teraz budeme predpoklada´, ºe potenciál U(r) v kove je odtienený zhruba na atomárnej vzdia-
lenosti a teda má ve©kos´ ∼ U v objeme ∼ v0, potom v dlhovlnnej limite qa� 1 (kde a je mrieºková
kon²tanta) dostaneme odhad Fourierovej komponenty U0 ∼ Uv0. Pre ve©kos´ väzobnej kon²tanty g

‖
q v

dlhovlnnej limite tak dostaneme odhad

|g‖q | ∼ U
√

~q
Mv‖

, (29)

kde v‖ je rýchlos´ pozd¨ºneho zvuku. V²imnime si, ºe väzobná kon²tanta g‖q má rozmer energie a je
intenzívnou veli£inou (nezávislou od objemu V kry²tálu). V ¤al²om výklade bude dôleºité, ºe pre q → 0

platí |g‖q | ∝
√
q, teda väzba medzi elektrónmi a akustickými fonónmi vymizne. Tento výsledok je pri-

rodzený, pretoºe fonóny v tejto limite kry²tál nedeformujú.

Systematická zoológia elektrón-fonónových väzieb
O interakcii medzi elektrónmi a fonónmi existuje bohatá literatúra, v ktorej ©ahko moºno zablúdi´. V tomto odstavci sa
pokúsime o klasi�káciu rôznych typov väzby v dlhovlnnej limite.

Akustické fonóny. Deformáciu kry²tálu dlhovlnnými akustickými fonónmi je výhodné opisova´ pomocou (pomaly sa
meniaceho v priestore) tenzora deformácie uij . Nenulový tenzor deformácie môºe implikova´ nenulové vnútorné elektrické
pole E, pri£om pre kartézske zloºky platí uij =

∑
k dijkEk, kde dijk je tzv. piezoelektrický tenzor. Väzba medzi elektrónmi

a akustickými fonónmi v nepiezoelektrických materiáloch s dijk = 0 sa kvalitatívne lí²i od výsledkov pre piezoelektrické
materiály s dijk 6= 0, preto oba prípady preskúmame oddelene.

V materiáloch s dijk = 0 sa obvykle predpokladá, ºe zmena energie elektrónov je
∑
ij Dijuij , kde Dij sú tzv.

deforma£né potenciály. Ke¤ºe pre fonón s vlnovým vektorom q a amplitúdou u je uij ∝ qu, dostávame odtia©to |gsq | ∝ q1/2

pre pozd¨ºne aj prie£ne módy, v zhode s výsledkom (29). Deforma£né potenciály súvisiace so zmenou objemu
∑
i uii

sú obvykle vä£²ie neº potenciály pre ²mykové deformácie, preto obvykle dominuje väzba s pozd¨ºnymi fonónmi, ktoré
modulujú hustotu, opä´ v zhode s výsledkom (29).

V piezoelektrických materiáloch s dijk 6= 0 moºno elektrické pole pre fonón s vlnovým vektorom q a amplitúdou u
odhadnú´ ako E ∝ qu. Preto väzobná energia (úmerná elektrostatickému potenciálu ϕ ∝ u) ²káluje ako gq ∝ q−1/2, teda
väzba na dlhovlnné fonóny (pozd¨ºne aj prie£ne) je výrazne silnej²ia neº v materiáloch s dijk = 0.

46Ak by sme namiesto elektrónu skúmali neutrón a jeho interakciu s kmitmi mrieºky, jeho rozptyl by bol opä´ popísaný
vz´ahmi (26) a (27). Zákon zachovania kvázihybnosti sme pouºili pri diskusii nepruºného rozptylu v kry²táloch v I.11.

47V²imnime si, ºe v kry²táli sú kinematicky dovolené napríklad aj také umklapp procesy, pri ktorých elektrón pôvodne
smerujúci doprava po absorpcii fonónu idúceho doprava napokon smeruje do©ava (pozri obrázok 17). V¤aka tomu sa
hybnos´ v zviazanej sústave elektrónov a fonónov nezachováva (ke¤ºe sa odovzdáva kry²tálu ako celku) a napríklad
elektrický odpor môºe nadobúda´ kone£nú hodnotu.
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Optické fonóny. V iónových kry²táloch moºno väzbu medzi elektrónmi a pozd¨ºnymi optickými fonónmi odhadnú´

pomocou (28). Ke¤ºe v izolujúcich kry²táloch iónový potenciál U(r) nie je tienený, v takomto prípade Uq ∝ q−2, £o

spolu s ωq =const vedie k tzv. Fröhlichovej interakcii gq ∝ q−1, ktorá je singulárna v limite q → 0 (viac detailov £itate©

nájde v III.9). �o sa týka interakcií optických fonónov s elektrónmi vo v²etkých ostatných prípadoch (nepolárne kry²tály

a/alebo tienené interakcie a/alebo prie£ne módy), Yu a Cardona na str. 135 uvádzajú, ºe ich moºno popísa´ deforma£ným

potenciálom.

Energia zviazaného systému elektrónov a fonónov
Skúmajme energiu zviazaného systému elektrónov a fonónov s hamiltoniánom H = H0 +Hint, kde H0

je hamiltonián neinteragujúcich elektrónov a fonónov a Hint je elektrón-fonónová interakcia. Nech Hint

je malou poruchou k neinteragujúcemu systému. Vtedy moºno elektrón-fonónovú interakciu zahrnú´
pomocou poruchovej teórie. Skúmajme teda vlastný stav hamiltoniánu H0, ktorý je zadaný rozde©o-
vacou funkciou pre elektróny fkσ a rozde©ovacou funkciou pre fonóny Nqs. V III.8 ukazujeme, ºe do
druhého rádu v elektrón-fonónovej interakcii Hint pre energiu tohto stavu platí:

E =
∑
kσ

fkσεk +
∑
qs

(
Nqs +

1

2

)
~ωqs

+
1

N
∑
kσ

∑
q 6=0,s

[∣∣gsk,k+q

∣∣2 fkσ(1− fk+qσ)Nqs

εk − εk+q + ~ωqs
+
∣∣gsk,k−q∣∣2 fkσ(1− fk−qσ)(Nqs + 1)

εk − εk−q − ~ωqs

]
. (30)

Prvé dva £leny predstavujú energiu vo©ných elektrónov a fonónov. Posledný £len je dôsledkom elektrón-
fonónových interakcií. Príspevok úmerný Nqs pochádza od procesov, v ktorých je fonón qs v rozptylo-
vom procese pohltený. Príspevok úmerný Nqs + 1 pochádza od rozptylov spojených s emisiou fonónu.
V²imnime si, ºe tento príspevok môºe by´ nenulový aj v systémoch bez fonónov. Nqs+1 interpretujeme
ako sú£et stimulovanej emisie (t.j. emisie úmernej Nqs) a spontánnej emisie. S podobným prípadom sa
stretneme aj pri ²túdiu luminiscencie v predná²ke 11.

Vplyv fonónov na elektróny
Teraz ukáºeme, ºe v prítomnosti kone£nej elektrón-fonónovej interakcie sa spektrum elektrónov v kove
zmení. Hovoríme o renormalizácii disperzného zákona v dôsledku interak£ných efektov. Pre jednodu-
chos´ sa obmedzíme na prípad T = 0, t.j. budeme predpoklada´, ºe Nqs = 0. Energiu ε̃kσ elektrónu v
stave kσ nad Fermiho plochou (t.j. pre k > kF ) budeme de�nova´ pomocou prírastku celkovej energie
δE pri zvý²ení po£tu elektrónov δfkσ o jednotku:

ε̃kσ =
δE

δfkσ
= εk +

1

N
∑

k′ 6=k,s

∣∣gsk,k′∣∣2 [ 1− f0
k′

εk − εk′ − ~ωk′−ks
−

f0
k′

εk′ − εk − ~ωk′−ks

]
,

kde sme vyuºili symetriu ωqs = ω−qs a namiesto v²eobecnej distribu£nej funkcie sme zobrali fkσ = f0
k.

Podobne moºno postupova´ aj pre k < kF , kedy naopak vyberáme elektrón zo ²tudovaného systému.

Obr. 18: V©avo: geometria typického rozptylového procesu medzi stavmi k a k′ v blízkosti Fermiho plochy. Vpravo:
porovnanie disperzných zákonov pre vo©né elektróny (£iarkovaná krivka) a pre elektróny naviazané na fonóny (plná
krivka).

Odteraz budeme predpoklada´, ºe energia £astíc na Fermiho ploche je nulová,48 t.j. εkF = 0. V
na²ich výpo£toch sa budeme zaujíma´ o elektróny blízko Fermiho plochy, pretoºe, ako sme ukázali

48Takáto vo©ba je v literatúre obvyklá, pretoºe v grandkánonickom formalizme energiu £astíc εk nahrádzame kombi-
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napríklad v I.12 a I.18, v²etky nízkoenergetické vlastnosti kovov sú ur£ované práve týmito elektrónmi.
Ke¤ºe fonónové energie sú obvykle malé oproti Fermiho energii, ve©ké príspevky k renormalizácii
energie (t.j. malé menovatele) dostaneme iba vtedy, ke¤ aj vlnový vektor k′ je blízko Fermiho plochy.
V takom prípade je uºito£né sumu cez k′ nahradi´ integrálom podobne ako v (20), t.j.

1

N
∑
k′

= N(0)v0

∫
dΩ

4π

∫
dε′,

kde dΩ je element priestorového uhla v hybnostnom priestore. Predpokladali sme pritom, ºe na ²tudo-
vanej energetickej ²kále moºno hustotu elektrónových stavov N(ε) nahradi´ jej hodnotou na Fermiho
ploche N(0). Tak dostaneme

ε̃k = εk +N(0)v0

∑
s

∫
dΩ

4π
|gs(θ)|2

[∫ ∞
0

dε′

εk − ε′ − ~ωs(θ)
−
∫ 0

−∞

dε′

ε′ − εk − ~ωs(θ)

]
.

Predpokladali sme pritom pre jednoduchos´, ºe elektrónový disperzný zákon je izotrópny, a teda ºe
Fermiho plocha má tvar gule s polomerom kF . Naviac, ke¤ºe k aj k′ leºia blízko Fermiho plochy a
teda ich d¨ºky moºno aproximova´ ako kF , ve©kos´ prenesenej hybnosti q = |k′ − k| moºno odhadnú´
iba z rozptylového uhla θ medzi k a k′ zo vz´ahu q = 2kF sin(θ/2), pozri obrázok 18. Predpokladali
sme tieº, ºe frekvencia fonónového módu s závisí len od d¨ºky q (a nie od smeru) vektora q, a preto
ωs je iba funkciou rozptylového uhla θ.

Po explicitnom integrovaní cez ε′ dostaneme výraz pre renormalizovanú energiu elektrónov49

ε̃k = εk +N(0)v0

∑
s

∫
dΩ

4π
|gs(θ)|2 ln

∣∣∣∣εk − ~ωs(θ)
εk + ~ωs(θ)

∣∣∣∣ . (31)

Výraz (31) predstavuje hlavný výsledok tohto odstavca. Ozna£me typickú fonónovú frekvenciu ω0.
Analýza disperzného zákona elektrónov (31) sa zjednodu²í v dvoch limitných prípadoch:

Ve©ké elektrónové energie εk � ~ω0.
V tomto prípade elektróny síce nie sú v bezprostrednej blízkosti Fermiho energie, ale ke¤ºe Fermiho energia εF je obvykle
omnoho vä£²ia ako Debyeova energia ~ω0, stále môºeme predpoklada´, ºe elektróny sa nachádzajú blízko Fermiho plochy,
a teda odvodenie výsledku (31) ostáva v platnosti. Taylorovým rozvojom pravej strany (31) do 1.rádu pod©a ~ωs(θ)

εk
sa

rovnica (31) zjednodu²í na tvar ε̃k = (1− αk)εk, kde

αk =
2N(0)v0

ε2
k

∑
s

∫
dΩ

4π
|gs(θ)|2 ~ωs(θ) ∼

U2

εFMv2
‖

~2v2
‖〈q2〉
ε2
k

.

V rádovom odhade sme pouºili výraz pre hustotu stavov N(0) = 3n
4εF

(pozri napr. I.12) a zjednodu²ený model pre
väzobnú kon²tantu (29). Predpokladali sme tieº, ºe nv0 ∼ 1 a strednú hybnos´ prenesenú v rozptylovom procese sme
ozna£ili 〈q2〉 = 4k2

F 〈sin2(θ/2)〉.
Teraz ukáºeme, ºe v limite εk � ~ω0 platí αk � 1, £iºe zmenu spektra elektrónov moºno zanedba´. Prenesenú

hybnos´ odhadneme ako 〈q2〉 ∼ k2
F . Ke¤ºe v typických kovoch je polomer Fermiho plochy kF porovnate©ný s rozmerom

Brillouinovej zóny, odtia©to dostaneme 〈~2v2
‖q

2〉 ∼ ~2ω2
0 . Ak zárove¬ uváºime, ºe εk � ~ω0, dostaneme nerovnos´

αk � U2

εFMv2‖
. Pri odhade ve©kosti výrazu na pravej strane tejto nerovnosti pouºijeme Bohmov-Staverov výsledok (pozri

napr. IV.5) pre rýchlos´ pozd¨ºneho zvuku v kove
Mv2
‖ ∼ εF . (32)

Ak budeme naviac predpoklada´, ºe v²etky elektrónové energie sú rádovo rovnaké, t.j. U ∼ εF , dostaneme napokon
U2

εFMv2‖
∼ 1, teda dôkaz je hotový.

náciou εk − µ, kde µ je chemický potenciál, ktorý je pri T = 0 totoºný s Fermiho energiou. Pripomíname, ºe energia je
zakaºdým de�novaná aº na aditívnu kon²tantu.

49Integrály cez ε′ divergujú pri |ε′| → ∞. Táto oblas´ je v²ak nefyzikálna, pretoºe výraz pre ε̃k bol odvodený za
predpokladu, ºe ε′ sa nachádza blízko Fermiho plochy. Integra£né hranice ±∞ preto musíme zameni´ za ±Λ, kde Λ je
energetická ²kála, ktorá je ve©ká oproti fonónovým energiám, ale stále malá oproti Fermiho energii. Pokia© sa zaujímame
o stavy elektrónov s energiami εk nanajvý² porovnate©nými s fonónovými energiami, potom ©ahko nahliadneme, ºe
výsledok pre ε̃k iba slabo závisí od vo©by Λ.
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Malé elektrónové energie εk � ~ω0.
V tomto prípade moºno výraz (31) Taylorovým rozvojom pravej strany do 1.rádu pod©a εk

~ωs(θ) zjed-
nodu²i´ na tvar ε̃k = (1 − λ)εk, kde sme zaviedli bezrozmernú kon²tantu elektrón-fonónovej väzby λ,
ktorá hrá dôleºitú úlohu napr. v teórii supravodivosti (pozri cvi£enia):

λ = 2N(0)v0

∑
s

∫
dΩ

4π

|gs(θ)|2

~ωs(θ)
∼ U2

εFMv2
‖
. (33)

Fermiho vlnový vektor kF je daný iba po£tom elektrónov, a preto ostáva nezmenený aj v prítomnosti
nenulovej elektrón-fonónovej interakcie. Renormalizáciu disperzného zákona v blízkosti Fermiho plochy
teda môºeme interpretova´ ako renormalizáciu Fermiho rýchlosti ε̃k = v∗F (k−kF ) alebo renormalizáciu
hmotnosti v∗F = ~kF

m∗ . Na²e výpo£ty teda ukazujú, ºe m∗

m = 1
1−λ . Ke¤ºe na odvodenie tohto výsledku

sme pouºili poruchovú teóriu, výsledok platí iba pre λ� 1.50

Ako moºno interpretova´ zmenu efektívnej hmotnosti elektrónov? Obvykle sa tento výsledok inter-
pretuje nasledovne. Hmotnos´ m je hmotnos´ou elektrónu vo vákuu, alebo tzv. �holého elektrónu�. Na
druhej strane, hmotnos´ m∗ je hmotnos´ou elektrónu naviazaného na kmity mrieºky, ktorý si moºno
predstavi´ ako holý elektrón a s ním spojený �fonónový oblak�, t.j. deformáciu mrieºky v blízkosti
elektrónu. Systém �holý elektrón + fonónový oblak� nazývame �oble£eným elektrónom�, alebo
kvázi£asticou. V tomto obraze, ke¤ºe elektrón si so sebou nesie fonónový oblak, je prirodzené o£a-
káva´, ºe jeho zotrva£ná hmotnos´ je vä£²ia. Iný poh©ad na tú istú skuto£nos´ je taký, ºe elektrón sa
musí pretlá£a´ cez mrieºku, a preto je efektívne ´aº²í.

Doba ºivota elektrónov
�al²ím dôsledkom kone£nej väzby medzi elektrónmi a fonónmi je kone£nos´ doby ºivota elektrónov:
elektrón pripravený povedzme v stave k nad Fermiho plochou s energiou εk môºe emitova´ (alebo
absorbova´) fonón a skon£i´ v stave k′ 6= k. V III.8 analyzujeme väzbu medzi elektrónmi v kove a
pozd¨ºnymi fonónmi a ukazujeme, ºe pri nulovej teplote pre dobu ºivota elektrónu platí 1

τk
∝ ε3

k. �alej
sa dá ukáza´, ºe (v tom istom modeli) pre dobu ºivota elektrónu na Fermiho energii pri kone£nej teplote
platí 1

τ ∝ T 3. Tento výsledok je relevantný pri analýze teplotnej závislosti odporu kovov pri nízkych
teplotách, kedy (spomedzi v²etkých fonónových módov) dominuje rozptyl na akustických fonónoch.
V III.8 ukáºeme, ºe po zoh©adnení transportného faktora 1− cos θ (pozri predná²ku 4) pre príspevok
rozptylu na fonónoch k transportnému relaxa£nému £asu pri nízkych teplotách T � ~ω0 platí 1

τ tr ∝ T 5.

Vplyv elektrónov na fonóny
Energiu ~ω̃qs fonónového módu qs v interagujúcom systéme budeme de�nova´ pomocou prírastku celkovej energie sys-
tému δE pri zvý²ení po£tu fonónov v systéme δNqs o jednotku:

~ω̃qs =
δE

δNqs
= ~ωqs +

1

N
∑
kσ

[∣∣gsk,k+q

∣∣2 fkσ(1− fk+qσ)

εk − εk+q + ~ωqs
+
∣∣gsk,k−q

∣∣2 fkσ(1− fk−qσ)

εk − εk−q − ~ωqs

]
.

Výraz pre ~ω̃qs moºno zjednodu²i´, ak v druhom príspevku k renormaliza£nému £lenu urobíme zámenu suma£nej pre-
mennej k → k + q a ak vyuºijeme symetriu

∣∣gsk,k+q

∣∣2 =
∣∣gsk+q,k

∣∣2. Ak sa naviac obmedzíme na rovnováºne rozdelenie
elektrónov fkσ = f0

k pri teplote T = 0, dostaneme

~ω̃qs = ~ωqs −
2

N
∑
k

∣∣gsk,k+q

∣∣2 f0
k+q − f0

k

εk − εk+q + ~ωqs
≈ ~ωqs −

∣∣gsq∣∣2 χ(q, ωqs),

kde sme zaviedli tzv. elektrónovú polarizovate©nos´ χ(q, ω) = 2
N
∑

k

f0k+q−f
0
k

εk−εk+q−~ω . Ke¤ºe fonónové energie sú omnoho
men²ie ako elektrónové, pre kone£né q obvykle sta£í uvaºova´ tzv. statickú elektrónovú polarizovate©nos´ χ(q, 0). Pre
izotrópny systém s disperzným zákonom εk = ~2k2

2m∗ sa explicitným výpo£tom dá ukáza´, ºe funkcia χ(q, 0) s rastúcim
q monotónne klesá. Pri q = 2kF je tento pokles nekone£ne rýchly, £o sa pri dostato£ne silnej elektrón-fonónovej väzbe
môºe prejavi´ ako tzv. Kohnova anomália disperzného zákona fonónov pri q = 2kF . Napríklad v olove, ktoré má silnú
elektrón-fonónovú väzbu, bola táto anomália experimentálne pozorovaná.

Výraz pre renormalizáciu spektra fonónov moºno zapísa´ v tvare ~ω̃qs = ~ωqs(1 − ξqs), kde ξqs = χ(q, ωqs)
|gsq|2
~ωqs

je bezrozmerná väzobná kon²tanta pre mód qs. Presnej²ia analýza renormalizácie spektra fonónov vedie k výsledku

50Napríklad v olove v²ak λ nadobúda hodnotu medzi 1.2 a 1.7, pozri T. Keller et al., Phys. Rev. Lett. 96, 225501
(2006). V¤aka tzv. Migdalovej vete moºno zviazaný elektrón-fonónový problém ²tudova´ v podstate presne aj v tomto
prípade, pozri IV.10. V takto vylep²enej teórii dostaneme výsledok m∗

m
= 1 + λ, ktorý sa v²ak pre λ� 1 zhoduje s nami

odvodeným výsledkom.
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~ω̃qs = ~ωqs

√
1− 2ξqs, ktorý sa v²ak v limite slabej väzby ξqs � 1 redukuje na ná² výsledok. Pre ξqs > 1/2 sa

frekvencia fonónového módu qs stáva imaginárnou, t.j. faktor e−iω̃qst v £ase rastie. To znamená, ºe pri príli² silných
interakciách medzi elektrónmi a fonónmi dochádza k spontánnej deformácii (tzv. Peierlsovej nestabilite) mrieºky.

�al²ím (menej dramatickým) dôsledkom elektrón-fonónovej väzby je jej príspevok ku kone£nej dobe ºivota fonónov.

Napríklad v IV.6 ukazujeme, ako zo zmeny tlmenia ultrazvuku po prechode do supravodivého stavu moºno získa´ infor-

máciu o supravodivom systéme elektrónov.

Cvi£enia

1. Ukáºte, ºe väzobná funkcia má nasledovnú symetriu:
(
gsk,k′

)∗
= gsk′,k. Návod: vyuºite vlastnosti polariza£ných vekto-

rov (eqs)
∗ = e−qs a symetriu ωqs = ω−qs.

2. Ukáºte, ºe väzba medzi elektrónmi a fonónmi je úmerná faktoru
(
m
M

)1/4. Návod: vo v²eobecnom prípade ukáºte

pomocou (27) úmernos´ faktoru M−1/4. Väzbu s dlhovlnnými fonónmi (29) prepí²te pomocou Bohmovej-Staverovej for-

muly (32) na tvar |g‖q | ∼ U
(
q
kF

)1/2 (
m
M

)1/4.
3. Overte výraz (33) pre bezrozmernú väzobnú kon²tantu λ a skontrolujte jej rádový odhad.

4. Bezrozmernú kon²tantu popisujúcu renormalizáciu elektrónov moºno zapísa´ ako sú£et prispevkov jednotlivých fo-

nónových módov, λ =
∑
s λs. Aký je vz´ah medzi λs a bezrozmernými kon²tantami ξqs popisujúcimi renormalizáciu

fonónov? V akom prípade môºe pre fonónový mód plati´ λs > 1
2
? Návod: najprv ukáºte, ºe v dlhovlnnej limite platí

χ(q, 0) = 2N(0)v0.

5. Pojem kvázi£astice je relevantný aj pre systémy s coulombovskými interakciami. �o hrá rolu fonónového oblaku v

coulombovskom plyne?

9 Dielektrická funkcia kry²tálov. Clausiova-Mossottiho formula

V predná²kach I.21,22 sme ²tudovali optické vlastnosti izotrópnych materiálov. Naviac sme zanedbali
priestorovú závislos´ elektrického po©a svetelnej vlny, pretoºe vlnová d¨ºka svetla je obvykle omnoho
vä£²ia neº mikroskopické d¨ºky. Napokon, nerozli²ovali sme medzi tzv. makroskopickým (t.j. priesto-
rovo spriemerovaným) elektrickým po©om a reálne existujúcim po©om v materiáli. V tejto predná²ke
budeme optickú odozvu materiálov analyzova´ bez týchto zjednodu²ení.

Symetrie dielektrického tenzora
Zloºka vektora polarizácie Pi(r, t) v bode r v £ase t vo v²eobecnosti závisí od hodnôt elektrického po©a
vo v²etkých bodoch v predchádzajúcich £asoch. Ak predpokladáme, ºe skúmaný systém je homogénny51

a v £ase sa nemení, potom bude plati´

Pi(r, t) = ε0

∫
d3R

∫ ∞
0

dτaij(R, τ)Ej(r−R, t− τ),

kde aij(R, τ) meria odozvu zloºky i polarizácie na zloºku j elektrického po©a v £ase o τ skor²om
v mieste posunutom o R. V tejto predná²ke pouºívame Einsteinovu suma£nú konvenciu, t.j. pod©a
opakujúcich sa indexov (v danom prípade ide o kartézsku súradnicu j) sa sumuje.

Ak teraz budeme predpoklada´ harmonický £asopriestorový priebeh elektrického po©a, t.j. Ej(r, t) =
Ej0e

iq·r−iωt, potom pre elektrickú indukciu D = ε0E + P dostaneme jednoduchý algebraický vz´ah

Di(r, t) = ε0εij(q, ω)Ej(r, t),

kde sme zaviedli tzv. relatívnu permitivitu alebo ekvivalentne dielektrickú funkciu

εij(q, ω) = δij +

∫
d3R

∫ ∞
0

dτaij(R, τ)e−iq·R+iωτ . (34)

51Pripomíname, ºe polarizácia je hustota dipólov. Na²e predpoklady sú o£ividne splnené v plynoch a kvapalinách. V
ideálnom kry²táli musíme pod Pi(r, t) rozumie´ napríklad hustotu dipólov stredovanú cez elementárnu bunku. Keby sme
chceli vybudova´ teóriu platnú aj v röntgenovskej oblasti spektra, t.j. keby sme chceli popísa´ braggovské odrazy, museli
by sme namiesto funkcie aij(R, τ) závislej iba od rozdielu súradníc uvaºova´ o funkcii aij(r, r−R, τ) závislej jednak od
súradníc r miesta, kde meriame polarizáciu, ako aj od súradníc r−R miesta s budiacim po©om.
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Stojí pritom za zmienku, ºe pre v²eobecné (t.j. nie harmonické) £asopriestorové priebehy vz´ah medzi
D a E nemoºno redukova´ na algebraický vz´ah. Pripomíname tieº, ºe z faktu, ºe v (34) vystupuje
integrácia iba cez kladné £asy (t.j. ºe odozva P na prí£inu E je kauzálna), vyplývajú tzv. Kramersove-
Kronigove vz´ahy pre funkciu odozvy εij(q, ω), pozri I.21. Napokon, dielektrický tenzor εij(q, ω) je
komplexný. Reálna zloºka popisuje odozvu vo fáze s budiacim po©om, kým imaginárna zloºka popisuje
odozvu posunutú o π/2 vo£i budiacemu po©u, pozri I.21.

Ke¤ºe koe�cient úmernosti medzi reálnymi veli£inami aij(R, τ) je reálny, komplexným zdruºením
de�ni£nej rovnice (34) pre εij(q, ω) ©ahko overíme nasledovnú symetriu dielektrického tenzora:

εij(q, ω)∗ = εij(−q,−ω). (35)

Na druhej strane, pomocou Kubovej formuly moºno ukáza´ (pozri III.10), ºe pre systémy invariantné
vo£i oto£eniu £asu (T -invariantné systémy) platí

εij(q, ω)∗ = εji(q,−ω), T-invariantné systémy. (36)

Ak naviac predpokladáme, ºe ²tudovaný systém je invariantný vo£i priestorovej inverzii (P -invariantné
systémy), potom bude plati´ αij(−R, τ) = αij(R, τ). V takomto prípade dostaneme ¤al²iu podmienku

εij(−q, ω) = εij(q, ω), P-invariantné systémy. (37)

V systémoch so symetriou vo£i £asovej aj priestorovej inverzii teda platí

εij(q, ω) = εji(q, ω) T a P-invariantné systémy. (38)

Optické frekvencie
Funkcia odozvy aij(R, τ) vystupujúca v de�ni£nom vz´ahu (34) pre dielektrickú funkciu zbiera infor-
máciu o elektrickom poli z typických vzdialeností R0 a £asov τ0. Pri optických (a niº²ích) frekvenciách
je d¨ºka vlny (aspo¬ stovky nanometrov) obvykle omnoho vä£²ia neº (obvykle mikroskopická) d¨ºková
²kála R0, t.j. qR0 � 1 a pod©a de�ni£ného vz´ahu (34) preto εij(q, ω) ≈ εij(0, ω). Pri diskusii o optic-
kých vlastnostiach preto obvykle pracujeme s dielektrickým tenzorom εij(0, ω), pre ktorý pod©a (35)
vo v²eobecnosti platí εij(0, ω)∗ = εij(0,−ω). V T -invariantných systémoch je pod©a (35, 36) optický
dielektrický tenzor párny, t.j. εij(0, ω) = εji(0, ω). Vo zvy²ku tejto predná²ky budeme závislos´ dielek-
trického tenzora od q zanedbáva´ (okrem odstavca o optickej aktivite).

Neumannov princíp
Nech S je priestorovou symetriou ²tudovaného kry²tálu, ako napríklad rotácia alebo zrkadlenie. Potom
S moºno jednozna£ne ur£i´ zadaním matice Sij , ktorá popisuje transformáciu súradnicových osí zo
starých hodnôt xj na nové hodnoty x̃i, x̃i = Sijxj . V maticovom zápise môºeme písa´ x̃ = Sx.
Obmedzíme sa pritom na skúmanie transformácií nemeniacich d¨ºku vektorov, preto ºiadame, aby
matica S bola ortogonálna, t.j. STS = 1. V²etky veli£iny Ei, ktoré sa transformujú ako súradnice, t.j.
pre ktoré platí Ẽi = SijEj alebo maticovo Ẽ = SE, nazývame vektormi. Príkladom vektorovej veli£iny
je napríklad elektrické pole. Aplikujme teraz operáciu symetrie na vz´ah Di = εijEj , £iºe maticovo
D = εE. Na jednej strane, ke¤ºe Di je vektor, môºeme písa´ D̃ = ε̃E = SεE = SεSTSE = SεST Ẽ.
Ale v zrotovanej súradnicovej sústave musí zárove¬ plati´ D̃ = ε̃Ẽ. Porovnaním oboch výrazov pre
D̃ dostaneme vz´ah medzi dielektrickými tenzormi v oboch sústavách ε̃ = SεST , alebo v explicitnom
zápise po zloºkách

ε̃ij = SikSjlεkl. (39)

V²etky veli£iny, ktoré sa transformujú pod©a (39), nazývame tenzormi (druhého rádu).
Pod©a v²eobecného tzv. Neumannovho princípu sa pri operácii symetrie fyzikálne vlastnosti

systému nesmú zmeni´. Tento princíp je viac-menej o£ividný (neplatí v²ak, ak dôjde k spontánnemu
naru²eniu symetrie). V na²om prípade teda musí pre v²etky operácie symetrie plati´ rovnos´

ε̃ij = εij , pre v²etky operácie symetrie.

Túto rovnos´ moºno pouºi´ na zjednodu²enie tvaru dielektrického tenzora v kry²táloch. Napríklad:
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(i) nech kry²tál je invariantný vo£i rotácii R(z, 90◦) okolo osi z o 90◦ popísanej maticou

R(z, 90◦) =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 1

 .

Potom v zrotovanej súradnicovej sústave platí ε̃22 = R2kR2lεkl = ε11. Ale ke¤ºe pod©a predpokladu je R(z, 90◦) operá-
ciou symetrie kry²tálu, musí by´ ε̃22 = ε22. Preto dôsledkom symetrie R(z, 90◦) je symetria ε22 = ε11.

(ii) nech kry²tál je invariantný vo£i zrkadleniu M(yz) vo£i rovine yz popísanému maticou

M(yz) =

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

potom v zrkadlovo symetrickej súradnicovej sústave platí ε̃12 = M1kM2lεkl = −ε12. Zárove¬ v²ak musí plati´, ke¤ºe

zrkadlenie M(yz) je symetriou systému, ε̃12 = ε12. Preto dôsledkom symetrie M(yz) je symetria ε12 = 0.

V ¤al²om výklade sa pre jednoduchos´ obmedzíme na ²túdium T -invariantných systémov, kedy
matica εij(0, ω) je symetrická. Ak sa naviac obmedzíme na takú frekven£nú oblas´, v ktorej je matica
εij(0, ω) rýdzo reálna, potom máme do £inenia s reálnou symetrickou maticou. Preto vieme, ºe existuje
ortogonálna transformácia, ktorá tenzor εij(0, ω) zjednodu²í na diagonálny tvar:

εij =

 εxx 0 0
0 εyy 0
0 0 εzz

 .

Inými slovami, pre kaºdý T -invariantný kry²tál musí existova´ súradnicová sústava, v ktorej je reálny
dielektrický tenzor diagonálny. �ahko sa presved£íme, ºe pritom existujú tri moºnosti popísané v ta-
bu©ke 2.

opticky izotrópne kry²tály εxx = εyy = εzz kubické kry²tály
jednoosé kry²tály εxx = εyy 6= εzz tetragonálne, hexagonálne, trigonálne kry²tály
dvojosé kry²tály εxx 6= εyy 6= εzz ortorombické, monoklinické, triklinické kry²tály

Tabu©ka 2: Klasi�kácia T -invariantných kry²tálov pod©a optických vlastností. Predpokladáme pritom, ºe v skúmanej
oblasti frekvencií kry²tály neabsorbujú svetlo.

�írenie svetla v anizotrópnych médiách
Predpokladajme, ºe polia E,D,B,H majú harmonický £asopriestorový priebeh ∝ eiq̃·r−iωt, kde q̃ je
komplexný vlnový vektor, ktorého imaginárna zloºka popisuje tlmenie vlny (pozri I.21). Maxwellove
rovnice pre pole v médiu bez (externých) budiacich nábojov a prúdov sa potom redukujú na tvar

q̃×H + ωD = 0, q̃ ·D = 0,

q̃×E− ωB = 0, q̃ ·B = 0.

Predpokladajme naviac, ºe ²tudované médium je opísané materiálovými vz´ahmi

Di = ε0εijEj ; Bi = µ0Hi,

t.j. zanedbajme magnetickú odozvu, pretoºe táto je pri optických frekvenciách obvykle malá. Náso-
bením rovnice pre Faradayovu indukciu z©ava faktorom q̃× a vyuºitím materiálového vz´ahu pre B
dostaneme q̃ × (q̃ × E) − µ0ωq̃ ×H = 0. Ak sem namiesto i-tej komponenty (q̃ ×H)i dosadíme po-
mocou rovnice pre posuvný prúd a materiálového vz´ahu pre D výraz −ε0ωεijEj , s vyuºitím identity
z vektorovej algebry a× (b× c) = b(a · c)− c(a ·b) nakoniec dostaneme vlnovú rovnicu pre elektrické
pole

MijEj = 0; Mij = q̃iq̃j − q̃2δij +
ω2

c2
εij . (40)
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Pre úplnos´ uve¤me, ºe z Coulombovho zákona q̃ ·D = 0 vyplýva ¤al²ia rovnica pre elektrické pole:

εij q̃iEj = 0. (41)

Ke¤ºe vlnová rovnica (40) je sadou troch homogénnych lineárnych rovníc pre tri neznáme Ei, ne-
triviálne rie²enia existujú iba v prípade, ke¤ determinant matice Mij je nulový. Rie²ením rovnice
det(Mij) = 0 dostaneme pre zadanú frekvenciu ω a zadaný smer vlnového vektora n moºné ve©kosti
komplexných vlnových vektorov q̃.

Dvojlom
Skúmajme ²írenie svetla v kry²táli pri �xovanej frekvencii a smere ²írenia vlny. Predpokladajme, ºe
dielektrický tenzor εij je pre skúmanú frekvenciu reálny a kladný. Potom vlnový vektor q̃ moºno
nahradi´ reálnym vlnovým vektorom q.

Pracujme v pravouhlom súradnicovom systéme x, y, z, v ktorom je reálny symetrický tenzor εij
diagonálny. Zd¨havým, ale priamo£iarym výpo£tom sa moºno presved£i´, ºe rovnica det(Mij) = 0 s
maticouMij danou vz´ahom (40) je kvadratickou rovnicou pre q2, teda pre kaºdý smer ²írenia existujú
vo v²eobecnosti dve prie£ne polarizované vlny.

Pre jednoduchos´ sa ¤alej obmedzíme na prípad, kedy sa svetlo ²íri povedzme v smere osi x kry²tálu.
�ahko nahliadneme, ºe v tomto ²peciálnom prípade je matica Mij diagonálna s prvkami

Mij =

 ω2

c2
εxx 0 0

0 ω2

c2
εyy − q2 0

0 0 ω2

c2
εzz − q2

 .

Existujú dve netriviálne rie²enia vlnovej rovnice MijEj = 0, pre ktoré je zárove¬ splnená pod-
mienka (41). Pre elektrické pole polarizované v smere osi y dostávame rie²enie pri q =

ωny
c s indexom

lomu ny =
√
εyy. Na druhej strane, pre elektrické pole polarizované v smere osi z dostávame rie²enie

pri q = ωnz
c s indexom lomu nz =

√
εzz.52 Závislos´ indexu lomu od polarizácie nazývame dvojlomom.

Komplikovanej²ími prípadmi dvojlomu, pri ktorých sa svetlo ²íri vo v²eobecnom smere, sa v tejto pred-
ná²ke nebudeme zaobera´.

Optická aktivita

Pri analýze optických javov sme doteraz dielektrickú funkciu εij(q, ω) aproximovali jej hodnotou εij(0, ω) pre vlnový
vektor q = 0. Teraz preskúmame dôsledky kone£nej ve©kosti q. Opä´ v²ak zanedbávame absorpciu svetla v materiáli
a predpokladáme, ºe vlnový vektor je reálny. Ke¤ºe vektor q je malý, môºeme dielektrický tenzor h©ada´ Taylorovým
rozvojom (34) do 1. rádu pod©a q:

εij(q, ω) = εij(0, ω)− iγijk(ω)qk; γijk(ω) =

∫ ∞
0

dτeiωτ
∫
d3Raij(R, τ)Rk.

V²imnime si, ºe tenzor γijk môºe by´ nenulový iba v materiáloch, ktoré nemajú centrum inverzie. Z reálnosti funkcie
aij(R, τ) vyplýva, ºe γ∗ijk(−ω) = γijk(ω). Na druhej strane, z (predpokladanej) T -invariancie (36) vyplýva, ºe γ∗ijk(−ω) =
−γjik(ω). Porovnaním pravých strán oboch výrazov dostaneme, ºe musí plati´ γijk(ω) = −γjik(ω), teda tenzor γijk(ω)
je antisymetrický v prvých dvoch indexoch.

V ¤al²ích úvahách budeme pre jednoduchos´ predpoklada´, ºe skúmané médium je izotrópne. V takom prípade sa
vz´ah Di = ε0εijEj redukuje na tvar D = ε0 (εRE + iγq×E), pretoºe v systéme existujú iba dva význa£né smery: E a
q.53 Dielektrický tenzor preto musí ma´ nasledovný tvar:

εij(q, ω) = εRδij − iγεijkqk, (42)

kde εijk je úplný antisymetrický tenzor rádu 3, pri£om εxyz = 1. Veli£ina γ má rozmer d¨ºky; o£akávame, ºe γq � 1. Z
podmienky izotrópnosti vyplýva, ºe ²tudovaný materiál musí by´ alebo kubický kry²tál alebo tekutina. V na²om výklade
sa obmedzíme na ²túdium tekutín.

Aby mohla by´ hodnota γ nenulová, tekutina nesmie ma´ centrum inverzie, teda musí obsahova´ molekuly, ktoré
nemajú centrum inverzie. To v²ak nesta£í: molekuly musia by´ naviac chirálne. Objekt voláme chirálnym, ak objekt,
ktorý z neho dostaneme operáciou inverzie, nemôºe by´ oto£eniami a posunutiami stotoºnený s pôvodným objektom.

52V²imnime si, ºe okrem tu popísaných rie²ení v tvare prie£nych v¨n má systém rovníc (40,41) aj pozd¨ºne rie²enie
Ex 6= 0 (t.j. pozd¨ºny plazmón), ale iba pri frekvencii, pri ktorej εxx(q, ω) = 0.

53Podobný argument pouºívame v cvi£eniach pri kon²trukcii dielektrického tenzora v P -invariantných izotrópnych
systémoch. V¤aka P -invariancii v²ak v takých systémoch nie je prípustný £len úmerný prvej mocnine q.
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Chirálne objekty teda existujú v dvoch modi�káciách s opa£nou chiralitou. Typickým príkladom sú pravoto£ivá a ©avo-
to£ivá ²pirála. Príspevok ku koe�cientu γ od molekúl s opa£nou chiralitou je opa£ný. Nenulovú hodnotu γ v tekutinách
preto dostaneme iba v prípade, ºe po£ty molekúl s opa£nými chiralitami sú v tekutine rôzne. V²imnime si, ºe ak tekutina
obsahuje molekuly, ktoré sú síce bez centra inverzie, ale nie sú chirálne, potom sa netriviálne ú£inky rôzne orientovaných
molekúl nevyhnutne navzájom kompenzujú. Preto predpoklad o chiralite molekúl bol k©ú£ový.

Skúmajme ²írenie svetla cez izotrópne opticky akívne médium s dielektrickým tenzorom (42) povedzme v smere osi
x, t.j. predpokladajme q = (q, 0, 0). Potom matica Mij z rovnice (40) nadobudne tvar

Mij =

 ω2

c2
εR 0 0

0 ω2

c2
εR − q2 −iγq ω

2

c2

0 iγq ω
2

c2
ω2

c2
εR − q2

 .

Podmienku det(Mij) = 0 pre existenciu netriviálnych rie²ení moºno zapísa´ v tvare(
ω2

c2
εR − q2 + γq

ω2

c2

)(
ω2

c2
εR − q2 − γqω

2

c2

)
= 0.

Ak predpokladáme, ºe εR > 0, potom existujú dva typy rie²ení pri �xovanej frekvencii ω: vynulovaním prvej zátvorky
dostaneme jeden prípustný vlnový vektor q+ > 0 a podobne vynulovaním druhej zátvorky dostaneme druhý prípustný
vlnový vektor q− > 0. Indexy lomu pre ²írenie zodpovedajúcich v¨n sú

n± =
cq±
ω

=

√
εR +

(γω
2c

)2

± γω

2c
≈
√
εR ±

γω

2c
,

kde v pribliºnej rovnosti sme predpokladali slabú optickú aktivitu γω � c. �ahko overíme, ºe týmto dvom indexom lomu
zodpovedajú nasledovné kon�gurácie elektrického po©a:

M

 0
1
i

 =

(
ω2

c2
εR − q2 + γq

ω2

c2

) 0
1
i

 ; M

 0
1
−i

 =

(
ω2

c2
εR − q2 − γqω

2

c2

) 0
1
−i

 .

To znamená, ºe ²írenie ©avoto£ivej kruhovo polarizovanej vlny E(r, t) = (0, E, iE)eiq+x−iωt a pravoto£ivej kruhovo po-

larizovanej vlny E(r, t) = (0, E,−iE)eiq−x−iωt pri tej istej frekvencii popisujú rôzne indexy lomu. Takýto jav sa nazýva

kruhovou dvojfarebnos´ou (anglicky circular dichroism). Ako je známe z elementárnej optiky, jedným z dôsledkov

kruhovej dvojfarebnosti je optická aktivita, t.j. stá£anie roviny polarizácie lineárne polarizovaného svetla.

Clausiova-Mossottiho formula
V I.22 sme ²tudovali rôzne polariza£né mechanizmy. Postup bol zakaºdým54 rovnaký: predpokladali
sme existenciu lokálnych polarizovate©ných objektov a ²tudovali sme strednú hodnotu indukovaného
dipólového momentu pω = ε0γωEω, kde γω je tzv. polarizovate©nos´ objektu a treba ju po£íta´ pomo-
cou mikroskopického modelu. Za elektrické pole Eω, ktoré pôsobí na skúmané polarizovate©né objekty,
sme pritom brali tzv. makroskopické pole vnútri vzorky, t.j. pole spriemerované cez elementárnu
bunku. Vo zvy²ku tejto predná²ky na²e úvahy spresníme tým, ºe za Eω vezmeme tzv. lokálne pole
Elok
ω , t.j. reálne existujúce pole v mieste polarizovate©ného objektu. V III.9 ukazujeme, ºe medzi mak-

roskopickým po©om Eω a lokálnym po©om Elok
ω v bode vnútri média s aspo¬ kubickou symetriou platí

tzv. Lorentzov vz´ah

Elok
ω = Eω +

1

3ε0
Pω. (43)

Pri výpo£te dielektrickej funkcie budeme preto predpoklada´, ºe pω = ε0γωE
lok
ω . Ak hustotu polarizo-

vate©ných objektov ozna£íme n, potom vz´ah pre susceptibilitu nadobudne tvar

Pω(r) = ε0α
0
ωE

lok
ω (r),

kde sme zaviedli elektrickú susceptibilitu α0
ω = nγω, ktorú sme v I.22 po£ítali pomocou jednodu-

chých modelov. V makroskopickej teórii v²ak potrebujeme pozna´ elektrickú susceptibilitu αω de�no-
vanú ako funkciu odozvy na makroskopické pole:

Pω(r) = ε0αωEω(r).

Ak vyuºijeme de�ni£né vz´ahy pre αω a α0
ω a Lorentzov vz´ah (43), pre makroskopickú susceptibilitu αω

dostaneme vyjadrenie pomocou lokálnej susceptibility α0
ω, £iºe tzv. Clausiovu-Mossottiho formulu:

αω =
α0
ω

1− 1
3α

0
ω

.

54Okrem polarizácie vo©ných elektrónov.
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V²imnime si, ºe v systémoch s malou susceptibilitou α0
ω � 1 platí αω ≈ α0

ω, t.j. rozdiel medzi lokálnym
a makroskopickým po©om moºno zanedba´.55 Ak vyuºijeme de�ni£ný vz´ah pre elektrickú permitivitu
ε(ω) = ε0(1 + αω), potom Clausiovu-Mossottiho formulu moºno písa´ alternatívne v tvare

ε(ω)− ε0
ε(ω) + 2ε0

=
α0
ω

3
=

1

3
nγ.

Pripomíname, ºe obe formy Clausiovej-Mossottiho formuly platia len pre kvapaliny, plyny a tie kry²-
tály, pre ktoré platí Lorentzov vz´ah (43).

Polariza£ná katastrofa
Skúmajme statickú dielektrickú funkciu εs = ε(0) systému polarizovate©ných £astíc so statickou polari-
zovate©nos´ou γs. V limite riedkeho plynu máme α0

s = nγs � 1 a vtedy αs ≈ α0
s. Pri zahus´ovaní plynu

lokálna susceptibilita α0
s rastie. V prípade, kedy α0

s → 3, makroskopická susceptibilita αs diverguje a
hovoríme o polariza£nej katastrofe. V III.9 preskúmame dve moºné realizácie polariza£nej katastrofy:

• Ak sa systém spontánne spolarizuje aj v nulovom externom poli,
potom hovoríme o feroelektrickom usporiadaní.

• Ak v bode prechodu zaniknú viazané stavy kladných a záporných nábojov,
potom za bodom prechodu z izolantu vznikne kov.

Cvi£enia
1. Okamºitú výchylku x(t) klasického tlmeného harmonického budeného externou silou F (t) moºno zapísa´ v tvare
x(t) =

∫∞
0
dτa(τ)F (t − τ) analogickom s (34). Vypo£ítajte funkciu odozvy a(τ). �ím je daný typický £as τ0? Návod:

najprv vypo£ítajte odozvu na harmonickú silu.
2. Dá sa ukáza´, ºe charakteristická d¨ºka R0 v kove je min( vF

ω
, `), kde vF je Fermiho rýchlos´ a ` = vF τ je stredná vo©ná

dráha elektrónov. Odhadnite minimálnu frekvenciu, pri ktorej v skinovom jave za£nú hra´ rolu nelokálne efekty. V tejto
oblasti frekvencií hovoríme o anomálnom skinovom jave. Návod: porovnajte R0 a skinovú h¨bku vniku, pozri I.22.
3. a) Dokáºte, ºe v P -invariantných izotrópnych systémoch môºeme dielektrický tenzor popísa´ dvomi funkciami ε‖(q2, ω)
a ε⊥(q2, ω):

εij(q, ω) = ε‖(q
2, ω)

qiqj
q2

+ ε⊥(q2, ω)

(
δij −

qiqj
q2

)
.

Návod: dokáºte, ºe uvedená formula je konzistentná s de�níciou tenzora ε̃ij(q̃, ω) = SikSjlεkl(q, ω). Dá sa ukáza´, ºe v

P -invariantných izotrópnych systémoch máme k dispozícii jediný význa£ný smer: smer vektora q. Preto máme k dispo-

zícii iba dva tenzory, δij a qiqj .

b) Ukáºte, ºe £leny úmerné ε‖ a ε⊥ popisujú pozd¨ºnu a prie£nu odozvu. �alej ukáºte, ºe v dlhovlnnej limite q → 0 musí

plati´ εij ∝ δij , a preto dielektrické vlastnosti sú popísané jedinou dielektrickou funkciou ε‖(0, ω) = ε⊥(0, ω) = εR(0, ω).

4. Pomocou Neumannovho princípu dokáºte výsledky z tabu©ky 2 pre hexagonálne kry²tály.

5. Ukáºte, ºe rovnica det(Mij) = 0 s maticou Mij danou vz´ahom (40) je (pre zadaný smer ²írenia v¨n) kvadratickou

rovnicou pre q2.

10 Medzipásové prechody, excitóny

Táto predná²ka je pokra£ovaním výkladu o mechanizmoch polarizovate©nosti v I.22. Obmedzíme sa
pritom iba na ²túdium príspevku od elektrónových stup¬ov vo©nosti. Na rozdiel od I.22, látku intera-
gujúcu so svetlom nebudeme popisova´ klasickou, ale kvantovou mechanikou. Z pásovej teórie vieme,
ºe v kry²táli sa atómové hladiny roz²tiepia na kvázispojité pásy dovolených energií. Preto o£akávame,
ºe namiesto absorpcie diskrétneho po£tu frekvencií v systéme izolovaných atómov dôjde v tuhej látke
k absorpcii v spojitom intervale frekvencií. Pre jednoduchos´ sa obmedzíme na ²túdium izolantov a
sústredíme sa na absorpciu svetla s energiou blízkou k ²írke zakázaného pásu. V takomto prípade je vl-
nová d¨ºka ºiarenia obvykle ove©a vä£²ia neº medziatómové vzdialenosti a preto budeme predpoklada´,
ºe elektromagnetické pole vlny je priestorovo homogénne.

V tejto predná²ke sa obmedzíme na ²túdium opticky izotrópnych izolantov. V prvej £asti predná²ky
budeme okrem toho pracova´ v jednoelektrónovom priblíºení a budeme skúma´ iba dokonalé kry²tály.

55To sa týka napríklad plynov, kde hustota n je malá.
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Na konci predná²ky spomenieme, k akým novým javom vedie zahrnutie coulombovských interakcií
medzi elektrónmi alebo prítomnos´ defektov v kry²táli.

Kubova formula pre optickú vodivos´
V I.21 sa ukazuje, ºe namiesto relatívnej permitivity εR(ω) moºno optické vlastnosti materiálov cha-
rakterizova´ pomocou tzv. optickej vodivosti σ(ω), pretoºe medzi obidvomi veli£inami existuje vz´ah

εR(ω) = 1 +
iσ(ω)

ωε0
.

Pod©a I.21 sa pritom môºeme obmedzi´ na ²túdium reálnej £asti optickej vodivosti σ′(ω), pretoºe
imaginárnu £as´ σ′′(ω) moºno zo známej reálnej £asti vypo£íta´ pomocou Kramersových-Kronigových
vz´ahov.

Ke¤ºe skúmame optické vlastnosti izolantov, potrebujeme ²tudova´ σ′(ω) pri kone£ných frekven-
ciách ω. V III.10,11 ukazujeme, ºe pre opticky izotrópne systémy v priblíºení nezávislých elektrónov v
takom prípade platí nasledovná tzv. Kubova formula:

σ′(ω) =
2πe2

3m2ω

1

V
∑
k

∑
m 6=n
|p(k)mn|2(fnk − fmk)δ(εmk − εnk − ~ω), (44)

kde symbol nk ozna£uje jedno£asticové Blochove stavy (pri£om n je pásový index Blochovho stavu a
k je jeho kvázihybnos´), εnk je energia Blochovho stavu a fnk je pravdepodobnos´ jeho obsadenia (t.j.
v rovnováºnom prípade Fermiho-Diracovo rozdelenie). Zaviedli sme tieº maticový element p(k)mn =
〈mk|p|nk〉 operátora mechanickej hybnosti elektrónu p = −i~∇ medzi stavmi mk a nk.

Kubova formula (44) má nasledovnú fyzikálnu interpretáciu: Reálna £as´ optickej vodivosti meria
straty v systéme, pozri napríklad I.21. Straty pri frekvencii ω pod©a (44) vznikajú ako dôsledok absor-
pcie fotónov s energiou ~ω, pri£om jeden z elektrónov prejde z �hladiny� nk na �hladinu� mk. Kubovu
formulu (44) preto moºno chápa´ ako Fermiho zlaté pravidlo na výpo£et pravdepodobnosti takýchto
prechodov pod vplyvom interakcie elektrónov s klasickým £asovo závislým elektromagnetickým po©om.

V²imnime si, ºe pod©a (44) sa prechody elektrónov realizujú iba medzi Blochovými stavmi s tou
istou kvázihybnos´ou k. Ide o prejav zachovania celkovej kvázihybnosti pri fotónmi vyvolaných precho-
doch elektrónov medzi jedno£asticovými stavmi. Naozaj, hybnos´ fotónu je q � π

a a oproti kvázihyb-
nostiam elektrónov ju moºno zanedba´.

Priame a nepriame prechody
Skúmajme teraz prechody medzi posledným obsadeným (valen£ným) pásom a najniº²ím neobsadeným
(vodivostným) pásom izolantov a polovodi£ov.56 Treba rozli²ova´ dva prípady: (i) maximum energie
valen£ného pásu je v tom istom k-bode ako minimum energie vodivostného pásu; (ii) maximá a mi-
nimá sú v rôznych bodoch. V prípade (i) sú optické prechody moºné uº pri energiách ~ω in�nitezimálne
vä£²ích ako ²írka zakázaného pásu ∆. Takéto prechody nazývame priame. V prípade (ii) je minimálna
energia fotónov potrebná na vykonanie £isto optických prechodov vä£²ia neº ∆. Ak v²ak pripustíme
procesy, pri ktorých elektrón zmení hybnos´ (napr. v dôsledku vyºiarenia alebo absorpcie inej £astice-
fonónu a pod.), optické prechody budú moºné uº pri energiách blízkych ∆. Takéto prechody nazývame
nepriame. V na²om výklade sa obmedzíme na ²túdium priamych prechodov.

Dovolené a zakázané prechody
Skúmajme priame prechody v okolí bodu k = 0 medzi valen£ným pásom s disperzným zákonom
elektrónov εv(k) = −~2k2

2m∗v
a vodivostným pásom s disperziou εc(k) = ~2k2

2m∗c
+ ∆. Bude nás zaujíma´

tvar funkcie σ′(ω) pri frekvenciách blízkych k tzv. absorp£nej hrane ~ω = ∆.
�tudujme najprv maticový element p(k)mn pre k v blízkosti bodu k = 0, ktorý je relevantný pre

procesy pri energii ~ω & ∆. V kry²táli s N primitívnymi bunkami moºno N Blochových vlnových
funkcií n-tého pásu ψnk(r) reprezentova´ pomocou N Wannierových orbitálov wn(r−R), t.j. orbitálov

56Prechody medzi inými dvojicami pásov sa obvykle dejú pri frekvenciách vy²²ích ako frekvencia vidite©ného svetla.
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Obr. 19: Absorpcia svetla v izolantoch so ²írkou zakázaného pásu ∆ pri teplote T � ∆. V©avo: pásová ²truktúra
ε = ε(k) priameho izolantu. Optické prechody sú kinematicky dovolené pre frekvencie ~ω & ∆. Vpravo: pásová ²truktúra
nepriameho izolantu. Absorpcia pri ~ω & ∆ je moºná napr. pri sú£asnej emisii alebo absorpcii fonónu.

lokalizovaných okolo mrieºkových bodov R, pozri I.16 a III.2:

ψnk(r) =
1√
N

∑
R

eik·Rwn(r−R).

Pomocou Wannierových orbitálov moºno maticový element p(k)mn vyjadri´ v tvare

p(k)mn =
1

N
∑

R′,R′′

eik·(R
′−R′′)

∫
d3rw∗m(r−R′′)pwn(r−R′) =

∑
R

eik·R
∫
d3rw∗m(r + R)pwn(r),

kde v druhom kroku sme sumáciu cez súradnicu R′′ nahradili sumáciou cez relatívnu súradnicu R =
R′ −R′′ a vyuºili sme transla£nú invariantnos´. Vykonali sme tieº triviálnu sumáciu cez R′.

V na²om výklade budeme predpoklada´, ºe Wannierove funkcie wn(r) sú silno lokalizované. Mati-
cové elementy

∫
d3rw∗m(r+R)pwn(r) medzi Wannierovými orbitálmi vo ve©kej vzdialenostiR sú potom

malé. Preto sa pri sumácii cez mrieºkové vektory R obmedzíme iba na príspevky od vzdialenosti R = 0
a od najkrat²ích nenulových vektorov R, ktoré spájajú najbliº²ích susedov na mrieºke:

p(k)mn ≈
∫
d3rw∗m(r)pwn(r) +

∑
najbl.susedia

eik·R
∫
d3rw∗m(r + R)pwn(r). (45)

V ¤al²om výklade opä´ rozlí²ime dva prípady:

1. ak
∫
d3rw∗m(r)pwn(r) 6= 0, potom maticový element p(k)mn moºno aproximova´ prvým £lenom

rozvoja (45). Tento prípad nazývame dovoleným prechodom. Ke¤ºe p = −i~∇, optické prechody
sú dovolené iba medzi Wannierovými orbitálmi s opa£nou paritou: napríklad medzi párnymi orbitálmi
typu s a nepárnymi orbitálmi typu p, podobne ako v atómovej fyzike.

2. ak
∫
d3rw∗m(r)pwn(r) = 0, potom v atómovej fyzike by bol takýto prechod nemoºný a hovoríme o

zakázanom prechode. Av²ak pretoºe pravidlá atómovej fyziky nehovoria ni£ o maticových elemen-
toch

∫
d3rw∗m(r + R)pwn(r) pre R 6= 0, v tuhej látke sa takýto prechod môºe realizova´ s kone£nou

pravdepodobnos´ou. Napríklad v atomárne zakázanom prípade, kedy sú Wannierove funkcie oboch
pásov párne, musí plati´

∫
d3rw∗m(r−R)pwn(r) = −

∫
d3rw∗m(r + R)pwn(r).57 Ak ¤alej uváºime, ºe

Bravaisova mrieºka obsahuje páry bodov R a −R, pre kone£né vlnové vektory k dostaneme nenulový
maticový element

p(k)mn = i
∑

najbl.susedia

sin(k ·R)

∫
d3rw∗m(r + R)pwn(r).

57Po substitúcii integra£nej premennej r na −r totiº dostaneme
∫
d3rw∗m(r−R)pwn(r) = −

∫
d3rw∗m(−r−R)pwn(−r),

kde sme uváºili, ºe hybnos´ p = −i~∇ sa zmení na i~∇. Ak ¤alej vyuºijeme predpoklad o párnosti Wannierových funkcií
wn(r) = wn(−r) a wm(r) = wm(−r), dostaneme −

∫
d3rw∗m(−r−R)pwn(−r) = −

∫
d3rw∗m(r + R)pwn(r), £.b.t.d.
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Inými slovami, atomárne zakázaný prechod môºe by´ v kry²táli povolený! V¤aka faktoru sin(k · R)
v²ak pritom pre malé k platí p(k)mn ∝ k, teda presne v bode k = 0 je prechod zakázaný.

Medzipásové prechody v priblíºení nezávislých elektrónov
Ak do Kubovej formuly (44) dosadíme disperzné zákony elektrónov vo valen£nom a vodivostnom páse
a ak ¤alej nahradíme sumu cez k integrálom, dostaneme

σ′(ω) =
2πe2

3m2ω

∫
d3k

(2π)3
|p(k)vc|2(fvk − fck)δ

(
~2k2

2m∗
+ ∆− ~ω

)
,

kde 1
m∗ = 1

m∗c
+ 1

m∗v
je tzv. redukovaná hmotnos´ páru elektrón+diera.

V na²ej analýze sa obmedzíme na skúmanie (realistického) prípadu, kedy teplota T � ∆. V takom
prípade môºeme písa´ fvk − fck = 1.

Trojrozmernú integráciu cez k teraz vykonajme vo sférických súradniciach, pri£om namiesto radiál-
nej súradnice k zave¤me energiu ε = ~2k2

2m∗ . �tandardným postupom (pozri napr. I.11,19) dostaneme∫
d3k

(2π)3
=

∫ ∞
0

dεN(ε)

∫
dΩ

4π
,

kde dΩ je element priestorového uhla (v k-priestore) a N(ε) = m∗

2π2~3

√
2m∗ε je tzv. zdruºená hustota

stavov pre páry elektrón+diera. Tak dostávame zjednodu²enú formulu pre reálnu £as´ optickej vodivosti

σ′(ω) =
2πe2

3m2ω

∫
dεN(ε)|p(ε)vc|2δ (ε+ ∆− ~ω) .

Symbol |p(ε)vc|2 ozna£uje maticový element pri �xovanej energii ε stredovaný cez uhly.

Dovolené prechody
V tomto prípade pouºijeme aproximáciu |p(ε)vc|2 ≈ |p(0)vc|2, preto σ′(ω) = 2πe2

3m2ω
|p(0)vc|2N(~ω −∆)

a v blízkosti absorp£nej hrany dostávame nasledovnú závislos´ optickej vodivosti od frekvencie:

σ′(ω) ∝ (~ω −∆)1/2, dovolené prechody.

Zakázané prechody
V tomto prípade platí |p(ε)vc|2 ∝ ε, preto σ′(ω) ∝

∫
dεN(ε)εδ (ε+ ∆− ~ω) a v blízkosti absorp£nej

hrany dostávame nasledovnú závislos´ optickej vodivosti od frekvencie:

σ′(ω) ∝ (~ω −∆)3/2, zakázané prechody.

Obr. 20: Predpovede jednoelektrónovej teórie pre závislos´ od frekvencie (v blízkosti absorp£nej hrany ∆) reálnej £asti
optickej vodivosti v priamych izolantoch (v priblíºení nezávislých elektrónov). V©avo: izolant s dovolenými prechodmi. Do
tejto skupiny patria polovodi£e typu III-V s valen£nými Wannierovými orbitálmi typu p a vodivostnými Wannierovými
orbitálmi typu s, napríklad GaAs. Vpravo: izolant so zakázanými prechodmi. Do tejto skupiny patrí napríklad Cu2O,
ktorého valen£né aj vodivostné Wannierove orbitály sú párne.

Excitóny
Výsledkom absorp£ného procesu je vznik elektrónu vo vodivostnom páse a diery vo valen£nom páse.
Tieto dva objekty majú opa£ný náboj a preto sa pri´ahujú coulombovskou silou. Môºe teda nasta´
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situácia, kedy elektrón a diera vytvoria viazaný stav. Takýto stav je neutrálnou £asticou a nazýva sa
excitón.

Skúmajme väzobnú energiu a vlnovú funkciu excitónu. Nech súradnica elektrónu je rc a súrad-
nica diery, ktorú budeme popisova´ v dierovom jazyku,58 je rv. V kváziklasickom priblíºení moºno
hamiltonián systému elektrón+diera písa´ v tvare

Hexc = − ~2

2m∗v
∇2
v −

~2

2m∗c
∇2
c −

e2

4πε0εsr
+ ∆,

kde sme zaviedli relatívnu súradnicu r = rv − rc.
Máme teda rie²i´ Schrödingerovu rovnicu Hexcψ(rv, rc) = Eψ(rv, rc). Túto rovnicu budeme rie²i´

prechodom od súradníc rv, rc k dvojici nových súradníc: k relatívnej súradnici r a k súradnici ´aºiska

R =
m∗vrv +m∗crc
m∗v +m∗c

.

Ak teraz zavedieme ´aºiskovú hybnos´ P = −i~ ∂
∂R a relatívnu hybnos´ p = −i~ ∂

∂r , potom hamiltonián
systému elektrón+diera moºno písa´ v tvare

Hexc =
P2

2M
+

p2

2m∗
− e2

4πε0εsr
+ ∆,

kde M = m∗v +m∗c je celková hmotnos´ a m∗ je redukovaná hmotnos´ páru elektrón+diera.
V²imnime si, ºe hamiltonián Hexc nezávisí explicitne od polohy ´aºiska R. Preto celková hybnos´

excitónu je zachovávajúcou sa veli£inou a Schrödingerovu rovnicu Hexcψ(R, r) = εψ(R, r) moºno rie²i´
ansatzom ψ(R, r) = 1√

V e
iK·Rϕ(r), kde ~K je hybnos´ excitónu ako celku. Interná vlnová funkcia

excitónu ϕ(r) pritom musí sp¨¬a´ nasledovnú vodíku podobnú Schrödingerovu rovnicu[
p2

2m∗
− e2

4πε0εsr

]
ϕn(r) = εnϕn(r).

s vlastnými energiami εn = − ε∗B
(n+1)2 pre n = 0, 1, 2, . . ., kde ε∗B = m∗

mε2s
× 13.6 eV.59 Celková energia

excitónu εnK = ~2K2

2M +∆+εn je sú£tom kinetickej energie pohybu ´aºiska excitónu a energie vnútorného
stavu excitónu. V základnom stave je energia excitónu ∆ − ε∗B a polomer excitónu a∗B = mεs

m∗ aB, kde
aB je Bohrov polomer.

Napríklad v priamom polovodi£i GaAs majú hmotnosti elektrónov a dier hodnoty m∗c ≈ 0.067m a
m∗v ≈ 0.2m, takºe redukovaná hmotnos´ páru elektrón+diera je m∗ ≈ 0.05m. Ke¤ºe statická permiti-
vita GaAs je εs ≈ 12.8, pre väzobnú energiu excitónu dostávame ε∗B ≈ 4 meV, £o je omnoho menej ako
²írka zakázaného pásu ∆ ≈ 1.5 eV. Pre polomer excitónu dostaneme odhad a∗B ≈ 13 nm, £o je omnoho
viac ako mrieºková kon²tanta 0.56 nm.

Ak je polomer excitónu a∗B ve©ký v porovnaní s mrieºkovou kon²tantou, kváziklasické priblíºenie je
oprávnené. Takýto excitón nazývame Wannierov. V opa£nej limite moºno malé (tzv. Frenke©ove)
excitóny popísa´ ako vzbudený stav jediného atómu. V takom prípade ná² odhad väzbovej energie
excitónu samozrejme neplatí a väzbová energia je ove©a vä£²ia.

V¤aka prítomnosti excitónov bude pri ~ω < ∆ existova´ kone£ný príspevok k optickej vodivosti
od viazaných excitónových stavov. Interak£né efekty v²ak môºu v princípe zmeni´ aj absorp£né kon-
tinuum pri ~ω & ∆. Optickú vodivos´ priamych polovodi£ov s dovoleným medzipásovým prechodom
s uváºením mnoho£asticových javov ²tudujeme v III.12. Analýza ukazuje, ºe rozdiely oproti teórii s
neinteragujúcimi elektrónmi sú ve©ké iba blízko absorp£nej hrany, t.j. pre |~ω − ∆| ∼ ε∗B, pozri ob-
rázok 21. Excitóny sú preto opticky pozorovate©né iba pri nízkych teplotách, kedy tepelná neur£itos´
energie T < ε∗B.

58Absenciu elektrónu s hybnos´ou ~ke v dierovom jazyku popisujeme ako prítomnos´ diery s hybnos´ou ~kh = −~ke
a nábojom +e, pozri napr. I.19. Energia takejto diery je εvh(kh) = −εv(ke) =

~2k2
h

2m∗v
. Poloha a aj rýchlos´ £astice sú v

elektrónovom aj dierovom jazyku rovnaké.
59Interné vlnové funkcie excitónu závisia aj od orbitálneho a magnetického kvantového £ísla l, m a od spinu excitónu,

ale energia excitónu v na²om modeli závisí iba od n, preto tieto kvantové £ísla explicitne neuvádzame.
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Obr. 21: V©avo: jedno£asticové disperzné zákony εc,v = εc,v(k) pre valen£ný a vodivostný pás priameho izolantu;
maximum valen£ného pásu má energiu εv(0) = 0. V tom istom obrázku sú znázornené aj energie Wannierových excitónov,
t.j. viazaných stavov £astica+diera. Vpravo: Reálna £as´ optickej vodivosti priameho polovodi£a s dovoleným prechodom
v blízkosti absorp£nej hrany (po uváºení interak£ných efektov medzi elektrónom a dierou).

Absorpcia na defektoch
V prípade, ºe zakázaný pás ∆ medzi valen£ným a vodivostným pásom je ²iroký a leºí v UV oblasti,
bude materiál bez defektov prieh©adný a bezfarebný. V okolí defektov v²ak môºe vzniknú´ sada lo-
kalizovaných stavov a prechody medzi nimi sa môºu nachádza´ vo vidite©nej oblasti, £o povedie na
sfarbenie kry²tálu.

Typickým príkladom sú tzv. F-centrá (farebné centrá) v iónových kry²táloch, ktoré sú obvykle
tvorené vakanciami v podmrieºke záporných iónov. Napríklad v NaCl vznikajú vakancie po atómoch
Cl. Ke¤ºe chlór opú²´a kry²tál ako neutrálny atóm, po jeho odchode ostáva v kry²táli jeden nadby-
to£ný elektrón, ktorý mal patri´ iónu Cl−. Tento elektrón bude dominantne lokalizovaný v (prázdnych)
orbitáloch 3s na ²iestich atómoch z podmrieºky Na susediacich s vakanciou. Tunelovaním elektrónu me-
dzi týmito ²iestimi orbitálmi vznikne sada lokalizovaných hladín pre nadbyto£ný elektrón.60 Prechody
medzi základnou hladinou so symetriou s a tromi excitovanými hladinami so symetriou p v F-centre
kry²tálu NaCl leºia pri ~ω ≈ 2.7 eV, t.j. vo vidite©nej oblasti.

Iným príkladom sú prímesné atómy s £iasto£ne zaplnenou ²upkou 3d. V tomto prípade sa (v¤aka
roz²tiepeniu kry²tálovým po©om, pozri predná²ku 7) vo vidite©nej oblasti môºu nachádza´ prechody
medzi rôznymi elektrónovými kon�guráciami £iasto£ne zaplnenej 3d ²upky.61 Napríklad £istý korund
Al2O3 je bezfarebný izolant. Al2O3 s prímesou chrómu sa nazýva rubín a je £ervený, pretoºe prechody
v rámci 3d ²upky iónu Cr3+ sa nachádzajú pri frekvenciách ~ω ≈ 2.3 eV a ~ω ≈ 3.1 eV.

Cvi£enia

1. Susceptibilitu tesne viazaných elektrónov sme v I.22 charakterizovali pomocou fenomenologických parametrov Ω2
j a

ω2
j . Z výsledku pre susceptibilitu v limite nulového tlmenia γ → 0 nájdite výraz pre reálnu £as´ optickej vodivosti.

2. Výsledok cvi£enia 1 porovnajte s Kubovou formulou (44). Ukáºte, ºe pre prechody medzi extrémne tesne viazanými

elektrónmi v Kubovej formule moºno zanedba´ v²etky závislosti od vlnového vektora k. Vypo£ítajte váhu Ω2
j pre prechod

~ωj = εm − εn medzi obsadeným pásom n a neobsadeným pásom m.

3. Pomocou Kubovej formuly (44) odhadnite príspevok k reálnej £asti optickej vodivosti σ′(ω) kubického izolantu od

prechodov medzi valen£ným pásom s disperzným zákonom εv(k) = −ev− 2tv(cos kxa+ cos kya+ cos kza) a vodivostným

pásom s disperzným zákonom εc(k) = ec + 2tc(cos kxa+ cos kya+ cos kza). Predpokladajte, ºe ev, ec, tv, tc > 0 a ºe ²írka

zakázaného pásu je omnoho vä£²ia neº teplota. Zanedbajte závislos´ maticového elementu p(k)vc od k.

4. Skúmajme jednorozmerný izolant s dvomi orbitálmi v a c na bod mrieºky, delokalizáciou ktorých vzniknú pásy s

disperznými zákonmi εv(k) = −ev − 2tv cos ka a εc(k) = ec + 2tc cos ka. Spinový stupe¬ vo©nosti elektrónov neuvaºujme.

Coulombovské odpudzovanie zoh©adnime iba ak sa dva elektróny nachádzajú v tom istom bode mrieºky - v takom prí-

pade nech energia systému narastie o U . Vlnovú funkciu základného stavu ozna£me |GS〉. Pod Frenke©ovým excitónom

s hybnos´ou k rozumieme stav |k〉 = 1√
N

∑
n e

iknac†nvn|GS〉. V limite U � tv, tc nájdite energiu stavu |k〉.
5. V akej frekven£nej oblasti leºia prechody medzi rôznymi viazanými stavmi elektrónov v prímesných atómoch v polo-

vodi£och, napr. v systéme Si:P?

60Pozri seminárnu prácu M. Reháka.
61Tieto prechody sa stanú dovolenými, ak kry²tálové pole nemá centrum inverzie, pretoºe vtedy 3d orbitály nebudú

popísané dokonale párnymi vlnovými funkciami.
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11 Luminiscencia

V tejto predná²ke preskúmame procesy inverzné k absorpcii svetla: budeme sa zaobera´ emisiou svetla
materiálmi. Pri kone£nej teplote sa kaºdé teleso stáva zdrojom tepelného elektromagnetického ºiare-
nia. O luminiscencii v²ak hovoríme iba v prípade, ak ºiari vzorka vzbudená do nerovnováºneho stavu.
Zdrojom vybudenia môºe by´ napr. chemická reakcia (vtedy hovoríme o chemoluminiscencii), mecha-
nické namáhanie (piezoluminiscencia), oºiarenie vzorky (fotoluminiscencia), aplikované elektrické pole
(elektroluminiscencia), at¤.

Spontánna a stimulovaná emisia
Najprv skúmajme modelový systém pozostávajúci z elektrónového podsystému a z fotónového podsys-
tému, v ktorom elektróny môºu obsadzova´ dve hladiny ε1 < ε2, kým fotóny majú �xovanú hybnos´ a
polarizáciu a nesú energiu ~ω = ε2 − ε1. Predpokladajme naviac, ºe fotón môºu by´ absorbovaný za
sú£asnej excitácie elektrónov zo stavu 1 do stavu 2, t.j. ºe príslu²ný maticový element je nenulový.

Predpokladajme, ºe modelový systém je v stave termodynamickej rovnováhy. To znamená, ºe po£et
fotónov sa nemôºe meni´ v £ase. Rovnováhu treba chápa´ ako dynamickú, t.j. procesy emisie a absorpcie
beºia, ale tak, ºe sa navzájom kompenzujú.

Pravdepodobnos´ absorpcie P12 fotónu bude úmerná po£tu fotónov, po£tu elektrónov na dolnej
hladine a po£tu vo©ných horných hladín:

P12 = B12n(ω)f1(1− f2),

kde n(ω) = 1
e~ω/T−1

je Boseho-Einsteinova distribu£ná funkcia pre fotóny a fi = 1
e(εi−µ)/T+1

sú Fermiho
distribu£né funkcie pre elektróny s chemickým potenciálom µ. Koe�cient absorpcie B12 je úmerný sile
väzby medzi elektrónmi a fotónmi a nezávisí od teploty.

Pravdepodobnos´ emisie bude pod©a Einsteina pozostáva´ z dvoch £lenov:

P21 = Af2(1− f1) +B21n(ω)f2(1− f1).

Prvý £len je úmerný po£tu elektrónov na hornej hladine a po£tu vo©ných hladín. Tento £len popisuje
tzv. spontánnu emisiu. Príslu²ný koe�cient A je opä´ nezávislý od teploty. Druhý £len, úmerný po£tu
fotónov, popisuje Einsteinom zavedený proces stimulovanej emisie. Ako uvidíme, existencia termo-
dynamickej rovnováhy si vyºaduje prítomnos´ tohto netriviálneho £lena. Opä´ pritom predpokladáme,
ºe koe�cient B21 je nezávislý od teploty.

V termodynamickej rovnováhe musia by´ procesy emisie a absorpcie v rovnováhe, t.j. musí plati´
P12 = P21. Ak vyuºijeme identitu

f2(1− f1)

f1(1− f2)
= e−~ω/T ,

ktorá vyplýva z explicitného tvaru funkcií f1, f2 a z podmienky ~ω = ε2 − ε1, po úprave môºeme
podmienku rovnováhy P12 = P21 zapísa´ v tvare

A =
e~ω/TB12 −B21

e~ω/T − 1
.

Teraz vidno, ºe ak koe�cient A má by´ nezávislý od teploty, potom musí by´ B12 = B21 = B, t.j. musí
existova´ stimulovaná emisia. Potom naviac platí A = B a pravdepodobnosti absorpcie a emisie moºno
zapísa´ v tvare

P12 = Bn(ω)f1(1− f2); P21 = B [n(ω) + 1] f2(1− f1).

Nau£ili sme sa teda, ºe nenulová absorpcia implikuje kone£nú emisiu. Absorpcia je úmerná n(ω) a
emisia je úmerná n(ω) + 1. Tento výsledok platí pre emisiu a absorpciu akejko©vek bozónovej £astice
(okrem fotónov napríklad pre fonóny, magnóny, at¤.) a pre systém elektrónov a fonónov sme ho v III.8
odvodili bez odvolávok na termodynamiku metódou druhého kvantovania.

Doba ºivota excitovaného stavu
Zamyslime sa na chví©u nad skuto£nos´ou, ºe (pre dovolené prechody) existuje nenulová pravdepodob-
nos´ emisie fotónov excitovanými stavmi. Tento fakt je v zdanlivom rozpore s predstavou skuto£ne
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stacionárnych stavov, ako ich poznáme z kvantovej mechaniky. Dôvod v²ak nespo£íva v rozpornosti
kvantovej mechaniky, ale v tom, ºe obvykle sa napr. pri ²túdiu spektra atómu vodíka uvaºuje iba s
coulombovskou interakciou medzi elektrónom a protónom a neberie sa do úvahy väzba nabitých £astíc s
prie£nymi elektromagnetickými vlnami, ktorých kvantami sú fotóny. Ak zoberieme do úvahy túto malú,
ale nenulovú väzbu, potom excitované stavy prestanú by´ skuto£ne stacionárnymi. Takýto postup by
vyºadoval kvantový popis elektromagnetického po©a pomocou fotónov. V tomto odstavci odvodíme vý-
raz pre dobu ºivota excitovaného stavu τ menej priamo£iarym postupom, ktorý v²ak nebude vyºadova´
zavedenie ¤al²ieho formalizmu.

Pod©a Einsteinovho postulátu rovnakej mikroskopickej pravdepodobnosti emisie a absorpcie mô-
ºeme pravdepodobnos´ emisie za jednotku £asu 1

τqλ
fotónu s vlnovým vektorom q a polarizáciou λ

po£íta´ ako dobu ºivota tohto fotónu pri teplote T = 0 v systéme s jednou dvojhladinovou sústavou.
Nech ñ = n + iκ je �komplexný index lomu� takéhoto systému. Pre konkrétnos´ skúmajme ²írenie
svetla s frekvenciou ω v smere osi z. Vlnový vektor svetla je q = ω

c (n+ iκ) a rovinná vlna je tlmená v
priestore: |eiqz|2 = e−

2κω
c
z. Ke¤ºe svetlo sa ²íri rýchlos´ou c/n, útlm na vzdialenosti z môºeme inter-

pretova´ aj ako útlm v £ase t = nz
c . Preto tlmenie môºeme zapísa´ v tvare e−

2κω
c
z = e−

2κω
n
t, £o moºno

interpretova´ ako e
− t
τqλ , kde

1

τqλ
=

2κω

n
. (46)

Na druhej strane, medzi komplexným indexom lomu, relatívnou permitivitou a optickou vodivos´ou
platia vz´ahy (n+ iκ)2 = εR(ω) = 1 + iσ

ε0ω
, pozri napr. I.21. Porovnaním imaginárnych £astí prvého a

posledného výrazu môºeme komplexnú £as´ indexu lomu κ vyjadri´ pomocou reálnej £asti vodivosti,
κ = σ′

2nε0ω
. Ak tento vz´ah vyuºijeme vo výraze (46) pre dobu ºivota fotónu, dostaneme

1

τqλ
=

σ′qλ
n2ε0

.

Na druhej strane, pod©a Kubovej formuly (44) je �vodivos´� ná²ho dvojhladinového systému pri teplote
T = 0 pre svetlo polarizované v smere eqλ daná vz´ahom62

σ′qλ =
πe2

m2Vω
|〈2|p · eqλ|1〉|2δ(ε2 − ε1 − ~ωqλ).

Ak tento výsledok pouºijeme vo výraze pre dobu ºivota fotónu a ak uváºime, ºe pravdepodobnos´
emisie akéhoko©vek fotónu je sú£tom pravdepodobností emisie rôznych fotónových módov, dostaneme
výsledný vz´ah pre dobu ºivota elektrónu v excitovanej hladine

1

τ
=
∑
qλ

1

τqλ
=

πe2

m2n2ε0ω

1

V
∑
qλ

|〈2|p · eqλ|1〉|2δ(ε2 − ε1 − ~ωqλ).

Explicitným výpo£tom sa dá ukáza´ (pozri cvi£enia), ºe doba ºivota elektrónu v stave 2px atómu vodíka
v materiáli s n = 1 (t.j. pravdepodobnos´ prechodu do stavu 1s) je 1

τ ≈ 6× 108 s−1. Vo v²eobecnosti je
typická doba ºivota v excitovanej hladine (tzv. rekombina£ný £as) rádovo τ ∼ 10−9− 10−8 s. Z Hei-
senbergovho princípu neur£itosti potom dostávame pre ²írku emitovanej £iary δε ∼ h

τ ∼ 10−6−10−7 eV,
teda hoci τ vyzerá na makroskopickej ²kále ako ve©mi krátky £as, v skuto£nosti ide o £as zhruba o 6-7
rádov dlh²í neº typický atómový £as (ktorého typická energia je 1 eV).

Luminiscencia v systémoch s lokalizovanými elektrónmi
Fluorescencia a fosforescencia
Pri ²túdiu konkrétnych systémov sa budeme najprv venova´ luminiscencii v systémoch s lokalizovanými
elektrónmi s diskrétnym spektrom, napríklad molekulám alebo prímesným stavom v kry²táloch. V

62Oproti formule (44) tu chýba sumácia cez k a spinový faktor 2, ke¤ºe sa obmedzujeme na prechody medzi jedinou
dvojicou stavov |1〉 a |2〉. Namiesto faktora 1

3
naviac explicitne pí²eme polariza£ný vektor eqλ skúmaného fotónového

módu.
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Obr. 22: Dve moºné realizácie fotolumiscencie v systémoch s lokalizovanými elektrónmi: po pumpovaní elektrónu
fotónom zo stavu 1 do stavu 2 môºe elektrón vyºiari´ fotón rýchlym prechodom medzi stavmi 2 a 1 (�uorescencia,
v©avo), alebo pomalým prechodom medzi stavmi 3 a 1 (fosforescencia, vpravo).

na²om výklade sa obmedzíme na fotoluminiscenciu (pozri obrázok 22).63 Predpokladajme, ºe budiacim
ºiarením vytvoríme nerovnováºne obsadenie hladín 1 a 2 s energiami ε2 > ε1. Proces, pri ktorom po
vybudení nerovnováºneho obsadenia stavov 1 a 2 sa rovnováha nasto©uje spätným vyºarovaním fotónov
s energiou ~ω = ε2 − ε1, sa nazýva �uorescencia.

Existuje v²ak iná moºnos´: z nejakých dôvodov sa systém z excitovaného stavu 2 neºiarivým pre-
chodom dostane rýchlej²ie do iného stavu 3 neº do základného stavu 1 (t.j. proces premeny z 2 na 3 je
rýchlej²í neº �uorescencia z 2 do 1). Ak je naviac prechod zo stavu 3 do stavu 1 zakázaný,64 hovoríme
o fosforescencii. Pri fosforescencii dochádza k pomalému vyºarovaniu s typickými £asmi, ktoré môºu
leºa´ v intervale τ ∼ 10−4 s aº 10 s.

Franckov-Condonov jav
Pri luminiscencii v systémoch s lokalizovanými elektrónmi môºe dochádza´ k posuvu frekvencie medzi
absorbovaným a emitovaným ºiarením, pri£om frekvencia emitovaného ºiarenia ωE je systematicky
men²ia neº frekvencia absorbovaného ºiarenia ωA. Pre F-centrá v iónových kry²táloch môºe by´ tento
posuv dramatický, pozri tabu©ku 3.

NaF NaCl KCl
~ωA (eV) 3.72 2.77 2.31
~ωE (eV) 1.67 0.98 1.22

Tabu©ka 3: Absorp£né a emisné maximá pre F-centrá v kry²táloch alkalických halogenidov.

Tento jav moºno kvalitatívne vysvetli´ nasledovne. Hoci optický prechod sa odohráva v elektróno-
vom systéme, iónový systém pri ¬om nie je úplne inertný. Rovnováºna kon�gurácia iónov pre elektróny
v základnom stave 1 totiº vo v²eobecnosti nie je totoºná s rovnováºnou kon�guráciou iónov pre elek-
tróny v excitovanom stave 2. Na druhej strane, proces emisie alebo absorpcie fotónov je rýchly, takºe
kon�gurácie iónov tesne pred a tesne po emisných alebo absorp£ných procesoch sú totoºné.

Pri výklade sa pre jednoduchos´ obmedzíme na prípad nulovej teploty. Predpokladajme, ºe energie
stavov 1 a 2 v elektrónovom sektore sú ε1 a ε2. Podobne nech energia n-tého fonónového stavu pre
elektróny v stave 1 je U1n a pre elektróny v stave 2 je to U2n. Pod©a obrázku 23 potom absorpcia
prebieha medzi po£iato£ným stavom s energiou ε1 +U10 a (vo fonóvom sektore excitovaným) kone£ným

63Aby sme predi²li nedorozumeniam, pripome¬me, ºe pri fotoluminiscencii nie je fáza emitovaného ºiarenia v ºiadnom
kauzálnom vz´ahu s fázou dopadajúceho ºiarenia. Ide o tzv. nekoherentný proces.

64�Zakázanos´� prechodu obvykle znamená nulovos´ maticového elementu iba v najniº²om ráde poruchovej teórie -
zvy£ajne v tzv. priblíºení elektrického dipólu, kedy zanedbávame kone£nos´ vlnovej d¨ºky svetla. Po zoh©adnení £lenov
rádu (mrieºková kon²tanta/vlnová d¨ºka svetla)2 sú obvykle moºné aj zakázané prechody. V molekulových systémoch sú
stavy 1 a 2, medzi ktorými sú moºné priame prechody, obvykle singletné, t.j. ich spin je S = 0. Stav 3 je pritom £asto
tripletným stavom, t.j. jeho spin je S = 1, a prechod 3→ 1 je �zakázaný�.
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Obr. 23: Závislos´ energie Franckovho-Condonovho systému od zov²eobecnenej fonónovej súradnice popisujúcej defor-
máciu mrieºky v okolí lokalizovaného elektrónu. Zobrazené sú energie pre dva stavy (1 a 2) lokalizovaného elektrónu.
Hrubá ²ípka orientovaná nahor popisuje absorpciu svetla pri energii ~ωA. �ípka za£ína v minime krivky pre elektrónový
stav 1 (pretoºe skúmame prípad T = 0) a je zvislá, t.j. pri absorpcii sa nemení kon�gurácia mrieºky. Hrubá ²ípka orien-
tovaná nadol popisuje emisiu svetla pri energii ~ωE . �ípka za£ína v minime krivky pre elektrónový stav 2, t.j. emisia
prebieha zo zrelaxovanej mrieºky.

stavom s energiou ε2 + U2n, teda65

~ωA = (ε2 − ε1) + (U2n − U10) > (ε2 − ε1) + (U20 − U10).

Predpokladajme ¤alej, ºe �uorescencia je pomalá vo£i relaxa£ným procesom v iónovom systéme.
Potom prv, neº dôjde k emisii, zrelaxuje iónová kon�gurácia do optimálnej kon�gurácie zodpovedajúcej
elektrónu v stave 2. Teda po£iato£ný stav pred emisiou má energiu ε2 + U20, kým kone£ný stav po
emisii má energiu ε1 +U1n, ke¤ºe pod©a obrázku 23 ide o excitovaný stav vo fonónovom sektore. Potom
v²ak energia emitovaného ºiarenia bude

~ωE = (ε2 − ε1) + (U20 − U1n) < (ε2 − ε1) + (U20 − U10).

Porovnaním výrazov pre ~ωA a ~ωE ©ahko nahliadneme, ºe ωA > ωE . V²imnime si, ºe k©ú£ovým
predpokladom bola pomalos´ �uorescencie vo£i relaxa£ným procesom v iónovom systéme. Ak táto
podmienka nebude splnená, nebude existova´ prakticky ºiaden rozdiel medzi ωA a ωE , pretoºe fonónový
podsystém nebude meni´ svoju vlnovú funkciu.

Stojí za zmienku, ºe úlohu iónového systému môºe hra´ akýko©vek iný stupe¬ vo©nosti naviazaný
na elektróny, ktorý je pomalý vo£i elektrónom a v procese emisie/absorpcie sa nestihne prispôsobi´
zmene elektrónového stavu. Relaxa£né procesy týchto stup¬ov vo©nosti v²ak musia by´ dostato£ne
rýchle oproti £asu �uorescencie.

Luminiscencia v polovodi£och a izolantoch
Vo zvy²ku predná²ky preskúmame luminiscenciu v systémoch s delokalizovanými elektrónmi. Obme-
dzíme sa pritom na skúmanie medzipásovej luminiscencie v polovodi£och a izolantoch. Pri ²túdiu
luminiscencie v systémoch s lokalizovanými elektrónmi sme videli, ºe o charaktere emisného ºiarenia
rozhoduje porovnanie rýchlosti rekombinácie s rýchlos´ou alternatívnych procesov. Skúmajme pre kon-
krétnos´ fotoluminiscenciu s budiacou frekvenciou ~ω > ∆, kde ∆ je ²írka zakázaného pásu polovodi£a.
Po absorbovaní fotónu v polovodi£i vznikne vo©ný elektrón a vo©ná diera,66 pozri obrázok 24. Excita£ná
energia elektrónu, t.j. rozdiel medzi energiou elektrónu a energiou dna vodivostného pásu, je pritom
obvykle omnoho vä£²ia neº teplota. V¤aka interakcii s fonónmi sa v²ak elektrón termalizuje, t.j. jeho
excita£ná energia sa stane porovnate©nou s teplotou. Podobné úvahy platia aj pre diery. Ke¤ºe ter-
maliza£ný £as (obvykle ∼ 10−13 s) je omnoho krat²í neº rekombina£ný £as (obvykle 10−9 − 10−8 s),
najprv elektróny klesnú k minimám vodivostného pásu a diery vystúpajú k maximám valen£ného pásu,
a aº potom môºe za£a´ rekombinácia.

65V skuto£nosti kone£ným stavom môºu by´ v²etky excitované stavy s energiami ε2 +U2n, kaºdý s pravdepodobnos´ou
Pn, pri£om

∑
n Pn = 1. Rozdelenie Pn vykazuje maximum okolo nmax, pri£om hodnota nmax aj tvar rozdelenia závisia od

sily väzby medzi elektrónmi a iónmi, pozri III.12. Ná² výklad teda zodpovedá priblíºeniu, v ktorom Pnmax = 1 a v²etky
ostatné pravdepodobnosti sú nulové.

66Luminiscenciu z excitónového stavu v tomto odstavci neanalyzujeme, pretoºe sa podobá na luminiscenciu v systémoch
s lokalizovanými elektrónmi.
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Obr. 24: Fotoluminiscencia v polovodi£och. V©avo: priamy polovodi£. Zobrazené sú v²etky tri ²tádiá procesu, t.j.
budenie, termalizácia elektrónov a dier a rekombinácia. V strede: budenie a termalizácia elektrónov a dier v nepriamom
polovodi£i. Vpravo: dvojkroková rekombinácia v nepriamom polovodi£i prebiehajúca prostredníctvom pôvodne prázdnych
prímesných stavov.

V priamych polovodi£och sa realizuje analóg �uorescencie: termalizované elektróny a diery rekom-
binujú, pri£om vyºarujú fotóny s energiou zhruba ∆. V nepriamych polovodi£och nemôºu elektróny a
diery rekombinova´ kvôli Pauliho vylu£ovaciemu princípu a realizuje sa analóg fosforescencie: Podobne
ako pri absorpcii, rekombinácia môºe nasta´ iba s prispením fonónov, prímesných stavov (pozri obrá-
zok 24), alebo viacelektrónových procesov.67 Preto je lumiscencia v nepriamych polovodi£och pomal²ia.
Naviac, zna£ná £as´ energie sa môºe vyºiari´ na frekvenciách podstatne odli²ných ako ²írka zakázaného
pásu.68

Obr. 25: Vyuºitie p-n spoja. V©avo: princíp fungovania LED diódy, t.j. generácie svetla z elektrickej energie. Vpravo:
princíp fungovania foto£lánku, t.j. generácie elektrickej energie zo svetla.

LED diódy (light emitting diodes)
Ak priloºíme na p-n spoj napätie v priepustnom smere, transport náboja cez spoj sa bude realizova´ ako
rekombina£ný prúd dier a elektrónov, pozri I.20 a obrázok 25. Teda napríklad diery pote£ú z p-oblasti,
kde sú majoritnými nosi£mi náboja, do n-oblasti, kde sú majoritnými nosi£mi náboja elektróny. Ke¤ºe
¤aleko od spoja je prúd v n-oblasti nesený takmer výhradne elektrónmi, musia diery po prechode cez
spoj v n-oblasti rekombinova´ s elektrónmi. V priamych polovodi£och je dominantným rekombina£-
ným mechanizmom �uorescentný prechod; polovodi£ sa stáva zdrojom ºiarenia s frekvenciou pribliºne
rovnakou, ako ²írka zakázaného pásu.69

Ú£innos´ LED diód ako zdrojov svetla, t.j. podiel svetelného výkonu vo vidite©nej oblasti k elek-
trickému príkonu, je vy²²ia neº ú£innos´ oby£ajných ºiaroviek. Beºné ºiarovky totiº pracujú tak, ºe

67Pri luminiscencii cez neobsadené prímesné stavy vodivostný elektrón v prvom kroku obsadí prímesný stav a v druhom
kroku nastane rekombinácia elektrónu z prímesného stavu s dierou vo valen£nom páse. Ke¤ºe v systémoch s prímesami
nemáme do £inenia s transla£ne invariantným systémom, kvázihybnos´ elektrónu k sa nemusí v týchto procesoch zachova´.
Dvojelektrónové procesy sú naopak moºné aj v dokonalom kry²táli: napríklad v kremíku elektrón z minima vodivostného
pásu v blízkosti k0 spolu s iným elektrónom z minima vodivostného pásu v blízkosti −k0 môºu zrekombinova´ s dvomi
dierami s hybnos´ami ≈ 0 a kvázihybnos´ bude v takomto procese zachovaná.

68Napríklad pri luminiscencii cez tzv. hlboké prímesné hladiny, t.j. hladiny ¤aleko od extrémov pásov.
69Na generáciu £erveného svetla 630-870 nm sa pouºívajú p-n spoje na báze priameho polovodi£a AlxGa1−xAs. Zvy²nú

spektrálnu oblas´ pokrývajú diódy na báze priameho polovodi£a GaxIn1−xN. Obidve zliatiny patria medzi tzv. III-
V polovodi£e, t.j. polovodi£e pozostávajúce z troj- a pä´mocných prvkov. Materské materiály zliatin majú pri 300 K
zakázané pásy ∆GaAs = 1.42 eV, ∆GaN = 3.4 eV a ∆InN = 1.9 eV. Zakázané pásy zliatin interpolujú medzi týmito
hodnotami. Bohuºia©, AlAs je nepriamy polovodi£, preto zliatina AlxGa1−xAs je priamym polovodi£om iba pre x < 0.45.
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ohmovské teplo generované te£úcim prúdom zahrieva vlákno. Vlákno potom vyºaruje svetlo v¤aka
svojej vysokej teplote a vyºarované spektrum moºno aproximova´ spektrom ºiarenia £ierneho telesa.
Preto ve©ká £as´ ºiarivého výkonu je emitovaná v nevidite©nej oblasti. Na druhej strane, LED dióda
môºe vyºarova´ prednostne pri energii zakázaného pásu, ktorú moºno zvoli´ vo vidite©nej oblasti. Na
podobnom princípe ako LED diódy pracujú aj polovodi£ové lasery.

V £ase obrátený proces k procesu generácie svetla LED diódou moºno pouºi´ na generáciu napätia
(pozri obrázok 25): fotón pohltený v p-n spoji kreuje £asticovo-dierový pár, pri£om v¤aka intrizickému
po©u v p-n spoji diery driftujú do oblasti p a elektróny driftujú do oblasti n. Takto fungujú polovodi-
£ové foto£lánky.

Cvi£enia

1. Vypo£ítajte dobu ºivota elektrónu v stave 2px atómu vodíka pri teplote T = 0.

2. a) Ako moºno optickými metódami ur£i´ rozdiel medzi hladinami 1s a 2s atómu vodíka?

b) Aký typ budenia by ste pouºili, ak chcete pozorova´ prechod z hladiny 3s na hladinu 2p atómu vodíka?

3. Skúmajte fotoluminiscenciu v GaAs s budiacim ºiarením s frekvenciou ~ω0 > ∆, kde ∆ je ²írka zakázaného pásu.

a) Odhadnite po£et fonónov, ktoré pri termalizácii vyºiari elektrón-dierový pár.

b) Ukáºte, ºe po termalizácii (a pred za£iatkom luminiscencie) je chemický potenciál µv pre elektróny vo valen£nom páse

rôzny od chemického potenciálu µc pre elektróny vo vodivostnom páse.

c) Zdôvodnite, pre£o luminiscen£né spektrum I(ω) pri teplote T má tvar I(ω) ∝
√
~ω −∆ exp(µc−µv−~ω

T
). Návod: pou-

ºite Fermiho zlaté pravidlo pre spontánnu emisiu a vyuºite, ºe GaAs je priamy polovodi£ s dovoleným prechodom.

4. Odhadnite rekombina£ný £as pre elektrón na dne vodivostného pásu nepriameho polovodi£a. Predpokladajte, ºe rých-

los´ rekombinácie je kontrolovaná ºiarivým prechodom do prázdnych prímesných stavov s koncentráciou cimp.

12 Rozptyl svetla a fotoemisia

Doteraz sme ²tudovali javy, pri ktorých fotóny bu¤ vstupovali do vzorky (absorpcia) alebo z nej vystu-
povali (emisia). V tejto predná²ke stru£ne opí²eme komplikovanej²ie javy, pri ktorých ºiarenie vstupuje
do vzorky a vzorku opú²´a modi�kované ºiarenie. Za£neme diskusiou o elastickom (Rayleighovom)
rozptyle a potom sa budeme venova´ neelastickýmu rozptylom, pri ktorých sa mení frekvencia svetla.
Napokon krátko popí²eme fotoemisnú spektroskopiu.

Rayleighov rozptyl
Skúmajme ²írenie elektromagnetickej vlny E0e

ik0·x−iωt cez nehomogénne prostredie, ktorého permiti-
vita je modulovaná v priestore okolo strednej hodnoty ε, t.j. v mieste x je permitivita ε+δε(x), pri£om
δε(x) � ε. O Rayleighovom rozptyle hovoríme, ak je d¨ºka vlny λ omnoho vä£²ia neº typický
priestorový rozmer �uktuácií δε(x), t.j. ak je na ²kále λ médium homogénne.70

Vy£le¬me v médiu objemový element V0(x) okolo bodu x, ktorý je malý oproti λ, ale dos´ ve©ký na
to, aby sme médium v jeho vnútri mohli popísa´ makroskopickou permitivitou. Oproti priemernému
dipólovému momentu indukuje v tomto elemente dopadajúca vlna dodatkový dipólový moment

p = ε0γ(V0)E0e
ik0·x−iωt,

kde γ(V0) =
∫
V0(x) d

3xδεR(x) je odchýlka od priemernej polarizovate©nosti elementu V0(x). Tento di-
pólový moment kmitá na frekvencii ω a vyºaruje energiu, preto sa na¬ moºno pozrie´ ako na rozty©ova£
ºiarenia. Dá sa ukáza´, ºe ú£inný prierez pre rozptyl na takomto dipóle je

σ(V0) =
ω4

6πc4
|γ(V0)|2,

70Opa£ným extrémom je prípad, kedy sa nehomogenita média realizuje striedaním opticky rôznych oblastí, pri£om
rozmery týchto oblastí sú ve©ké oproti λ. V takom prípade si vysta£íme s geometrickou optikou: svetlo sa odráºa a
láme na rozhraniach medzi oblas´ami. S takouto situáciou sa stretávame v polykry²táloch (kde dochádza k odrazom na
hraniciach z¯n) alebo v heterogénnych zmesiach. Hoci tieto príklady sú prakticky dôleºité, obvykle nenesú informáciu
o atomárnej ²truktúre a preto sa im v tomto kurze nevenujeme. Na záver pripome¬me, ºe najzloºitej²ím prípadom je
situácia (£astá v koloidných roztokoch - napr. v mlieku), kedy rozmer nehomogenít je porovnate©ný s vlnovou d¨ºkou
svetla. V tomto prípade hovoríme o Mieho rozptyle.
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kde c je rýchlos´ svetla vo vákuu. Ak budeme predpoklada´, ºe celkový roztyl svetla je (nekoherentným)
sú£tom rozptylov od jednotlivých objemových elementov, ©ahko môºeme odhadnú´ koe�cient útlmu
ºiarenia v médiu.

Skúmajme pre jednoduchos´ ²írenie ºiarenia v tenkom vlákne s prierezom S. Smer ²írenia nech je
totoºný s osou x. Nech celkový prúd fotónov v priereze x je I(x) = jS, kde j je hustota prúdu fotónov.
Z tohto prúdu na intervale d¨ºky dx ubudne roztýlený prúd dI = jdσ, kde dσ je ú£inný prierez pre
rozptyl na �uktuáciách v objeme Sdx. Ú£inný prierez dσ je sú£tom Sdx

V0
�uktuujúcich príspevkov σ(V0),

preto ho moºno písa´ ako sú£in Sdx
V0

a strednej hodnoty 〈σ(V0)〉, t.j. dσ = 〈σ(V0)〉
V0

Sdx. Preto I(x) sp¨¬a
diferenciálnu rovnicu dI

I = −dx
` , kde sme zaviedli tzv. extink£nú d¨ºku

1

`
=
〈σ(V0)〉
V0

=
ω4

6πc4

〈|γ(V0)|2〉
V0

.

Integráciou rovnice pre I(x) dostaneme I(x) = I0e
−x
` , teda extink£ná d¨ºka ` meria, ako ¤aleko sa ²íri

ºiarenie tenkým vláknom.71 V²imnime si, ºe rozptyl ºiarenia narastá so ²tvrtou mocninou frekvencie a
s rastom �uktuácií vo vzorke.

Nakoniec ukáºme, ºe extink£ná d¨ºka ` je ur£ovaná iba intenzívnymi veli£inami, t.j. ºe nezávisí od vo©by objemu V0. Pre
jednoduchos´ predpokladajme, ºe permitivita je iba funkciou lokálnej hustoty ρ(x). Potom δεR(x) = ∂εR

∂ρ
δρ(x), a preto

pre odchýlku polarizovate©nosti od priemernej hodnoty platí γ(V) = ∂εR
∂ρ

∫
V
d3xδρ(x) = ∂εR

∂ρ
δN , kde δN je �uktuácia

po£tu £astíc v objeme V0. V dodatku ukazujeme, ºe �uktuácie po£tu £astíc 〈δN2〉 súvisia so stla£ite©nos´ou systému

prostredníctvom vz´ahu 〈δN
2〉

V0
= Tρ

(
∂ρ
∂p

)
T
. Preto

1

`
=
ω4Tρ

6πc4

(
∂εR
∂ρ

)2(
∂ρ

∂p

)
T

.

V blízkosti kritického bodu (t.j. konca £iary koexistencie) kvapalina-plyn stla£ite©nos´ tekutiny
(
∂ρ
∂p

)
T
diverguje. Pre-

javuje sa to nárastom Rayleighovho rozptylu a hovoríme o tzv. kritickej opalescencii. Treba v²ak poznamena´, ºe vo

ve©mi tesnej blízkosti kritického bodu bude typický priestorový rozmer �uktuácií hustoty porovnate©ný s vlnovou d¨ºkou

a Rayleighovu teóriu preto nemoºno pouºi´.

Obr. 26: Reálna £as´ n a imaginárna £as´ κ indexu lomu skla na báze SiO2 ako funkcie frekvencie ν. Rezonan£né
píky v infra£ervenej oblasti zodpovedajú optickým fonónom (pozri napr. III.9), kým rezona£ný pík v ultra�alovej oblasti
zodpovedá medzipásovému prechodu. Vo vidite©nej oblasti je n ≈ 1.46 a κ� 1.

Optické vlákna
Na prenos informácie sa pouºívajú optické vlákna, ktoré obvykle pozostávajú z jadra zo skla na báze

71Popis ²írenia ºiarenia cez masívny nehomogénny materiál je zloºitej²í, pretoºe rozptýlené svetlo sa zo vzorky nestráca,
iba mení smer ²írenia. Dá sa o£akáva´, ºe na dostato£ne dlhých ²kálach sa v takomto médiu svetlo ²íri difúziou.
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SiO2 s priemerom ≈ 10µm a z plá²´a s niº²ím indexom lomu, ako má jadro. Svetlo je potom uväznené
v jadre totálnym odrazom. To, ºe v optike sa pouºíva amorfný materiál (sklo), nie je náhoda. V
beºných polykry²talických materiáloch s rozmerom zrna aspo¬ porovnate©ným s vlnovou d¨ºkou svetla
λ totiº dochádza k odrazom na rozhraniach z¯n, £o zhor²uje ich prenosové vlastnosti. Prenos svetla teda
moºno zlep²i´ dvomi spôsobmi: bu¤ pouºívaním monokry²tálov, alebo naopak zmen²ením rozmerov
priestorových nehomogenít pod ²kálu λ, t.j. pouºívaním nanokry²talických alebo amorfných materiálov.

Pracovná frekvencia v optických vláknach sa volí v oblasti s minimálnymi stratami skla, t.j. v infra-
£ervenej oblasti s frekvenciou blízkou k 1.94× 1014 Hz, pozri obrázok 26. Pre men²ie frekvencie straty
v skle rastú kvôli absorpcii na fonónoch. Pre vä£²ie frekvencie zas straty rastú kvôli Rayleighovmu
rozptylu spôsobenému nehomogenitami polarizovate©nosti skla. V²imnime si, ºe neby´ Rayleighovho
rozptylu, na frekvencii 1.94×1014 Hz (t.j. na vlnovej d¨ºke 1.55 µm vo vákuu) by sklo nemalo vykazova´
ºiaden útlm svetla. Útlm svetla v beºne pouºívaných optických vláknach je iba 0.2 db/km, t.j. svetelný
výkon klesne na 1 km d¨ºky vlákna faktorom 10−0.2/10 ≈ 0.955.

Ramanov rozptyl
Skúmajme ²írenie elektromagnetickej vlny v médiu, ktoré má vnútorné kmitavé stupne vo©nosti, napr.
mechanické. Vo v²eobecnosti moºno o£akáva´, ºe polarizovate©nos´ takéhoto média závisí od zov²e-
obecnenej súradnice u kmitavého módu. V na²ej diskusii sa obmedzíme na jediný harmonický interný
mód s frekvenciou ω0 a budeme predpoklada´, ºe elektrická susceptibilita je úmerná prvej mocnine
súradnice u (tzv. rozptyl prvého rádu):

α(u) = α0 + gu,

kde g je väzbová kon²tanta medzi elektrickým po©om a interným kmitavým módom. Pre konkrétnos´ si
môºeme predstavi´ médium ako sadu dielektrických gú© a interný mód ako kmitavý mód deformujúci
gu©u na rota£ný elipsoid oscilujúci medzi pretiahnutým a splo²teným tvarom (pri kon²tantnom objeme).
Ke¤ºe polarizovate©nos´ elipsoidu závisí od jeho tvaru, α bude funkciou u.

Vo v²eobecnosti je nutné u povaºova´ za kvantovomechanický operátor výchylky. V na²om výklade
sa v²ak najprv obmedzíme na skúmanie teplôt T � ~ω0, kedy interné kmity môºeme popísa´ klasicky.
Pre harmonické interné kmity u(t) = u0 cosω0t teda môºeme predpoklada´, ºe susceptibilita závisí od
£asu pod©a

α(t) = α0 + gu0 cosω0t.

Ke¤ºe amplitúda kmitov je typicky malá oproti rozmerom polarizovate©ných entít, aj modulácia sus-
ceptibility gu0 je typicky malá, obvykle gu0 ∼ 10−3. Ak dopadajúca vlna má tvar E0 cosωt, potom
polarizácia vzorky bude P (t) = ε0α(t)E0 cosωt, £iºe

P (t) = ε0E0

[
α0 cosωt+

gu0

2
cos(ω + ω0)t+

gu0

2
cos(ω − ω0)t

]
.

Teda vo vzorke sa okrem pôvodnej frekvencie objaví aj ºiarenie pri tzv. Stokesovej frekvencii ω−ω0

a anti-Stokesovej frekvencii ω + ω0.
V kvantovomechanickej teórii zodpovedá anti-Stokesov proces absorpcii fonónu a preto pravdepo-

dobnos´ takéhoto procesu bude úmerná n(ω0). Podobne Stokesov proces zodpovedá emisii fonónu a
jeho pravdepodobnos´ je úmerná n(ω0) + 1. Preto podiel amplitúd oboch signálov bude

I(ω + ω0)

I(ω − ω0)
=

n(ω0)

n(ω0) + 1
= e−

~ω0
T .

Pri vysokých teplotách T � ~ω0 tento výsledok reprodukuje ná² klasický výsledok, pod©a ktorého
obidva procesy sú rovnako pravdepodobné. Pri nízkych teplotách T � ~ω0 sú v²ak pozorovate©né iba
Stokesove procesy.

V transla£ne invariantnom systéme sa v procese emisie alebo absorpcie fonónu musí okrem ener-
gie zachováva´ aj hybnos´.72 Pri optických frekvenciách je v²ak hybnos´ fotónov omnoho men²ia neº
typické hybnosti v Brillouinovej zóne, teda aj emitovaný alebo absorbovaný fonón musí ma´ porovna-
te©ne malú hybnos´. Preto meraním Ramanovho rozptylu moºno ²tudova´ iba fonónové módy v strede
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Obr. 27: Normálne vibra£né módy P -invariantnej molekuly SF6. Pri inverzii sa bod R zobrazí do bodu −R. Ak
výchylku atómu v bode R ozna£íme ako uR, potom za párne ozna£íme módy, pre ktoré platí u−R = −uR, kým
za nepárne ozna£íme módy, pre ktoré platí u−R = uR. V©avo: príklad párneho (ramanovsky aktívneho módu). �ípky
znázor¬ujú výchylky atómov v danom móde. Zov²eobecnená súradnica u tohto módu je povedzme kladná, ak sa molekula
nafúkne, a záporná, ak sa molekula zmr²tí. V²imnime si, ºe zov²eobecnená súradnica párneho módu sa pri invertovaní
nemení, pretoºe nafúknutie sa pri inverzii transformuje na nafúknutie. Vpravo: príklad nepárneho (IR aktívneho) módu.
Zov²eobecnená súradnica tohto módu je kladná povedzme pre pohyb centrálneho atómu S nahor. Pre nepárne módy
zov²eobecnená súradnica pri invertovaní zmení znamienko.

Brillouinovej zóny.

Výberové pravidlá pre Ramanov rozptyl
Nech zov²eobecnená súradnica fonónového módu je u. Z predchádzajúceho výkladu je zrejmé, ºe Ra-
manov rozptyl môºe nasta´ iba na takých fonónových módoch, pre ktoré je derivácia tenzora elektrickej
susceptibility αij pod©a u nenulová:

gij =
∂αij
∂u
6= 0.

Iba na základe symetrie kry²tálu a symetrie fonónového módu v²ak moºno £asto ukáza´, ºe daný mód
nie je ramanovsky aktívny. Ako príklad ²tudujme P -invariantné kry²tály alebo molekuly. V takýchto
systémoch moºno fonónové módy rozdeli´ do dvoch skupín: na párne a nepárne módy, pozri obrázok 27.

Pod©a Neumannovho princípu sa pri inverzii susceptibilita P -invariantného systému nesmie zmeni´,
£iºe v invertovanej sústave musí plati´ α̃ij = αij . Pre nepárnemódy sa zov²eobecnená súradnica fonónov
pri inverzii transformuje z u na ũ = −u. Preto g̃ij =

∂α̃ij
∂ũ = −∂αij

∂u = −gij . Na druhej strane v²ak pod©a
Neumannovho princípu má plati´ g̃ij = gij . Porovnaním oboch výrazov pre g̃ij dostaneme výsledok
gij = 0, £iºe nepárne fonónové módy v P-invariantných systémoch nie sú ramanovsky aktívne. Naopak,
pre párne módy sa zov²eobecnená súradnica fonónov pri inverzii transformuje z u na u a koe�cient gij
sa nemení. Symetria vo£i inverzii teda nekladie obmedzenia pre Ramanov rozptyl na párnych módoch.

Absorpcia svetla fonónmi v P -invariantných systémoch je komplementárna k Ramanovmu rozptylu.
V tomto prípade totiº platí αij = 1

ε0
∂Pi
∂Ej

, kde P je hustota dipólov vyvolaná fonónovým módom. Ale
pre párne fonónové módy je dipólový moment od kaºdej ²trukúrnej jednotky nulový, pretoºe k sume∑

R qRuR prispievajú inverziou zdruºené dvojice bodov R a −R s nábojmi q−R = qR a výchylkami
u−R = −uR, pozri obrázok 27. �iºe párne fonónové módy v P-invariantných systémoch neprispievajú
k absorpcii, zatia© £o symetria vo£i inverzii nijako neobmedzuje absorpciu na nepárnych módoch, ktoré
teda môºu prispieva´ k absorpcii svetla v IR oblasti.

Brillouinov rozptyl
V prípade, ak k neelastickému rozptylu dochádza za sú£asnej emisie akustických fonónov, hovoríme o
Brillouinovom rozptyle. Ide tu o historizujúce názvoslovie, pretoºe medzi Brillouinovým a Ramanovým
rozptylom niet principiálnych rozdielov. Pri analýze Brillouinovho rozptylu v²ak nemôºeme zanedba´
zmenu hybnosti fotónu, pretoºe nulovej hybnosti fonónu zodpovedá nulová energia fonónu.

Do rozptylového procesu nech vstupuje fotón s energiou ~ω. Hybnos´ tohto fotónu vo vákuu je ~k,
pri£om ω = ck a c je rýchlos´ svetla vo vákuu. Ak index lomu materiálu je n, potom hybnos´ toho
istého fotónu v materáli je ~nk. Podobne, nech energia rozptýleného fotónu je ~ω′ a jeho hybnos´ je
~k′ vo vákuu a ~nk′ v materiáli, pri£om ω′ = ck′. Potom zákony zachovania hybnosti a energie v

72V kry²táloch sa namiesto hybnosti zachováva kvázihybnos´.
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rozptylovom procese (ktorý sa realizuje vnútri materiálu) nadobudnú tvar

~nk′ = ~nk± ~q, ~ω′ = ~ω ± ~vq, (47)

kde znamienko plus zodpovedá absorpcii a znamienko mínus emisii fonónu s hybnos´ou ~q a grupovou
rýchlos´ou v.73 Ke¤ºe v � c, zo zákona zachovania energie (47b) zapísaného v tvare k′ = k± v

c q vidno,
ºe k′ ≈ k, t.j. ve©kos´ hybnosti fotónu v zráºke sa takmer nezmení.

Preto v zákone zachovania hybnosti (47a) zanedbáme rozdiel medzi ve©kos´ami k a k′. Ak rozptylový
uhol, t.j. uhol medzi k′ a k ozna£íme θ, potom zo zákona zachovania hybnosti pre ve©kos´ hybnosti
fonónu dostaneme q = 2nk sin θ

2 = 2nω
c sin θ

2 .
Po dosadení výrazu pre q do zákona zachovania energie (47b) dostaneme kone£ný výsledok pre

zmenu frekvencie fotónov v rozptylovom procese:

∆ω = ω′ − ω = ±2nvω

c
sin

θ

2
.

Meraním frekven£ného posuvu ∆ω fotónov rozptýlených o uhol θ vo£i primárnemu zväzku tak moºno
ur£i´ grupovú rýchlos´ fonónov. Meranie Brillouinovho rozptylu je komplikovanej²ie neº meranie beº-
ného Ramanovho rozptylu na optických fonónoch, pretoºe frekven£ný posuv ∆ω je obvykle men²í.

Závere£né poznámky
1. Ako pri fotoluminiscencii, tak aj pri Ramanovom rozptyle do vzorky vstupuje fotón a opú²´a ju
iný fotón. O fotoluminiscencii hovoríme, ak pohltenie a vyºiarenie fotónu sú dva nezávislé mikrosko-
pické procesy. Na druhej strane, o Ramanovom rozptyle hovoríme, ak rozptylový proces moºno popísa´
jediným mikroskopickým procesom. Inými slovami, pri fotoluminiscencii existuje medzi absorpciou
a emisiou reálny elektrónovo-dierový pár, kým pri Ramanovom rozptyle existujú iba tzv. virtuálne
elektrónovo-dierové páry.
2. Ramanovské posuvy energie sú charakteristické pre jednotlivé molekuly. Ramanov rozptyl preto
moºno pouºi´ ako spektroskopickú metódu na ur£ovanie prítomnosti tej-ktorej molekuly v ²tudovanej
vzorke.74

3. O elektrónovom Ramanovom rozptyle hovoríme, ak zmena energie fotónu nie je spôsobená emisiou
alebo absorbciou fonónu, ale deexcitáciou elektrónovo-dierového páru do iného elektrónového stavu,
neº bol po£iato£ný stav.
4. Formálne ve©mi podobné javy k Ramanovmu rozptylu sa ²tudujú v nelineárnej optike. V tomto prí-
pade v²ak nie je polarizovate©nos´ modulovaná mechanickými kmitmi, ale ich úlohu preberá elektrické
pole svetelnej vlny.

Fotoemisia
Pri fotoemisnom experimente sa skúmaná vzorka oºaruje monochromatickým ºiarením s energiou ~ω
a skúma sa energetické spektrum vyletujúcich elektrónov. Ak predpokladáme, ºe elektrón v procese
emisie zo vzorky neexcituje iné £astice, potom energia vyletujúceho elektrónu p2

2m bude sú£tom energie

elektrónu vo vzorke ε a energie fotónu: p2

2m = ε + ~ω. Klasickým výsledkom je, ºe fotoelektróny sú
emitované iba ºiarením s frekvenciou ~ω > A, kde A je tzv. výstupná práca, t.j. minimálna energia,
akú treba elektrónu doda´, aby mohol opusti´ vzorku. Pri teplotách T � εF je v prípade kovu výstupná
práca A daná rozdielom medzi minimálnou energiou elektrónu vo vákuu (t.j. nulou) a Fermiho energiou
εF v kove, A = 0−εF , pozri obrázok 28. V²imnime si, ºe Fermiho energia musí by´ záporná, εF < 0, inak
by elektróny spontánne opú²´ali vzorku. Preto musí by´ A > 0. Z merania po£etnosti fotoelektrónov
s energiou p2

2m moºno rekon²truova´ po£et elektrónov vo vzorke s energiou ε, t.j. hustotu stavov vo
vzorke.

V tzv. uhlovo rozlí²ených fotoemisných experimentoch (ARPES) sa okrem energie fotoelek-
trónov meria aj smer ich ²írenia, teda vektor ich hybnosti. Ak opä´ predpokladáme, ºe fotoelektrón
neexcituje iné £astice, a ak naviac uvaºujeme, ºe povrch ²tudovanej vzorky je dokonale hladký, potom

73Namiesto o zachovaní hybnosti by sme mali hovori´ o zachovaní kvázihybnosti, t.j. zmenu hybnosti fotónu poznáme
iba modulo ~G, kde G je vektor recipro£nej mrieºky. Ale kvôli zákonu zachovania energie musíme voli´ G = 0.

74Máme tu na mysli kvapalné a plynné vzorky, ako aj molekulové kry²tály.
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Obr. 28: V©avo: energetické spektrum elektrónov ako funkcia súradnice orientovanej kolmo na rovinný povrch kovu.
Vnútri kovu sú (pri teplotách T � εF ) obsadené stavy s energiou ε ≤ εF . Vonku kovu (vo vákuu) sú prípustné iba stavy
s energiou ε ≥ 0. Vpravo: kinematika fotoemisného experimentu. Po£iato£ným stavom je fotón a elektrón vo vzorke,
kone£ným stavom je elektrón mimo vzorky. Po£iato£ný a kone£ný stav majú rovnakú energiu a kvázihybnos´ rovnobeºnú
s povrchom vzorky.

okrem zákona zachovania energie bude plati´ aj zákon zachovania pre zloºku kvázihybnosti rovnobeºnú
s povrchom.75 Pre nie príli² ve©ké frekvencie ºiarenia moºno hybnos´ fotónov zanedba´, preto zloºka
hybnosti p‖ vyletujúceho elektrónu sa musí rovna´ hybnosti elektrónu vo vzorke ~k‖:

p‖ = ~k‖ + ~K‖.

Zmeraním hybnosti vyletujúceho elektrónu teda moºno jednozna£ne ur£i´ hodnotu k‖. V prípade vrs-
tevnatých materiálov, v ktorých energia je iba funkciou zloºky hybnosti rovnobeºnej s povrchom, potom
pomocou ARPES spektroskopie moºno zmera´ disperzný zákon ε = ε(k‖) pre obsadené elektrónové
stavy, t.j. pre stavy s energiou ε . µ, kde µ je chemický potenciál.

Medzi najvä£²ie úspechy fotoemisnej spektroskopie patrí jej príspevok k ²túdiu vysokoteplotných
supravodi£ov, ktoré majú vrstevnatú ²truktúru, a teda v nich moºno ARPES spektroskopiu jednoducho
interpretova´. Napríklad pri pouºití fotónov s energiou 21.2 eV moºno dosiahnu´ energetické rozlí²enie
1-2 meV a rozlí²enie vlnového vektora ∼ 10−2 vektora inverznej mrieºky (t.j. moºno rozlí²i´ ∼ 104

bodov v 1. Brillouinovej zóne). Toto rozlí²enie umoº¬uje s ve©kou presnos´ou ²tudova´ zmeny spektra
elektrónov medzi supravodivým a normálnym stavom vysokoteplotných supravodi£ov.

Cvi£enia

1. Dá sa ukáza´, ºe v £ase oscilujúci dipól p cosωt vyºaruje na ve©kých vzdialenostiach r = rn (kde n je jednotkový

vektor v smere r) elektromagnetické pole s magnetickou zloºkou B = µ0ω
2

4πcr
(n× p) cos(kr − ωt), kde k = ω/c. Pomocou

Maxwellových rovníc ukáºte, ºe pre elektrickú zloºku po©a platí E = cB × n. �alej vyuºite vz´ah B ⊥ n a ukáºte, ºe

pre Poyntingov vektor platí S = cB2

µ0
n a pre (v £ase ustrednený) ºiarivý výkon dipólu platí P = µ0ω

4p2

12πc
. Napokon pred-

pokladajte, ºe dipól je budený elektromagnetickou vlnou s elektrickou zloºkou s amplitúdou E0, t.j. ºe platí p = ε0γE0

a vypo£ítajte ú£inný prierez dipólu de�novaný ako podiel σ = P/j, kde j = ε0c
2
E2

0 je (v £ase ustrednená) hustota toku

energie v budiacej vlne.

2. Vypo£ítajte ú£inný prierez σ pre rozptyl svetla s vlnovým vektorom k na kovovej gu©ô£ke s polomerom a.

a) V limite ka � 1 pouºite výsledok predo²lej úlohy. Pomocou výsledkov v III.9 ukáºte, ºe γ = 3V (kde V je objem

kovovej gu©ô£ky) a ukáºte, ºe σ
πa2

= 8
3
(ka)4.

b) V limite ka� 1 pouºite geometrickú optiku a ukáºte, ºe σ
πa2

= 1.

3. Ukáºte, ºe formulu pre extink£nú d¨ºku ` ideálneho plynu polarizovate©ných £astíc s hustotou n moºno interpretova´

ako strednú vo©nú dráhu svetla ` = 1
nσ

v médiu s koncentráciou defektov n a ú£inným prierezom jedného defektu σ.

4. Skúmajme prechod svetla cez masívne nehomogénne materiály s lineárnym rozmerom L a so strednou vo©nou dráhou

svetla `. Aký je charakter ²írenia svetla v prípade L� ` a v prípade L� `? Odhadnite ` pre prechod vidite©ného svetla

cez atmosféru.

5. K Ramanovmu javu: presved£te sa, ºe rota£né elipsoidy z rovnakého materiálu a s rovnakým objemom (ale rôznym

tvarom) nesú v externom poli E0 rôzne dipólové momenty p. Podstatu javu vidno uº pri porovnaní troch ©ahko analy-

zovate©ných tvarov: (i) tenkej ihly v smere E0, (ii) gule a (iii) tenkej platne kolmej na E0.

6. �ím sa lí²i fotoemisia od absorpcie svetla?

75V tomto smere je totiº skúmaný systém invariantný vo£i mrieºkovým posunutiam rovnobeºným s povrchom kry²tálu.
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13 Dodatok

Priestorová Fourierova transformácia
Obvykle skúmame systémy v tvare (ve©kého) rovnobeºnostenu s objemom V a s periodickými okrajo-
vými podmienkami. Dovolené hodnoty vlnových vektorov q sú potom diskrétne a Fourierove transfor-
mácie pre ©ubovo©nú veli£inu F (r) de�nujeme vz´ahmi

F (r) =
1

V
∑
q

Fqe
iq·r.

Fourierovsky transformovanú funkciu Fq teda obvykle ozna£ujeme tým istým písmenom ako pôvodnú
funkciu F (r). Aby sme tieto dve rôzne funkcie rozlí²ili, závislos´ od vlnových vektorov q pí²eme ako
index. Inverzná Fourierova transformácia má tvar:

Fq =

∫
d3rF (r)e−iq·r.

�asová Fourierova transformácia
K ©ubovo©nej £asovo závislej veli£ine F (t) de�nujeme jej Fourierovu transformáciu Fω vz´ahom

F (t) =

∫ ∞
−∞

dω

2π
Fωe

−iωt.

Inverzná Fourierova transformácia má tvar:

Fω =

∫ ∞
−∞

dtF (t)eiωt.

Atómové jednotky
d¨ºka: aB = 4πε0~2

me2
=0.529Å

energia: εB = 1
2

me4

(4πε0~)2 = ~2

2ma2
B

= 1
2

e2

4πε0aB
=13.6 eV

�tatistická fyzika a termodynamika
Fluktuácie po£tu £astíc
Pre systém pri teplote T s objemom V a chemickým potenciálom µ, ktorého stavy sme ozna£ili n,
de�nujme ve©kú ²tatistickú sumu

Z(T,V, µ) =
∑
n

e
µNn−En

T .

Potom stredná hodnota po£tu £astíc je 〈N〉 = 1
Z
∑

nNne
µNn−En

T . Explicitným derivovaním pod©a µ

dostaneme T
(
∂〈N〉
∂µ

)
T

= 〈N2〉− 〈N〉2 = 〈δN2〉, kde sme uváºili, ºe Z je tieº funkciou µ. Ak zavedieme

hustotu ρ = 〈N〉
V , tento výsledok moºno zapísa´ v tvare

〈δN2〉
V

= T

(
∂ρ

∂µ

)
T

.

Termodynamická identita
Vo©ná energia systému je extenzívna veli£ina. Preto pri kon²tantnej teplote môºeme písa´

F (N,V, T ) = Vf
(
N

V
, T

)
,

kde f(ρ, T ) je hustota vo©nej energie v systéme s hustotou ρ pri teplote T . Odtia©to vyplýva:

(i) Chemický potenciál je de�novaný vz´ahom µ =
(
∂F
∂N

)
V,T = f ′ρ(ρ, T ), preto platí

(
∂µ
∂ρ

)
T

= f ′′ρρ(ρ, T ).

(ii) Tlak je daný vz´ahom p = −
(
∂F
∂V
)
T,N

= −f(ρ, T ) + ρf ′ρ(ρ, T ), preto platí
(
∂p
∂ρ

)
T

= ρf ′′ρρ(ρ, T ).

Porovnaním (i) a (ii) dostávame termodynamickú identitu(
∂ρ

∂µ

)
T

=
1

f ′′ρρ(ρ, T )
= ρ

(
∂ρ

∂p

)
T

.
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