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Predhovor

V tomto kurze predpokladame, ze zékladné poznatky o elektrickych a optickych vlastnostiach latok (v
rozsahu bakalarskeho kurzu Uvod do fyziky materidlov) su zname. Text bakalarskeho kurzu je dostupny
na stranke http://www.dep.fmph.uniba.sk/~hlubina v Casti §tudijné materidly a dalej Uvod do
fyziky materidlov.

Prvych osem prednésok sa zaobera elektrickymi vlastnostami tuhych latok. V bakalarskom kurze
sme Studovali elektrénova Struktaru ideadlnych krystalov bez poruch. Naviac sme skumali iba pohyb
jedného elektronu a nie systému mnohych interagujacich elektrénov. V prvych troch prednéskach
tohto kurzu si v novom kontexte zopakujeme zékladné pojmy pasovej Struktary a Fermiho plochy z
bakalarskeho kurzu a preskimame transport v silnom magnetickom poli. V d'algich prednégkach sa
budeme venovat javom stvisiacim s nedokonalostou krystalov a s mnohocasticovymi efektmi.

V poslednych §tyroch prednagkach sa venujeme skiimaniu optickych vlastnosti tuhych latok. Vo
dvoch prednéaskach najprv zovSeobecnime a upresnime popis pomocou relativnej permitivity. Vo zvys-
nych prednéaskach sa budeme venovat komplikovanej$im optickym javom, ktoré neboli skimané v ba-
kalarskom kurze.

Studentom s hlbsim zaujmom o fyziku tuhych latok odporic¢ame aj absolvovanie “Seminéra z elek-
trickych a optickych vlastnosti materidlov”, ktory je doplnkom k tejto prednéske.

Podmienky na udelenie kreditov

Alternativa, 1: skugka z tohto kurzu

Alternativa 2: skugka z prednagok 12-22 z bakalarskeho “Uvodu do fyziky materialov”. V tejto alter-
native Student méZe ziskat prinajlepSom hodnotenie B, ak nie je Studentom programu “Fyzika tuhych
latok”, a prinajlepsom C, ak je Studentom programu “Fyzika tuhych latok”.

Odkazy na iné texty

V prednéske sa odvolavam na nasledovné texty z kurzov fyziky tuhych latok na FMFI UK:
“Uvod do fyziky materialov”: prednéaska ¢islo n citovana ako Ln

“Seminar z elektrickych a optickych vlastnosti materidlov’ prednéska ¢islo n citovana ako IT1.n
“Kvantova tebria mnohocasticovych systémov”: prednéaska ¢islo n citovana ako IV.n

Poznamka o volbe jednotiek a o konvenciach

1. V skriptach pouzivame jednotky SI. Jedinou vynimkou je absolutna teplota, ktora chapeme ako
veli¢inu s rozmerom energie.

2. Naboj elektrénu oznacujeme —e, t.j. predpokladame, ze e > 0.

3. Pod frekvenciou rozumieme kruhovi frekvenciu.
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4 1 UVOD

1 Uvod

V tejto prednagke stru¢ne zopakujeme tie zakladné pojmy pouzivané pri §tidiu elektrickych vlastnosti
krystalov, ktoré sme zaviedli a podrobnejSie opisali v bakalarskych prednaskach.

Adiabatické a klasické pribliZenie

Tuhé latky su subormi velkého poc¢tu elektrénov a jadier. KedZe jadra st omnoho tazsie ako elektrony,
elektrony stihaju sledovat pohyby jadier a pre aktukolvek okamzitti konfiguraciu jadier sa elektrony
nachadzaju blizko zdkladného stavu. V adiabatickom priblizeni predpokladdme, Ze elektrony sa
zakazdym presne v zédkladnom stave. Naviac, jadrd obvykle vykonavaju iba malé kmity okolo rov-
novaZznych poloh. V klasickom priblizeni mo6Zeme tieto kmity celkom zanedbat a obmedzit sa na
skamanie pohybu elektrénov predpokladajic, ze jadré obsadzuji rovnovazne polohy. V prednéaske 8
tohto kurzu budeme skamat vplyv kmitov mriezky na elektronové stupne volnosti.

Idealny krystal

Je to nekonecny kry§tal bez portich, t.j. jedné sa o dokonale periodické rozmiestnenie atémov. Idealny
krystal je teda definovany pomocou klasického priblizenia. Reédlne kryStaly sa od idedlnych kryStalov
lisia pritomnostou bodovych, &arovych a plosnych defektov, ako aj kmitov mriezky. Typickymi bodo-
vymi poruchami st primesné atémy, vakancie a intersticidlne atomy. V prednéaske 4 preskiimame vplyv
takychto defektov na elektricka vodivost. Typickymi ¢iarovymi poruchami si dislokicie a medzi plogné
poruchy patria povrchy a rozhrania, ako aj hranice zfn polykrystalickych materidlov.

Jednoelektréonové pribliZenie

Uloha o spektre elektrénov v idealnych krystaloch je zlozitou tlohou, pretoze elektrony navzéjom in-
teragujui coulombovskymi silami, a preto pohyb $tudovaného elektronu zavisi od pohybov (v principe
vBetkych) ostatnych elektréonov. V jednoelektrénovom priblizeni namiesto Schrodingerovej rovnice pre
makroskopicky pocet elektronov skiimame iba jednoelektrénové ulohy. V bakalarskom kurze sme nerie-
gili otazku o tom, ako mozno jednoelektrénové priblizenie zdovodnit. Tejto otdzke sa budeme venovat v
prednéske 5 tohto kurzu. V prednéaskach 6 a 7 preskiimame, ako pritomnost coulombovskych interakcii
medzi elektrénmi zmeni predpovede jednoelektronovej teorie.

Pasova Struktira
Hlavnym vysledkom teorie elektréonovych vlastnosti idedlnych krystalov v jednoelektrénovom priblizeni
je tzv. Blochova veta, podla ktorej vinova funkcia elektrénu ma tvar

Ypi(r) = ieik‘runk(r),

&

kde V je objem $tudovaného krystalu a u,x(r) je periodickd funkcia s periodou mriezky, t.j. pre [u-
bovolny transla¢ny vektor R mriezky plati unk(r + R) = u,k(r). Blochova vinova funkcia zévisi od
dvoch indexov: od tzv. pasového indexu n a od vlnového vektora k. Pésovy index pritom hra rolu
analogicku diskrétnym indexom rozliSujicim jednotlivé viazané stavy atomov. Pokial sa nezaujimame
o stavy elektréonov v blizkosti povrchov, obvykle pracujeme s tzv. periodickymi okrajovymi podmien-
kami. V krystali s N elementarnymi bunkami a tzv. periodickymi okrajovymi podmienkami pritom
vlnovy vektor k nadobtida N hodnét v 1. Brillouinovej zéne. KedZe N > 1, dovolené vinové vektory
st takmer spojito (kvéazispojito) rozlozené v reciprofnom priestore.

Energiu elektronu v stave 1,k (r) budeme oznatovat e, alebo &, (k). Pre fixovana hodnotu n ener-
gie e, kvézispojito zaplhaju intervaly hodnot, tzv. dovolené pasy energii oddelené zakézanymi
pasmi energii. Takymto sposobom sa Ciarové spektra atémov menia na pasové spektra tuhych latok.

Kvaziklasicka dynamika elektronov

Zékladnym pojmom kvéaziklasického popisu je pojem vinového balika, t.j. superpozicie Blochovych vin z
intervalu Ak omnoho uz§ieho nez velkost Brillouinovej zony. Takyto balik popisuje Casticu lokalizovantu
v oblasti zhruba Az ~ 1/Ak. Vlnové baliky z pasu n s priemernou hybnostou k sa premiestiiuju



grupovou rychlostou
1 0ey, (k)
Vpk — & .
h Ok
V II1.2 ukdzeme, 7e pre dostatoCne slabé aplikované polia moZno dynamiku vlnovych balikov popisat
klasickou pohybovou rovnicou

hk = —e(E + v x B).

Kovy vs. izolanty

Materialy, ktoré pri teplote T' = 0 maji vSetky jednoelektronové péasy energii alebo celkom zaplnené
(t.j. obsahuju 2N\ elektronov - dodato¢ny faktor 2 zohladiiuje spinovy stupen volnosti elektronov),
alebo celkom prazdne, nazyvame izolantmi. Materidly, ktoré obsahuju aspoinl jeden Ciasto¢ne obsadeny
péas, nazyvame kovmi. Mnozinu bodov v k-priestore, pre ktoré plati ,(k) = p, kde u je chemicky
potencial, nazyvame Fermiho plochou. Objem obsadenej ¢asti recipro¢ného priestoru A, t.j. objem
ohrani¢eny Fermiho plochou, zavisf od hustoty elektrénov n nasledovne:

/ d®k = 473n.

A

Boltzmannova rovnica

Hlavnou alohou pri $tadiu transportnych javov je najst rozdelovaciu funkciu f,(r, k,t), ktora po-
pisuje hustotu vlnovych balikov v pase n s hybnostou k v blizkosti bodu r. Funkcia f,(r,k,t) je

normalizovana vztahom 5
v Z/dSI'fn(I',k, t) = Nv
kn

kde N je celkovy pocet elektronov. Funkciu f,(r, k,t) mozno ur¢it z rieSenia Boltzmannovej rovnice

af F of af_(af>
coll

Vi © — —_ . — -

Ko Th ek ot \at
kde F = —e(E + vk x B) je Lorentzova sila posobiaca na elektrony. Na pravej strane vystupuje tzv.
zrazkovy ¢len, ktory popisuje interakcie elektréonov s odchylkami od modelu nezévislych elektrénov
v idedlnom krystali, napr. rozptyl elektrénov na poruchach krystalov, kmitoch mriezky, alebo zrazky
elektrénov. Pre najjednoduchsi pripad rozptylu na poruchach méa zrazkovy ¢len tvar

(88];) = 2 Wierefie (1= fid) = Wiae Sl = fio)]
coll K’

kde Wi je pravdepodobnost rozptylu za jednotku ¢asu zo stavu k do stavu k’ pod vplyvom portch.

Pri skiimani materidlovych vlastnosti obvykle skiimame priestorovo homogénne tlohy v malych
aplikovanych poliach, t.j. hTaddme (mala) odchylku distribu¢nej funkcie f(k,t) od rovnovaznej distri-
bu¢nej funkcie f2. ZloZity zrazkovy ¢len obvykle aproximujeme tzv. priblizenim relaxa¢ného ¢asu,

podla ktorého
<8f> ) -
ot coll Tk ’

kde 7 je tzv. relaxany Cas. Za sucasnej pritomnosti niekolkych rozptylovych mechanizmov mozno
obvykle relaxaény ¢as odhadnit podla tzv. Matthiessenovho pravidla:

1 1 1 1
- = + + SR
T Tel—imp Tel—el Tel—ion
V nasom priklade sme zohl'adnili rozptyl elektrénov na necistotach s frekvenciou — N rozptyl elektro-
el—imp
nov na elektrénoch s frekvenciou i a rozptyl elektronov na fonénoch s frekvenciou — lf . Matthies-

senovo pravidlo predpoklada, Ze jednotlivé rozptylové procesy (tzv. rozptylové kanaly) sa vzajomne
neovplyviujd, a preto pravdepodobnost rozptylu je su¢tom pravdepodobnosti rozptylu v jednotlivych
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kanaloch.t

Elektricka vodivost materialov

Merné elektrickd vodivost materidlu je stu¢tom prispevkov od jednotlivych péasov.? Prispevok pasu
s izotrépnym parabolickym disperznym zékonom s efektivnou hmotnostou m* k mernej elektrickej
vodivosti ¢ moZno popisat tzv. Drudeho formulou

n€27'

o=

m*
Pri skumani teplotnej zavislosti mernej elektrickej vodivosti je uzitoéné skimat zvIast kovy a zvIast
izolanty.

Teplotnd zdvislost mernej elektrickej vodivosti kovov. V tomto pripade k vodivosti obvykle prispie-
vaju iba stavy v tesnej blizkosti Fermiho plochy (alebo viacerych Fermiho ploch). Zavislost koncen-
tracie elektréonov v jednotlivych pasoch od teploty mozno zanedbat a do Drudeho formuly vstupuja
relaxacné Casy pre elektrony presne na Fermiho ploche. V prednéske 4 explicitne vypocitame Teliﬂ}p

a ukazeme, Ze v tomto pripade relaxaény cas nezavisi od teploty. V prednaske 6 naopak ukizeme, ze

ﬁ o T?. Napokon v IT1.8 naznacime, preco pri teplotéch nizgich nez charakteristickd energia fonénov
el—e
1 D G e e

plati Tel—ion
Tel}ion o T'. V beznych kovoch preto pri nizkych teplotidch dominuje rozptyl elektrénov na necistotéach,
kym pri vysokych teplotach dominuje rozptyl elektrénov na kmitoch mriezky.?

Teplotnd zdvislost mernej elektrickej vodivosti izolantov. V izolantoch st v limite T' = 0 v8etky pésy
alebo celkom plné, alebo celkom prazdne, teda pre vSetky pasy je koncentracia nosi¢ov naboja n = 0
a preto o = 0. Pri konecnej teplote vznikne tepelnymi excitdciami kone¢na koncentracia elektrénov vo
vodivostnom pése a koneCné koncentrécia dier vo valen¢nom péase. Teplotna zavislost mernej elektrickej
vodivosti preto zhruba kopiruje teplotné zavislosti tychto koncentracii.

Cvidenia

1. Ukazte, 7e pre Tubovolny mriezkovy vektor R Blochove vlnové funkcie spliiaji identitu ¢, (r) = e®Rep 1 (r — R).
2. Nacrtnite zavislost velkosti povrchu A Fermiho plochy od koncentracie n elektronov. Predpokladajte, Ze je obsadeny
iba jeden pas.

3. Rozhodnite, za akych okolnosti treba pri vypocte elektrickej vodivosti zohladnit aj rozptyly na povrchoch vzorky.

2 Hallov jav a cyklotrénova rezonancia

V tejto prednaske ukidzeme, ako mozno stidiom transportnych vlastnosti v magnetickom poli urcit
zékladné elektrénové charakteristiky skimaného materidlu: koncentraciu a znamienko nosicov naboja
(pomocou Hallovho javu) a efektivnu hmotnost nosi¢ov ndboja (pomocou cyklotrénovej rezonancie).

Tenzor vodivosti v magnetickom poli

Sktimajme vodivost materidlov v pritomnosti aplikovaného magnetického pola B = (0,0, B) a Zia-
dajme, aby aplikované elektrické pole malo harmonicky ¢asovy priebeh, E(t) = Ee~*!. Ulohu budeme
riedit pouzitim formélne jednoduchej predstavy o driftovej rychlosti zavedenej v 1.17. Driftova rychlost
v je strednd efektivna rychlost elektronu (po odéitani interného pohybu vnutri Fermiho plochy). Inymi
slovami, driftova rychlost bude taka rychlost, pomocou ktorej mozno pradovi hustotu vyjadrit v tvare
j = —nev. Predpokladajme, 7e driftova rychlost splha Newtonovu pohybovii rovnicu

m” (\'f—}—;) = —e(E+v x B).

1Obvykle toto pravidlo zhruba plati, ale existuji pripady, kedy je vaZne naruSené.

2Casto sa potom hovori o vodivostnych kanaloch. Tu si treba uvedomit rozne vyznamy slova kanél. V elektrotechnickej
analogii st vodivostné kanaly paralelnym zapojenim odporov. Na druhej strane, rozne rozptylové kanaly pre dany
vodivostny kandl si zapojené do série.

3Nizkoteplotna dominancia rozptylu na poruchach vyplyva priamo z mocninnych zidkonov pre 7. Na druhej strane,
vysokoteplotnd dominancia rozptylu na kmitoch mriezky je sposobena va¢sim prefaktorom pre rozptyl na fonénoch nez
pre rozptyl na elektréonoch.



KedZe ide o tlohu podobna tlohe o vynttenych kmitoch, budeme predpokladaft, Ze v o< e~**. Preto

v = —iwVv a pohybovil rovnicu mozno zapisat po zlozkach v tvare
1 —wr WeT 0 Vg or E,
—weT 1 —iwT 0 Uy =—1 Ey |,
. m*
0 0 1 —wr V, FE,
kde w. = an je tzv. cyklotronova frekvencia, t.j. frekvencia klasického kruhového pohybu nabite]

¢astice v magnetickom poli. Ak vyuzijeme vzfah medzi v a j a definiciu tenzoru merného odporu p;,
E; = pirji, dostaneme odtialto nasledovny vysledok pre tenzor merného odporu

1 1—wr WeT 0
Pik = — —weT 1 —dwt 0 , (1)
70 0 0 1—iwr

2. . . , . . o . . . . .
kde o9 = “55% je Drudeho vodivost v nulovom aplikovanom poli. V&imnime si, Ze diagonélne cleny

tenzora merného odporu nezéavisia od aplikovaného magnetického pola. Pre inverzny tenzor mernej
elektrickej vodivosti teda dostavame

pri¢om pre zlozky tenzora mernej vodivosti oy plati

Ogx 1 —wr OH WeT lo o 1

T _ A _ G

oo (1 —iwr)?+ (wer)?’ oo (1 —iwr)?+ (wer)?’ oo 1 —iwr’

Stoji za zmienku, Ze tenzor mernej vodivosti spliia Onsagerove vztahy symetrie 0;;(B) = 0;;(—B),
pozri 1.17, 11.9 a IIT.10.

Nakoniec pripomenime, Ze vysledky (2, 3) platia pre prispevky jedného péasu s izotropnou efektivnou
hmotnostou m* a mozno ich odvodit napriklad riesenim Boltzmannovej rovnice v pribliZeni relaxac-
ného casu.

Vypocéet tenzora vodivosti vo formalizme Boltzmannovej transportnej rovnice

Budeme predpokladaft, %e odchylka distribu¢nej funkcie elektrénov od rovnovaznej distribu¢nej funkcie f osciluje s
budiacou frekvenciou, ¢ize distribuéni funkeiu v pritomnosti aplikovanych poli mozno zapisat v tvare fi (t) = fo+gike "
V pribliZeni relaxa¢ného ¢asu (s konstantnym relaxaénym ¢asom 7) nadobudne Boltzmannova transportné rovnica
tvar

—%(Ee_lm + vk xB)- % —iwgke " = _971(6_1,@5.

M 0 & E 0 E . axt ~ Z ~
Ak teraz vyuzijeme identitu %% = %% %% gfk + %% a ak dalej uvazime, ze g < E, a preto zanedbame ¢len

dmerny siadinu g a E, potom po vyuZiti identity (v X B) - v = 0 méZeme Boltzmannovu rovnicu pre odchylkovi funkciu
gk zapisat v tvare

= Vk

af° . 1 e 0
E - —— ) = - =4 - B — . 4
eE - vi ( 8ek) (zw = + 5 Vi X 8k) Ik (4)
V dalgom vyklade budeme pre jednoduchost predpokladat, Ze disperzny zakon $tudovaného materialu je izotropny a
n’k

? . Potom Fermiho plocha m4 gulovy tvar a Boltzmannovu rovnicu

parabolicky s efektivnou hmotnostou m™, t.j. ex = 3%

moZno riesit pomocou ansatzu

af° >
gk = —e (—i> Vi - [TlE+TQB X E] ,
661(
kde § = ‘:L*B je bezrozmerné magnetické pole a 71,2 st konstanty s rozmerom ¢asu, ktoré potrebujeme uréit.
Fyzikalny zmysel ansatzu pre gx je nasledovny. Odchylkovi funkciu moZeme pisat v tvare gk = (— gfﬁ) Acex,
kde Aex = ifli‘ Ak, pricom Ak = —f(nE + 728 x E). Preto pre rozdelovaciu funkciu plati fi(t) = fOex) + gk =

fPlex — Aex) = fO(ex—ax), t.j. v pritomnosti aplikovanych poli je distribuéna funkcia dani posunutou rovnovaznou
funkciou. Clen tmerny 71 pritom popisuje posunutie Fermiho plochy v smere aplikovaného pola E, kym ¢len tmerny 7
postuva Fermiho plochu v smere vektora 8 x E.
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Derivovanim odchylkovej funkcie podla vlnového vektora dostavame

ng__ _67]‘0 h -
K e( 8ek)m* [7'1E—|—7'26><E]—|—...7

kde vybodkované ¢leny st rovnobezné s vi a ako také nevstupuji do pravej strany rovnice (4). V dalsom vyklade budeme
oddelene skimat pripady E | B a E L B. Za¢nime pripadom E || B. V tomto pripade dostavame dosadenim ansatzu

pre gk do rovnice (4) vysledok
-

T1 TQZO.

T 1—iwr
Na druhej strane, pre E L B dostavame

7(1 — dwT) T

Tl = 77— 7 5 . 55 T2 = 77— 5 . 55°

(1 —dwT)? + 52 (1 —dwT)? 4+ 52

—2e
v

Pridovd hustotu v systéme s objemom ) mozeme pocitat pomocou vztahu j =
rychlosti ozna¢ime vy a vyuZijeme (pozri 1.18), ze

2¢? af’\ i ne?
V2 (‘aTk Uit = 0y

>k Vkgk- Ak kartézske suradnice

t

twt 'S tenzorom

potom vztah medzi pridovou hustotou a aplikovanym polom méZeme pisat v tvare jie™ ! = o;;E;e” ™

mernej elektrickej vodivosti rovnakym ako v (2).

Klasicky Hallov jav
Pri analyze Hallovho javu sa obmedzime na skiumanie statickych poli, t.j. vezmeme w = 0. Uvazujme
vzorku tvaru hranola s hranami rovnobeznymi s osami x,y, 2. Nech cez vzorku tecie prid s hustotou
j = (4,0,0).* Potom vo vzorke musi existovat elektrické pole, ktoré mozeme pocitaf zo vztahu E; =
pikji- Tak dostaneme

o1 . B . B .
Ey = pgzj = —J, E,=pyj=——3=——J,
] oo ne

teda vo vzorke musi existovat elektrické pole kolmé na smer pohybu elektronov! Tento jav nazyvame
Hallovym javom. Podstata Hallovho javu je zrejma z obrézku 1. Lorentzova sila —ev x B zakrivuje
drahy elektrénov nestcich prad, ktoré preto buda ubadat pri kraji vzorky y = L, /2 a hromadit sa pri
kraji y = —L,/2, v dosledku ¢oho vznikne interné pole E,. Prerozdelovanie elektrénov sa ukonéi v
okamihu, kedy interné pole presne vykompenzuje Lorentzovu silu.

z
Loy Ly/y

QS

Obr. 1: Schematicky naért geometrie, v ktorej sa pozoruje Hallov jav.

Nech rozmery hranola st L, Ly, L.. Potom v pritomnosti magnetického pola nenulovy prad indu-

L v Ly/2 Ly/2
kuje prle?ne (tzv. Hallovo) napétie Vi = ¢(Ly/2) — p(—Ly/2) = f_zy/Q V- -dr = — _}iy/2 Eydy =
—E,Ly. Dalej definujeme tzv. Hallov odpor Ry = VTH, pre ktory dostaneme Ry = ;f;LLZy = —’DLyj =
7l.e» CO moZeme zapisat v tvare
B
Ry =—, (5)
nge

kde ng = nL, je koncentracia elektronov na jednotku plochy v rovine xy. VSimnime si, Ze odpor Ry
je priamo tmerny aplikovanému polu B. Pozoruhodné je, ze Ry pre §tudovany izotropny material s

4V smeroch y, z vzorka nie je vodivo spojena s okolim a preto v tychto smeroch priad netedie.



jednym vodivostnym pésom nezavisi ani od relaxa¢ného ¢asu 7, ani od efektivnej hmotnosti elektréonov
m”*. Preto v takomto pripade mozno klasicky Hallov jav pouzit na priame meranie koncentracie nosic¢ov
naboja n.

Nasge uvahy by sme mohli zopakovat pre pripad, kedy nosi¢mi nédboja st diery. V8etky vyrazy by
pritom zostali v platnosti, iba namiesto —e by sme vSade museli pisat e. Kedze Ry zavisi od prvej
mocniny e, meranie znamienka Ry preto umoziuje urcit znamienko nosi¢ov naboja.

Ak k vodivosti skimaného materialu prispieva niekol'ko péasov, Hallov odpor Ry bude pomerne komplikovanou funkciou
parametrov jednotlivych pasov. Pre konkrétnost skimajme material s dvomi pasmi. Tento pripad sa realizuje napriklad
v intrinzickych polovodi¢och pri konecnej teplote. Tenzor celkovej vodivosti takéhoto materidlu bude si¢tom tenzorov
vodivosti oboch pésov, pre ktoré pouZijeme vysledky (2,3). Do prvého radu v magnetickom poli B preto méZeme pisat:

) , ) o1 —piox O ) o2 —f202 O
ik = ng) + afk); a§k> = | Bior o1 0 ; 05,3 = | pao2 o2 0 ,
0 0 01z 0 0 02z

kde jednotlivé pasy st charakterizované vodivostami v nulovom poli o1, 02 a parametrami 81 = wei171, P2 = WeaTo-
Ak teraz invertujeme tenzor celkovej vodivosti o;x, do prvého radu v magnetickom poli B dostaneme pre Hallov odpor
vysledok
_ Pyz _ i Bio1 + B202

L. L. (01+02)?

Vsimnime si, Ze okrem hustot ni2 v dvojpasovom modeli Ry zavisi aj od efektivnych hmotnosti elektronov mj » a od

Ry =

relaxa¢nych ¢asov 712. Parametre 8 pritom nadobidaji kladné znamienko pre elektronové pasy a zaporné znamienko

pre dierové pasy.

Hallov jav sa vyuZiva na konstrukciu tzv. Hallovych sond, t.j. kalibrovanych vzoriek so zndmou
zavislostou Hallovho odporu Ry od magnetického pola. Hallove sondy sa pouZzivaji na presné merania
magnetického pola.

Cyklotronova rezonancia

Skimajme teraz vzorku s jednym vodivostnym pasom s izotrépnou efektivnou hmotnostou m* vo von-
kajsom magnetickom poli B = (0,0, B), na ktort dopada Ziarenie s frekvenciou w linearne polarizované
v smere osi . Ohmické straty (alebo absorbcia) st dané ¢asovo stredovanym sucinom E - j, ktory je
umerny realnej ¢asti vodivosti 0., pozri napr. 1.21. Z rovnice (3) dostavame

(1+ ngQ + w27'2)00

Re [Uanx] = (1 i ngQ _ w27-2)2 + 4w?72’

Obrézok 2 ukazuje, Ze ak su¢in wr je via¢si nez 1, potom pri fixovanej frekvencii Ziarenia w a meniacom
sa magnetickom poli B (t.j. pri premenlivej cyklotronovej frekvencii w.) bude Zziarenie silno absorbo-
vané pri splneni rezonan¢nej podmienky w = w.. Zo znamych hodnot w a B potom mozno urcit velkost

efektivnej hmotnosti m*.5

Podmienky pozorovatelnosti cyklotronovej rezonancie su nasledovné:

1. wr > 1 Cize v rezonancii w.T > 1. Pri splneni tejto podmienky vykoné elektréon medzi zrazkami
s necistotami, fononmi, alebo inymi elektrénmi niekolko otacok v hybnostnom priestore. Tato pod-
mienka si vyzaduje ¢isté vzorky (kvoli rozptylom na necistotach) a nizke teploty (kvoli neelastickym
rozptylom).

ne?
meg

Ziarenie neprenikd dovnitra materidlu. Kvoli tejto podmienke je metdéda nepouzitelna v kovoch.
3. Frekvencia Ziarenia musi byt porovnatelna s experimentalne dosiahnutelnymi cyklotronovymi frek-

2.w>wp = , t.j. frekvencia ziarenia musi byt vicsia nez plazmové frekvencia materidlu, inak

venciami.
4. Vodivost oy nesmie byt primala (kvoli pozorovatelnosti strat).

SPolomer klasickej cyklotrénovej orbity je rei = wel/we, kde ve je typickd rychlost elektrénov. Na druhej strane,
elektromagnetické pole s frekvenciou w mé vlnovi dlzku \ = 2mc/w. KedZe ve < ¢, v rezonancii je rq < A a nas
predpoklad o priestorovej homogenite elektrického pola bol opravneny.
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Obr. 2: Zavislost ohmickych strat vo vzorke od magnetického pol'a pre niekolko hodnét parametra wr.

Cyklotrénova rezonancia v materialoch s anizotrépnym parabolickym disperznym zakonom
Metodu cyklotronovej rezonancie moZno pouzit na urcenie tenzora efektivnej hmotnosti aj pre materialy s parabolickym,

ale anizotrépnym disperznym zakonom
B? (ki k3 k3
E(k)=f(1+ 2+—3).

* * *
2 \mj m5; mj

Takyto disperzny zakon popisuje napriklad minim4 vodivostného pasu kremika. Tento vysledok ukdzeme zovSeobecnenim
vypo&tu vo formalizme driftovej rychlosti. Newtonova pohybova rovnica pre elektréon, na ktory posobi Lorentzova sila,

ma tvar: Fik = —evi X B = —£925 x B. Predpokladajme, e rieSenie spiiia vztah k = —iwk. Ak naviac vyuZijeme, Ze
h 0k ) >
1 0e __ ki ., . - . 5
2ok = m} , potom pohybovi rovnicu moZzno pisat v tvare
. eB: B
—iWw 7;} —£=2 *2 k
B my gls 1
__€ebs —7 eby .
mt w me k2 =0.
EB*Q _ eB*l —iw k5
my ma

Netrividlne rieSenia si mozné, iba ak determinant matice je nulovy. Tri korene tejto rovnice si w = 0 a w = tw,, kde w,
je cyklotronova frekvencia definovana vztahom

e2B? e?B2 e2B2
Wwe =

* 0 K * pan * Kook "
moms msmy mimy

Efektivne hmotnosti v smeroch 1,2,3 preto moZno ur€it napr. z troch merani cyklotronovej frekvencie s magnetickym
polom orientovanym postupne napr. v smeroch hlavnych osi tenzora efektivnej hmotnosti.

Vsimnime si, Ze hodnota cyklotronovej frekvencie zavisi iba od smeru magnetického pola a nezavisi od toho, ktora
orbitu k = k(¢) v hybnostnom priestore skiimame. (Mame tu na mysli, Ze w. nezavisi napr. od velkosti hybnosti v smere
magnetického pola.) Toto je §pecialna vlastnost parabolickych disperznych vztahov a vo veobecnosti w. zavisi od orbity.
V II1.3 ukaZeme, ako mo’no pomocou merania zavislosti magnetizacie M kovu od vonkajSieho magnetického pola B
ur¢it tvar Fermiho plochy kovu vo v&eobecnom pripade s neparabolickym disperznym zakonom.

Podotykame vSak, ze napr. v pripade kremika existuje 6 ekvivalentnych minim vodivostného pasu, ktoré majt rézne

orientacie hlavnych osi. Preto v kremiku ocakévame pre dant orientaciu pola niekol'ko rezona¢nych frekvencii.

Cvidenia

1. Analyzou zakrivenia klasickych drah na obrazku 1 ukaZzte, Ze zo znamienka Hallovho napidtia Vy moZno urcit zna-
mienko nosi¢ov naboja v polovodi¢i s jedinym ¢iastoCne zaplnenym pasom s parabolickym disperznym zakonom.

2. Skimajme polovodi¢ s CiastoCne zaplnenym vodivostnym pasom s parabolickym disperznym zakonom. Povedzme,
7e z merani Hallovho javu a cyklotronovej rezonancie pozname n a m*. Aki teplotni zéavislost n = n(7T) otakavate v
polovodidi s koncentraciou donorov Np? Akym experimentom by ste uréili (transportni) dobu Zivota elektronov 77

3. Odhadnite velkost cyklotronovej frekvencie v poli B = 1 T. O aki oblast elektromagnetického spektra ide? Rozhod-
nite, ¢i v danej frekven¢nej oblasti existuji alternativne mechanizmy absorbcie Ziarenia latkou.

4. Vysvetlite, preco sa v kremiku pozoruji dve cyklotrénové rezonanc¢né ¢iary pochadzajtce od vodivostnych pasov, ak
statické magnetické pole je orientované v smere jednej z kubickych osi, pozri napr. III1.1. MoZno z tohto merania ur¢it

M * *
hmotnosti mg; a m¢, ?
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3 Kvantovy Hallov jav

V tejto prednéske popisSeme tzv. celociselny kvantovy Hallov jav, za objav ktorého bola von Klitzingovi
v roku 1985 udelena Nobelova cena. Pomocou pojmu hranovych stavov podame elementarny vyklad,
preco (a kedy) je Hallova vodivost kvantovana.

Dvojrozmerny elektréonovy plyn

Nech vzorku tvaru hranola skiimanu v predoglej prednaske mozno povazovat za tenka vrstvu, t.j. nech
L, a L, nadobudaji makroskopické hodnoty, kym L. nech je velmi malé. V takom pripade energetické
spektrum elektrénov mozno pisat v tvare

h2 (k3 + k7))

2m*

6)\(]%,]{23/) = +E)\7

t.j. kinetickd energia v smeroch x,y je kvazispojita, kym energia pohybu v smere kolmom na film
nadobuda diskrétne hodnoty Ey, kde A =0, 1,... Ak rozdiel najniz8ich energii Fy, F1 pohybu v smere
osi z je dostatocne velky, t.j. ak 227’;125 + Ey < Eq, kde kg je polomer (dvojrozmernej) Fermiho kruznice,
potom je energeticky vyhodné, aby pri nulovej teplote boli obsadené iba stavy s A = 0, pozri obrazok 3.
Pohybovy stav v smere osi z je teda pre vSetky elektrény rovnaky. To znamend, %e pohyb v smere osi z
prispieva konstantnym prispevkom k energii vSetkych elektrénov a mozno ho ignorovat. Takyto systém
nazyvame dvojrozmernym (2D) elektronovym plynom. 2D elektréonovy plyn mozno realizovat

napriklad vo vodivostnom kandli FET tranzistora, pozri napr. 1.20.

-

Y kLasicen’
PREDPOVED

Obr. 3: Vlavo: spektrum 2D elektronového plynu. Obsadené stavy st vyznalené hrubou &iarou. Vpravo: Zavislost
Hallovho odporu 2D elektréonového plynu od magnetického pola. Bodkovanou ¢iarou je znézornend klasicka predpoved (5).
Hodnota odporu na schodikoch je dana s pozoruhodnou presnostou vztahom (6).

Kvantovy Hallov jav

Hallov odpor 2D elektrénového plynu v malych magnetickych poliach splfia klasickt predpoved (5). V
silnych magnetickych poliach a pri nizkych teplotdch vSak vznikaji odchylky od klasickej predpovede
a krivka Ry = Ry (B) pozostéva zo sady schodikov pri hodnotéch

1A

kde N je celé ¢islo. Tento jav nazyvame kvantovym Hallovym javom.® Na kvantovom Hallovom jave
st fascinujice minimalne dve veci:

1. Na rozdiel od klasickej predpovede (5), v silnych poliach Ry nezéavisi od materialovych parametrov
(hustota elektronov), ale jeho hodnota na ploginkiach je dand iba fundamentalnymi konstantami.

2. Meranie Hallovho odporu umoznuje presne zmerat tzv. von Klitzingovu konstantu:

h
3 = 25.812807557(18) k2.

5Tde o tzv. celodiselny kvantovy Hallov jav. V superdistych 2D plynoch pri nizkych teplotach a velmi vysokych
magnetickych poliach sa pozoruji schodiky aj pri zlomkovych hodnotiach N. Najvyraznej$i schodik sa pozoruje pri
N = % Pri tomto tzv. zlomkovom kvantovom Hallovom jave (Nobelova cena za rok 1998) hraju podstatnd rolu
elektron-elektronové interakcie. Jeho popis je preto omnoho komplikovanejsi a v tomto kurze sa mu nebudeme venovat.
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V nasledujicom vyklade vysvetlime podstatu kvantového Hallovho javu. Detailnejsi vyklad mozno
néajst napriklad v kurze mezoskopickej fyziky.

Hranové stavy v ¢istej vzorke

Kvantovy Hallov jav sa pozoruje vo vzorkach, pre ktoré plati w.7 > 1, t.j. po¢as doby Zivota by
elektréon vykonal aspoil jednu otoc¢ku na semiklasickej orbite. Preto v tomto rezime nemozno vplyv
magnetického pola popisat ako mali korekciu k rovinnym vlnam, ale je potrebné riesit Schrodingerovu
rovnicu (SchR) pre elektrén v magnetickom poli.” Najprv preskiimame pohyb elektrénov v dokonalych
vzorkach bez nedistot, kedy SchR pre obalkovi vinovi funkciu elektronu (pozri I111.2) ma tvar

5 (ZIAV + eA) (2, ) + U(y)d (e, y) = (. y).

Spinovy stupeil volnosti elektronu v nasom vyklade neuvazujeme, pretoze pre pochopenie kvantovania
Hallovho javu nie je podstatny. Dalsi postup vyZzaduje vol'bu vektorového potencialu reprodukujticeho
magnetické pole, B =V x A = (0,0, B). Volime tzv. Landauovu kalibraciu A = (-yB,0,0).

TU('Q)
NS
<:_6; 1 R VRSN 5 }L
N | / /r‘*ﬁ\/&ﬁ\ x
("2

T T oy, 4

Obr. 4: VIavo: Priebeh potencialu U(y) naprie¢ Hallovou vzorkou s geometriou ako na obrazku 1. Kop&eky pri y =

- LQ?’ s Uk LQ“ zobrazuju tri vlastné stavy v Landauovej kalibracii, ktorych rozmer v smere y je radovo [. Obrazok vpravo

zobrazuje (pri pohlade zhora na vzorku) busiace trajektorie - klasicky anal6g hranovych stavov.

Budeme studovat spektrum 2D elektronov v obdizniku s rozmermi L, > Ly, t.j. vzorka je dlha
v smere teCenia prudu a kritka, av8ak stale makroskopickd, v smere nai kolmom (pozri obrazok 4).
Potencial U(y) popisuje vplyv kone¢nosti vzorky v smere y: vnutri vzorky je zhruba konstantny a pri
krajoch vzorky (t.j. pre £L,/2) prudko rastie. Teda SchR pre dokonalt vzorku bez necistét nadobudne

tvar
2

(i = By = 12| 0(o) + U s) = (o).

V&imnime si, ze hamiltonian nezavisi od stradnice x, preto rieSenie mozno hladat v tvare ¥ (x,y) =
e ¢(y). Po dosadeni do SchR a tiprave dostaneme rovnicu pre ¢(y):

1
2m*

hz 62 1 *x, 2 2
"o g T Wl mw)T| 2) + U)ely) = e(y),
kde y = % a we = fﬁ je klasicka cyklotréonova frekvencia. Clen v hranatej zatvorke je hamiltonian

harmonického oscilatora v smere y so stredom v bode y,. Zanedbajme na chvilu pritomnost ¢lena
U(y) v SchR. VInové funkcie zodpovedajuce vlastnym stavom ¢, (y) s nizkymi energiami potom buda

Sl:

lokalizované okolo g na vzdialenosti tzv. magnetickej dizky e%. Pre silné magnetické polia

je tato dlzka mald, napr. pre B = 10 T je [ ~ 8 nm. Budeme predpokladat, ze funkcia U(y) sa na
vzdialenosti [ takmer nemeni. Preto vlastné funkcie a im prislusné vlastné energie nasho problému st

Busl9) X 0,0y~ ), s = (3 ) + U

"Pozornému Citatelovi zrejme neuniklo, e podmienka w.r > 1 musela byt splnena aj pri skimani cyklotrénovej
rezonancie, pri vysvetleni ktorej sme si vystacili aj s klasickou fyzikou. Cyklotronovi rezonanciu v8ak mozno interpretovat
aj kvantovomechanicky - ako absorbciu Ziarenia v doésledku prechodov medzi Landauovymi hladinami (pozri dalsi vyklad
v tejto prednaske).

8Magnetickt dizku definujeme ako dizku typickych kmitov harmonického oscilatora a odhadujeme ju z rovnosti kine-

S . . 2
tickej a potencialnej energie # = m*wl
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Riegenia st teda delokalizované pozdiz drotu a lokalizované v smere y. Vlastné stavy s indexom n
vytvaraja tzv. n-td Landauovu hladinu.

V ideélnej vzorke bez okrajov je U(y) = 0 a energia vietkych stavov n-tej Landauovej hladiny je
rovnaka. Teraz vypocitame degeneraciu Landauovej hladiny, t.j. pocet stavov s energiou hw, (n + %) A%
smere osi x predpokladame periodické okrajové podmienky, preto vinovy vektor £ nadobtuda hodnoty,

ktoré su celo¢iselnym nasobkom %—7; Viimnime si, 7Ze zmena k posava tazisko yi = % vinovej funkcie
dn(y — yr). Teda yi su celodiselnymi nasobkami dy = eBhL. = B(I’LO“, kde &y = % je tzv. kvantum
magnetického toku. Ale tazisko y; musi lezat vnutri vzorky, teda medzi —% a % Preto dovolenych

je g—; poloh taziska, ¢ize degeneracia Landauovej hladiny je M = g—;’ = q%, kde ® = BL,L, je

celkovy magneticky tok cez vzorku.

Obr. 5: VIavo: hustota stavov v magnetickom poli (v dokonalej vzorke bez okrajov) pozostava zo sady delta-funkénych
pikov. Bez magnetického pola mé hustota stavov hodnotu N(0). Ak sa polet stavov po zapnuti pola méa zachovat,
potom degenerécia hladin musi byt damerné Srafovanej ploche. Vpravo: hustota stavov v magnetickom poli vo vzorke s
nedistotami. Pritomnost nec¢istot snime degeneraciu Landauovych hladin. Vo vzorke bez hran st delokalizované iba stavy
v blizkosti ec(n).

Alternativne a zrejme presvedéivejsie” mozno k rovnakému vysledku pre degenericiu Landauovej
hladiny prist nasledovne. Hustota stavov 2D elektrénového plynu s kvadratickym disperznym zako-
nom pre jednu projekciu spinu je N(0) = 277’:;2 a nezavisi od energie, pozri obrédzok 5. Na druhej
strane, v pritomnosti magnetického pol'a hustota stavov pozostava zo sady delta-funkcii pri energiach
hw. (n + %) Pocet stavov vo vzorke sa viak pri zapnuti magnetického pola nemeni, preto degeneracia
Landauovej hladiny musi byt rovna poctu stavov vo vzorke s plochou S v intervale energii dlzky Aw,,
t.j. M = N(0)Shw,. Dosadenim explicitného tvaru N(0) a w, dostaneme opat M = C}%.m

Nakoniec sa vratme k skiimaniu vzorky s okrajmi. Po¢itajme grupovi rychlost pozdiz drotu (t.j. v
smere osi x) pre elektron v stave 1,;. Derivovanim podla hybnosti v smere osi x dostaneme

laénk_ 18U8yk_ 1 oU

T ROk hoy, 0k eBoyl|,’

Vnitri vzorky, kde U(y) = const, je grupova rychlost nulova. Elektronové stavy v tejto oblasti preto
neprispievaju k vodivosti vzorky. Na druhej strane, pre y, =~ —L,/2 je vy < 0 a pre y, = L,/2 je
vp > 0. Stavy v blizkosti hran, tzv. hranové stavy, st teda nositelmi pradu. Pozdlz protilahlych
hran tec¢a protibezné pridy, v sulade s klasickou predstavou o elektrénoch busiacich do okrajov vzorky,
pozri obrazok 4.

Vplyv nedistot

Teraz preskimajme vplyv necistot na spektrum Hallovej vzorky. Vplyv nedistdt popiseme dodato¢nou

potencidlnou energiou V(z,y) v SchR pre elektron. V limite w.r7 > 1, kedy sa kvantovy Hallov jav

pozoruje, sa pri analyze vplyvu necistdét moézeme obmedzit na analyzu jednej Landauovej hladiny.
Pre jednoduchost budeme predpokladat, Ze potencial V' (z,y) je pomaly sa meniacou funkciou

na Skale magnetickej dizky . Elektron z Landauovej hladiny n s energiou € sa bude pohybovat po

9KedZe napr. nie je celkom jasné, preo méame za rozmer vzorky brat presne L, .

10Stoji za zmienku, %e v inych kalibraciach sice dostivame rovnaké spektrum, ale iné vinové funkcie ako v nami
grudovanej Landauovej kalibrécii. To by nas v§ak nemalo prekvapovat: z makroskopicky velkého po¢tu M degenerovanych
vlnovych funkcii moZeme s velkou Tubovolou vytvarat ich linearne kombinacie s tou istou energiou.
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Obr. 6: Priebeh potencialu V (z,y) 4+ U(y) pozdlz rezu naprie¢ vzorkou. Pre Landauovu hladinu n st vyobrazené oblasti
s velkou hodnotou vlnovej funkcie pre stavy s roznou energiou e. Pre energiu ¢ > e.(n) cez skiimany rez = =kostanta
prechédzaju hranové stavy a,j a dve vlnové funkcie typu ostrov (cez dvojice bodov b, c a f, g). Pre energiu ¢ < e.(n) cez
tento rez prechadzaju dve vlnové funkcie typu jazero (cez dvojice bodov d, e a h, ).

ekvipotencialnych &arach celkového potencidlu V(z,y) + U(y) = € — hw.(n + 1/2), kedZe (podobne
ako pri hranovych stavoch) mozeme pouzit klasicka predstavu o busiacej trajektorii elektronu. Celkovy
potencial V(z,y) + U(y) si mozno predstavit ako zlab s hrbolatym dnom. V zl'abovej analogii potom
vlnové funkcie buda lokalizované okolo brehov jazierok alebo ostrovéekov, ktoré vzniknd po naliati
malého mnozstva vody do zlabu do presne stanovenej vysky. Ak ¢ < hw.(n + 1/2), potom vlnové
funkcie budu sustredené v blizkosti brehov jazierok okolo lokélnych minim potencidlu V(x,y), ¢ize
budu lokalizované. Ak naopak ¢ > fw.(n + 1/2), potom vlnové funkcie buda dvoch typov. Jednak
budt existovat lokalizované stavy sustredené v blizkosti brehov ostrovéekov okolo lokdlnych maxim
V(x,y), jednak budu existovat (pre dané n a danu energiu) dva hranové stavy, pri kazdej stene zlabu
jeden. Tieto stavy uz nebuda priamkové, ako v ¢istom systéme, ale napriek tomu buda delokalizované,
t.j. budi bezat pozdlz celého zlabu. ZniZovanim energie stavov s € > hw.(n + 1/2) bude polomer
lokalizacie (t.j. rozmer lokalizovanych vlnovych funkcii) rast, pretoze vrstevnice tesne pod vrcholmi
st kratsie ako nizsie polozené vrstevnice. Podobne pri zvySovani energie stavov s ¢ < hw.(n + 1/2)
bude polomer lokalizacie rast. Pri Specialnej energii e.(n) ~ hw.(n+ 1/2) sa topologia trajektorii bude
menit: vrcholové trajektérie sa zmenia na dolinové. Zmena sa udeje cez delokalizovany stav. Ukézali
sme teda:

pokial chemicky potencial p nelezi v blizkosti niektorej z energii €.(n),
potom k vodivosti Hallovej vzorky prispievaji iba hranové stavy.

Kvantovanie vodivosti

Nech elektrochemické potencialy v elektrodach 1 a 2 (pozri obrazok 4) st py a ps. Budeme predpokla-
dat, ze kazdy elektron, ktory vogiel z elektrody 1 (pri z = 0) do hranového stavu, s urcitostou prejde
popri hrane vzorky y = L, /2 az do elektrédy 2 (pri z = L,).!! Preto obsadenie hranovych stavov v
blizkosti hrany y = L, /2 je popisané Fermiho-Diracovou distribu¢nou funkciou f(eg — p1). Z tych is-
tych dévodov je obsadenie hranovych stavov v blizkosti hrany y = —L, /2 popisané Fermiho-Diracovou
distribu¢nou funkciou f(ex — p2). To vSak znamend, Ze elektrochemicky potencidl v blizkosti hrany
y= % je p1, kym elektrochemicky potencial v blizkosti hrany y = —% je w2, t.j. vo vzorke existuje
prie¢ne (Hallovo) napétie.

HElektron sa totiz moze vratit do elektrody 1 iba tak, Ze pretuneluje do hranovych stavov pri hrane y = —Ly/2s
opa¢nym smerom pohybu elektronov. Vo vzorkach s makroskopickym rozmerom L, vSak takéto procesy mozno zanedbat.
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Teraz vypocitame, aky prad potecie cez vzorku. Pocitajme najprv prispevok k pridu od hranovych
stavov v blizkosti hrany y = L, /2. Vzorku dlzky L, prebehne elektron v hranovom stave e?*?
L /vy, preto celkovy tok elektronov neseny stavmi v blizkosti hrany y = L, /2 je

za cas

1 1 1 9e 1 dk Oe 1
J1—>2—zk:Lw/ka(f?k—ul)—LgU 4 7ok (é‘k—ﬂl)—h/%ak (%-m)—h/&(n)dfff(g—ul),

kde sme uvazili, e minimalna energia hranového stavu je e.(n).'? Ak dalej uvdzime, 7e tok elektrénov
z 2 do 1 neseny hranovymi stavmi v blizkosti y = —L, /2 je Joy1 = % fac(n) de f (e — p2), potom celkovy

elektricky prad (od jednej Landauovej hladiny) tectci vo vzorke z 1 do 2 bude!?

e 2 2

I=—clhn =)=~ | A=) = F(e = )] =~ ) = o= 2) = TV,

kde Vy je rozdiel potencidlov medzi 1 a 2, t.j. Hallovo napétie. Pre NV zaplnenych Landauovych hladin
potom dostévame

~ _N—
%% h’

¢o vysvetluje (ak uvazime, ze Ry = Vi /I) experimentalny vysledok (6).

Vratme sa na chvilu k analyze systému bez necistot. Vtedy je energia e.(n) presne rovna ener-
gii Landauovej hladiny hAw.(n + 1/2), pretoZe z nekonene vela degenerovanych vlnovych funkcii ¢,
mozno vytvorit linedrnu superpoziciu, ktora je delokalizovana v smere y. Teda Hallova vodivost méze
nadobudat kvantovand hodnotu, iba ked sa chemicky potencial nachadza medzi Landauovymi hladi-
nami. V ¢istom systéme je to v8ak mozné iba pre nekonecne fizky interval magnetickych poli, pretoze
pocet hranovych stavov oproti poctu v8etkych stavov v danej Landauovej hladine je zanedbatelne
maly. Inymi slovami, v ¢istej vzorke lezi chemicky potencial p takmer pre vietky hodnoty B v jednej
z Landauovych hladin, ¢ize protibezné hranove stavy sa skratované (vodivo spojené). Dostali sme pa-
radoxny vysledok: kvantovy Hallov jav je moZzny iba v nedokonalych vzorkach!

Cvicéenia
1. Ukazte, ze e’—; ma rozmer elektrického odporu a % ma rozmer magnetického toku.
2. Experimenty ukazujt, e v podmienkach, kedy sa pozoruje kvantovy Hallov jav, je pozdlzny odpor Hallovej vzorky

nulovy. Preto tenzor odporu ma tvar
h 0 -1
re=ya (1 0)

Tento vysledok interpretujte pomocou vztahu (1). Urcte efektivnu dobu zivota 7 a efektivnu koncentraciu elektréonov
np. Definujte plniaci faktor v ako podiel poctu elektréonov vo vzorke npgS a degeneracie Landauovych hladin M. Aky
je efektivny plniaci faktor v podmienkach kvantového Hallovho javu? Najdite tieZ tenzor vodivosti Hallovej vzorky ako
inverzny tenzor k R;; a vysledok interpretujte.

3. Ukazte, ze hustota stavov 2D elektrénového plynu s kvadratickym disperznym zakonom pre jednu projekciu spinu
nezavisi od energie a je dana vztahom N(0) = 27:;2.

4. Kvantovy Hallov jav bol objaveny vo vzorke s rozmermi L, = 400 ym a L, = 50 um v poli B = 18 T. Vypocitajte
degeneraciu M Landauovej hladiny za tychto podmienok. Pomécka: ®¢ = 4.13 x 107 Tm?. Odhadnite, aka Zast M je
tvorend hranovymi stavmi. Zmena plniaceho faktora sa v experimente realizovala zmenou koncentracie elektronov ng.
Odhadnite ng pre jednu plne zaplnend hladinu. Aky je zodpovedajici Fermiho vinovy vektor kr a Fermiho energia ep?
Porovnajte er a hw.. Aky velky musi byt rozdiel energii Ey a Ei pohybu v smere osi z, aby sme mohli hovorit o 2D
plyne?

5. Ako sa zmeni hustota stavov 2D elektronov pre dokonaly systém bez portich v magnetickom poli, ak zahrnieme
aj interakciu spinov s magnetickym polom F = gupB - S = +9 L B, ktors sposobuje tzv. Zeemanovo rozstiepenie

2 2m
AFE = g%*hwc? Pomocka: v polovoditoch Si a GaAs je 2™ < 1.

2 m

12Pri vypotte Ji_2 sme stavy klasifikovali vinovym vektorom k v smere osi , ako keby bol systém v tomto smere
transla¢ne invariantny. Tento postup moZno zdévodnit nasledovnou trochu umelou dvahou. KedZe skiimame jednoroz-
merné priidenie, kvoli rovnici kontinuity méZzeme Ji_,o pocitat v akomkol'vek priereze x=const. Ak by vzorka v istom
intervale stiradnice z, povedzme hned pri elektrode 1, neobsahovala necistoty, v tomto intervale by sme stavy mohli
klasifikovat pomocou k. N&§ vypocet bol vedeny v takejto oblasti.

13Tento vysledok plati, ak 1,2 —e.(n) > T. V takomto pripade dokonca mézu byt teploty v elektrodach 1 a 2 rézne. V
opafnom pripade sa elektron v jednom hranovom stave moze roztylit do protibeZzného hranového stavu prostrednictvom
stavov pri energii blizkej k e.(n), ktorych polomer lokalizécie je aspoit L.
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6. Vyrieste tlohu o pohybe 2D elektronu v magnetickom poli v tzv. symetrickej kalibracii A = L (—y,2,0). Ukdite, ze v
polarnych siradniciach moZno SchR riesit pomocou ansatzu i (r, ¢) = e *"?R(r), kde radialna funkcia spliia rovnicu

2
—(R”+ER’) + (@—3) r=2Ep
P p 2 hwe

éiarky oznacujt derivacie podla bezrozmernej premennej p = 7, kde [ je magneticka dizka. Ukazte, Ze rieSenia pre

najnizSiu Landauovu hladinu s energiou E = ifw. maji tvar R(p) = Cmpmef"2/4, kde Cp, = (2xl22™m!)~Y/2. Naj-
dite degeneraciu najnizsej Landauovej hladiny v kruhovej vzorke s plochou S. Body roviny popiSte komplexnym ¢islom

z = pe'® a vlnovi funkciu najnizSej Landauovej hladiny 1 (r, ¢) vyjadrite ako funkciu premennej z.

4 Vplyv neusporiadanosti na elektrénové stavy

Pod neusporiadanostou rozumieme aktikolvek odchylku od idedlneho krystalu: primesové atomy, dis-
lokécie, rozhrania zfn, atd. V neusporiadanom krystali neplati Blochova veta a preto, striktne vzaté,
o jeho spektre nevieme napr. povedat, ¢i obsahuje dovolené a zakdzané pasy energie.

V tejto prednéske sa obmedzime na diskusiu najjednoduchgieho pripadu tzv. substitu¢nej neu-
sporiadanosti. Ide o pripad, kedy je atomarna mriezka dobre definovana, ale jej jednotlivé uzly sa
nahodne obsadzované réznymi atémami.'* Budeme skiimat dva limitné pripady: slabu a silnti neuspo-
riadanost. V pripade slabej neusporiadanosti ukdZeme, Ze neusporiadanost spésobuje koneénost doby
zivota elektronov, ktorej dosledkom je napriklad konec¢nost vodivosti redlnych kovov. V pripade silnej
neusporiadanosti vylozime Andersonovu predstavu o lokalizécii elektronov.

Slaba neusporiadanost

V neusporiadanom krystéli blochovské stavy nie st vlastnymi stavmi hamiltonidnu. V pripade slabej
neusporiadanosti v8ak ocakavame, ze skutoéné vlastné stavy sd kvalitativne podobné blochovskym
stavom a pritomnost neusporiadanosti mozno zahrnit pomocou poruchovej teorie.

Doba Zivota elektrénov

V désledku rozptylu na primesnych atémoch dochadza k rozptylom medzi réznymi blochovskymi
stavmi. Elektron pripraveny v danom blochovskom stave preto v tomto stave zotrva iba konecény
¢as Tqp, ktory nazyvame dobou Zivota v danom stave. Nech pocet necistot je NViy,p a nech potencidl
primesi, t.j. odchylka potencidlnej energie elektréonu v krystali s primesou od potencilnej energie elek-
tronu v idealnom krystali, je U(r). KedZe sa obmedzujeme na tzv. potencidlovy rozptyl elektrénov,
v rozptylovom procese sa spin elektronu nemeni. Spinovy stupeii volnosti elektronov preto v nagich
tvahach nehra ziadnu rolu a v tejto prednaske o iom nebudeme uvazovat.'® Pre jednoduchost sa naviac
obmedzime na §tudium materidlu s jednym vodivostnym pasom s disperznym zdkonom ey = 22‘2
koncentraciou elektréonov n.

Ak zanedbame interferencie rozptylov na roznych primesnych atémoch, potom pravdepodobnost
Wi rozptylu elektrénu zo stavu k do stavu k’ za jednotku ¢asu bude Njmp-nasobkom pravdepodob-
nosti rozptylu na jednej necistote, ktora v pripade malého primesného potencidlu U(r) mozno poditat
podl'a Fermiho zlatého pravidla (takyto priblizny vypocet nazyvame Bornovou aproximaciou).'¢
Tak dostavame

27
Wkk’ = Nimpf‘<k|Himp‘k/>|25(5k’ — Ek).

Vgimnime si, ze vdaka Diracovej delta-funkcii st energie dopadajiceho a rozptyleného elektrénu rov-
naké, kedze ide o elasticky rozptyl.
Ak pri vypocte maticoveho elementu (k|Himp|k') pre jednoduchost Blochove vlnové funkcie nahra-
. . . e, e o). .

dime rovinnymi vinami %elkr, dostaneme (k|Himplk') = %fd?’rU(r)eZ(k kr — %Uk_k/, kde Uq je

1Veri sa, Ze pre iné typy statickej neusporiadanosti dostavame kvalitativne rovnaké vysledky.

15y pripade rozptylu elektronov na magnetickych primesiach sa spin vodivostného elektronu méze v rozptylovom
procese preklopit. To vedie k netrividlnemu Kondovmu javu, ktory v tychto prednagkach neskimame.

16Fermiho zlaté pravidlo mozno odvodit aplikovanim nestacionarnej poruchovej teérie 1. radu, pozri napr. kapitolu
9.3 v “Zelenej knihe”. Ak je rozptyl silny, najniz8i rad poruchovej tedrie nestaci a rozptylovy proces treba skamat
sofistikovanejsimi technikami z teérie rozptylu.
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Fourierova transformécia primesného potencialu U(r). Preto mozeme pisat

2 nimp

W N
kk By

U1 |* (e — k),

kde sme zaviedli hustotu necistot nimp = Nimp/V. Doba Zivota qu(a) elektréonu s energiou € je dana
siétom pravdepodobnosti rozptylu do vSetkych kone¢nych stavov:

1 Z Wi .
k/

Tap(€) N

Pre jednoduchost budeme d'alej predpokladat, ze Fourierova komponenta primesného potencialu Uy _ . zavisi pri fixovanej
energii elektronu iba od rozptylového uhla 6, t.j. Ux_y = U(f). Zamenou sumy za integral dostaneme

1 2T Nimp [ d°K 2
= U9)|"6(exr —€).

@ i Gl OF e -
Vsimnime si, Ze 74, je intenzivna veli¢ina, ako aj ma byt. Trojrozmernt integraciu cez k' mozno vykonat v krivo&iarych
stiradniciach, kde jednou stradnicou je energia ¢’ a zvy$né dve siiradnice popisuji body na dvojrozmernej ekvienergetickej
ploche e = &', teda [d’k’ = [de’ fek,:a/ %, pozri 1.11. Vdaka delta-funkcii moZno integraciu cez ¢’ explicitne
vykonat, a preto vyraz pre dobu Zivota elektronu mozno pisat v elegantnej forme

1 Timp d*k’ 2
[ U|-.
Tan(®) @mvﬁfgw‘(”

V silade s o¢akivaniami sa doba Zivota elektronov skracuje pri raste koncentrécie primesi alebo pri zvyseni interakcie U

medzi primesami a elektronmi.

Elektrickd vodivost

Pritomnost rozptylovych procesov sposobuje konetnost mernej elektrickej vodivosti materialu. Jej vel-
kost budeme hladat rieSenim kvaziklasickej Boltzmannovej rovnice pre distribu¢ni funkciu elektréonov
f(r,k,t) v elektrickom poli E. V nasich uvahéch sa obmedzime na stacionarne a priestorovo homogénne
rozlozenie elektronov, v ktorom hladand distribu¢né funkcia fi bude iba funkciou hybnosti. Vtedy sa
Boltzmannova rovnica redukuje na tvar

B 0f _(0f
Ao ok \ o9t ).

kde na pravej strane vystupuje zrazkovy ¢len pre rozptyl elektréonov na primesiach:!”

(iﬁi) = > Wienfie (1= fie) = Wiae fiell = fie)]
coll Kk’

Rovnovaznu distribuénu funkciu elektrénov oznacme fl(() a vztahom fy = fﬁ + gk zavedme odchylku
distribuénej funkcie od rovnovéhy gy. Je zrejmé, ze Taylorov rozvoj funkcie g, podl'a mocnin aplikova-
ného pola E zadina prvou mocninou. Pre malé aplikované polia (na Sttudium ktorych sa obmedzime)
budeme preto predpokladat, Ze gy je imerné E a druhé a vy&Sie mocniny pola budeme zanedbévat.
Takto linearizovany zrazkovy ¢len moézeme pisat v zjednodusenej forme

0
(aftk> = Wi (g1 — 9x)-
coll K’/

Vyuzili sme pritom, Ze v rovnovahe zrazkovy Clen nemeni distribuéni funkciu, a preto musi platit
Wk/kflg,(l — flg) = Wkkrfl(()(l — fl({)/). KedZe pre elastické rozptyly plati ex = e a preto aj flg = fl(()/,
spominand rovnovazna podmienka trividlne vyplyva z o¢ividnej vlastnosti Wik = Wiyr.

17Striktne vzaté, iba elastické rozptylové procesy nepostacuji na vysvetlenie konedného odporu. Elektrony totiz pri-
jimaji energiu od aplikovaného elektrického pola, a teda ak by neexistovali neelastické procesy, ktorymi by elektrony
mohli odovzdavat energiu inym stupfiom volnosti, potom by sa elektrony museli donekonetna zahrievat. V nagom vy-
klade sme teda implicitne predpokladali, Ze st pritomné aj neelastické rozptyly elektronov (napriklad na fonénoch, pozri
I1.8 a II1.8), ktoré zabezpecuju fixovant teplotu (tzv. termalizaciu) elektronov. Typicky termaliza¢ny ¢as ozna¢me ako
Tg. Naviac sme implicitne postulovali, Ze 7 > Tg, t.j. Ze elektrony su stale v tepelnej rovnovahe.
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Odteraz budeme predpokladat, Zze odchylkovéa funkcia gy spliia nasledovni rovnicu (v dalsom vy-
klade tento predpoklad overime a nijdeme explicitny vyraz pre tzv. transportny relaxaény c¢as
Tk): ;

k
> Wiae(gie — ) = == (7)
Tk
k/
Ak v Boltzmannovej rovnici linearizujeme Tavu stranu a za zrazkovy ¢len dosadime predpoklad (7),
dostaneme nasledovny vyraz pre odchylkovi funkciu gi:

o= (—‘2{%) r(e)vic- (~O)E.

v ktorom sme naviac predpokladali; Ze transportny relaxainy ¢as 7 = 7(¢) nezavisi od smeru v k
priestore.

Obr. 7: VIavo: rozptyl na necistotach sa realizuje medzi stavmi s rovnakou energiou. Zobrazeny je rozptyl elektrénu zo
stavu k v blizkosti Fermi plochy do stavu k’ s rozptylovym uhlom 6. V strede: Merny odpor p(z) ako funkcia zloZenia
x rychlo schladenej zliatiny Cui_;Au, pri nizkych teplotach, kedy dominantnym zdrojom rozptylu elektronov je rozptyl
na necistotach. Pri rychlom chladeni st body fcc mriezky nadhodne obsadzované atomami Cu a Au. Zliatinu moZno
pripravit pre vSetky hodnoty x. Zhruba plati tzv. Nordheimovo pravidlo p « z(1 — z), ktoré moZno zdovodnit tym,
ze vzorky x = 0 a x = 1 st nominélne ¢isté. Vpravo: merny odpor pomaly chladenych zliatin. Minim4 pri z = 1/4 a
x = 1/2 zodpovedaji zliatinam CusAu a CuAu, v ktorych st atémy Au a Cu usporiadané do pravidelnej mriezky (tzv.
supermriezky), a preto nespoésobuju rozptyl elektréonov. V supermriezke CusAu obsadzuji atémy Au body sc mriezky,
kym atéomy Cu sa nachadzaju v stredoch stien elementarnych kociek. V supermriezke CuAu sa striedaji $tvorcové roviny
obsadené atomami Cu a Au. KedZe atom Au je vacsi nez atom Cu, supermriezka CuAugs, ktora by vznikla zamenou
atoémov v CusAu, nie je stabilna.

Teraz preskiimame konzistentnost pribliZzenia relaxa¢ného ¢asu, t.j. overime, ¢i nami ziskana odchyl-
kova funkcia gy splha rovnicu (7). Ak uvazime, ze vy, = Qﬁ a ze rozptyl je elasticky, Tahko nahliadneme,
7e k tomu bude stagit, ak bude splnena rovnost

> Wiaw(k—K) = X

. @

Ak vsak uvazime, ze Wiy zavisi len od uhla 0 medzi k a k/, potom je zrejmé, %e vektor na l'avej strane
; Y J Jme, )

je rovnobezny s k.'® Preto sta¢i porovnaf jeho velkost s vektorom k. Skalarnym vynasobenim oboch

stran vektorom k zistime, Ze obidva vektory st rovnaké, ak!®

7'(18) = ZWkk’(l — COSQ).
K’

18K u kazdému vektoru k', ktory prispieva k Iavej strane, existuje totiz vektor k”, ktory je zrkadlovym obrazom vektora
k’ voti rovine m obsahujtcej vektor k, pri¢om rovina m je kolmé na rovinu definovani vektormi k a k’, pozri obrazok
7. Lahko nahliadneme, Ze stidet prispevkov vektorov k' a k’ k l'avej strane méa smer vektora k.

19Podobnym postupom ako pri diskusii o dobe Zivota elektrénov mozno ukazat, Ze transportny relaxaény ¢as mozno
pocitat pomocou vztahu

1 Nimp d*K’ 2
— = 0)|“(1— 0).
7(e)  (2nh)? ikl:sk o |U(0)]"(1 — cos )
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Z porovnania vyrazov pre transportny relaxacny ¢as 7(e) a pre dobu Zivota kvéziCastice 7qp(€) vidno,
ze kym k dobe Zivota kvazicastice prispievaji vSetky rozptylové procesy rovnako, k transportnému
relaxatnému ¢asu prispievaju vdaka faktoru 1—cos # dominantne rozptyly o velké uhly 6, kym prispevok
doprednych rozptylov (t.j. rozptylov o malé uhly 6) je potladeny faktorom 1 — cos 6 =~ 62 /2.

Teraz teda pozname odchylkova funkciu gy a identickym postupom ako v prednaske 1.18 zistime, Ze
vodivost kovu je dana Drudeho formulou, v ktorej 7 = 7(eF) je transportny relaxaény ¢as pri Fermiho
energii. V8imnime si, Ze prispevok rozptylu na necistotach k % nie je funkciou teploty.

SilnA neusporiadanost

Andersonova lokalizdcia

Pri stadiu primesovych stavov v polovodicoch sme v 1.19 ukizali, ze pritazlivy coulombovsky potencial
jednej (donorovej) primesi sposobuje vznik viazanych stavov s energiou mengou ako minimélna energia
studovaného pasu. Podobne, odpudivy coulombovsky potencial jednej (akceptorovej) primesi sposobuje
vznik tzv. antiviazanych stavov s energiou vic¢sou ako maximalna energia pasu.

Obr. 8: VIavo: hustota stavov pre tesne viazané elektrony v dokonalom krystali bez portch (pre konkrétnost mame na
mysli jednoducht kubickd mriezku s preskokovym integralom ¢ medzi najbliz§imi susedmi, pozri 1.14). Vpravo: hustota
stavov v krystali s poruchami. V pritomnosti necistét sa pas dovolenych energii rozsiri oproti hodnote 12¢. VSetky
grafované stavy na krajoch pésu si lokalizované.

V pripade koneénej koncentracie primesi je preto prirodzené o¢akavat, Ze oproti idedlnemu krystalu
sa roz§iri (pri nezmenenom celkovom pocte stavov) pas dovolenych energii. Netrividlnou predpovedou
Andersona je, ze v neusporiadanom krystali existuju dve energie €,,1 a €,,2, pre ktoré plati, ze vSetky
elektronové stavy s energiami € < €y,1, resp. € > g2 (4.j. stavy v blizkosti oboch okrajov pasu) st
lokalizované, kym stavy s energiami €,,1 < € < g2 (t.j. stavy v blizkosti stredu pasu) su delokalizované,
pozri obrazok 8. Teda energie €,,1, resp. eme oddeluju vodivé elektronové stavy od nevodivych a
nazyvame ich medzami pohyblivosti.

V krystaloch s malou neusporiadanostou sa medze pohyblivosti nachédzaju blizko k dolnému, resp.
hornému okraju pasu; vicsina elektronovych stavov je teda delokalizovana.?? Pri zvySovani neusporia-
danosti v kry$tali sa medze pohyblivosti €,,1 a 2 navzajom priblizuja, t.j. pomer pocétu lokalizovanych
stavov voéi poctu delokalizovanych stavov rastie. Po prekrocen{ medznej hodnoty neusporiadanosti sa
vSetky elektréonové stavy stanu lokalizovanymi.

V lokalizovanej oblasti zavadzame tzv. polomer lokalizacie &, t.j. rozmer oblasti, v ktorej je vl-
nova funkcia lokalizované. Pri priblizovani k medzi pohyblivosti polomer lokalizacie rastie a v bode
prechodu kov-izolant (t.j. pri medzi pohyblivosti) £ diverguje. Na zaver tohto odstavca pripojme dve
poznéamky:

1. Andersonova lokalizacia je vysledkom zloZitého interferencného javu pri rozptyle elektréonu na roz-
nych primesiach. Preto lokalizacia méze nastat, iba ak na vzdialenostiach porovnatelnych s polomerom
lokalizacie £ sa elektron pohybuje koherentne, t.j. bez neelastickych zrazok.

2. Andersonova lokalizacia silne zavisi od rozmernosti systému. Ak zanedbame interakcie medzi elek-
tronmi, potom podla Skalovacej teorie lokalizacie budi v8etky stavy v jednorozmernych a dvojrozmer-
nych systémoch lokalizované. Prechod kov-izolant (t.j. existencia medze pohyblivosti) je mozny iba v

20V odstavci pojednavajicom o slabej neusporiadanosti sme skiimali iba tieto delokalizované stavy a lokalizované stavy
v blizkosti okrajov pasu sme ignorovali.
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trojrozmernych systémoch.?!

Vodivost v lokalizovanom reZzime

Vo zvygku tejto prednasky budeme skimat mechanizmy vodivosti v pripade, kedy chemicky potencial
w lezi v oblasti lokalizovanych stavov. Obmedzime sa na Stidium pripadu g < €p,1. Pri nulovej teplote
sa teda obsadené iba lokalizované stavy a vodivost systému je nulova.

Aktivacny mechanizmus vodivosti
Pri koneénej teplote T' budu tepelnou aktivaciou obsadené aj delokalizované elektrénové stavy, preto
vodivost vzorky o bude kone¢na. Pri zmene teploty bude o dominantne zavisiet od poc¢tu delokalizo-

vanych elektronov:2
/ dgN(g) _Eml—H
o X ———— xe T
Em1l e(E_N/)/T + 1

kde sme zaviedli hustotu stavov N () a v druhej rovnici sme predpokladali, Ze €,,1 — p > T'. VSimnime
si, ze podobne ako v pasovom izolante, vodivost rastie s teplotou a klesé so vzdialenostou chemického
potencidlu od medze pohyblivosti €,,1 — p.

Preskokovij mechanizmus vodivosti

Elektricky prad moze tiect okrem aktiva¢ného mechanizmu aj nasledovnym sposobom, ktory nem4
analég v pasovych izolantoch: elektron v désledku zrédzok s excitaciami systému, napriklad fononmi,
presko¢i z jedného lokalizovaného stavu do susedného lokalizovaného stavu. Bez nalozeného elektrického
pola takéto procesy generuju iba Sumové prady, avSak v pritomnosti pola prevladne pohyb elektrénov
v jednom smere.

Teraz odhadneme velkost preskokovej vodivosti. Rozmer vinovej funkcie lokalizovaného stavu pri
Fermiho energii je zhruba £. Vzdialenost medzi taziskami pociatotného a kone¢ného lokalizovaného
stavu bude radovo &, ked7ze preskoky na vicsie vzdialenosti budi vdaka lokalizovanému charakteru
vlnovych funkcii exponencidlne potla¢ené. Typicky rozdiel energii medzi pociatoénym a koncovym sta-
vom oznacme A¢. KedZe preskoky st dosledkom pritomnosti tepelne aktivovanych excitacii v systéme
s energiou A¢, napriklad fonénov, pre teplotni zévislost vodivosti je prirodzené ocakavat

_2¢
cxe T,

Teda preskokova vodivost je opdt v podstate tepelne aktivovand, ibaze aktivatnd energia nie je €,,1 — U,
ale A¢. Nakoniec odhadneme typicky rozdiel energii A¢ medzi pociatoénym a koneénym stavom. Nech
hustota stavov pri Fermiho energii p je N(0). Potom v objeme &3 existuje v intervale energii d¢ okolo
Fermiho energie 6 N (lokalizovanych) stavov, pricom dN ~ N(0)é36e. Pytame sa, aky interval energii
b = A¢ musime uvazovat, aby v objeme &3 existoval aspoii jeden kone¢ny stav, t.j. aby N ~ 1.

Dostaneme nasledovny odhad
1
Ap ~o ———, 8
CNOE )
Spomenme si, 7e pri priblizovani Fermiho energie u k medzi pohyblivosti polomer lokalizécie £ diver-
guje. Preto v tejto limite dostaneme prirodzeny vysledok, Ze aktivacné energia A¢ klesa do nuly. D4 sa

vvvvv

k vodivosti nez aktivaény mechanizmus.??

Skdkanie s premenlivou dizkou (variable range hopping)
Sktmajme opif preskokovy mechanizmus, ale teraz pripustme skoky s dlzkou L > £. V takomto pripade

2LSkalovaciu teoriu vykladame napr. v IV.12. Explicitny vypocet pre jednorozmerné systémy prezentujeme v II1.4. Stoji
za zmienku, Ze neddvne experimenty v 2D systémoch naznac¢uji existenciu prechodu kov-izolant pri zmene parametrov,
t.j. st v spore so Skdlovacou tedriou. Nesiilad je zrejme sposobeny interakénymi efektami.

22Podobne ako v pasovom izolante alebo polovodidi je zavislost relaxa¢ného Easu od teploty obvykle zanedbatelna
oproti teplotnej zavislosti poc¢tu delokalizovanych elektronov.

#Podla gkalovace] tedrie v blizkosti medze pohyblivosti totiz plati € oc (€41 — 1) ™", preto Ag o< (€1 — p)*”. Pomocou
numerickych simulécii bola najdena hodnota kritického exponentu v ~ 1.57. To znamend, Ze v tesnej blizkosti medze
pohyblivosti mame A¢ < g1 — p.
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Obr. 9: VIavo: Preskok medzi poéiatoénym lokalizovanym stavom |i) a koncovym stavom |f), ktorych taziska st vo
vzdialenosti L. Vpravo: energie stavov |i) a |f) sa lifia o Ap.

bude vodivost systému so skokmi dizky L zhruba dané vztahom

kde prvy faktor popisuje prekryv medzi dvomi vinovymi funkciami rozmeru &, ktorych taziska sa
vzdialené o L, pozri obrazok 9. Druhy faktor zohl'adfiuje, Ze pri skikani do vzdialenosti L bude aktiva¢na
energia dand vztahom (8), v ktorom namiesto £ treba pisat L.

Vsimnime si teraz, Ze pre dlhé skoky je aktiva¢né bariéra A nizka, ale prekryv je maly. Naopak,
pre kratke skoky je prekryv velky, ale aktivacna bariéra je velka. Skoky maja optimalnu dlzku, ak
vzhladom na L minimalizujeme vyraz

2L Ap 2L 1

¢t Tt NorT

1/4
Minimum sa dosahuje pre % ~ <%) a hodnota vodivosti v minime je

_ (i) 1/4
ocxe \T .
Véimnime si netrivialnu zavislost vodivosti od teploty pre skoky s premenlivou dlzkou.

Porovnanie efektivity vodivostngch mechanizmov

Nakoniec si poloZzme otazku, kedy vo vodivosti dominuji obyc¢ajné preskoky a kedy preskoky s pre-
menlivou dl7kou. K tomu treba porovnaft velkosti exponent vo vyrazoch pre o. Dostaneme nasledovny
vysledok:

e Pre teploty T' < A¢ je (Ag/T)l/4 < A¢/T a preto dominuji preskoky s premenlivou dlzkou; v
tejto teplotnej oblasti je L > £. S rastticou teplotou optiméalna dlzka skoku kles.

e Pre teploty T' > A¢ by sme pre skoky premenlivej dlzky dostali L < &; pre takéto malé dizky
skoku vSak naSa analyza neplati. V tejto oblasti teplot sa realizuje oby¢ajna preskokova vodivost

s L ~¢.
Cvicenia
1. Ukazte, %e ak zavedieme Fermiho rychlost vp = '\ﬁif a strednd volnt drahu elektronov | = vp7, potom Drudeho

formulu pre merni vodivost moZno zapisat v tvare o = kZ1. Vyhodou tohto tvaru je, e v materialoch so znamou

62
3m2h
koncentraciou elektronov (a teda znamym kr) je vodivost parametrizovana jedinym parametrom [ namiesto dvoch pa-
rametrov m* a 7. Ako uvidime neskor, v interagujtcich systémoch totiz od rozptylovych procesov zavisi nielen 7, ale aj
m”™, kym polomer kr ostava kongtantny.

2. Z rozmerovych dévodov mozno strednii volnt drahu ! pre rozptyl na primesiach s koncentraciou nimp zapisat ako
% = NimpStot, kde plocha Sior ma v limite nizkych koncentracii nimp vyznam celkového G¢inného prierezu pre rozptyl na
jednej necistote. Plocha Siot je dand integralom cez priestorovy uhol z diferencialnych Géinnych prierezov S(0) vahova-
nych transportnym faktorom 1 — cos 6, ¢ize Sior = 27 [ dfsin6(1 — cos §)S(0). Porovnanim s vyrazom pre transportny
relaxaény ¢as najdite vyraz pre S(6) v Bornovej aproximacii.

3. Z dat v tabulke 1 vypocitajte Gi¢inné prierezy Siot pre primesné atémy a porovnajte ich s rozmermi atému. Kvalita-

tivne zdovodnite zavislost Siot 0d typu primesného atomu. Preco je rozptyl na lavej strane tabulky silnejsi nez na pravej
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primes Fe' Co Ni Cu Zn Ga Ge As
Ap[10%Qm] 93 635 125 0 032 142 38 68

Tabul'ka 1: Prirastok merného elektrického odporu medi vyvolany pritomnostou réznych primesi. Vo vietkych pripadoch
je koncentracia primesi nimp = 0.01ncy.

strane?

4. Pohyb elektronov v neusporiadanom krystali mozno popisat poruchovou tedriou, ak krl > 1, pretoZe vtedy sa vlnova
funkcia moze kvalitativne podobat na rovinnd vlnu. Prechod do lokalizovaného reZimu preto o¢akavame pri kpl ~ 1. V
Bornovej aproximacii rozhodnite, v akej oblasti kr moéze nastat lokalizacia. Vysledok porovnajte s obrazkom 8. MoZno
takto vysvetlit existenciu obidvoch medzi pohyblivosti e,,1 aj €ma?

5. Nech 9, (R) je amplitada pravdepodobnosti, Ze elektrén vo vlastnom stave n neusporiadaného krystalu sa nachadza vo
Wannierovom orbitali R. Predpokladajme, Ze vinova funkcia ¢, (R) je normovana, t.j. nech g [¢n(R)|* = 1. Ukaite,
ze veli¢inu I,, = > [ (R)|* moZno pouZit na odligenie lokalizovanych a delokalizovanych stavov. Navod: pre oba typy
stavov v limite N/ — oo (kde N je celkovy pocet Wannierovych orbitalov v krystali) odhadnite velkost velic¢iny I,,.

—A/T

6. Nech vodivost skiimanej vzorky sa s teplotou meni podla vztahu o o e . Akou experimentalnou technikou mozete

rozlisit, ¢i mate do ¢inenia s pasovym izolantom alebo s Andersonovym izolantom?

5 Mnohocasticovy problém a priblizenie Hartreeho-Focka

Doteraz sme pracovali v jednoelektrénovom pribliZeni, t.j. namiesto Schrédingerovej rovnice pre vela
elektrénov sme Studovali pohyb jediného elektrénu vo vhodne zvolenom potencidli. V tejto prednaske
najprv skonstruujeme vlnové funkcie pre mnohodcasticovy problém a ukidZeme, Ze tento problém je ra-
dovo zlozitejsi ako jednoelektronovy problém. V druhej ¢asti prednasky bez dokazu ukizeme,?* ako
mozno mnohodcasticovy problém aproximovat jednocasticovym problémom.

Jednocdasticovy Hilbertov priestor

Popis mnohocasticovych systémov za¢nime stidiom pripadu, kedy v Studovanom systéme méme iba
jednu casticu so spinom S = 0. Pre konkrétnost majme na mysli, Ze ¢astica sa pohybuje v krabici
L x L x L s periodickymi okrajovymi podmienkami ¢(z + L,y,z) = ¢(z,y,2) a podobne v sme-
roch y a z. V8etky myslitelné stavy tejto Castice vytvaraju Hilbertov priestor. Ortonormélnu bazu
v tomto priestore oznatme {|ai),|az),...}. Vlnové funkcie tychto stavov v z-reprezentacii ozna¢me
Pay (X), Pay (%), - - ..

Pre ¢astice s nenulovym spinom S jednocasticovy stav |a) nestadi popisat jedinou funkciou g (x),
ale potrebujeme zadat 25 + 1 vlnovych funkcii ¢, (x, s), ktoré popisuja amplitudy vyskytu Studovanej
Castice v mieste x a s priemetom spinu (na pevne zvolent os) s = 5,5 —1,...,0,...,—S+1,—S. Pre
elektrény so spinom S = % teda musime zadat dve funkcie ¢q(x, 1) a pu(x, —3).

Stavy |a) volime obvykle tak, aby jedna z komponent ¢, (x,s) bola identicky nulova. Takéto jed-
nocasticové stavy budeme nazyvat stavmi s fixovanym priemetom spinu. Ak povedzme v celom
priestore plati ¢, (x, —%) = 0, potom hovorime, Ze v stave |a) ma Castica spin natoceny “hore”. Takyto
stav je popisany jedinou funkciou g (x, %) = ¢ (x) popisujicou amplitidu pravdepodobnosti vyskytu
Castice v bode x s priemetom spinu s = % a budeme ho oznacovat |a 1). Podobne ak v celom priestore
plati @q(x, 3) = 0, potom hovorime, Ze v stave |a) ma Castica spin nato¢eny “dole”. Takyto stav je po-
pisany Jedlnou funkciou g (x, 5) = ¢qo(x) popisujucou amplitidu pravdepodobnosti vyskytu ¢astice
v bode x s priemetom spinu s = —1 a budeme ho oznatovat |a |).

V dalsom vyklade budeme casto pracovat so symbolickym zapisom vlnovej funkcie ¢4(z), kde
symbol z = (x, s) popisuje tak priestorovi suradnicu x, ako aj vnatorny stav s Castice. Zapis g4 ()
teda (pre Castice so spinom S = 1) znamen4 dvojicu vlnovych funkcii, ktoré niekedy zapisujeme ako

tzv. spinor: ’
Pa(T) = < %(; _%) >

2Dokaz prezentujeme v IIL5.
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Dosledky nerozlisitel'nosti ¢astic

Podla kvantovej mechaniky st identické Castice nerozlisiteI'né. Naozaj, aj keby sme si predstavili,
ze v Case t = 0 sa Castice olislované, ak jednu z ¢astic pozorujeme po koneénom ¢ase v zadanom bode,
nemoézeme s urcitostou povedat, aké ¢islo sme tejto Castici pdévodne priradili. Je tomu tak preto, lebo
pojem trajektérie v kvantovej mechanike nemé zmysel, pozri obrazok 10.

v TIE ISTE TASTHE
NESKRR
4 2
\ 3 e

\ e “
= » S
g KToRA' TASTICA

LoKALIToVANE  CASTICE To e
V CASE €=0

Obr. 10: Povodne otislované, ale identické Gastice 1 a 2 (vIavo) po ¢ase nemozno rozlisit (vpravo), pretoze v kvantovej
mechanike pojem trajektorie nema zmysel.

Kvoli nerozlisitelnosti ¢astic by preto vlnova funkcia dvojcasticového systému v (1,2), kde 1 a 2
st suradnice (vEitane spinovych) ¢astic 1 a 2, mala byt fyzikalne ekvivalentnd vinovej funkeii ¥(2, 1).
Inymi slovami, tieto dve vlnové funkcie sa smi 1isit nanajvys o fazovy faktor:

7/)(17 2) = 6i¢1/](27 1) = 62i¢w(17 2)7

kde v druhej rovnici sme ten isty argument vyuzili eSte raz. Ak vSak porovnidme zaciatok a koniec,
dostaneme podmienku e*? = 1, ktort mozno splnit dvomi spésobmi: bud musi byt e’® = 1, alebo
e'? = —1. Experimentalnym faktom je, Ze prva moznost sa realizuje pre ¢astice s celo¢iselnym spinom
(bozoény), kym druh& moznost sa realizuje pre Castice s polo¢iselnym spinom (fermiény).

Vo fyzike tuhych latok povazujeme nielen elektrony, ale aj protény a neutrény za elementarne ¢as-
tice. V8etky maja spin %, teda st to fermiény. Pre¢o potom hovorime aj o bozénoch? Pri dostatoc¢ne
nizkych energidch mézeme povazovat viazané stavy elektrénov, proténov a neutrénov za elementarne.
Napriklad, pri skiamani “He pri kryogénnych teplotach mozeme zanedbat excitované stavy atomu.
Kedze “He pozostava z parneho poétu fermiénov (2e+2p-+2n), vymena dvoch héliovych atémov neve-
die k zmene znamienka mnohocasticovej vlnovej funkcie, ¢ize “He je bozén. Naviac, spin zékladného
stavu atomu “He je S = 0. Na druhej strane, stoji za zmienku, Ze druhy stabilny izotop hélia 3He je
fermion, pretoZe pozostava z neparneho poctu fermionov (2e+2p-+1n) a jeho spin v zakladnom stave

-1
Je bR

Bozoény

Sktmajme najprv sustavu dvoch bozénov, ktoré obsadzuji dva rozne jednocasticové stavy |ai) a |ag).
Lahko nahliadneme, Ze normalizovana dvojcasticovd vinova funkcia (ktord musi byt symetrickd voci
zamene siradnic 1 a 2 prvej a druhej castice) je

Prio..(1,2) = ¢1§ s (D3 (2) + s (Do ()]

kde index 1, 1,0, ... oznacuje, Ze stavy |aj) a |az) st obsadené jednou Casticou a vietky ostatné stavy
st neobsadené. Teraz skimajme v8eobecny systém N bozonov, v ktorom N; Castic obsadzuje stav |a1),
Ny Castic obsadzuje stav |az), atd. Potom normalizovana vlnova funkcia N ¢astic, ktord je symetricka
pri vymene akychkol'vek Castic, ma tvar

U (L2 N) = [ R S o ()0 (2) o (V). (9

{r}

kde Py, Ps,..., Py je permutacia N indexov, pricom N; indexov nadobtda hodnotu a;, No indexov
hodnotu ag, atd. Suma sa berie cez vietky rozne permuticie. V&imnime si, Ze pri fixovanej baze jedno-
¢asticovych stavov st mnohocasticové stavy jednoznacne uréené zadanim poctov Castic obsadzujtcich
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jednocasticové stavy. Preto namiesto vlnovej funkcie ¥y, n,..(1,2,...,N) mozeme hovorit o stave
|N1, Na, . ..). Ukdzme si napokon, ze stav (9) je popisany normalizovanou vlnovou funkciou:

NI'NQ *
<N1,N2,...’N1,N2,...> = Z /dltppl QOPI( ) /dN(pPJ/V(N)(pPN(N)
{P,P'}
Nl'NQ
= Z 5P1, "5PN7PJI\7:1’
' {P,P'}

pretoze pocet permutacii je ﬁ

Na zéaver tohto odstavca pripomenme, Ze stavy (9) nie st najvSeobecnejsimi vinovymi funkciami
pre N-bozoénovy stav. Tieto stavy tvoria v8ak tplnt ortonormalnu bazu priestoru N-Casticovych sta-
vov. V8eobecny N-bozoénovy stav teda moZno pisat ako linedrnu superpoziciu stavov typu (9). Na
rozdiel od Hilbertovho priestoru jednocasticovych stavov, Fockovym priestorom budeme nazyvat
bud priestor N-Casticovych stavov (9), alebo direktny sucet vietkych takychto priestorov s roznymi N.

Fermiony
Teraz preskiimame systémy mnohych fermiénov. Vinova funkciu stavu s dvomi &asticami v stavoch
la1) a |az) mozno zapisat v tvare

Gy (1,2) = ¢1§ (Par (1)90s(2) — s (D0 ()],

pricom oznacenia st podobné ako v bozénovom pripade. Viimnime si vSak, ze ak stavy |ai) a |az)
st rovnaké, vlnova funkcia sa vynuluje. Odtialto vyplyva znamy Pauliho vyludovaci princip: dva
fermiény nemozu obsadit ten isty jednocasticovy kvantovy stav. Pripominame, Ze symbol 1 reprezentuje
priestorové, ale aj spinové suradnice, t.j. 1 = (x1, s1) a podobne pre ostatné astice.

Pauliho vylucovaci princip vyzaduje, aby v postupnosti obsadzovacich ¢isel Ni, Na,... (kde zo-
radenie jednocasticovych stavov je raz navzdy fixované) boli iba nuly a jednotky. Lahko overime, Ze
vSeobecna N-Casticové vinova funkcia, ktoré je antisymetrickd pri zamene Tubovolnych stradnic, sa da
pisat ako

T/]al,ag,...,a]\r(1727"'7 Z SOPl SDPQ(Q)"'QOPN(N)a (10)

{P}
kde zapis g, ay,..ay zhamend, Ze obsadené su iba jednocasticové stavy |a1),|az),...,|an) a zvydné
stavy st prazdne. Py, Py, ..., Py je permuticia stavov |a1), |as), ..., |an) a faktor (—1)% je 1 alebo -1,

podla toho, & je permutécia parna alebo neparna.?
Vlnové funkcie (10) nazyvame Slaterovymi determinantmi, pretoze ich mozeme pisat v tvare

SDa1(1) gpa2(1) (PGN(l)

02 002 . Qay(2

wal,a2,...,aN(1727~-7N)—\277! © E( ) ® ;( ) @ E( )
a1 (N) ©@ay(N) ... @an(N)

Podobne ako v pripade bozénov sa opédt nahliadne, Ze vSeobecny N-fermiénovy stav nie je po-
pisany jedinym Slaterovym determinantom. Slaterove determinanty tvoria tplnit ortonormélnu bazu
mnohofermiénovych stavov a kazdy N-fermiénovy stav mozno pisat ako ich linedrnu superpoziciu.
Fermionovym Fockovym priestorom budeme opét nazyvat bud priestor N-Casticovych stavov, alebo
direktny stdet vietkych takychto priestorov s roznymi V.

Aproximéacia Hartreeho-Focka
Vréatme sa teraz k skiimaniu tlohy o N Casticiach v krabici s periodickymi okrajovymi podmienkami.
Ako bude vyzerat najvSeobecnejsia vinova funkcia ¥(1,2,..., N) v tomto pripade? Bude to linedrna

2 4 - 4 4 . ~ . 4 4 ~ z 3 z .
*Permutéaciu nazyvame parnou (neparnou), ak ju mozno realizovat parnym (neparnym) po¢tom péarovych zamien.



25

superpozicia vSetkych myslitelnych funkcii (10), t.j. linedrna superpozicia vietkych mnohocasticovych
stavov, v ktorych su obsadené vietky myslitelné N-tice jednocasticovych stavov |ai), |az), ..., |an):

1/}(17277N) = Z Ca1,ag,...,aN¢a1,a2,...,aN(1727"'7N)'

a1,a2,...,aN

Ak by sme teraz numericky hladali zékladny stav tohto systému a pritom by sme predpokladali,
7e elektrony si pri obsadzovani jednocasticovych stavov vyberaji len spomedzi M jednocasticovych

stavov,?8 potom by sme museli skimaf linearne kombinacie ( ]\]\{ vlnovych funkcii. Teda s rasticimi
N a M by sa uloha rychlo stala nezvladnutelnou.

Ak je mnohocasticovy stav popisatelny jedinym Slaterovym determinantom, potom hovorime, 7e
ide o nekorelovany stav. Treba zdoéraznit, Ze iba v takomto pripade mozno mnohocasticovy stav opisat
slovami “Castice obsadzuju stavy |a1), |az2), ..., |an)".

Hartree a Fock vyvinuli metédu, ktord umoziuje aproximovat vlnovi funkciu zakladného stavu
mnohocasticovych systémov optimalnym Slaterovym determinantom [¢). Ide teda o metodu,
ktord nam umozni najst taka sadu jedno€asticovych vinovych funkcii pg, (X), @ay(X), -y @ay (X),
obsadenim ktorych vznikne Slaterov determinant |¢) s minimalnou energiou.

V dalgom vyklade budeme hl'adat sadu rovnic pre Hartreeho-Fockove orbitaly ¢g, (x), @a,(X), ...,
©Yay (x). Budeme predpokladat, ze hamiltonian interagujiceho systému elektrénov mozno pisat ako
stcet jednoelektronovych energii H; = h(x;) a dvojcasticovych interakcii Vj; = V(x; — x;), pri¢om pre
jednoduchost predpokladame, Ze ani H;, ani V;; nezévisia od spinovych indexov:27

N
H= h(x)+ %ZV(XZ- _x)).
i=1 i]
Dvojcasticové interakcie pritom vzdy mozno popisat parnou funkciou V(x; — x;) = V(x; — x;).
Nasou tlohou bude minimalizovat funkcional E[¢] = (¢p|H|y). V II1.5 ukazeme, ze pokial sa
obmedzime na stavy |a) = |ao) s fixovanym priemetom spinu o =7,|, potom Hartreeho-Fockove
orbitaly sii rieSeniami nasledovnej efektivnej Schrédingerovej rovnice

’HgIF‘pOcU(X) = EaUQOaJ(X)- ‘ (11)

Rovnica (11) sa nazyva Hartreeho-Fockovou rovnicou. Efektivny hamiltonian Hf pritom na
vlnova funkciu ¢, (x) posobi nasledovne:

Hprppo(x) = [h(x) + Vi (x)] o (x) — / A’y v (%,¥)¢a(y)-

Potencial Vi (x) sa nazyva Hartreeho potencial a v,(x,y) je hustotou tzv. vymenného (Foc-
kovho) potencialu. Riegenie efektivnej SchR je komplikované faktom, Ze tieto potencidly nie st
vopred zname a treba ich uré¢it zo znalosti vinovych funkeii @ (x):

Vir(x) = /dByV(x VD leac @ ve(xy) =D e V(X = ¥)Pao(x),

[e7ea

kde sumécia sa vedie cez obsadené jednocasticové stavy. Hartreeho potencial mé zrejmy fyzikalny zmy-
sel: je to priemerny potencial, ktorym vSetky cCastice posobia na studovantu ¢asticu. Na druhej strane,
vymenny potenciél, ktory vo vSeobecnosti zavisi od priemetu spinu, reprezentuje kvantovomechanickt
korekciu, ktora objavil Fock, a ktord nema klasicky anal6g. V8imnime si, Ze vymenny potencidl je
nelokalny, t.j. vysledok pdsobenia operdtora na vlnova funkciu ¢, v bode x zavisi od hodnot vinovej
funkcie p, v celom priestore. Hartreeho-Fockove rovnice mozno obvykle riesit iba numericky, najcastej-
Sie iterativnou metédou: postuluj sadu N orbitdlov — vypocitaj potencidly — vyrie§ Schrédingerovu

26Pricom samozrejme musi byt M > N. V skuto¢nosti sa vo vieobecnom pripade daji ocakavat dobré vysledky iba
pre M > N.

2"Obvykle je operator h(x;) su¢tom kinetickej energie i-teho elektronu a jeho potencialnej energie vo vonkajSom poli
budenom napr. jadrami. V;; st obvykle coulombovské elektron-elektronové interakcie medzi elektréonmi ¢ a j.
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rovnicu a uréi novd sadu N orbitalov. Tento cyklus treba opakovat dovtedy, kym sa nedosiahne kon-
vergencia, t.j. kym sa sada N orbitdlov neprestane menit.

Volba jednocasticovyjch orbitdlov
Pri riesent self-konzistentného problému (11) obvykle predpokladame, ze zdkladnym stavom mnohocas-
ticového systému je taky Slaterov determinant, ktory je vytvoreny z prvych N stavov ¢,, s najnizsimi

energiami €ag- 22

Koopmansova veta

V IT1.5 ukéZeme, 7e vo velkych systémoch s mnohymi ¢asticami, v ktorych vloZenie alebo odstranenie
jedného elektrénu podstatne nemeni tzv. self-konzistentné potencidly Vi a v,, mé vlastna energia €.,
v efektivnej Schrodingerovej rovnici (11) vyznam energie elektronu v stave @q,. Inymi slovami, ak
chceme do §tudovaného velkého systému pridat elektron v stave ., potom sa energia systému zvacsi
0 €ao-

Zdvereénd pozndmka

Hartreeho-Fockova aproximacia ndm umoziiuje pozriet sa na interagujuci systém Castic ako na systém,
v ktorom neinteragujice Castice obsadzuju sadu self-konzistentnych jednocasticovych orbitalov. Cely
nas doterajsi vyklad bol teda implicitne vedeny v tejto aproximacii.

Cvidenia

1. Najdite vlastné stavy jednorozmernej bez¢asovej Pauliho rovnice Hp(z) = ep(z) pre spinor ¢(z), popisujiicej elektron
pohybujici sa po priamke v smere osi z v priestorovo premenlivom magnetickom poli B = B(cos ¢z, sin gz, 0). Pozri aj
1.23.

2. Predpokladajme, ze kazdy z ortogonélnych jednocasticovych orbitalov ¢(x) a x(x) je obsadeny jednym elektrénom
(so spinom hore alebo dole). Ukazte, Ze vlnova funkcia dvojelektronového systému sa da zapisat ako sic¢in symetrickej
orbitalnej a antisymetrickej spinovej vlnovej funkcie (jeden stav, singlet), alebo ako sdi¢in antisymetrickej orbitalnej a
symetrickej spinovej vlnovej funkcie (tri stavy, triplet), pozri aj 1.24.

3. Ukazte, ze celkovy spin singletu a tripletu z dlohy 2 je S =0, resp. S = 1.

4. Predpokladajte, Ze elektrony z tlohy 2 sa coulombovsky odpudzuji a ukazte, Ze energie singletu a tripletu sd rozne.
Zaved'te operatory spinu S; a Sy pre elektrony 1 a 2. Ukazte, Zze energiu Styroch spinovych stavov z tlohy 2 moZno
popisat efektivnym spinovym hamiltonidnom H.g = Fo — 2AS: - Sz a najdite parametre Ey a A, pozri aj 1.24.

5. Dvojcasticovy stav, v ktorom elektrony so spinmi hore a dole zapliiaji ten isty orbital (x), zapiste v tvare z tlohy 2
a aj ako Slaterov determinant. Stavy z tlohy 2 zapiSte ako Slaterove determinanty alebo ich kombinécie. V ktorych
pripadoch sta&i jeden Slaterov determinant?

6. Atom hélia (t.j. dva navzajom interagujtce elektrony v externom pritazlivom poli jadra) modelujme jednorozmernym
hamiltonidnom H = —% (% + %) + %K (mf + x%) - %k (z1 — x2)2, v ktorom prvy ¢len popisuje kinetickd energiu
elektréonov, druhy ¢len popisuje interakciu elektréonov s jadrom v bode x = 0 a treti ¢len popisuje vzajomné odpudzo-
vanie elektronov. Ziadajte, aby K > 2k (preco?). Najdite orbitalne vlnové funkcie (z1,22) vietkych vlastnych stavov
(hamiltonian prepiste ako sumu nezavislych harmonickych oscilatorov). Uréte celkovy spin zakladného stavu. Ukazte, ze

vlnova funkcia zakladného stavu v priblizeni Hartreeho-Focka je ina, ako vlnova funkcia presného zakladného stavu.

6 Coulombovsky plyn elektrénov

V tejto prednagke budeme sktmat tzv. model Zzelé, t.j. plyn elektronov s koncentriciou n, ktoré sa
hybu v homogénne rozlozenom kladnom néboji s hustotou ndboja +ne a interaguji coulombovskymi
silami jednak s kladne nabitym pozadim, ako aj navzajom. Chceme totiz preskimat doésledky elektron-
elektréonovych interakcif v najjednoduchsom moznom kontexte, t.j. napriklad bez komplikacii spojenych
s periodickym rozmiestnenim jadier. O¢akavame, Ze ziskané vysledky zostanu kvalitativne platné aj v
realistickej$ich situéciach.

28V II1.5 uvidime, Ze tato volba nie je o¢ividnou, pretoZe energia mnoho€asticového systému nie je sictom energii €40
obsadenych stavov.
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Ukazeme, %e na husty coulombovsky plyn elektrénov mozno nazerat ako na sadu takmer volnych
elektronov so slabymi (tienenymi) efektivnymi interakciami. Ukdzeme d'alej, ze hlavnymi kvalitativnymi
dosledkami interakeii je existencia kolektivneho modu (plazmoénov) a konecnost doby Zivota elektronov.

Husty coulombovsky plyn
V elektrénovom plyne s hustotou n pripada na jeden elektrén objem n~!, ktory si predstavme ako gulu

s polomerom 7, pri¢om musi platit %m"g’ = n~!. Teda typicka vzdialenost medzi najbliz&imi elektronmi

29 K2

——> bola vicsia nez coulombovska interakcia
0

Amegh?

medzi susednymi elektrénmi ﬁ. Tak dostaneme podmienku ro < ap = =%, kde ap je Bohrov

polomer. Teda éim je elektrénovy plyn hustejsi, tym je vplyv coulombovskych interakcii voéi kinetickej
energii zanedbatelnejsi! Ak zavedieme bezrozmerny parameter ry = % ako podiel ry a Bohrovho

polomeru ap, tuto podmienku mozno pisat v tvare

V limite 7y < 1, ktorou sa v tejto prednaske budeme zaoberat, by preto malo byt mozné studovat cou-
lombovsky plyn pomocou poruchovej teérie, kde za poruchu berieme coulombovské interakcie. Tento
program bol zrealizovany v teérii Gell-Manna a Bruecknera. My sa obmedzime iba na kvalitativny opis
javov. Zaroven pripominame, ze rg v redlnych kovoch je obvykle v rozmedz{ 1.8 < ry < 5.6. Preto nie je
o¢ividné, Ze tedriu slabo interagujiceho plynu mozno pouzit. Porovnanie s experimentom v8ak ukazuje,
ze vysledky, ktoré budeme prezentovat, pomerne dobre opisujd elektrénové vlastnosti jednoduchych
kovov.

jero- Ziadajme, aby typicka kineticka energia elektrénu

Dielektricka funkcia (relativna permitivita)

Predpokladajme, Ze do elektrénovej kvapaliny zvonka vlozime budiacu ndbojova hustotu s ¢asopriesto-
rovym priebehom do(r,t) = 5Qqeiq'r*"‘*’t a s malou amplitidou.?® Harmonicky ¢asopriestorovy priebeh
budenia do(r,t) sme zvolili z toho dovodu, ze podla 1.21 odozvu na takéto budenie mozno popisat
jednoduchym algebraickym vztahom.

Budiaca nabojovéa hustota do(r,t) je zdrojom externého pola, ktoré silovo posobi na elektréonova
kvapalinu a v linearnom pribliZeni v nej vyvola vznik tieniacej ndbojovej hustoty Qgeiq'r*m s tou
istou frekvenciou a vlnovym vektorom. Preto celkovd nabojova hustota v systéme bude oqe , pri-
com 0q = 00q + 0g- Celkovy elektrostaticky potencidl generovany externym nébojom bude Pge ATt
kde ¢4 je dané Poissonovou rovnicou

iq-r—iwt

Qq
bq = ) 12
q €0 q2 ( )
Ten isty potencial ¢pq moézeme chapat aj ako dosledok budiacej nabojovej hustoty s amplitidou doq
v médiu s tzv. pozdlznou dielektrickou funkciou (v elementarnych textoch tiez nazyvanou relativnou
permitivitou, pozri tiez link “zakladné pojmy”) € (q,w), ktord zavisi od frekvencie a vinového vektora:
d0q

%= G -

V&imnime si, ze znalost dielektrickej funkcie ndm umozni predpovedat polia budené externymi nabojmi
v elektrénovej kvapaline.

Dielektricka funkciu (t.j. relativnu permitivitu) budeme pocitat zo vztahu €| (q, w) = 6@%, ktory
vyplyva z porovnania vztahov (12) a (13). Oc¢akévame, Ze pre malé budiace naboje budu tieniace naboje
0 linearne imerné celkovej nabojovej hustote oq:

0q = —a“(q,w)oq; (14)
kde sme zaviedli tzv. elektrickii susceptibilitu a®(q,w) elektronovej kvapaliny. Kedze dielektricka
funkcia je dand vztahom € (q,w) = %, dostavame napokon vyraz

eH(va> =1+a°(qw).

b 2.2
9Podla 1.12 je totiz stredna kineticka energia elektrénov vo Fermiho guli %EF ~ %

kF ~ 7‘0_1.
30Nabojova hustota o(r) sivisi s hustotou elektronov p(r) prostrednictvom vztahu o(r) = —ep(r).

a z rozmerovych dovodov
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Obr. 11: VIavo: teplotna zavislost tlaku v idedlnom fermiénovom plyne. Pre teploty 7' > er dostavame klasickt
predpoved p = nT, ale pre T < eF tlak zostava (kvoli Pauliho vylucovaciemu principu) koneény aj pre T — 0. Vpravo:
Plogné sily posobiace na objemovy element elektrénovej kvapaliny.

Susceptibilita elektréonového plynu

Tlak v hustom plyne elektronov

Najprv ukdzme, Ze v hustom plyne elektrénov pri nulovej teplote existuje kone¢ny tlak. Nech hustota
elektrénového plynu je n. V 1.12 sme ukézali, ze pri nulovej teplote elektréony obsadia stavy vo Fermiho

guli s polomerom kr = (372n)'/3, kde kg je Fermiho vlnovy vektor. Kineticka energia elektronov na
21.2

povrchu Fermiho gule (tzv. Fermiho energia) je ep = h’QZF a ich rychlost (tzv. Fermiho rychlost) je

vp = hk’WF Celkova energia hustého Fermiho plynu N elektrénov v objeme V je dobre aproximované
jeho kinetickou energiou F = %N er. Preto vo Fermiho plyne existuje aj pri nulovej teplote koneény
tlak (pozri obrézok 11):

5  2m  V2/3

B <aE(N, v>> 0 (3 h2(3m2)?/3 N5/3> 2E 2
oV N oV N
Tento tlak je dosledkom Pauliho vylucovacieho principu a jeho velkost zévisi od hustoty elektrénov
podla p o n°/3. Z konetnej stlacitelnosti elektronového plynu vyplyva koneéna rychlost zvuku v
hypotetickej nenabitej elektronovej kvapaline

2o Llop _5p _ vp

* mdn 3mn 3

Pohybovd rovnica pre ndbojovi hustotu
Lokalnu hustotu celkového naboja systému elektrony + ionové pozadie budeme oznacovat ako o(r). In-
dex e nam pripomina, ze lokalna hustota naboja je v modeli zelé nenulova iba vd’aka pohybu elektrénov.
V tomto odstavei skonstruujeme klasicku (nie kvantovi) pohybova rovnicu pre ndbojova hustotu. Da
sa ukézat, ze v dlhovlnnej limite st nase makroskopické tivahy v zhode s komplikovanejsimi kvantovymi
vypodtami. Zaénime s tym, Ze nabojova hustota ¢°(r) musi spliat rovnicu kontinuity:

00°
ot

+V-j=0, (15)

kde j¢ je pradova hustota elektrénového ndboja. Pritom plat{ j¢ = p*v &~ —nev, kde v je lokdlna driftova
rychlost elektrénov.3! Skiimajme teraz pohybovt rovnicu pre malé vychylky objemového elementu
AV = (Ax)3, ktory obsahuje AN = nAV elektrénov. Pre vychylky v smere osi o dostaneme

dv v
Ade—: = —ANm—= — ANeE, — [p(z + Az) — p(x)] (Az)?
T
Prvy ¢len na pravej strane obsahujuci relaxacény ¢as 7 popisuje “trenie” elektrénov o necistoty a kmity
mriezky, druhy ¢len je Lorentzova sila v pritomnosti lokalneho elektrického pola E a posledny ¢len po-
pisuje silové pdsobenie susednych elementov na zvoleny element, pozri obréazok 11. Tento ¢len mozno

31V druhej rovnici sme nabojovt hustotu elektronov ¢°(r) aproximovali jej strednou hodnotou —ne, pretoZe korekcie
k tomuto vyrazu by boli radu vZ, kym v teorii linearnej odozvy pracujeme iba s presnostou do radu v. Z tych istych
dovodov v dalsom vyklade odhadneme AN pomocou strednej hustoty elektronov n.
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P . _ op __ Op On . , . . .
upravit nasledovne: [p(z 4+ Az) — p(z)] = Azgl = AzgE 5. Po jednoduchych tpravach mozno napo-

kon pohybovii rovnicu pisat v tvare3?
0j° j¢  mne? 9o e
R O (16)

Ak vezmeme divergenciu pohybovej rovnice (16) a vyuzijeme rovnicu kontinuity (15), dostaneme hla-
danu pohybova rovnicu pre ndbojova hustotu elektrénov

1 0\ 00 409 . ne?
<T+m>at—%V9 o

kde sme vyuzili, zZe V-E = %, kde o(r) je celkova nabojova hustota. Fourierovou transforméciou tejto

rovnice a porovnanim vysledku s defini¢nym vztahom (14) dostaneme vysledok pre susceptibilitu

wp
O[e 5 w) = B )
@) = S —wwt )
kde sme zaviedli oznadenia v = % a wg = ;ﬁf; Pre dielektricki funkciu potom plati
(qw) =1+ “) (17)
NG = v2g? —w(w + i)

Pripominame, ze vysledok (17) pre dielektrickta funkciu sme dostali z makroskopickych uvah. Pre dl-
hovlnné procesy ¢ < kr je vSak kvalitativne spravny.

Plazmoény
7 rovnice (13) vyplyva, Ze spontanne pozdizne kmity elektréonovej kvapaliny, t.j. nenulovy potencial
¢q pri nulovom budiacom néboji §oq, st mozné, ak €(¢,w) = 0. V dlhovlnnej limite ¢ = 0 ma

tato rovnice rieSenie w ~ wy, kedze obvykle w, > ~. Tieto kmity volame plazmové, frekvenciu wy,
nazyvame plazmova frekvencia a kvantd plazmovych kmitov volame plazmoény. Typicka energia
plazmoénov hw,, je niekolko eV. Energiu plazménov mozno experimentalne urcit meranim energetickych
strat vysokoenergetickych castic, pozri cvicenia.

Plazmoén patri medzi tzv. kolektivne médy, t.j. kolektivne oscilacie ve[kého poctu elektrénov.
Kolektivne mody st pritomné iba v systémoch s interakciami. Okrem oscilacii hustoty (t.j. plazmoénov)
boli v elektronovom plyne pozorované napriklad oscilacie magnetizacie (tzv. paramagnony).

Tienenie

Teraz presktumame, ako vyzerd potencidl budeny bodovym nabojom do(r) = Qd(r) vlozenym do cou-
lombovského plynu elektrénov. Budeme postupovat v troch krokoch. V prvom kroku budiaci naboj
vyskladame z rovinnych vin:

do(r) = /d3q59 elar
(2m)3 7% 7

kde dpq = [ d3réo(r)e 9T = Q. V druhom kroku pre kazdy vinovy vektor q pouzijeme defini¢ny vztah

(13) pre vypocet Fourierovej komponenty ¢4 potencialu vybudenej komponentou doq. KedZze staticka
2

dielektricka funkcia ma podla (17) tvar €(g,0) = 1+ ’;—g, kde k1 = Z—; je tzv. Thomasova-Fermiho

tieniaca dizka, dosadenim do (13) dostaneme vysledok

B Q
0= @R

320pat podotykame, Ze na Iavej strane by mala namiesto parcialnej derivicie podla Gasu vystupovat totalna derivacia,
pre ktoru plati % = % + v - V. Pre malé driftové rychlosti v vS§ak mozno ¢len v - Vj¢ zanedbat, pretoZe je druhého radu
podla v.
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V tretom kroku z Fourierovych zloziek ¢4 spatne vyskladame potencial ¢(r) budeny rozlozenim naboja
So(r). Tak dostaneme tzv. Yukawov potencial®

3 00
QS(I') — / (d q Q iqr __ Q dqq wqr Q e—ksr.

27)3 eo(q? + k?)e Am2eori J_oo G2+ kge  dmeor

Ukazali sme teda, 7e potencial bodového naboja je tieneny. Tieniaca dlzka k! ma v beznych
kovoch hodnotu niekolko angstromov. Treba v8ak podotknit, Ze hoci predstava o tieneni potencidlu
je kvalitativne spravna, presnejsia analyza ukazuje, Ze tieneny potencial klesa k nule pomalsie ako
Yukawov potencial. Tieniaca nabojova hustota pritom neklesa exponenciélne, ale (na velkych vzdiale-
nostiach od poruchy) vykazuje pomalgie klesajuce tzv. Friedelove oscilacie:!

cos 2kpr
(kpr)3

Stoji za zmienku, ze v okoli primesi teda existuja oblasti, v ktorych sa nahromadi indukovana nabojova
hustota s rovnakym znamienkom, aké mé externy naboj! Velmi podobny jav sa pozoruje pri magnetic-
kom tieneni magnetickej primesi: znamienko tieniacej magnetizacie osciluje so vzdialenostou od primesi
a tento jav sa vyuziva napriklad v magnetorezistivnych ¢itacich hlavach magnetickych paméti.

0°(r) o

k3

N

0
k

p+q
.

Obr. 12: Rozptylovy proces, ktory spésobuje kone¢nost doby Zivota elektréonu s hybnostou k.

Doba zivota kvazicastic

Napokon preskiimame otazku, ¢ elektron v stave s hybnostou k a spinom ¢ s urcitostou zotrva v tomto
stave. Odpoved na tato otézku je zjavne zaporné. Skimajme napriklad pripad, kedy k& > kp. Vtedy
sa skimand Castica mdze zo stavu k, o rozptylit do stavu k — q, o pri sicasnej excitacii elektronu zo
stavu p, o’ z Fermiho mora do neobsadeného stavu p + q,0’ mimo Fermiho mora. V stave p, o’ tak
vznikne tzv. diera, ktord spolu s ¢asticou v stave p + q, ¢’ vytvara vzbudeny casticovo-dierovy par,
pozri obrazok 12. Dobu zivota elektrénov budeme poéitat pomocou Fermi zlatého pravidla

1 2

— = % I Hi i) 5By — ),
f

kde Hiyy je operator tienenej coulombovskej interakcie medzi elektronmi. |i) je (mnohocasticovy) pocia-
toény stav systému s energiou E;, za ktory zoberieme plne obsadené Fermiho more a jeden dodatocény
elektron v stave k, 0. | f) je (mnohocasticovy) konecny stav systému s energiou Ey. Ide o Fermiho more
s dierou v bode p, o’ a dvomi dodato¢nymi elektronmi v stavoch k — q, 0 a p + q,o’. Viimnime si, Ze
v procese zrazky sa celkovd energia systému nemeni, t.j. £; = Ey. Da sa ukazat (pozri cvicenia), Ze
maticovy element mozno pocitat nasledovne:

) 1
<f|Hint’Z> = 9 (Vqs - 5UU/Vlf—p—q) ’ (18)
kde V je Fourierova transformécia tienenej coulombovskej interakcie. Preto doba Zivota elektronu je
1 2w
e Y D+ (Vg = Kepoa)] D Sl = fora)(1 — fiea)d(Era + Epra — & — i),
q P

Tk

33V prvom kroku sme integral poéitali prechodom do sférickych siiradnic a explicitnou integraciou cez uhly. Druht rov-
nost mozno ukazat rozSirenim premennej ¢ do komplexnej roviny a doplnenim integra¢nej drahy o poloblik v nekone¢ne
v hornej polrovine.

34Friedelove oscilacie si dosledkom neanalytického spravania kvantovomechanicky potitanej dielektrickej funkcie
€(q,0) pre ¢ = 2kr, pozri napr. IV.9. Elegantné alternativne vysvetlenie pomocou Friedelovho sumac¢ného pravidla
moZno najst napr. v knihe Ziman: Principles of the Theory of Solids.
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kde Fermiho-Diracove distribu¢né funkcie zarucuju, ze stav p je obsadeny a stavy p+q a k — q st
volné. Delta funkcia zabezpecuje zachovanie energie v zrazke (vSimnime si, ze zachovanie hybnosti
je tiez automaticky splnené). Dva ¢leny v hranatej zatvorke pochadzaji od rozptylu na Casticovo-
dierovych paroch so spinmi 0/ = —0 a 0’ = 0.

V dalsom vyklade budeme predpokladat, Ze hybnost k sa nachadza tesne nad Fermiho plochou.
KedZe Fermiho energia kovov je obvykle niekolko €V, pre tepelne excitované elektrony pri izbovej
teplote je tento predpoklad dobre splneny. D4 sa ukézat, Ze v tomto pripade zavisi doba Zivota od
teploty a excitacnej energie podla vztahu

:( o (7T)? + (e — ep)?. (19)

Ak totiZ zavedieme nové hybnosti k' =k — q a p’ = p + q a od sumaécie cez dvojicu hybnosti p, q prejdeme k sumécii
cez trojicu hybnosti p, p’ a k’, pri¢om dodato¢nii suméaciu eliminujeme delta funkciou Ziadajticou zachovanie hybnosti v
zrazke, k' +p’ = k + p, pre pravdepodobnost rozptylu dostaneme

1 2m s 2 s s 2
E = hivz Z [(Vk’—k) + (Vk/—k — Vk/—p) ] fp(l — fp/)(l — fk’)d(gk’ —+ Ep/ —€p — 5k)6k/+p’,k+p-
pyplyk/
Vdaka zakonu zachovania energie a pritomnosti Fermiho funkcii potom musia okrem hybnosti k v tesnej blizkosti Fermiho
plochy lezat aj hybnosti p, p’ a k’. Sumy cez hybnosti moZno nahradit integralmi, napriklad

%Z:ﬁ/d?’p:ﬁ/dppz/ds zN(O)/dap/%, (20)

kde v druhej rovnosti sme presli k integrovaniu v radidlnom smere a [ dS, oznatuje uhlovy integral v p-priestore. Kedze
vSetky prispevky pochadzaji od stavov v blizkosti Fermiho plochy, integral v radidlnom smere sme zjednodusili zavedenim
2
hustoty stavov na Fermiho ploche (pre jeden spinovy priemet) N(0) = 27:;# = %
Po takejto nahrade vSetkych sim vo vyraze pre dobu Zivota elektronu mozno separovat integracie cez uhly a cez

energie. Pre integral cez energie napokon dostaneme

(1= fi) [(=7T)? + (ex —er)?] . (21)

N =

Lo [dey [dey [deun st = )0 = fu)dlen + e - 2) =

Vypocet integralu tu nebudeme reprodukovat a uspokojime sa s konstatovanim vysledku. Odvodenie &itatel najde v
dodatku A prace P. Morel and P. Noziéres, Phys. Rev. 126, 1909 (1962). Pri nulovej teplote je vSak vypocet elementarny.
Zavedenim premennych £ = & — ep totiz pre £ > 0 dostaneme

[t [Taey [T acustere g = [ as ["dey [ acosres e = [Cag [T g =1

Rovnica (19) ukazuje, ze ak teplota je nulova, potom pravdepodobnost rozptylu elektrénu za jed-
notku ¢asu % klesa k nule pri priblizovani hybnosti k k Fermiho ploche, t.j. v limite ¢ — ep. Podla
Heisenbergovho principu neurditosti v8ak kone¢na doba Zzivota Castic znamend kone¢nt neurcitost ich
energie dgy ~ % Ale pretoze i o (e — ep)?, neurcitost energie elektrénov v tesnej blizkosti Fermiho
plochy bude zarucene mensia, nez ich excita¢né energia € — ep. Jednocasticové excitacie s malou
excitacnou energiou su teda dobre definované. Toto pozorovanie je zdkladom Landauovej teodrie
Fermiho kvapalin, ktord hovori, Ze nizkoenergetické excita¢né spektrum kovov sa napriek existencii
silnych coulombovskych interakcif medzi elektréonmi podoba na spektrum neinteragujtceho elektréono-
vého plynu.

Na druhej strane, vysledok —~

7(er)
teplotach je amerna T2.%% V kovoch so silnymi elektron-elektrénovymi interakciami bol tento vysledok

experimentalne potvrdeny. Pri vysokych teplotach je prispevok od elektrén-elektrénovych interakceif
k rozptylu elektronov obvykle zanedbatelny vo&i rozptylu elektronov na fononoch, o ktorom budeme
hovorit neskor.

o« T? znamena, Ze teplotne zavisla ¢ast odporu kovu pri nizkych

35Tu je namieste ista opatrnost. Pri rozptyle elektronov z po&iato¢nych stavov k a p do koncovych stavov k' a p’ sa
prad zmeni o v/ + vpr — vk — vp. Dé sa ukazat, Ze pri vypocte transportného relaxa¢ného ¢asu rolu faktora 1 — cos6
(pozri prednasku 4) hré faktor (vis + vy — Vic — vp)?. Pre elektrony s kvadratickym disperznym zakonom viak zo zakona
zachovania hybnosti k' + p’ = k 4+ p vyplyva vir + vy — vik — vp = 0, ¢iZe elektron-elektronové rozptyly v takomto
pripade nesposobuji odpor. Av8ak pre elektrony s realistickymi disperznymi zakonmi je odpor konec¢ny.
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Cvicéenia
1. Odhadnite parameter s pre plazmu vodivostnych elektréonov medi a pre dvojrozmerny elektrénovy plyn, v ktorom
bol objaveny kvantovy Hallov jav (pozri cvifenia k prednagke 3).
2. Tieniacu dizku k' porovnajte so vzdialenostou medzi elektréonmi 7.
3. Ako sa zmeni vyraz (17) pre dielektricka funkciu elektrénového plynu s koncentraciou n, ak namiesto teplot T < ep
budeme skimat vysoké teploty T' > er? Ako sa zmeni tieniaca dizka?

h22 a egiu zohladnit aj teplotu 7. V dvojrozmernom fa-

mrg

zovom priestore (ro,T’) nacrtnite oblasti, kde dominuji jednotlivé §kily. Ktora oblast zodpoveda klasickej slabo viazanej

4. Pri konecénych teplotach musime okrem energetickych gkal

plazme?
5. Energetické straty nabitej Castice letiacej s (velkou) rychlostou v cez elektronovi plazmu si mozno predstavit ako
postupné odovzdavanie kvant hybnosti do plazmy. Da sa ukazat, Ze pravdepodobnost odovzdania kvanta hybnosti hq za

1

]. Pomocou vztahu 17 ukazte, Ze vyraz pre — preto moZno interpretovat

jednotku asu, =, je Gmernd —Im [ L
Ta q a

—1
€ (a,v-q)
ako Fermiho zlaté pravidlo pre rozptyl na dlhovlnnom plazmoéne.

6. Vo formalizme druhého kvantovania dokazte vysledok (18). VyuZite, Ze interakcia V°(r) je parna.

7 Wignerov, Mottov a Hubbardov prechod kov-izolant

V tejto prednaske ukazeme, ze podobne ako systém atomov alebo molekul, aj systém elektronov (“elek-
tronova hmota”) sa pri zmene pomeru medzi potencidlnou a kinetickou energiou moéze nachéadzat v
roznych fazach. V predoglej predniske sme popisovali vlastnosti elektronovej hmoty v limite slabych
interakcii, kedy elektrony vytvaraju plynni fazu. V tejto prednéske budeme skumat elektrénovi hmotu
v limite silnych interakcii. Uk&dZeme, 7Ze radikdlnym dosledkom silnych elektron-elektrénovych interakeif
je lokalizacia elektronov. Féazy s lokalizovanymi elektronmi su nevodivé, t.j. ide o izolanty. Presktimame
tri pribuzné, ale nie totozné typy prechodu kov-izolant.

Wignerov prechod kov-izolant

V tomto odstavci popiSeme prechod kov-izolant v modeli zelé. V predoslej prednaske sme ukéazali,
ze coulombovské interakcie medzi elektrénmi mozno chapat ako mald poruchu ku kinetickej energii,
ak je plyn elektréonov dostatofne husty. Ak je plyn elektréonov riedky, mame do ¢inenia s opacnou
situdciou: kinetické energia je malou poruchou ku coulombovskej energii. V takejto situécii je prirodzené
oCakévat, Ze elektronova hmota skrystalizuje. V nasledujucom vyklade budeme prezentovat odhad
energie zakladného stavu kryStalickej fazy elektronov, tzv. Wignerovho krystalu.

Skumajme pohyb jedného elektronu vo Wignerovom krystali. Polygonédlnu elementarnu bunku krys-
talu, v ktorej je skiimany elektréon uvizneny, nahradime gulou s rovnakym objemom a polomer tejto
gule oznacime rg. Vnutri tejto gule sa skiimany elektréon hybe v homogénne rozlozenom kladnom néboji
ibnového pozadia s celkovou velkostou e. KedZe kazdé polygonalna elementarna bunka nesie nulovy cel-
kovy naboj, budeme dalej pre jednoduchost predpokladat, 7ze mimo skiimanej gule je celkova nabojova
hustota identicky nulova, pozri obrazok 13.

r

Obr. 13: VIavo: kladne nabita gul ova dutina vnttri nenabitého pozadia, zobrazeného srafovanim. Vpravo: elektrostaticky
potenciidl homogénne nabitej gule.

Energiu zékladného stavu krystalu pripadajicu na jeden elektrén % odhadneme ako celkovii energiu
skamanej gule. T4 pozostava z coulombovskej energie iébnového pozadia €4, t.j. energie homogénne
nabitej gule s polomerom rg, a energie € elektrénu pohybujiceho sa v potenciéli generovanom pozadim,
v B
Clize 7 = €4 t+ €.
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Pri vypocte coulombovskej energie iénového pozadia €4 si najprv uvedomime, Ze elektrostaticky

potencial homogénne nabitej gule s celkovym nédbojom e a polomerom rg je % = %(3 — %) pre r < rg
a%:%‘)prer>ro,kde¢>0:

e
dmegro

36 Energiu i6nového pozadia potom moZzeme podcitat nasledovne:

3 € 1.2

= — = 763
54megro T

€y = ;/d?’rqb(r)n = 27mne /OTO d?“ngb(r)

kde v poslednej rovnosti sme pouzili tzv. atémové jednotky, t.j. dlzku meriame v jednotkach Boh-
rovho polomeru ap a energiu v jednotkich g, pozri dodatok.

-0.05

E/NEg

-01

Obr. 14: Energia zékladného stavu modelu zelé ako funkcia r,. Plna Ciara: energia plynnej fazy v priblizeni Hartreeho-
Focka (23). Ciarkovana ¢iara: odhad energie Wignerovho krystalu (22).

Energiu € dostaneme ako energiu zakladného stavu elektronu, ktory je popisany hamiltonidnom

h? 1 3e?
H=—-—V?—ep(r) = ——V?+ —muwir® — ¢
2m m

Smegro’

kde druhy vyraz plati pre r < rg. Teda, az na konstantu, hamiltonian mozno interpretovat ako sucet

. . 14 . s . . 2
harmonickych oscildtorov v smeroch z, y a z s rovnakymi frekvenciami wg = m. Ak predpokla-
0
37

dame, ze vlnova funkcia elektronu je s dobrou presnostou lokalizovana vnutri gule s polomerom ry,
potom energia zdkladného stavu elektrénu bude dana vztahom

3 3e? 3 3
c 90 ’megTro Lf/? rs] B

Preto nas odhad celkovej energie % = g4;+¢ zékladného stavu modelu zelé vo faze Wignerovho krystalu
pripadajica na jeden elektrén dava

E 1.8 3
Nep N Ts TE/Q‘

(22)

Na druhej strane, v I11.7 odvodime nasledovny vysledok pre energiu zdkladného stavu plynnej fazy
modelu Zelé v priblizeni Hartreeho-Focka:

E 221 0916

= 23
Neg r2 Ts (23)

V&imnime si, Ze coulombovské interakéné energia, t.j. clen Gmerny %, maé niz§iu hodnotu v krystalickej
faze ako v plynnej faze. Na obr. 14 porovnavame odhad energie Wignerovho krystélu (22) s energiou
coulombovského plynu v priblizeni Hartreeho-Focka (23). Ako sa dalo ¢akat, energia Wignerovho krys-
talu je pri velkych rg niz&ia nez energia coulombovského plynu. KedZe priesetnik oboch kriviek sa

36Tento vysledok najlahiie odvodime vypoétom elektrického pola E vo vzdialenosti » pomocou Gaussovej vety a
uvaZzenim, ze E = —V¢.
3"Tento predpoklad je splneny pre rs > 1, pozri cviCenia.
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nachadza v oblasti s ~ 1, ani jednému z odhadov tu nemozno verit. Podla numerickych simulacii je
Wignerov krystal stabilny iba pre ry > 106, pozri napr. 1V.9.38

Mottov prechod kov-izolant
V tomto odstavci preskiimame elektrické vlastnosti kremika dopovaného fosforom; tento systém budeme
oznacovat Si:P. Fosfor je atém s o jednotku vic¢sim poctom proténov aj elektréonov ako kremik. Pri
malej koncentracii fosforu je rozumné Studovat jediny primesny atéom fosforu v idedlnej kremikovej
mriezke. V 1.19 sme ukazali, ze (obélkova) vlnova funkcia pre nadbyto¢ny elektron vytvori vodiku
podobny viazany stav okolo primesného atomu s efektiviym Bohrovym polomerom (pozri dodatok)
mes Aepesh?

ap = ap

Sap = —— 35— ~3.2x 107" m,
m mre

kde €5 = 12 je staticka relativna permitivita nedopovaného kremika a m* = 0.2m je efektivna hmotnost
elektronov vo vodivostnom pése.?? Pri dostato¢ne nizkych koncentraciach fosforu je preto systém Si:P
izolujaci, t.j. v limite nizkych teplét jeho odpor diverguje. Experimenty ukazujd, Ze pri zvySovani
koncentracie fosforu zostava Si:P pri nizkych teplotach izolujacim az po kriticka koncentraciu n, ~
3.7x10%**m~3. Pri nadkritickych koncentraciach fosforu sa Si:P sprava ako kov, t.j. systém je vodivy aj v
limite nizkych teplot. Prechod medzi izolujticim a kovovym stavom systému Si:P nazyvame Mottovym
prechodom. V dalsom vyklade objasnime Mottov pristup k prechodu kov-izolant v Si:P. Alternativny
pohlad na Mottov prechod prezentujeme v 111.9.

Skumajme kovovu fazu s (velkou) koncentraciou elektréonov n. Ak tienenie elektréonovym plynom
dopovanych elektrénov popiseme v Thomasovom-Fermiho priblizenf a ak naviac uvaZime tienenie vna-
tornymi elektrénmi, pre staticka relativnu permitivitu dostaneme

w2
6(C]’())Zl_'_olcore_’_ P’
l v2¢?
kde wg = n’;‘f; a vy = \/rg’; - s parametre popisujice plyn dopovanych vodivostnych elektrénov. Ak

dalej uvazime, Ze staticka relativna permitivita nedopovaného kremika je e, = 1 + "¢, dielektrickna

2
funkciu mozeme zapisaf v tvare €|(q,0) = € (1 + %), kde

2 1/3 1/3 1/3
B2= 2y <3> D ~3.939" (24)

5 €2 T a’ ay

V tomto priblizeni teda podla prednagky 6 atom fosforu generuje yukawovsky tieneny potencial. Preto
(efektivny obéalkovy) hamiltonian pre pohyb vodivostného elektronu v tienenom poli primesného atému
ma tvar ) )
e, e

. —ksr.
2m* dmegesr

Himp = — (&
Pre velké koncentrécie primesi (a teda aj vodivostnych elektronov) je tieniaci vinovy vektor ks velky
a posobenie primesnych atémov na vodivostné elektréony je slabé. V takom pripade bude mozné vplyv
primesnych atémov zahrnat poruchovou teériou.

Pri znizovani koncentracie vodivostnych elektrénov n tieniaci vilnovy vektor kg klesi. Mott navrhol,
7e prechod z kovovej do izolujucej fazy sa realizuje pri takej koncentréacii elektrénov, pri ktorej sa
zékladny stav Schrédingerovej rovnice Himpt)(r) = et(r) pre obalkovt vlnovt funkciu vodivostného
elektronu meni z delokalizovaného stavu pri velkych n na lokalizovany stav pri malych n. Numerickym
rieSenim mozno ukazat, ze zakladny stav tejto Schrodingerovej rovnice sa meni z delokalizovaného na
lokalizovany pri kritickej hodnote tienenia kga}; = 1.19. Ak pouzijeme vyraz (24) na odhad tieniaceho
parametra kg, dostaneme nasledovny odhad kritickej koncentréacie n.:

0.0465
=~ 3

(aj)
38Pre tiplnost spomeiime, Ze podla numerickych simulacii ma v oblasti 50 < r, < 106 feromagneticky kov nizgiu energiu

nez paramagneticky kov, pozri napr. IV.9.
39Pre jednoduchost predpokladame izotrépny disperzny zakon okolo jediného minima vodivostného péasu.

=14 x10**m™3.

e
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Tento vysledok je v rozumnej zhode s experimentom, najmé ak si uvedomime, Ze sme okrem iného
pouzili priblizny opis tienenia a neuvazili sme vplyv ndhodnosti rozlozenia primesnych atémov. Téato
nahodnost by mala viest k dodato¢nej (Andersonovej) lokalizacii elektronov.

Hubbardov prechod kov-izolant

V predchadzajicom priklade dopovaného kremika pri lokalizacii elektrénov hraji tilohu nielen elektron-
elektronové interakcie, ale aj neusporiadanost. V tejto casti ukdZeme, Ze aj v dokonalych krystaloch
mozno pozorovat javy analogické k Wignerovej krystalizacii v modeli zelé. Zékladnou poziadavkou je
pritom stimeratelnost po¢tu vodivostnych elektronov N a poctu atémovych buniek N t.j. podiel N/N
sa mé dat pisat ako podiel malych celych &isel. V nagich avahach sa obmedzime na pripad N = N,
t.j. predpokladame, Ze na kazdu elementarnu bunku pripadd 1 elektron. f)alej sa pre jednoduchost
obmedzime na pripad, kedy vodivostny pés vznikd preskokmi medzi jedinym typom Wannierovych
orbitalov, t.j. na kazdd elementarnu bunku pripada jediny Wannierov orbital.
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Obr. 15: Vlavo: krystalova Strukttra materidlu LaoCuO4. Krystal je tvoreny vrstvami s chemickym zloZenim
LaO/CuO2/La0 s celkovymi nadbojmi na bunku +/2-/4+. Med je zobrazena plnymi, kyslik prazdnymi a lantin pre-
Glarknutymi gulockami. V strede: Stiepenie 5x degenerovanej hladiny 3d v kubickom a tetragonalnom poli. Vpravo:
Pohl'ad zhora na rovinu CuOs. Do polovice obsadeny pas vznika delokalizaciou 3d,2_,2 orbitdlov medi.

Podla gtandardnej tedrie kovov by nami studovany pripad mal byt zakazdym kovom, pretoZze vo-
divostny pas je zaplneny presne do polovice. Existuja viak materialy, ktoré splitaju nase predpoklady,
a napriek tomu st to izolanty.*® Ako ucebnicovy priklad mozno §tudovat material LagCuQy4 (pozri ob-
razok 15), ktorého dopovanim vznika vysokoteplotné supravodivost. Pasovi strukturu tohto materialu
mozno predpovedaf na zadklade jednoduchych chemickych tvah: lantan bude v stave La3*, ktorého
elektronova Struktira je totozna s inertnym plynom Xe. Podobne kyslik bude v stave O%~ totoznom s
inertnym plynom Ne. Z elektrickej neutrality potom vyplyva, Ze med bude v stave Cu?", t.j. v elektro-
novej konfiguracii 3d”. Vo vakuu by energia vietkych piatich d-orbitalov medi bola rovnaka. V krygtali
vSak maja jednotlivé d-orbitaly rozne energie. Jeden z nich, obvykle oznacovany ako orbital d,2_,z,
ma najvyssiu energiu. Zvysné $tyri d-orbitdly maji nizSiu energiu a st plne obsadené, t.j. je v nich
osem z deviatich d-elektronov medi. Posledny, deviaty d-elektron, obsadzuje orbital d 2.

Teda v kazdej jednotkovej bunke LagCuO4 méame jeden vodivostny orbitéal typu d 2_,2, priom na
kazda bunku pripadé prave jeden vodivostny elektron. Pas, ktory vzniké tunelovanim elektrénov medzi
jednotlivymi orbitalmi typu d,2_,2, by teda mal byt do polovice obsadeny. LagCuQOy je vSak izolant so
zakdzanym pasom zhruba 1.5 eV.

V dalsom vyklade ukaZzeme, ako elektron-elektronové interakcie mozu lokalizovat elektrony v po-
lovi¢ne zaplnenom pése. Ozna¢me energiu tunelovania elektrénov medzi susednymi Wannierovymi
orbitalmi vodivostného pasu ako t. Energiu coulombovského odpudzovania dvoch elektrénov so spinmi
hore a dole, ktoré sa nachadzaju v tom istom orbitali, oznacme U. Coulombovské odpudzovanie medzi
elektronmi v réznych orbitéloch bude omnoho mensie nez U a v nagich tivahach ho moZeme zanedbat.*!

Studujme najprv pripad t > U. Vtedy st vSetky coulombovské interakcie slabé a mozno ich zahrnut
pomocou poruchovej tedrie. Tento pripad zodpovedd takmer neinteragujucim elektrénom, preto je

40Magnetické izolanty, o ktorych sme hovorili v 1.24,25, st typickym prikladom takychto materialov.

41V presnejsej teorii by sme takéto interakcie mohli zahrnit neskor pomocou poruchovej teérie. Keby sme viak studovali
iné stimeratelné zaplnenia ako N = N, museli by sme interakcie na dostato¢ne dlhé vzdialenosti zahrnit do teorie od
samého zaciatku.
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Obr. 16: Obrazok vlavo ukazuje dva mozné typy kvantovych fluktudcii, pri ktorych elektréony z pociato¢ného stavu s
dvojicou obsadenych susednych orbitalov | 1,]) prejdi cez medzistav s parom efektivnych nabojov +e a —e do stavu
| 1,1) (Tavy stlpec), alebo | |, 1) (pravy stipec). Vpravo je zobrazena antiferomagneticka konfiguracia spinov na stvorcovej
mriezke.

vysledny stav kovovy.

V limite U > t budu elektrény prednostne minimalizovat potencidlnu energiu, ¢ize (ak celkom
zanedbame kineticki energiu, t.j. tunelovanie medzi orbitdlmi) v zékladnom stave bude v kazdom
orbitali prave jeden elektréon. Aby v takomto systéme tiekol prud, je potrebné presunut asponi jeden
elektrén z jeho orbitalu do susedného orbitalu. Pri takejto operacii vznikni dva nabité objekty: v
orbitali, do ktorého elektrén skocil, bude efektivny ndboj —e oproti stavu s jednym elektronom. Naopak
v orbitali, z ktorého elektron vyskodil, bude efektivny naboj +e. Po aplikovani vonkajsieho elektrického
pola sa efektivne naboje 4+e a —e mozu volne hybat cez krystal a teda krystal moze viest prad.

Teraz preskimame energiu AFE potrebnii na vytvorenie volnych nédbojov +e a —e. Na vytvorenie
dvojnasobne obsadeného orbitilu treba dodat energiu U, ale na druhej strane moznost skakania efek-
tivnych nabojov +e a —e medzi réznymi orbitdlmi znizuje energiu stavu s volnymi nabojmi oproti
zakladnému stavu bez volnych nabojov o at, kde « je ¢iselny koeficient radu 1, ktory odhadneme v
1I1.7. Preto na vznik vodivého stavu je potrebné dodat energiu

AE =U — ot.

Tato energia musi pochadzat od aplikovaného pola. Pri striedavych aplikovanych poliach bude teda sk-
many material (v jednofoténovom priblizeni) vodivy pre striedavé prudy s frekvenciou w > w. = AE/h,
kym pre pridy s frekvenciou w < w. bude material izolujuci. Pri klasifikicii materidlov na kovy a izo-
lanty néas v8ak zaujima ich vodivost v limite w — 0. V bode prechodu medzi kovovym a izolujicim
stavom teda musi platit AE = 0, t.j. prechod nastane pri U, = «at. Takyto prechod nazyvame Hub-
bardovym prechodom.

Magneticky stav Mottovho-Hubbardovho izolantu

Skumajme pre konkrétnost magneticky stav materidlu LaoCuQy. Ide o vrstevnaty material, ktory si v
prvom priblizeni moZno predstavit ako sadu izolovanych CuOs rovin, v ktorych atémy medi vytvaraja
Stvorcovi mriezku. V izolujicom stave mame v kazdom orbitali typu d,2_,2 presne 1 elektron. Treba si
vak uvedomit, Ze v krystali s N bunkami existuje 2N stavov s akceptovatelnym rozloZzenim elektronov,
pretoZe na kazdom bode mriezky moze byt elektron so spinom hore alebo dole. Ak uplne zanedbame
tunelovanie ¢ medzi susednymi Wannierovymi orbitalmi, potom vSetkych 2N stavov ma ta istd ener-
giu. Ak v8ak pripustime kone¢né hodnoty ¢, potom elektrony mozu virtudlne tunelovat do susedného
orbitalu a vzapéiti sa vratit naspét, pozri obrazok 16. Kedze spomenuté procesy sa skladaju z dvoch tu-
nelovacich procesov, takéto procesy treba popisat v druhom rade poruchovej tedrie, kde za neporusSeny
hamiltonian berieme coulombovské odpudzovanie elektronov (U-Clen) a za poruchu berieme tunelo-
vanie elektronov, ¢ize kinetickil energiu (¢-¢len). V kvantovej mechanike sa vSak ukazuje, ze korekcia
druhého radu k energii zédkladného stavu vzdy znizuje energiu zakladného stavu. Teda spomedzi oN
vSetkych spinovych konfiguricii budu energeticky zvyhodnené tie konfigurécie, v ktorych je mozny ma-
ximéalny pocet virtualnych preskokov. Ale preskoky st mozné iba medzi susednymi orbitalmi s opacne
orientovanymi spinmi.*? Preto st obvykle Mottove-Hubbardove izolanty antiferomagnetické, pozri
obrazok 16 a IV.1. To je aj pripad materského materidlu vysokoteplotnych supravodicov.

Cvicéenia

1. Odhadnite amplitidu kvantovych kmitov elektronov vo Wignerovom krystali okolo rovnovaznych poloh. Ukazte, ze

*2Pre susedné orbitaly s rovnobeznymi spinmi nie st preskoky mozné kvoli Pauliho vylucovaciemu principu.
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nasa analyza plati iba pre r, > 1.

1,2
=)
Overte, Ze normalovy gradient takéhoto potencialu na povrchu bunky je nulovy. V prvom rade poruchovej teérie najdite

korekciu k energii AF spésobent anharmonicitou a ukazte, ze ﬁ—i = —%‘;‘t N4jdite hodnotu ¢iselnej konstanty.

3. Podla numerickych simulacii Wignerov krystal elektronov je typu bee. N4jdite vzdialenosti $pecidlnych bodov na

2. Potencialnu energiu %mwSrQ pre elektron v gulatej bunke Wignerovho kry$talu nahradte vyrazom %mwSrQ(l -

povrchu Wignerovej-Seitzovej bunky od jej stredu. Vysledky porovnajte s parametrom 7o plynu s rovnakou hustotou.
4. Zékladny stav Hubbardovho modelu pre dva susedné mriezkové body 1 a 2 (pozri IIL.6) je pre ¢ = 0 §tvornasobne
degenerovany. N4jdite, ako kone¢na hodnota ¢ snime tito degeneraciu v druhom rade poruchovej tedrie podla ¢, pozri
IV.1. Ukazte, Ze toto rozstiepenie popisuje efektivny spinovy hamiltonian H = J (81 -So — i) a najdite hodnotu antife-
romagnetickej vymennej interakcie .J.

5. Aké usporiadanie spinov ocakavate v zakladnom stave Wignerovho krystalu, ak ide o krystal typu bcc? Nalrtnite
priebeh entropie a merného tepla ako funkcie teploty v limite nizkych teplot.

6. Nech vodivostny pas bcc mriezky vznikad delokalizaciou jediného Wannierovho orbitalu na bunku. Predpokladajte,

N
2

Wannierovom orbitali, odpudzovanie V' dvoch elektréonov v susednych orbitaloch, ako aj amplitidu tunelovania ¢t medzi

7e v krystali s A atomami je pritomnych N = - elektrénov. Zohladnite odpudzovanie U dvoch elektronov v jedinom

susednymi orbitalmi. PopiSte zédkladny stav v limite U,V > t. Aké magnetické usporiadanie ofakavate?

8 Interakcia elektréonov s fonénmi

V tejto prednéaske najprv ukdzeme, ze kmitajica mriezka posobi ako rozptylové centrum pre elektrény.
Podla zékona akcie a reakcie teda aj elektréony posobia na kmity mriezky. V druhej ¢asti prednagky
ukazeme, ako sa zmeni energia systému elektrénov a fonénov, pokial vizbu medzi nimi zahrnieme
do druhého radu poruchovej tedrie. Vo zvySku prednasky preskumame désledky konecénej elektron-
fononovej vizby. Ukdzeme, Zze v pritomnosti elektron-fonénovej interakcie sa zmenia disperzné zakony
elektrénov aj fonénov.

Amplitada rozptylu elektrénov na fonénoch

Pre jednoduchost skimajme krystal s jednoatémovou bazou. Nech ugr je okamzita vychylka atému v
mriezkovom bode R. Skumajme interakciu elektronov z jediného blochovského pasu s polom vychyliek
ur. Predpokladajme, Ze celkovd potencidlna energia elektrénu je sti¢tom jeho interakcii so vSetkymi
atomami. Nech energia elektrénu v bode r v poli atébmu nachadzajiceho sa v bode X je U(r — X).
Oznafme dV (r) zmenu potencidlnej energie elektronu v bode r v pritomnosti (okamzitého) pola vy-
chyliek ur. Do prvého radu vo vychylke ug potom plati*3

V(r)=> [Ur—R—-ur)-Ur—R)|~)_ (-‘?j) o

R R

Potencial §V (r) predstavuje odchylku od dokonalej periodicity. Jej dosledkom je moznost rozptylu
elektronu zo stavu popisaného Blochovou vinou |k) do stavu |[k’). Amplitida takéhoto rozptylu je dana
maticovym elementom®*

K'[0V|k) = ; / A3y (r) (—%?)rR - uRYKk(r).

V teorii kmitov mriezky sa ukazuje,*® 7e pole vychyliek ug mozno vyjadrit ako sacet norméalnych
mo6dov indexovanych vlnovym vektorom q a vetvou s = 1,2, 3, ktorych amplitidy sa daja vyjadrit

43N4&g vyraz pre 6V (r) je zjednodugeny, pretoze vychylka atomu v bode R zmeni vlnové funkcie vetkych elektrénov.
Z Hartreeho-Fockovych rovnic preto vyplyva, Ze potencidlna energia elektréonu pochadzajica od interakcie s atbmami sa
zmeni aj pre atéomy R’ # R. Naviac, nasa formula predpoklada, %e pole atomu je stale rovnaké, bez ohfadu na vychylku
atomu. Zanedbavame pritom moZné deformécie atémov, ku ktorym by mohlo dojst pri ich vychyleni z rovnovaznych
poloh.

41V tejto prednaske sa obmedzujeme na dtadium rozptylov vnuatri jediného blochovského pasu. Vo vieobecnom pripade
by sme mali pripustit, Ze elektrén sa pod vplyvom interakcie s kmitmi mriezky rozptyluje zo stavu |nk) do stavu |n'k’),
kde n,n’ st pasové indexy.

45gpeciémlny pripad kmitov jednorozmernej mriezky mozno najst v I1.10. VSeobecny pripad sa diskutuje v prednaske
Strukttra a mechanické vlastnosti tuhych latok. Poznamky moZno najst aj na mojej stranke v ¢asti FTL2, Klasicka
tedria kmitov mriezky.
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pomocou krea¢nych a anihila¢nych operatorov aIls a Aqs:

/ aR
uRr = aqs + a_qS eqse
qséO Vas

Predpokladali sme, Zze mriezka pozostava z N buniek, hmotnost atomov je M a mod qs s frekvenciou
wqs je charakterizovany polarizatnym vektorom eqs. Zéaroven sme vylacdili prispevky (akustickych)
moédov s q = 0, pretoze tieto mody sa redukuji na posunutie krystalu ako celku. My v3ak sktimame

krystal v pokoji.
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Obr. 17: VIavo: Feynmanove diagramy pre emisiu a absorpciu fonénu. Vpravo: procesy, pre ktoré pociatoéna hybnost
elektronu k lezi v 1. Brillouinovej zone a kone¢na hybnost k + q v nej nelezi, nazyvame umklapp procesmi, na rozdiel od
tzv. normélnych procesov, kedy obe hybnosti lezia v 1. Brillouinovej zéne. Aj pri umklapp procesoch sa sta¢i obmedzit
na $ttdium 1. Brillouinovej zony, ak kone¢nii hybnost k + q posunieme o (vhodne zvoleny) vektor K recipro¢nej mriezky.

Dosadme vyraz pre ur do vztahu pre amplitiudu rozptylu elektronov. Tak dostaneme

ou

K6V k) = Z aq5+a_q5 Z ZqR/d3rz/1k, <— ar> ka(r).

Ak vyuzijeme Blochovu vetu v tvare ¢y (r) = eXRyy(r — R) a o, (r) = e By (r — R), pozri
cvicenia k prednésgke 1, mézeme dalej pisat

Zeiqﬂ/di”wlﬁ,(r) <—eqs : %(I{) Yi(r) = Zei(k_k%q)'R/dgr Vi (r) ( “a 8U> Ylr),
R r—R R

kde integral na pravej strane je nezavisly od R. Ak d'alej pouzijeme vysledok > PR — N> kOpK,
kde K su vektory recipro¢nej mriezky (pozri 1.8), dostaneme odtialto kinematicki podmienku pre

rozptyl
k=k+q+K, (25)

kde K je (Tubovolny) vektor recipro¢nej mriezky. Pre amplitadu rozptylu pre kinematicky dovolené
rozptylové procesy teda dostavame vyraz

(K'|6V k) = > girelags +algy), (26)

1
VN a#0,s

kde sme zaviedli vizobnt kon§tantu popisujucu interakcie elektréonov s fonénmi

s =N\ [ vietn) (~ea 57 ) et (27)




39

Vztahy (25,26, 27) st hlavnymi vysledkami tohto odstavca. Vztah (26) hovori, Ze elektron z Blochovho
stavu |k) moze s vahou gy ., absorbovat fonén v stave qs, resp. emitovat fonén v stave —qs. Vysled-
kom oboch takychto procesov je prechod elektrénu do stavu |k’), pricom sa podla (25) v rozptylovom
procese musi zachovat kvazihybnost, pozri obréazok 17. Teda, hoci fonén nenesie mechanickt hybnost
(pozri 1.10), v rozptylovych procesoch sa sprava, akoby niesol kvazihybnost.*® Ak pracujeme v tzv. roz-
Sirenej zone, t.j. ak vlnové vektory neobmedzujeme na prva Brillouinovu zénu, potom mézeme vSetky
K polozit rovné nule, pretoze stavy |k) a |k + K) su ekvivalentné. Ak v8ak pracujeme iba v 1. Brillou-
inovej zone, potom rozptylové procesy typu “umklapp” (ide o tie procesy, kedy hybnost rozptyleného
elektronu k + q lezi mimo 1. Brillouinovej zény) musime popisat kone¢nou hodnotou K.*" V dalsom

*
vyklade budeme pouZivat symetriu funkcie (%i,k/) = g ) Pozri cvicenia.

Odhad vizobnej konstanty g, ,, v kove pre roztyl na dlhovinnych akustickych fonénoch

Velkost gy . odhadneme nahradenim Blochovych funkcif rovinnymi vlnami ¢y (r) = ﬁeik‘r. Integra-

ciou per partes vo vztahu (27) dostaneme

U h
9o = —i—

. 28
Yo 2qu5 €qs - q, ( )

kde Ug = [ d®rU(r)e~ 97 je Fourierova komponenta atomarneho potencialu a vg je objem jednotkovej
bunky krystalu. Zaviedli sme tiez prenesent hybnost q = k/ — k a zjednoduSené oznadenie Jex = 9q-
Vsimnime si, Ze vdaka faktoru eqs - q v tomto modeli existuje nenulovd vézba medzi elektronmi a
fonénmi len pre pozdizne fonény, t.j. pre jedint vetvu s =|.

Ak teraz budeme predpokladat, ze potencial U(r) v kove je odtieneny zhruba na atomaérnej vzdia-
lenosti a teda ma velkost ~ U v objeme ~ vg, potom v dlhovlnnej limite ga < 1 (kde a je mriezkova

kongtanta) dostaneme odhad Fourierovej komponenty Uy ~ Uwvg. Pre velkost viizobnej konstanty gl;‘ v
dlhovlnnej limite tak dostaneme odhad

hq

I~ 2

(29)

kde v je rychlost pozdlzneho zvuku. VSimnime si, Ze vizobna konStanta g¢|1| mé rozmer energie a je

intenzivnou veli¢inou (nezavislou od objemu V krystélu). V dalsom vyklade bude délezité, ze pre ¢ — 0

plati |g(!-,|\ x /g, teda vézba medzi elektronmi a akustickymi fonénmi vymizne. Tento vysledok je pri-
rodzeny, pretoze fonény v tejto limite krystal nedeformuju.

Systematicka zoologia elektron-fonénovych vazieb
O interakcii medzi elektrénmi a fondénmi existuje bohata literatira, v ktorej lahko moZno zabludit. V tomto odstavci sa
pokisime o klasifikaciu réznych typov vizby v dlhovlnnej limite.

Akustické fondony. Deforméciu krystalu dlhovlnnymi akustickymi fonénmi je vyhodné opisovat pomocou (pomaly sa
meniaceho v priestore) tenzora deforméacie u;;. Nenulovy tenzor deformacie moze implikovat nenulové vnitorné elektrickeé
pole E, pri¢om pre kartézske zlozky plati u;; = >, dijrEr, kde dij je tzv. piezoelektricky tenzor. Vizba medzi elektronmi
a akustickymi fononmi v nepiezoelektrickych materialoch s d;;i = 0 sa kvalitativne 1isi od vysledkov pre piezoelektrické
materidly s d;;r # 0, preto oba pripady preskimame oddelene.

V materialoch s d;;x = 0 sa obvykle predpoklada, Ze zmena energie elektrénov je Zij Dijuij, kde D;j; st tzv.
deformacné potencialy. KedZe pre fonon s vlnovym vektorom g a amplitidou u je u;; x gu, dostavame odtialto |gg| o qU2
pre pozdlzne aj prie¢ne mody, v zhode s vysledkom (29). Deformacné potencialy stvisiace so zmenou objemu Do Wi
st obvykle vicsie neZ potencialy pre Smykové deformécie, preto obvykle dominuje vizba s pozdlznymi fonénmi, ktoré
moduluji hustotu, opét v zhode s vysledkom (29).

V piezoelektrickych materiadloch s djj, # 0 moZno elektrické pole pre fonon s vinovym vektorom ¢ a amplitidou u
odhadnit ako F o« qu. Preto viizobna energia (imerné elektrostatickému potencidlu ¢ o« u) §kiluje ako gq o< g Y2, teda
viizba na dlhovlnné fonony (pozdizne aj prie¢ne) je vyrazne silnej$ia nez v materialoch s dijx = 0.

46 Ak by sme namiesto elektronu sktimali neutron a jeho interakciu s kmitmi mriezky, jeho rozptyl by bol opit popisany
vztahmi (26) a (27). Zakon zachovania kvazihybnosti sme pouzili pri diskusii nepruzného rozptylu v krystaloch v I.11.

*TVgimnime si, Ze v krystali st kinematicky dovolené napriklad aj také umklapp procesy, pri ktorych elektron povodne
smerujici doprava po absorpcii fonénu idiceho doprava napokon smeruje dolava (pozri obrazok 17). Vdaka tomu sa
hybnost v zviazanej ststave elektronov a fononov nezachovava (kedZe sa odovzdava kry$talu ako celku) a napriklad
elektricky odpor moéZe nadobtidat koneéni hodnotu.
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Optické fonény. V ionovych krystaloch mo#no vizbu medzi elektronmi a pozdlznymi optickymi fonénmi odhadnit
pomocou (28). Kedze v izolujtcich kry$taloch ionovy potencial U(r) nie je tieneny, v takomto pripade U, « ¢~ 2, &o
spolu s wq =const vedie k tzv. Frohlichovej interakeii g, oc ¢~ *, ktora je singularna v limite ¢ — 0 (viac detailov ¢itatel
najde v II1.9). Co sa tyka interakcif optickych fonénov s elektrénmi vo vietkych ostatnych pripadoch (nepolarne krystaly
a/alebo tienené interakcie a/alebo prietne mody), Yu a Cardona na str. 135 uvadzaji, Ze ich moZzno popisat deformaénym

potencidlom.

Energia zviazaného systému elektronov a fonénov

Skumajme energiu zviazaného systému elektréonov a fonénov s hamiltonidnom H = Hg + Hint, kde Hy
je hamiltonian neinteragujucich elektrénov a fonénov a Hiy je elektréon-fondénova interakcia. Nech Hipyt
je malou poruchou k neinteragujucemu systému. Vtedy mozno elektréon-fonénova interakciu zahrnat
pomocou poruchovej teorie. Skuimajme teda vlastny stav hamiltonianu Hy, ktory je zadany rozdelo-
vacou funkciou pre elektrony fi, a rozdelovacou funkciou pre fonéony Ng,. V 1I1.8 ukazujeme, Ze do
druhého radu v elektréon-fondénovej interakcii Hiyy pre energiu tohto stavu plati:

E = ka05k+Z<Nqs+;)ths
ko qs

1 2 fka(l_fk-i-qa)Nqs 2 fka(l_fk—qa)(Nqs+1)
+ — L + 98 . (30
N %: q;):s |:‘gk7k+q’ €k ~ fktq T hqu ‘ngk Q| €k — €k—q — h’qu ( )

Prvé dva ¢leny predstavujia energiu volnych elektronov a fonénov. Posledny ¢len je dosledkom elektron-
fononovych interakcii. Prispevok tmerny Ny, pochadza od procesov, v ktorych je fonén qs v rozptylo-
vom procese pohlteny. Prispevok tmerny Ny, + 1 pochddza od rozptylov spojenych s emisiou fonénu.
Vsimnime si, Ze tento prispevok moze byt nenulovy aj v systémoch bez fonénov. Ngs+1 interpretujeme
ako sucet stimulovanej emisie (t.j. emisie tmernej Ngs) a spontannej emisie. S podobnym pripadom sa
stretneme aj pri 8tadiu luminiscencie v prednaske 11.

Vplyv fondénov na elektrony

Teraz ukazeme, Ze v pritomnosti koneénej elektrén-fonénovej interakcie sa spektrum elektréonov v kove
zmeni. Hovorime o renormalizicii disperzného zakona v dosledku interakénych efektov. Pre jednodu-
chost sa obmedzime na pripad T' = 0, t.j. budeme predpokladat, Ze Ngs = 0. Energiu €y, elektrénu v
stave ko nad Fermiho plochou (t.j. pre k > kp) budeme definovat pomocou prirastku celkovej energie
O0F pri zvyseni poCtu elektrénov 4 fi, o jednotku:

s OE 1 1— £ Y,
6fko‘ N K k.5 ’ €k — €K’ — hwk/,ks €k — €k — hwk,fks

kde sme vyuzili symetriu wqs = w_qs @ namiesto vseobecnej distribu¢nej funkcie sme zobrali fx, = flg .
Podobne mozno postupovat aj pre k < kr, kedy naopak vyberame elektréon zo studovaného systému.

VIAFANTICH MA FONONT

Obr. 18: Vravo: geometria typického rozptylového procesu medzi stavmi k a k' v blizkosti Fermiho plochy. Vpravo:
porovnanie disperznych zakonov pre volné elektrony (Glarkovanéd krivka) a pre elektrony naviazané na fonoény (plnéa
krivka).

Odteraz budeme predpokladat, Ze energia ¢astic na Fermiho ploche je nulova,*® t.j. €kp = 0.V
nasich vypoctoch sa budeme zaujimat o elektrony blizko Fermiho plochy, pretoze, ako sme ukazali

*8Takato volba je v literattre obvykls, pretoze v grandkanonickom formalizme energiu Castic € nahradzame kombi-
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napriklad v 1.12 a 1.18, vSetky nizkoenergetické vlastnosti kovov st urCované prave tymito elektrénmi.
Kedze fononové energie st obvykle malé oproti Fermiho energii, velké prispevky k renormalizécii
energie (t.j. malé menovatele) dostaneme iba vtedy, ked aj vinovy vektor kK’ je blizko Fermiho plochy.
V takom pripade je uzito¢né sumu cez k’ nahradit integralom podobne ako v (20), t.j.

1 o [,
N;:N(O)UO/M/dé—,

kde df2 je element priestorového uhla v hybnostnom priestore. Predpokladali sme pritom, Ze na Studo-
vanej energetickej skdle mozno hustotu elektronovych stavov N(e) nahradit jej hodnotou na Fermiho
ploche N (0). Tak dostaneme

B d oo o[ [ de’ 0 de’
Ek—Ek"'N(O)”OZS:/M’g (0)] [/0 ex — & — huwy(0) _/Oog/—sk—hws(G)

Predpokladali sme pritom pre jednoduchost, Ze elektrénovy disperzny zakon je izotrépny, a teda Ze
Fermiho plocha méa tvar gule s polomerom kp. Naviac, kedZe k aj k’ lezia blizko Fermiho plochy a
teda ich dlzky mozno aproximovat ako kp, velkost prenesenej hybnosti ¢ = |k’ — k| mozno odhadnf
iba z rozptylového uhla 6 medzi k a k' zo vztahu ¢ = 2k sin(6/2), pozri obrazok 18. Predpokladali
sme tiez, 7e frekvencia fonénového médu s zavisi len od dizky ¢ (a nie od smeru) vektora q, a preto
ws je iba funkciou rozptylového uhla 6.

Po explicitnom integrovani cez ¢’ dostaneme vyraz pre renormalizovant energiu elektrénov?®’
. ds) 2, |ex — hws(0)
Ek =¢ex+ N(0)v —1¢* ()| In| ————=]. 31
k = £k ()OES/MIQ()\ e & ina(0) (31)

Vyraz (31) predstavuje hlavny vysledok tohto odstavca. Ozna¢me typicka fonénovi frekvenciu wy.
Analyza disperzného zdkona elektronov (31) sa zjednodusi v dvoch limitnych pripadoch:

Velké elektrénové energie ex > hwo.

V tomto pripade elektrony sice nie st v bezprostrednej blizkosti Fermiho energie, ale kedZe Fermiho energia e je obvykle
omnoho vidsia ako Debyeova energia fiwo, stale mozeme predpokladat, Ze elektrony sa nachadzaja blizko Fermiho plochy,
a teda odvodenie vysledku (31) ostava v platnosti. Taylorovym rozvojom pravej strany (31) do 1l.radu podla s (6)
rovnica (31) zjednodusi na tvar £ = (1 — ax)ek, kde

e = 20 5~ [ )12 i, (6)

U hi(g?)
i 47 ’

Muv? 2
EF I €k

V rdadovom odhade sme pouZili vyraz pre hustotu stavov N(0) = fg’; (pozri napr. 1.12) a zjednoduSeny model pre

vizobnt konstantu (29). Predpokladali sme tiez, Ze nvg ~ 1 a strednti hybnost prenesenii v rozptylovom procese sme
oznadili {¢®) = 4k% (sin?(6/2)).

Teraz ukadZeme, Ze v limite ex > hwo plati ax < 1, ¢iZe zmenu spektra elektronov mozno zanedbat. Prenesent
hybnost odhadneme ako (¢*) ~ k%. KedZze v typickych kovoch je polomer Fermiho plochy kr porovnatelny s rozmerom
Brillouinovej zony, odtialto dostaneme (hzvﬁq2> ~ Hwd. Ak zaroveii uvaZime, Ze € > hwo, dostaneme nerovnost

U2
o K W

napr. IV.5) pre rychlost pozdlzneho zvuku v kove

Pri odhade vel'kosti vyrazu na pravej strane tejto nerovnosti pouZzijeme Bohmov-Staverov vysledok (pozri

M'Uﬁ ~Ep. (32)

Ak budeme naviac predpokladat, Zze vSetky elektronové energie sii rddovo rovnaké, t.j. U ~ e, dostaneme napokon
U2

er ]Mvﬁ

~ 1, teda dokaz je hotovy.

néciou €x — u, kde p je chemicky potencial, ktory je pri 7" = 0 totozny s Fermiho energiou. Pripominame, Ze energia je
zakaZzdym definovana aZ na aditivnu kongtantu.

“Integraly cez ¢’ diverguji pri |¢/| — oo. Tato oblast je viak nefyzikalna, pretoze vyraz pre & bol odvodeny za
predpokladu, %e €' sa nachadza blizko Fermiho plochy. Integra¢né hranice oo preto musime zamenit za +A, kde A je
energeticka Skala, ktora je velka oproti fononovym energiam, ale stale mala oproti Fermiho energii. Pokial sa zaujimame
o stavy elektronov s energiami £x nanajvy$ porovnatelnymi s fonénovymi energiami, potom lahko nahliadneme, Ze
vysledok pre £k iba slabo zavisi od volby A.
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Malé elektronové energie ex << hwg.
V tomto pripade mozno vyraz (31) Taylorovym rozvojom pravej strany do l.radu podla hw‘i“(e) zjed-

nodusit na tvar &g = (1 — A)ek, kde sme zaviedli bezrozmerna kongtantu elektron-fononovej vizby A,
ktoréa hra dolezitu ulohu napr. v teérii supravodivosti (pozri cvicenia):

s |g°(0 U?
A= ~ . 33
Z/ EFMUQ ( )

fiws( l

Fermiho vlnovy vektor kg je dany iba poctom elektrénov, a preto ostava nezmeneny aj v pritomnosti
nenulovej elektron-fonénovej interakcie. Renormaliziciu disperzného zakona v blizkosti Fermiho plochy
teda mozeme interpretovat ako renormalizaciu Fermiho rychlosti €y = v}.(k —kF) alebo renormalizaciu
hmotnosti v = z,'zf Nase vypocty teda ukazuja, Ze % :5%)_%. Kedze na odvodenie tohto vysledku
1.

sme pouzili poruchovu tedriu, vysledok plati iba pre A <

Ako mozno interpretovat zmenu efektivnej hmotnosti elektronov? Obvykle sa tento vysledok inter-
pretuje nasledovne. Hmotnost m je hmotnostou elektrénu vo vakuu, alebo tzv. “holého elektréonu”. Na
druhej strane, hmotnost m* je hmotnostou elektréonu naviazaného na kmity mriezky, ktory si mozno
predstavit ako holy elektréon a s nim spojeny “fonénovy oblak”, t.j. deforméciu mriezky v blizkosti
elektronu. Systém “holy elektron 4 fonénovy oblak” nazyvame “obledenym elektrénom”, alebo
kvazicasticou. V tomto obraze, kedze elektrén si so sebou nesie fonénovy oblak, je prirodzené oca-
kévat, ze jeho zotrvatnd hmotnost je vacsia. Iny pohlad na ta ista skuto¢nost je taky, ze elektron sa

Vs

musi pretlacat cez mriezku, a preto je efektivne tazsi.

Doba Zivota eleklrénov

Dalsim dosledkom konecénej vizby medzi elektréonmi a fonénmi je konec¢nost doby Zivota elektrénov:
elektron pripraveny povedzme v stave k nad Fermiho plochou s energiou x moéze emitovat (alebo
absorbovat) fonon a skondit v stave k/ # k. V IIL.8 analyzujeme vizbu medzi elektronmi v kove a
pozdlznymi fonénmi a ukazujeme, Ze pri nulovej teplote pre dobu Zivota elektronu plati % x 5&. Dalej
sa dé ukizat, ze (v tom istom modeli) pre dobu Zivota elektronu na Fermiho energii pri konenej teplote
plati % o« T3. Tento vysledok je relevantny pri analyze teplotnej zavislosti odporu kovov pri nizkych
teplotach, kedy (spomedzi vSetkych fononovych moédov) dominuje rozptyl na akustickych fonénoch.
V II1.8 ukaZeme, Ze po zohladneni transportného faktora 1 — cos (pozri prednasku 4) pre prispevok
rozptylu na fonénoch k transportnému relaxa¢nému ¢asu pri nizkych teplotach T < hwg platl o T°.

Vplyv elektréonov na fonoény
Energiu fikgs fonénového modu gs v interagujicom systéme budeme definovat pomocou prirastku celkovej energie sys-
tému 0 E pri zvySeni po¢tu fonénov v systéme 6 Ngs o jednotku:

- OF 1 s fko‘(l_fk+qcf fko—(l_fquo')
hidgs = o = hwgs + — AL L L Lo
4 5Nqs as + N ; |:‘gk’k+q’ €k — Ek+q T N qu + ’ Tk~ q’ €k — €k—q — hqu

Vyraz pre hivgs mozno zjednodusit, ak v druhom prlspevku k renormaliza¢nému ¢lenu urobime zamenu sumacnej pre-

2 . . - :
mennej k — k + q a ak vyuZijeme symetriu |gy, k+q] |95 +qx| - Ak sa naviac obmedzime na rovnovdzne rozdelenie
elektronov fie = f2 pri teplote T = 0, dostaneme

0 0
Jirq = fx

512
— =~ Nwgs — |9q Wqs)s
5k76k+q+hqu qa ‘gq| X(q7 Q)

- 2 s
higs = higs = 47 > gk scral’
k

0
kde sme zaviedli tzv. elektronovi polarizovatelnost x(q,w) = N Dk gkfk“‘ e Kedze fonénové energie st omnoho

Ekpq—Iw
mengsie ako elektronové, pre kone¢né q obvykle staci uvazovat tzv. statickia elektronovi polarizovatelnost x(q,0). Pre
izotropny systém s disperznym zakonom ex = Zirlff sa explicitnym vypoctom da ukézat, ze funkcia x(q,0) s rasticim
q monotonne klesa. Pri ¢ = 2kr je tento pokles nekonec¢ne rychly, ¢o sa pri dostatocne silnej elektron-fonénovej vizbe

moZe prejavit ako tzv. Kohnova anomalia disperzného zakona fononov pri ¢ = 2kr. Napriklad v olove, ktoré ma silni
elektron-fonénovi vizbu, bola tato anomalia experimentalne pozorovana.

2
|94
hwqs
je bezrozmerna vizobné konstanta pre méd gs. PresnejSia analyza renormalizacie spektra fononov vedie k vysledku

Vyraz pre renormalizaciu spektra fonénov mozno zapisat v tvare fidgs = fiwgs(l — Eqs), kde &qs = x(q, wqs)

5°Napriklad v olove v8ak A nadobtda hodnotu medzi 1.2 a 1.7, pozri T. Keller et al., Phys. Rev. Lett. 96, 225501
(2006). Vdaka tzv. Migdalovej vete moZno zviazany elektron-fon6novy problém $tudovat v podstate presne aj v tomto
pripade, pozri IV.10. V takto vylepSenej teérii dostaneme vysledok %* = 1+ ), ktory sa vSak pre A < 1 zhoduje s nami
odvodenym vysledkom.
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higs = hwqsy/1 — 2€qs, ktory sa vSak v limite slabej vézby £qs < 1 redukuje na nd§ vysledok. Pre §qs > 1/2 sa
frekvencia fonénového médu qs stava imaginarnou, t.j. faktor e”““as* v ase rastie. To znamen4, %e pri prili§ silnych
interakcidch medzi elektronmi a fonénmi dochadza k spontannej deformécii (tzv. Peierlsovej nestabilite) mriezky.

Dal$im (menej dramatickym) désledkom elektron-fonénovej vizby je jej prispevok ku koneénej dobe Zivota fonénov.
Napriklad v IV.6 ukazujeme, ako zo zmeny tlmenia ultrazvuku po prechode do supravodivého stavu mozno ziskat infor-

maciu o supravodivom systéme elektrénov.

Cvicenia
1. Ukézte, ze vazobna funkcia mé nasledovni symetriu: (gf{yk,)* = g x- Névod: vyuZite vlastnosti polarizacnych vekto-
rov (eqs)” = e_qs a symetriu wqs = w_qs-

2. Ukézte, 7e vizba medzi elektréonmi a fonénmi je tmernd faktoru (%
1/4

)1/4. Navod: vo veobecnom pripade ukazte

1
pomocou (27) amernost faktoru M~ "/*. Vazbu s dlhovinnymi fonénmi (29) prepiste pomocou Bohmovej-Staverovej for-

I V214
muly (32) na tvar |gq| ~ U (ﬁ) ()"
3. Overte vyraz (33) pre bezrozmernu vizobni kongtantu A a skontrolujte jej radovy odhad.
4. Bezrozmernii kongtantu popisujicu renormalizaciu elektronov mozno zapisat ako stcet prispevkov jednotlivych fo-
nonovych moédov, A = 3 A;. Aky je vztah medzi A; a bezrozmernymi konStantami £qs popisujtcimi renormalizaciu
fononov? V akom pripade moZe pre fonoénovy mod platit As > %? Néavod: najprv ukézte, Ze v dlhovlnnej limite plati
x(a,0) = 2N (0)v.
5. Pojem kvéziCastice je relevantny aj pre systémy s coulombovskymi interakciami. Co hra rolu fonénového oblaku v

coulombovskom plyne?

9 Dielektricka funkcia krystalov. Clausiova-Mossottiho formula

V prednéskach 1.21,22 sme Studovali optické vlastnosti izotrépnych materidlov. Naviac sme zanedbali
priestorovil zévislost elektrického pola svetelnej viny, pretoze vinova dlzka svetla je obvykle omnoho
vii¢iia nez mikroskopické dlzky. Napokon, nerozlifovali sme medzi tzv. makroskopickym (t.j. priesto-
rovo spriemerovanym) elektrickym polom a redlne existujicim polom v materiali. V tejto prednaske
budeme opticktt odozvu materidlov analyzovat bez tychto zjednodusSeni.

Symetrie dielektrického tenzora

Zlozka vektora polarizéacie P;(r,t) v bode r v ¢ase t vo v8eobecnosti zavisi od hodnét elektrického pola
vo vietkych bodoch v predchadzajucich ¢asoch. Ak predpokladame, Ze skiimany systém je homogénny®!
a v Case sa nemeni, potom bude platit

Pi(r,t) = eo/d3R/ drai;(R, 7)Ej(r — R, t — 1),
0

kde a;;(R,7) meria odozvu zlozky i polarizacie na zlozku j elektrického pola v Case o 7 skorSom
v mieste posunutom o R. V tejto prednéske pouzivame Einsteinovu sumaéni konvenciu, t.j. podla
opakujucich sa indexov (v danom pripade ide o kartézsku stradnicu j) sa sumuje.

Ak teraz budeme predpokladat harmonicky ¢asopriestorovy priebeh elektrického pola, t.j. Ej(r,t) =
Ejoeiq'r_i”t, potom pre elektrickt indukciu D = ¢gE + P dostaneme jednoduchy algebraicky vztah

D;(r,t) = eo€ij(q, w) Ej(r, t),

kde sme zaviedli tzv. relativnu permitivitu alebo ekvivalentne dielektrickti funkciu

eij(Q,w) = 0ij + / &’R /0 dra;;(R, 7)e  faRFwT, (34)

SlPripominame, 7e polarizacia je hustota dipélov. Nage predpoklady st otividne splnené v plynoch a kvapalinach. V
idealnom krystali musime pod P;(r,t) rozumiet napriklad hustotu dipolov stredovani cez elementarnu bunku. Keby sme
cheeli vybudovat tedriu platni aj v rontgenovskej oblasti spektra, t.j. keby sme chceli popisat braggovské odrazy, museli
by sme namiesto funkcie a;; (R, 7) zavislej iba od rozdielu saradnic uvaZzovat o funkecii a;;(r,r — R, 7) zavislej jednak od
stradnic r miesta, kde meriame polarizaciu, ako aj od stradnic r — R miesta s budiacim polom.



44 9 DIELEKTRICKA FUNKCIA KRYSTALOV. CLAUSIOVA-MOSSOTTIHO FORMULA

Stoji pritom za zmienku, Ze pre vSeobecné (t.j. nie harmonické) ¢asopriestorové priebehy vztah medzi
D a E nemozno redukovat na algebraicky vztah. Pripominame tiez, ze z faktu, ze v (34) vystupuje
integracia iba cez kladné ¢asy (t.j. Ze odozva P na pri¢inu E je kauzalna), vyplyvaju tzv. Kramersove-
Kronigove vztahy pre funkciu odozvy €;;(q,w), pozri 1.21. Napokon, dielektricky tenzor €;;(q,w) je
komplexny. Reéalna zlozka popisuje odozvu vo faze s budiacim polom, kym imaginarna zlozka popisuje
odozvu posunutt o /2 voc¢i budiacemu polu, pozri I.21.

Kedze koeficient tmernosti medzi redlnymi veli¢inami a;;(R, 7) je redlny, komplexnym zdruZenim
defini¢nej rovnice (34) pre €;;(q,w) Tahko overime nasledovni symetriu dielektrického tenzora:

€ij(q,w)" = €ij(—q, —w). (35)

Na druhej strane, pomocou Kubovej formuly mozno ukazat (pozri II1.10), Ze pre systémy invariantné
vo¢i otoCeniu ¢asu (7T-invariantné systémy) plati

€ij(q,w)" = €ji(q, —w), T-invariantné systémy. (36)

Ak naviac predpokladame, ze $tudovany systém je invariantny vodi priestorovej inverzii ( P-invariantné
systémy), potom bude platit o;;(—R,7) = (R, 7). V takomto pripade dostaneme dalsiu podmienku

€ii(—q,w) = €;(q,w), P-invariantné systémy. (37)
V systémoch so symetriou voéi ¢asovej aj priestorovej inverzii teda plati
€ij(d, w) = €5i(q,w) T a P-invariantné systémy. (38)

Optické frekvencie

Funkcia odozvy a;;(R, 7) vystupujiuca v defini¢nom vztahu (34) pre dielektricka funkciu zbiera infor-
méciu o elektrickom poli z typickych vzdialenosti Ry a ¢asov 7g. Pri optickych (a nizsich) frekvenciach
je dlzka vIny (aspoii stovky nanometrov) obvykle omnoho vii¢sia nez (obvykle mikroskopicka) dlzkova
skala Ry, t.j. ¢Ro < 1 a podl'a defini¢ného vztahu (34) preto €;;(q,w) ~ €;(0,w). Pri diskusii o optic-
kych vlastnostiach preto obvykle pracujeme s dielektrickym tenzorom €;;(0,w), pre ktory podla (35)
vo vieobecnosti plati €;;(0,w)* = €;;(0, —w). V T-invariantnych systémoch je podla (35, 36) opticky
dielektricky tenzor parny, t.j. €;;(0,w) = €;i(0,w). Vo zvysku tejto prednasky budeme zavislost dielek-
trického tenzora od q zanedbavat (okrem odstavca o optickej aktivite).

Neumannov princip
Nech S je priestorovou symetriou Studovaného krystalu, ako napriklad rotécia alebo zrkadlenie. Potom
S moZno jednoznacne urcit zadanim matice S;j, ktord popisuje transformdciu stradnicovych osi zo
starych hodnét x; na nové hodnoty z;, z; = S;jz;. V maticovom zapise moézeme pisat X = Sx.
Obmedzime sa pritom na skimanie transformacii nemeniacich dlzku vektorov, preto Ziadame, aby
matica S bola ortogonélna, t.j. STS =1. Vsetky veli¢iny Ej;, ktoré sa transformuji ako saradnice, t.j.
pre ktoré plati E; = S;; E; alebo maticovo E = SE, nazyvame vektormi. Prikladom vektorovej veliciny
je napriklad elektrické pole. Aplikujme teraz operdciu symetrie na vztah D; = ¢;;F;, ¢ize maticovo
D = ¢E. Na jednej strane, kedze D; je vektor, mbzeme pisat D = ¢E = ScE = SeS”SE = SeS”E.
Ale v zrotovanej sdaradnicovej stustave musi zaroven platit D = ¢E. Porovnanim oboch vyrazov pre
D dostaneme vzfah medzi dielektrickymi tenzormi v oboch ststavach € = SeS”, alebo v explicitnom
zapise po zlozkich

€ij = SikSji€x- (39)

Vsetky veli¢iny, ktoré sa transformuju podla (39), nazyvame tenzormi (druhého radu).

Podl'a vSeobecného tzv. Neumannovho principu sa pri operacii symetrie fyzikalne vlastnosti
systému nesmu zmenit. Tento princip je viac-menej oc¢ividny (neplati vSak, ak dojde k spontdnnemu
naru$eniu symetrie). V nasom pripade teda musi pre vSetky operacie symetrie platit rovnost

€ij = €ijs pre vietky operéacie symetrie.

Tito rovnost mozno pouzit na zjednodusenie tvaru dielektrického tenzora v krystaloch. Napriklad:
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(i) nech krystal je invariantny vo¢i rotacii R(z,90°) okolo osi z 0 90° popisanej maticou

0 -1 0
R(z9°)=|1 0 0
0 0 1

Potom v zrotovanej stradnicovej stustave plati €22 = RakRoier = €11. Ale kedZe podla predpokladu je R(z,90°) opera-
ciou symetrie kry$talu, musi byt €22 = €22. Preto dosledkom symetrie R(z,90°) je symetria ez = €11.

(ii) nech krystal je invariantny vod&i zrkadleniu M (yz) voéi rovine yz popisanému maticou

-1 0 O
M(yz) = o 1 0],
0 0 1
potom v zrkadlovo symetrickej stiradnicovej stistave plati €12 = My Mojer = —e12. Zaroven vSak musi platit, kedze

zrkadlenie M (yz) je symetriou systému, €12 = €12. Preto dosledkom symetrie M (yz) je symetria €12 = 0.

V dalgom vyklade sa pre jednoduchost obmedzime na $tadium T-invariantnych systémov, kedy
matica €;;(0,w) je symetrickd. Ak sa naviac obmedzime na taku frekvenénia oblast, v ktorej je matica
€;;(0,w) rydzo realna, potom méame do ¢inenia s redlnou symetrickou maticou. Preto vieme, ze existuje
ortogonélna transformacia, ktora tenzor €;;(0,w) zjednodusi na diagonalny tvar:

€ O 0
€ij = 0 €y O
0 0 €,

Inymi slovami, pre kazdy T-invariantny krys§tal musi existovat stradnicova stustava, v ktorej je realny
dielektricky tenzor diagonédlny. Lahko sa presved¢ime, ze pritom existuji tri moznosti popisané v ta-
bulke 2.

opticky izotrépne kryStaly e, = €yy = € kubické krystaly
jednoosé krystaly €xx = €yy # €,  tetragondlne, hexagondlne, trigondlne krystély
dvojosé krystaly €xx 7 €yy 7 €2, ortorombické, monoklinicke, triklinické krystaly

Tabul'ka 2: Klasifikacia T-invariantnych krystalov podla optickych vlastnosti. Predpokladame pritom, 7e v skimanej
oblasti frekvencii kry§taly neabsorbuja svetlo.

Sirenie svetla v anizotrépnych meédiach

Predpokladajme, 7e polia E,D, B, H majt harmonicky ¢asopriestorovy priebeh oc e’@T~%! kde q je
komplexny vinovy vektor, ktorého imaginarna zlozka popisuje tlmenie vlny (pozri 1.21). Maxwellove
rovnice pre pole v médiu bez (externych) budiacich nabojov a prudov sa potom redukuju na tvar

GgxH+wD = 0, §-D=0,
GxE-wB = 0, § - B=0.

Predpokladajme naviac, ze §tudované médium je opisané materidlovymi vztahmi
D; = eo€ijEj; B; = poH;,

t.j. zanedbajme magnetickl odozvu, pretoze tato je pri optickych frekvenciach obvykle mala. Néso-
benim rovnice pre Faradayovu indukciu zlava faktorom qx a vyuzitim materidlového vztahu pre B
dostaneme q x (q x E) — powq x H = 0. Ak sem namiesto i-tej komponenty (q x H); dosadime po-
mocou rovnice pre posuvny prud a materidlového vztahu pre D vyraz —eowe;; E;, s vyuzitim identity
z vektorovej algebry a x (b x ¢) = b(a-c) — c(a-b) nakoniec dostaneme vlnova rovnicu pre elektrické

pole
2

o . ~ w
MijEj = 0; Mij = qiq; — q25ij + CTEU. (40)
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Pre uplnost uvedme, 7e z Coulombovho zékona q - D = 0 vyplyva dalsia rovnica pre elektrické pole:
€;qiE; = 0. (41)

KedZze vlnova rovnica (40) je sadou troch homogénnych linedrnych rovnic pre tri nezname E;, ne-
trividlne rieSenia existuju iba v pripade, ked determinant matice M;; je nulovy. RieSenim rovnice
det(M;;) = 0 dostaneme pre zadant frekvenciu w a zadany smer vlnového vektora n mozné velkosti
komplexnych vlnovych vektorov q.

Dvojlom

Skumajme Sirenie svetla v krystali pri fixovanej frekvencii a smere 8irenia viny. Predpokladajme, Ze
dielektricky tenzor €;; je pre skimanid frekvenciu redlny a kladny. Potom vlnovy vektor q moZzno
nahradit redlnym vinovym vektorom q.

Pracujme v pravouhlom stradnicovom systéme x,y, z, v ktorom je redlny symetricky tenzor e;;
diagondlny. Zdlhavym, ale priamociarym vypo¢tom sa mozno presved¢it, Ze rovnica det(M;;) = 0 s
maticou M;; danou vztahom (40) je kvadratickou rovnicou pre q?, teda pre kazdy smer Sirenia existuji
vo vSeobecnosti dve prie¢ne polarizované viny.

Pre jednoduchost sa d'alej obmedzime na pripad, kedy sa svetlo iri povedzme v smere osi z krystalu.
Lahko nahliadneme, Ze v tomto Specidlnom pripade je matica M;; diagonalna s prvkami

2

YT 0 0
R w? 2
Mz] — 0 CTEyy —dq , 0
w 2
0 0 Z€z — (g
Existuji dve netrividlne rieSenia vlnovej rovnice M;;E; = 0, pre ktoré je zaroveir splnend pod-

mienka (41). Pre elektrické pole polarizované v smere osi y dostdvame rieSenie pri ¢ = % s indexom
lomu ny = ,/€,,. Na druhej strane, pre elektrické pole polarizované v smere osi z dostavame rieSenie
pri ¢ = 2= s indexom lomu n, = /e, 52 Zavislost indexu lomu od polarizacie nazyvame dvojlomom.
Komplikovanejsimi pripadmi dvojlomu, pri ktorych sa svetlo §fri vo v§eobecnom smere, sa v tejto pred-

naske nebudeme zaoberat.

Optickd aktivita

Pri analyze optickych javov sme doteraz dielektricka funkciu €;;(q,w) aproximovali jej hodnotou ¢€;;(0,w) pre vlnovy
vektor q = 0. Teraz preskimame dosledky kone¢nej velkosti q. Opét v8ak zanedbavame absorpciu svetla v materiali
a predpokladame, Ze vlnovy vektor je realny. KedZe vektor q je maly, moZeme dielektricky tenzor hladat Taylorovym
rozvojom (34) do 1. radu podla q:

€ij(a,w) = €;(0,w) — ivijk (W) qr; Yijk(w) =/ dTem/CﬁRaij(R, T) Ry,
0

Vsimnime si, Ze tenzor +;;; moze byt nenulovy iba v materidloch, ktoré nemaja centrum inverzie. Z realnosti funkcie
aij (R, ) vyplyva, ze v, (—w) = 7ijx(w). Na druhej strane, z (predpokladanej) T-invariancie (36) vyplyva, Ze v;;,(—w) =
—v;ik(w). Porovnanim pravych stran oboch vyrazov dostaneme, ze musi platit v;jx(w) = —7;ir(w), teda tenzor ~;;x(w)
je antisymetricky v prvych dvoch indexoch.

V dalsich dvahach budeme pre jednoduchost predpokladat, Ze skimané médium je izotropne. V takom pripade sa
vztah D; = epe;; E; redukuje na tvar D = ¢ (erE + ivq X E), pretoZe v systéme existuji iba dva vyzna¢né smery: E a
q.%% Dielektricky tenzor preto musi mat nasledovny tvar:

€ij(q,w) = €rdij — 1Y€ kqk, (42)

kde €;;1 je tplny antisymetricky tenzor radu 3, pri¢om €.y. = 1. Veli¢ina 7 méa rozmer dlzky; o¢akavame, Ze vq < 1. Z
podmienky izotropnosti vyplyva, Ze Studovany material musi byt alebo kubicky krystal alebo tekutina. V naSom vyklade
sa obmedzime na $tidium tekutin.

Aby mohla byt hodnota v nenulova, tekutina nesmie mat centrum inverzie, teda musi obsahovat molekuly, ktoré
nemaji centrum inverzie. To vSak nestaci: molekuly musia byt naviac chiralne. Objekt volame chiralnym, ak objekt,
ktory z neho dostaneme operaciou inverzie, nemdéZe byt otofeniami a posunutiami stotoZneny s povodnym objektom.

52Vgimnime si, ze okrem tu popisanych rieSeni v tvare prie¢nych vin ma systém rovnic (40,41) aj pozdizne rieSenie
E, # 0 (t.j. pozdlzny plazmoén), ale iba pri frekvencii, pri ktorej €., (g, w) = 0.

33Podobny argument pouZivame v cvieniach pri konstrukcii dielektrického tenzora v P-invariantnych izotropnych
systémoch. Vdaka P-invariancii v§ak v takych systémoch nie je pripustny ¢len Gmerny prvej mocnine q.
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Chiralne objekty teda existuju v dvoch modifikiaciach s opa¢nou chiralitou. Typickym prikladom st pravotociva a lavo-
tociva Spirala. Prispevok ku koeficientu v od molekil s opa&nou chiralitou je opa¢ny. Nenulovi hodnotu v v tekutinach
preto dostaneme iba v pripade, Ze po&ty molekiil s opa¢nymi chiralitami st v tekutine réozne. V&imnime si, Ze ak tekutina
obsahuje molekuly, ktoré si sice bez centra inverzie, ale nie si chirdlne, potom sa netriviadlne u¢inky roézne orientovanych
molekil nevyhnutne navzajom kompenzuji. Preto predpoklad o chiralite molekil bol klucovy.

Sktimajme $irenie svetla cez izotropne opticky akivne médium s dielektrickym tenzorom (42) povedzme v smere osi
z, t.j. predpokladajme q = (g,0,0). Potom matica M;; z rovnice (40) nadobudne tvar

2
‘:TER 0 0
— w? 2 . w?
M;; = 0 Yrer —q —iyqYs
Lw2 w? 2
0 g%y “r€r — ¢

Podmienku det(M;;) = 0 pre existenciu netrividlnych rie§eni moZno zapisat v tvare

UJ2 2 w2 OJ2 2 UJ2 o
2R 5 ) ger—C —195 | =0

Ak predpokladame, Ze er > 0, potom existuji dva typy rieSeni pri fixovanej frekvencii w: vynulovanim prvej zatvorky
dostaneme jeden pripustny vlnovy vektor ¢+ > 0 a podobne vynulovanim druhej zatvorky dostaneme druhy pripustny
vlnovy vektor g— > 0. Indexy lomu pre Sirenie zodpovedajicich vin si

_ e _ (ﬂ)ziﬂw fem 4 W
e+ w er 2¢c 2c RE o0

kde v pribliZnej rovnosti sme predpokladali slabii optickii aktivitu yw < c. Lahko overime, %e tymto dvom indexom lomu

zodpovedaju nasledovné konfiguracie elektrického pola:

0 w? w? 0 0 w? w? 0
M1 |= (CjﬁR_qQ“F’chT) L | M 1 |= (gﬁR_q2_7q072> 1
7 7 —1 —1
To znamen4, Ze Sirenie Tavotocivej kruhovo polarizovanej viny E(r,t) = (0, E,iF)e 4+~ a pravotocivej kruhovo po-

ta-r—iwt i tej istej frekvencii popisuji rozne indexy lomu. Takyto jav sa nazyva

larizovanej viny E(r,t) = (0, E, —iFE)e
kruhovou dvojfarebnostou (anglicky circular dichroism). Ako je zndme z elementérnej optiky, jednym z dosledkov

kruhovej dvojfarebnosti je opticka aktivita, t.j. staCanie roviny polarizicie linedrne polarizovaného svetla.

Clausiova-Mossottiho formula

V 1.22 sme studovali rézne polarizacné mechanizmy. Postup bol zakazdym®* rovnaky: predpokladali
sme existenciu lokalnych polarizovatelnych objektov a Studovali sme strednii hodnotu indukovaného
dip6lového momentu p,, = €y Ey, kde 7, je tzv. polarizovatel'nost objektu a treba ju pocitat pomo-
cou mikroskopického modelu. Za elektrické pole E,,, ktoré posobi na sktimané polarizovatelné objekty,
sme pritom brali tzv. makroskopické pole vnutri vzorky, t.j. pole spriemerované cez elementarnu
bunku. Vo zvysku tejto prednésky naSe Gvahy spresnime tym, Ze za E, vezmeme tzv. lokdlne pole
El%k, t.j. realne existujtce pole v mieste polarizovatelného objektu. V I11.9 ukazujeme, Ze medzi mak-
roskopickym polom E,, a lokalnym polom E°¢ v bode vniitri média s aspon kubickou symetriou plati
tzv. Lorentzov vztah

1
ECk=E, + 3TOPW. (43)

Pri vypocte dielektrickej funkcie budeme preto predpokladat, ze p, = eo'waifk. Ak hustotu polarizo-
vatelnych objektov oznaCime n, potom vztah pre susceptibilitu nadobudne tvar

P, (r) = ca ESN(r),

kde sme zaviedli elektrickii susceptibilitu o’ = n~,, ktort sme v 1.22 poéitali pomocou jednodu-
chych modelov. V makroskopickej tedrii vSak potrebujeme poznat elektricka susceptibilitu o, defino-
vanu ako funkciu odozvy na makroskopické pole:

P, (r) = egay,Ey(r).

Ak vyuzijeme definiéné vztahy pre oy, a o a Lorentzov vztah (43), pre makroskopicki susceptibilitu o,
dostaneme vyjadrenie pomocou lokélnej susceptibility a2, ¢ize tzv. Clausiovu-Mossottiho formulu:

3 Okrem polarizécie volnych elektronov.
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V&imnime si, Ze v systémoch s malou susceptibilitou ag < 1 plati o, = ag, t.j. rozdiel medzi lokdlnym
a makroskopickym polom mozno zanedbat.?® Ak vyuzijeme defini¢ny vztah pre elektrickn permitivitu
e(w) = €o(1 + ay,), potom Clausiovu-Mossottiho formulu mozno pisat alternativne v tvare

— 0 1
e(w) — e oy L.
ew)+20 3 3

Pripominame, Ze obe formy Clausiovej-Mossottiho formuly platia len pre kvapaliny, plyny a tie kry$-
taly, pre ktoré plati Lorentzov vztah (43).

Polarizacnd katastrofa
Skumajme statickt dielektricka funkciu e, = €(0) systému polarizovatelnych ¢astic so statickou polari-

zovatelnostou vs. V limite riedkeho plynu mame o = nys < 1 a vtedy ay ~ a2. Pri zahustovani plynu
lokélna susceptibilita o rastie. V pripade, kedy a2 — 3, makroskopickd susceptibilita o diverguje a

hovorime o polariza¢nej katastrofe. V II1.9 preskimame dve mozné realizécie polarizacnej katastrofy:

e Ak sa systém sponténne spolarizuje aj v nulovom externom poli,
potom hovorime o feroelektrickom usporiadani.

e Ak v bode prechodu zaniknu viazané stavy kladnych a zapornych nabojov,
potom za bodom prechodu z izolantu vznikne kov.

Cvidenia

1. Okamziti vychylku z(t) klasického tlmeného harmonického budeného externou silou F(t) moZzno zapisat v tvare
x(t) = [;° dra(r)F(t — 7) analogickom s (34). Vypoéitajte funkciu odozvy a(7). Cim je dany typicky ¢as 79? Navod:
najprv vypocitajte odozvu na harmonickd silu.

2. D4 sa ukézat, Ze charakteristickd dlzka Ro v kove je min(“£, ), kde vr je Fermiho rychlost a £ = vpT je strednd volna
draha elektronov. Odhadnite minimalnu frekvenciu, pri ktorej v skinovom jave za¢ni hrat rolu nelokalne efekty. V tejto
oblasti frekvencii hovorime o anomalnom skinovom jave. Navod: porovnajte Ro a skinovt hibku vniku, pozri 1.22.

3. a) Dokazte, ze v P-invariantnych izotropnych systémoch moézeme dielektricky tenzor popisat dvomi funkciami ¢ (¢%,w)
a ey (g% w):

qi9; qi9;
Gij(q,UJ) =€) (q27w)% + eJ_(QQaw) (6LJ - ;23> .

Navod: dokazte, Ze uvedend formula je konzistentna s definiciou tenzora €;;(q,w) = SikSji€eri(q,w). D4 sa ukazat, ze v
P-invariantnych izotrépnych systémoch méame k dispozicii jediny vyznaény smer: smer vektora q. Preto mame k dispo-
zicii iba dva tenzory, d;; a ¢;q;-

b) Ukazte, Ze ¢leny tmerné €| a e popisuji pozdlznu a prie¢nu odozvu. ﬁalej ukazte, ze v dlhovlnnej limite ¢ — 0 musi
platit €;; o< d;5, a preto dielektrické vlastnosti st popisané jedinou dielektrickou funkciou € (0,w) = €1 (0,w) = €r(0,w).
4. Pomocou Neumannovho principu dokazte vysledky z tabulky 2 pre hexagonalne krystaly.

5. Ukazte, Ze rovnica det(M;;) = 0 s maticou M,; danou vztahom (40) je (pre zadany smer Sirenia vin) kvadratickou

rovnicou pre ¢>.

10 Medzipasové prechody, excitény

Tato prednéska je pokracovanim vykladu o mechanizmoch polarizovatelnosti v 1.22. Obmedzime sa
pritom iba na $tadium prispevku od elektronovych stupiiov volnosti. Na rozdiel od 1.22, latku intera-
gujucu so svetlom nebudeme popisovat klasickou, ale kvantovou mechanikou. Z pasovej teérie vieme,
ze v kry8tali sa atémové hladiny rozstiepia na kvézispojité pasy dovolenych energii. Preto ocakavame,
7e namiesto absorpcie diskrétneho poétu frekvencii v systéme izolovanych atémov déjde v tuhej latke
k absorpcii v spojitom intervale frekvencii. Pre jednoduchost sa obmedzime na §tidium izolantov a
sustredime sa na absorpciu svetla s energiou blizkou k Sirke zakédzaného pasu. V takomto pripade je vl-
nové dlzka ziarenia obvykle ovela vi¢sia nez medziatémové vzdialenosti a preto budeme predpokladat,
7e elektromagnetické pole vlny je priestorovo homogénne.

V tejto prednaske sa obmedzime na Stddium opticky izotrépnych izolantov. V prvej ¢asti prednéasky
budeme okrem toho pracovat v jednoelektrénovom priblizeni a budeme skimat iba dokonalé krystaly.

55To sa tyka napriklad plynov, kde hustota n je mala.
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Na konci prednagky spomenieme, k akym novym javom vedie zahrnutie coulombovskych interakcif
medzi elektréonmi alebo pritomnost defektov v krystali.

Kubova formula pre opticka vodivost
V 1.21 sa ukazuje, Ze namiesto relativnej permitivity er(w) mozno optické vlastnosti materidlov cha-
rakterizovat pomocou tzv. optickej vodivosti o(w), pretoze medzi obidvomi veli¢inami existuje vztah

io(w)

er(w) =1+ ey

Podla 1.21 sa pritom moéZeme obmedzit na §tudium redlnej ¢asti optickej vodivosti o'(w), pretoze
imaginarnu ¢ast o’ (w) mozno zo znamej realnej Casti vypocitat pomocou Kramersovych-Kronigovych
vztahov.

Kedze sktumame optické vlastnosti izolantov, potrebujeme Studovat ¢’(w) pri koneénych frekven-

cidch w. V 1I1.10,11 ukazujeme, Ze pre opticky izotrépne systémy v priblizeni nezavislych elektrénov v
takom pripade plati nasledovné tzv. Kubova formula:

2
0/<w) = %% Zk: %: ’p(k)mn|2(fnk - fmk)d(gmk —&nk — hw)a (44)

kde symbol nk oznacuje jednocasticové Blochove stavy (pricom n je pasovy index Blochovho stavu a
k je jeho kvazihybnost), e,k je energia Blochovho stavu a f,x je pravdepodobnost jeho obsadenia (t.j.
v rovnovaznom pripade Fermiho-Diracovo rozdelenie). Zaviedli sme tiez maticovy element p(k), =
(mk|p|nk) operatora mechanickej hybnosti elektronu p = —iAV medzi stavmi mk a nk.

Kubova formula (44) mé nasledovnu fyzikalnu interpretaciu: Realna ¢ast optickej vodivosti meria
straty v systéme, pozri napriklad [.21. Straty pri frekvencii w podla (44) vznikaju ako dosledok absor-
pcie foténov s energiou fw, pricom jeden z elektréonov prejde z “hladiny” nk na “hladinu” mk. Kubovu
formulu (44) preto mozno chapat ako Fermiho zlaté pravidlo na vypocet pravdepodobnosti takychto
prechodov pod vplyvom interakcie elektronov s klasickym ¢asovo zavislym elektromagnetickym polom.

Vsimnime si, ze podla (44) sa prechody elektréonov realizuji iba medzi Blochovymi stavmi s tou
istou kvazihybnostou k. Ide o prejav zachovania celkovej kvézihybnosti pri foténmi vyvolanych precho-
doch elektronov medzi jednocasticovymi stavmi. Naozaj, hybnost fotéonu je ¢ < 7 a oproti kvéazihyb-
nostiam elektrénov ju mozno zanedbat.

Priame a nepriame prechody

Skumajme teraz prechody medzi poslednym obsadenym (valenénym) pasom a najniz$im neobsadenym
(vodivostnym) pasom izolantov a polovodicov.’® Treba rozligovat dva pripady: (i) maximum energie
valentného péasu je v tom istom k-bode ako minimum energie vodivostného pasu; (ii) maxima a mi-
nima st v roznych bodoch. V pripade (i) st optické prechody mozné uz pri energiach fiw infinitezimélne
energia foténov potrebnd na vykonanie ¢isto optickych prechodov vicsia nez A. Ak vSak pripustime
procesy, pri ktorych elektron zmeni hybnost (napr. v dosledku vyziarenia alebo absorpcie inej ¢astice-
fononu a pod.), optické prechody budi mozné uz pri energiach blizkych A. Takéto prechody nazyvame
nepriame. V nagom vyklade sa obmedzime na §tidium priamych prechodov.

Dovolené a zakidzané prechody

Sktmajme priame prechody v okoli bodu k = 0 medzi valenénym pésom s disperznym zakonom
21,2 21,2
elektronov e,(k) = —gﬂlf* a vodivostnym pasom s disperziou e.(k) = gn{f + A. Bude nas zaujimat

tvar funkcie o’ (w) pri frekvenciach blizkych k tzv. absorpénej hrane hiw = A.

Studujme najprv maticovy element p(k),, pre k v blizkosti bodu k = 0, ktory je relevantny pre
procesy pri energii hw = A. V krystali s AV primitivnymi bunkami moZno N Blochovych vinovych
funkcii n-tého pasu ¥ (r) reprezentovat pomocou N’ Wannierovych orbitalov w, (r —R), t.j. orbitalov

% Prechody medzi inymi dvojicami pasov sa obvykle deju pri frekvenciach vysgich ako frekvencia viditeIného svetla.



50 10 MEDZIPASOVE PRECHODY, EXCITONY

Fopong FoToN

PRIANE FPRECHOLT NEFPRIANE PRECHDDY

Obr. 19: Absorpcia svetla v izolantoch so dirkou zakazaného pasu A pri teplote T < A. V@avo: pasova struktira
¢ = e(k) priameho izolantu. Optické prechody st kinematicky dovolené pre frekvencie fuw 2 A. Vpravo: pasové Struktira
nepriameho izolantu. Absorpcia pri fiw 2 A je moZna napr. pri sti€asnej emisii alebo absorpcii fonénu.

lokalizovanych okolo mriezkovych bodov R, pozri 1.16 a II1.2:
wnk \/— Z €Zk R R)
Pomocou Wannierovych orbitalov mozno maticovy element p(k),,, vyjadrit v tvare

p(K)mn /\/ Z -RY) /d?’rw;(r — R")pwn(r —R) = %: e"k'R/d?’rw;%(r + R)pwn(r),

Rl RN

kde v druhom kroku sme sumaciu cez suradnicu R” nahradili sumaciou cez relativnu suradnicu R =
R’ — R” a vyuzili sme transla¢nt invariantnost. Vykonali sme tieZ trividlnu suméciu cez R/.

V nagom vyklade budeme predpokladat, ze Wannierove funkcie wy,(r) s silno lokalizované. Mati-
cové elementy [ d3rw?, (r+R)pwy,(r) medzi Wannierovymi orbitélmi vo velkej vzdialenosti R st potom
malé. Preto sa pri sumacii cez mriezkové vektory R obmedzime iba na prispevky od vzdialenosti R = 0
a od najkratsich nenulovych vektorov R, ktoré spajaju najblizSich susedov na mriezke:

P(K)mn ~ / d*rwy, (t)pwa(r) + Y R / d’rwy, (v + R)pwy(r). (45)

najbl.susedia
V dalsom vyklade opét rozligime dva pripady:

1. ak [ d3rw}, (r)pw,(r) # 0, potom maticovy element p(k), moZno aproximovat prvym ¢lenom
rozvoja (45). Tento pripad nazyvame dovolenym prechodom. KedZe p = —ihV, optické prechody
st dovolené iba medzi Wannierovymi orbitalmi s opa¢nou paritou: napriklad medzi parnymi orbitalmi
typu s a neparnymi orbitalmi typu p, podobne ako v atomovej fyzike.

2. ak [ d®rw},(r)pw,(r) = 0, potom v atémovej fyzike by bol takyto prechod nemozny a hovorime o
zakdzanom prechode. AvSak pretoZe pravidla atomovej fyziky nehovoria ni¢ o maticovych elemen-
toch [ d®rw},(r + R)pw,(r) pre R # 0, v tuhej latke sa takyto prechod moZe realizovat s konetnou
pravdepodobnostou. Napriklad v atoméarne zakéuzanom pripade, kedy st Wannierove funkcie oboch
péasov parne, musi platit [ d®rw?, (r — R)pw,(r) = — [ &rw}, (r + R)pw,(r).5” Ak dalej uvazime, 7e
Bravaisova mriezka obsahuje pary bodov R a —R, pre konecne vlnové vektory k dostaneme nenulovy
maticovy element

P(K)mn =i »_  sin(k-R) / Prwk, (r + R)pwp(r).

najbl.susedia

5TPo substitticii integracnej premennej r na —r totiz dostaneme [ drw}, (r—R)pwn(r) = — [ d®rw}, (—r—R)pw,(-r),
kde sme uvazili, Ze hybnost p = —i/iV sa zmeni na iiV. Ak dalej vyuZijeme predpoklad o parnosti Wannierovych funkcii
Wi (1) = Wn(—T) @ Wi (r) = Wi (—r), dostaneme — [ d°rw}, (—r — R)pw,(-r) = — [ d&®rw}, (r + R)pw,(r), &b.t.d.
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Inymi slovami, atomarne zakazany prechod moéze byt v kry$tali povoleny! Vdaka faktoru sin(k - R)
v8ak pritom pre malé k plati p(k)m,, x k, teda presne v bode k = 0 je prechod zakazany.

Medzipasové prechody v pribliZeni nezavislych elektrénov
Ak do Kubovej formuly (44) dosadime disperzné zékony elektrénov vo valen¢nom a vodivostnom pase
a ak dalej nahradime sumu cez k integralom, dostaneme

2 3 21,2
o) = 2T / o2k — )0 (h LN hw> ,

" 3mw (2m)3 2m*

kde W%* = n}L + ni* je tzv. redukovana hmotnost paru elektron-+diera.
V nasej z;nalyz% sa obmedzime na skiimanie (realistického) pripadu, kedy teplota T' < A. V takom
pripade moézeme pisat fox — fox = 1.
Trojrozmernt integraciu cez k teraz vykonajme vo sférickych stradniciach, pricom namiesto radial-

nej sturadnice k zavedme energiu € = 22‘* . Standardnym postupom (pozri napr. 1.11,19) dostaneme

/(f:‘)g:/owdems) %

kde dQ) je element priestorového uhla (v k-priestore) a N(e) = %\/ 2m*e je tzv. zdruzena hustota
stavov pre pary elektron—+diera. Tak dostavame zjednodusent formulu pre redlnu ¢ast optickej vodivosti

7T€2 —_—
() = e [ AN TIPS e+ A ).

Symbol |p(&)ye|? 0znatuje maticovy element pri fixovanej energii ¢ stredovany cez uhly.

Dowvolené prechody
T~ o 2
V tomto pripade pouzijeme aproximéciu [p(e)ve|? = [P(0)we|?, preto o (w) = 22 |p(0)ye|2N (fiw — A)

T 3miw
a v blizkosti absorpénej hrany dostavame nasledovna zéavislost optickej vodivosti od frekvencie:

o' (w) o (hw — A2, dovolené prechody.

Zakdzané prechody
V tomto pripade plati [p(g)ve|? €, preto o’(w) o [ deN(e)ed (¢ + A — hw) a v blizkosti absorpénej
hrany dostévame nasledovnu zavislost optickej vodivosti od frekvencie:

o' (w) x (hw — A)%/2, zakédzané prechody.

5[(&J) J(w)T

Obr. 20: Predpovede jednoelektronovej teérie pre zavislost od frekvencie (v blizkosti absorpénej hrany A) realnej casti
optickej vodivosti v priamych izolantoch (v pribliZeni nezéavislych elektréonov). VIavo: izolant s dovolenymi prechodmi. Do
tejto skupiny patria polovodice typu III-V s valenénymi Wannierovymi orbitdlmi typu p a vodivostnymi Wannierovymi
orbitalmi typu s, napriklad GaAs. Vpravo: izolant so zakdzanymi prechodmi. Do tejto skupiny patri napriklad Cu2O,
ktorého valen¢né aj vodivostné Wannierove orbitily si parne.

Excitony
Vysledkom absorpéného procesu je vznik elektréonu vo vodivostnom péase a diery vo valen¢nom pése.
Tieto dva objekty maji opa¢ny naboj a preto sa pritahuji coulombovskou silou. Méze teda nastat
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situécia, kedy elektréon a diera vytvoria viazany stav. Takyto stav je neutrdlnou Casticou a nazyva sa
exciton.

Skimajme vizobnd energiu a vlnovd funkciu exciténu. Nech siradnica elektréonu je r. a sturad-
nica diery, ktort budeme popisovat v dierovom jazyku,”® je r,. V kvaziklasickom priblizeni mozno
hamiltonian systému elektron-+diera pisat v tvare

h?

Hexc = - v2 -

x YU
2m}

o, e?

dmepesT

+ A,

kde sme zaviedli relativnu stradnicu r = r, — re.
Méme teda riegit Schrodingerovu rovnicu Hexct)(ry,re) = E(ry,r.). Tuto rovnicu budeme riesit
prechodom od suradnic r,, r. k dvojici novych stradnic: k relativnej stradnici r a k siradnici taziska

* *
My +mere

my+ m}
Ak teraz zavedieme taziskovi hybnost P = —ih% a relativnu hybnost p = —iha%, potom hamiltonian
systému elektron+diera mozno pisat v tvare
P2 p2 o2

-— +A

2M  2m*  Awegesr ’

kde M = m} 4+ m} je celkova hmotnost a m* je redukovand hmotnost paru elektron+diera.
V&imnime si, Ze hamiltonian Hey. nezavisi explicitne od polohy taziska R. Preto celkova hybnost

excitonu je zachovavajticou sa veli¢inou a Schrodingerovu rovnicu Hexc?) (R, 1) = (R, r) mozno riesit

ansatzom ¥(R,r) = \%VeiK‘&p(r), kde RK je hybnost excitonu ako celku. Interna vlnova funkcia

exciténu o(r) pritom musi spliat nasledovnt vodiku podobnti Schrédingerovu rovnicu

p2 62
2m*  Amegesr

[ ul0) =20t

s vlastnymi energiami e, = —(niiﬁ)g pre n = 0,1,2,..., kde e = TZL—% x 13.6 eV.%? Celkova energia
ﬁ2K2

excitonu e,k = 5y +A+¢, je suctom kineticke]j energie pohybu taziska exciténu a energie vntitorného
stavu exciténu. V zékladnom stave je energia excitonu A — e a polomer exciténu ap = T<*ap, kde
ap je Bohrov polomer.

Napriklad v priamom polovodi¢i GaAs maju hmotnosti elektronov a dier hodnoty m); ~ 0.067m a
my &~ 0.2m, takze redukovand hmotnost paru elektron+diera je m* ~ 0.05m. Kedze statickd permiti-
vita GaAs je €, = 12.8, pre viizobnu energiu exciténu dostdvame €3 ~ 4 meV, ¢o je omnoho menej ako
Sirka zakdzaného pasu A = 1.5 eV. Pre polomer exciténu dostaneme odhad a; ~ 13 nm, ¢o je omnoho
viac ako mriezkové kongtanta (.56 nm.

Ak je polomer excitéonu aj; velky v porovnani s mriezkovou konstantou, kvaziklasické priblizenie je
opravnené. Takyto exciton nazyvame Wannierov. V opac¢nej limite mozno malé (tzv. Frenkel'ove)
excitony popisat ako vzbudeny stav jediného atomu. V takom pripade nd§ odhad vizbovej energie
excitonu samozrejme neplati a vizbova energia je ovela vicgia.

Vdaka pritomnosti excitonov bude pri hw < A existovat koneény prispevok k optickej vodivosti
od viazanych excitonovych stavov. Interakéné efekty vSak mézu v principe zmenit aj absorpéné kon-
tinuum pri Aiw 2 A. Opticka vodivost priamych polovodi¢ov s dovolenym medzipasovym prechodom
s uvazenim mnohocasticovych javov Studujeme v II1.12. Analyza ukazuje, Ze rozdiely oproti teorii s
neinteragujicimi elektronmi sa velké iba blizko absorpénej hrany, t.j. pre |hw — A| ~ €}, pozri ob-
razok 21. Excitony st preto opticky pozorovatelné iba pri nizkych teplotach, kedy tepelné neurcitost
energie 1" < €7.

58 Absenciu elektrénu s hybnostou ik, v dierovom jazyku popisujeme ako pritomnost diery s hybnostou kk; = —hke
i
2my

a nabojom +e, pozri napr. 1.19. Energia takejto diery je eyn(kpn) = —eu(ke) = . Poloha a aj rychlost castice st v
elektronovom aj dierovom jazyku rovnakeé.
3Interné vlnové funkcie excitonu zavisia aj od orbitalneho a magnetického kvantového &isla [, m a od spinu excitonu,

ale energia excitonu v naSom modeli zavisi iba od n, preto tieto kvantové ¢isla explicitne neuvadzame.
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Obr. 21: VIavo: jednocasticové disperzné zékony €., = &..(k) pre valentny a vodivostny péas priameho izolantu;
maximum valen¢ného pasu ma energiu &,(0) = 0. V tom istom obrazku si znazornené aj energie Wannierovych exciténov,
t.j. viazanych stavov Castica+diera. Vpravo: Reélna ¢ast optickej vodivosti priameho polovodica s dovolenym prechodom
v blizkosti absorp¢nej hrany (po uvazeni interakénych efektov medzi elektronom a dierou).

Absorpcia na defektoch

V pripade, 7ze zakizany pas A medzi valenénym a vodivostnym pasom je Siroky a lezi v UV oblasti,
bude material bez defektov priehladny a bezfarebny. V okoli defektov viak moéze vzniknut sada lo-
kalizovanych stavov a prechody medzi nimi sa mozu nachadzat vo viditelnej oblasti, ¢o povedie na
sfarbenie krystalu.

Typickym prikladom st tzv. F-centra (farebné centra) v iénovych krystaloch, ktoré su obvykle
tvorené vakanciami v podmriezke zapornych ionov. Napriklad v NaCl vznikaju vakancie po atémoch
Cl. Ked7e chlor opasta krystal ako neutrdlny atom, po jeho odchode ostava v krystali jeden nadby-
to¢ny elektron, ktory mal patrit ionu Cl—. Tento elektron bude dominantne lokalizovany v (préazdnych)
orbitaloch 3s na &iestich atémoch z podmriezky Na susediacich s vakanciou. Tunelovanim elektrénu me-
dzi tymito Siestimi orbitalmi vznikne sada lokalizovanych hladin pre nadbyto¢ny elektrén.®? Prechody
medzi zdkladnou hladinou so symetriou s a tromi excitovanymi hladinami so symetriou p v F-centre
krystalu NaCl lezia pri hw =~ 2.7 €V, t.j. vo viditelnej oblasti.

Inym prikladom st primesné atéomy s Ciastocne zaplnenou Supkou 3d. V tomto pripade sa (vdaka
rozstiepeniu krystalovym polom, pozri prednasku 7) vo viditelnej oblasti mozu nachédzat prechody
medzi roznymi elektrénovymi konfigurdciami ¢iastoéne zaplnenej 3d Supky.®! Napriklad ¢isty korund
AlyO3 je bezfarebny izolant. AloO3 s primesou chromu sa nazyva rubin a je ¢erveny, pretoze prechody
v ramci 3d upky ionu Cr3t sa nachadzaja pri frekvencidch fuw ~ 2.3 eV a hw ~ 3.1 eV.

Cvicenia

1. Susceptibilitu tesne viazanych elektronov sme v 1.22 charakterizovali pomocou fenomenologickych parametrov Q? a
w]2-. Z vysledku pre susceptibilitu v limite nulového tlmenia v — 0 najdite vyraz pre redlnu cast optickej vodivosti.

2. Vysledok cvicenia 1 porovnajte s Kubovou formulou (44). UkaZzte, Ze pre prechody medzi extrémne tesne viazanymi
elektronmi v Kubovej formule moZno zanedbat vSetky zavislosti od vlnového vektora k. Vypocitajte vahu Q? pre prechod
hwj = €m — €, medzi obsadenym pasom n a neobsadenym pasom m.

3. Pomocou Kubovej formuly (44) odhadnite prispevok k redlnej &asti optickej vodivosti o’(w) kubického izolantu od
prechodov medzi valenénym pasom s disperznym zakonom &, (k) = —e, — 2t,(cos kza + cos kya + cos k.a) a vodivostnym
pasom s disperznym zakonom e.(k) = e + 2t.(cos kga + cos kya + cos k.a). Predpokladajte, Ze ey, ec,ty,tc > 0 a Ze Sirka
zakazaného pasu je omnoho vicsia nez teplota. Zanedbajte zavislost maticového elementu p(k).. od k.

4. Skimajme jednorozmerny izolant s dvomi orbitdlmi v a ¢ na bod mriezky, delokalizaciou ktorych vznikni pasy s
disperznymi zakonmi e, (k) = —e, — 2t, coska a ec(k) = ec + 2t cos ka. Spinovy stupeil volnosti elektronov neuvazujme.
Coulombovské odpudzovanie zohladnime iba ak sa dva elektrony nachadzaji v tom istom bode mriezky - v takom pri-
pade nech energia systému narastie o U. VInovia funkciu zékladného stavu ozna¢me |GS). Pod Frenkelovym exciténom
s hybnostou k rozumieme stav |k) = LN >, e* % clv,|GS). V limite U > t,, t. najdite energiu stavu |k).

5. V akej frekven¢nej oblasti lezia prechody medzi réznymi viazanymi stavmi elektrénov v primesnych atémoch v polo-

vodic¢och, napr. v systéme Si:P?

59Pozri seminarnu pracu M. Rehaka.
61 Tieto prechody sa stand dovolenymi, ak kryStalové pole nema centrum inverzie, pretoze vtedy 3d orbitaly nebuda
popisané dokonale parnymi vinovymi funkciami.
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11 Luminiscencia

V tejto prednaske preskiimame procesy inverzné k absorpcii svetla: budeme sa zaoberat emisiou svetla
materidlmi. Pri kone¢nej teplote sa kazdé teleso stava zdrojom tepelného elektromagnetického ziare-
nia. O luminiscencii v8ak hovorime iba v pripade, ak Ziari vzorka vzbudend do nerovnovazneho stavu.
Zdrojom vybudenia moZe byt napr. chemicka reakcia (vtedy hovorime o chemoluminiscencii), mecha-
nické namahanie (piezoluminiscencia), oziarenie vzorky (fotoluminiscencia), aplikované elektrické pole
(elektroluminiscencia), atd.

Spontanna a stimulovani emisia
Najprv skimajme modelovy systém pozostavajici z elektronového podsystému a z foténového podsys-
tému, v ktorom elektréony mézu obsadzovat dve hladiny €1 < €9, kym fotény maja fixovant hybnost a
polarizaciu a nesd energiu hw = g9 — €1. Predpokladajme naviac, ze foton moézu byt absorbovany za
stcasnej excitacie elektréonov zo stavu 1 do stavu 2, t.j. Ze prislusny maticovy element je nenulovy.
Predpokladajme, Ze modelovy systém je v stave termodynamickej rovnovahy. To znamena, Ze pocet
foténov sa nemoze menit v Case. Rovnoviahu treba chapat ako dynamicki, t.j. procesy emisie a absorpcie
bezia, ale tak, ze sa navzajom kompenzuji.
Pravdepodobnost absorpcie Pis fotonu bude tmerna poctu foténov, poctu elektréonov na dolnej
hladine a poc¢tu volnych hornych hladin:

P12 = Bian(w) f1(1 — f2),

kde n(w) = ﬁ je Boseho-Einsteinova distribu¢na funkcia pre fotony a f; = ——-L-—— st Fermiho
ehw —1 6(51 n/ +1
distribu¢né funkcie pre elektréony s chemickym potencidlom p. Koeficient absorpcie Bis je timerny sile
vizby medzi elektronmi a foténmi a nezavisi od teploty.
Pravdepodobnost emisie bude podla Einsteina pozostavat z dvoch ¢lenov:

Py = Afo(1 — f1) + Bain(w) f2(1 — f1).

Prvy €len je timerny poctu elektrénov na hornej hladine a poc¢tu volnych hladin. Tento ¢len popisuje
tzv. spontannu emisiu. Prislusny koeficient A je opit nezavisly od teploty. Druhy ¢len, imerny poctu
foténov, popisuje Einsteinom zavedeny proces stimulovanej emisie. Ako uvidime, existencia termo-
dynamickej rovnovahy si vyzaduje pritomnost tohto netrividlneho ¢lena. Opéat pritom predpokladame,
ze koeficient Bog; je nezavisly od teploty.

V termodynamickej rovnovahe musia byt procesy emisie a absorpcie v rovnovihe, t.j. musi platit
P12 = P21. Ak Vyuéijeme identitu

A= f1) _ —pyr

fi(1 = f2) ’
ktorda vyplyva z explicitného tvaru funkcii fi, fo a z podmienky hw = €2 — €1, po Gprave mdzeme

podmienku rovnovahy Pio = Psy zapisat v tvare

_ e™/TB1y — By
ehw/T _ 1

Teraz vidno, ze ak koeficient A m4 byt nezavisly od teploty, potom musi byt Bis = By = B, t.j. musi
existovat stimulovana emisia. Potom naviac plati A = B a pravdepodobnosti absorpcie a emisie mozno
zapisat v tvare

[Piz=Bn()fil = f2)i P =Bnw)+1] 01— f)]

Naucili sme sa teda, ze nenulova absorpcia implikuje kone¢ni emisiu. Absorpcia je tmerna n(w) a
emisia je tmernd n(w) + 1. Tento vysledok plati pre emisiu a absorpciu akejkol'vek bozénovej Castice
(okrem fotonov napriklad pre fonony, magnony, atd.) a pre systém elektronov a fonénov sme ho v I111.8
odvodili bez odvolavok na termodynamiku metédou druhého kvantovania.

Doba Zivota excitovaného stavu
Zamyslime sa na chvilu nad skuto¢nostou, ze (pre dovolené prechody) existuje nenulova pravdepodob-
nost emisie fotonov excitovanymi stavmi. Tento fakt je v zdanlivom rozpore s predstavou skutocCne
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stacionarnych stavov, ako ich pozname z kvantovej mechaniky. Dovod v8ak nespoéiva v rozpornosti
kvantovej mechaniky, ale v tom, ze obvykle sa napr. pri §tadiu spektra atému vodika uvazuje iba s
coulombovskou interakciou medzi elektrénom a proténom a neberie sa do Gvahy véazba nabitych castic s
prie¢nymi elektromagnetickymi vinami, ktorych kvantami si fotény. Ak zoberieme do ivahy tuto mali,
ale nenulovu véizbu, potom excitované stavy prestant byt skutoéne staciondrnymi. Takyto postup by
vyzadoval kvantovy popis elektromagnetického pola pomocou foténov. V tomto odstavci odvodime vy-
raz pre dobu Zivota excitovaného stavu 7 menej priamodciarym postupom, ktory viak nebude vyzadovat
zavedenie dalgieho formalizmu.

Podla Einsteinovho postulatu rovnakej mikroskopickej pravdepodobnosti emisie a absorpcie mo-
zeme pravdepodobnost emisie za jednotku ¢asu T— foténu s vlnovym vektorom q a polarizaciou A
pocitat ako dobu Zivota tohto foténu pri teplote T = 0 v systéme s jednou dvojhladinovou siistavou.
Nech n = n + ik je “komplexny index lomu” takéhoto systému. Pre konkrétnost skimajme Sirenie
svetla s frekvenciou w v smere osi 2. Vlnovy vektor svetla je ¢ = % (n + i) a rovinnd vina je tlmena v

. y _QNW ~ N~ a . . . AN .
priestore: [ei%*|2 = e~ "¢ *. KedZe svetlo sa &iri rychlostou ¢/n, tlm na vzdialenosti z moéZeme inter-
. . o . A P _2Kw _2Rwy .
pretovat aj ako utlm v ¢ase t = “Z. Preto tlmenie moZeme zapisat v tvare e” ¢ * =¢” n t o mozno
ot
interpretovat ako e 7a*, kde
1 2Kw
— = (46)
Tq\ n

Na druhej strane, medzi komplexnym indexom lomu, relativnou permitivitou a optickou vodivostou
platia vztahy (n + ix)? = eg(w) = 1 + 2%, pozri napr. 1.21. Porovnanim imaginarnych &asti prvého a
posledného vyrazu mozeme komplexnu cast indexu lomu k vyjadrit pomocou realnej ¢asti vodivosti,
Ak tento vztah vyuzijeme vo vyraze (46) pre dobu Zivota fotonu, dostaneme

K= 2n€0w

Na druhej strane, podlTa Kubovej formuly (44) je “vodivost” nagho dvojhladinového systému pri teplote
T = 0 pre svetlo polarizované v smere eq) dand vztahom?

2
, e

)\ — m|<2|P : qu|1>|25(52 — €1 — hwq)\)-

o
Ak tento vysledok pouzijeme vo vyraze pre dobu zivota foténu a ak uvazime, Ze pravdepodobnost
emisie akéhokoI'vek foténu je suctom pravdepodobnosti emisie roznych fotéonovych médov, dostaneme
vysledny vztah pre dobu Zivota elektréonu v excitovanej hladine

m2n2eqw V

1 1 e 1
P Z T 53 Y Z 12| - eqal1)[26(e2 — €1 — hwgy).
T a Tax >

Explicitnym vypoc¢tom sa d4 ukizat (pozri cvicenia), ze doba zivota elektronu v stave 2p, atému vodika
v materidli s n = 1 (t.j. pravdepodobnost prechodu do stavu 1s) je % ~ 6 x 10% s~1. Vo vSeobecnosti je
typicka doba Zivota v excitovanej hladine (tzv. rekombinaény ¢as) radovo 7 ~ 107 — 1078 s. Z Hei-
senbergovho principu neurcitosti potom dostavame pre Sirku emitovanej Giary de ~ % ~1076-10"7 eV,
teda hoci T vyzera na makroskopickej gkale ako vel'mi kratky ¢as, v skuto¢nosti ide o ¢as zhruba o 6-7
radov dlhsi nez typicky atomovy ¢as (ktorého typickd energia je 1 eV).

Luminiscencia v systémoch s lokalizovanymi elektrénmi

Fluorescencia a fosforescencia

Pri stidiu konkrétnych systémov sa budeme najprv venovat luminiscencii v systémoch s lokalizovanymi
elektronmi s diskrétnym spektrom, napriklad molekuldm alebo primesnym stavom v krystaloch. V

520proti formule (44) tu chyba sumaécia cez k a spinovy faktor 2, ked'Ze sa obmedzujeme na prechody medzi jedinou
dvojicou stavov 1) a |2). Namiesto faktora i naviac explicitne pfSeme polarizatny vektor eqx skiimaného foténového
moédu.
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Obr. 22: Dve mozné realizacie fotolumiscencie v systémoch s lokalizovanymi elektrénmi: po pumpovani elektrénu
foténom zo stavu 1 do stavu 2 moéZe elektron vyziarit foton rychlym prechodom medzi stavmi 2 a 1 (fluorescencia,
vlavo), alebo pomalym prechodom medzi stavmi 3 a 1 (fosforescencia, vpravo).

nagom vyklade sa obmedzime na fotoluminiscenciu (pozri obrazok 22).9% Predpokladajme, ze budiacim
ziarenim vytvorime nerovnovazne obsadenie hladin 1 a 2 s energiami €5 > ¢;. Proces, pri ktorom po
vybudeni nerovnovazneho obsadenia stavov 1 a 2 sa rovnoviha nastoluje spatnym vyZzarovanim foténov
s energiou hw = g9 — €1, sa nazyva fluorescencia.

Existuje v8ak ind moznost: z nejakych dévodov sa systém z excitovaného stavu 2 neZiarivym pre-
chodom dostane rychlejsie do iného stavu 3 nez do zékladného stavu 1 (t.j. proces premeny z 2 na 3 je
rychlejsi nez fluorescencia z 2 do 1). Ak je naviac prechod zo stavu 3 do stavu 1 zakizany,%* hovorime
o fosforescencii. Pri fosforescencii dochadza k pomalému vyZzarovaniu s typickymi ¢asmi, ktoré mézu
lezat v intervale 7 ~ 10™* s az 10 s.

Franckov-Condonov jav

Pri luminiscencii v systémoch s lokalizovanymi elektronmi moze dochadzat k posuvu frekvencie medzi
absorbovanym a emitovanym ziarenim, pri¢om frekvencia emitovaného Ziarenia wg je systematicky
mensia nez frekvencia absorbovaného ziarenia w 4. Pre F-centra v iénovych krystdloch méze byt tento
posuv dramaticky, pozri tabulku 3.

NaF NaCl KCI
hwy (eV) 372 277 231
hwg (eV)  1.67 098 1.22

Tabulka 3: Absorpéné a emisné maximé pre F-centra v krystaloch alkalickych halogenidov.

Tento jav mozno kvalitativne vysvetlit nasledovne. Hoci opticky prechod sa odohréva v elektréno-
vom systéme, i6novy systém pri hom nie je tplne inertny. Rovnovazna konfiguracia iénov pre elektrony
v zdkladnom stave 1 totiz vo v8eobecnosti nie je totozna s rovnovaznou konfiguraciou iénov pre elek-
trony v excitovanom stave 2. Na druhej strane, proces emisie alebo absorpcie fotonov je rijchly, takze
konfiguracie i6nov tesne pred a tesne po emisnych alebo absorpénych procesoch sii totozné.

Pri vyklade sa pre jednoduchost obmedzime na pripad nulovej teploty. Predpokladajme, Ze energie
stavov 1 a 2 v elektrénovom sektore st €1 a €2. Podobne nech energia n-tého fonénového stavu pre
elektrony v stave 1 je Uy, a pre elektrony v stave 2 je to Us,. Podla obrazku 23 potom absorpcia
prebieha medzi podiato¢nym stavom s energiou £1 +Ujg a (vo fondévom sektore excitovanym) koneénym

53 Aby sme predigli nedorozumeniam, pripomeiime, 7e pri fotoluminiscencii nie je faza emitovaného Ziarenia v ziadnom
kauzélnom vztahu s fazou dopadajiceho Ziarenia. Ide o tzv. nekoherentny proces.

64«zakazanost” prechodu obvykle znamena nulovost maticového elementu iba v najniZSom rade poruchovej teorie -
zvy&ajne v tzv. priblizeni elektrického dipolu, kedy zanedbavame konenost vlnovej dlzky svetla. Po zohladneni &lenov
radu (mriezkova konstanta/vinova dlzka svetla)? st obvykle mo#né aj zakazané prechody. V molekulovych systémoch si
stavy 1 a 2, medzi ktorymi st moZné priame prechody, obvykle singletné, t.j. ich spin je S = 0. Stav 3 je pritom casto
tripletnym stavom, t.j. jeho spin je S = 1, a prechod 3 — 1 je “zakizany”.
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Obr. 23: Zavislost energie Franckovho-Condonovho systému od zovieobecnenej fonénovej stiradnice popisujiicej defor-
maciu mriezky v okoli lokalizovaného elektronu. Zobrazené st energie pre dva stavy (1 a 2) lokalizovaného elektrénu.
Hrub4 sipka orientovana nahor popisuje absorpciu svetla pri energii fwa. Sipka za¢ina v minime krivky pre elektronovy
stav 1 (pretoZe skimame pripad 7" = 0) a je zvisla, t.j. pri absorpcii sa nemeni konfiguracia mriezky. Hruba Sipka orien-
tovand nadol popisuje emisiu svetla pri energii hwg. Sipka za¢ina v minime krivky pre elektronovy stav 2, t.j. emisia
prebieha zo zrelaxovanej mriezky.

stavom s energiou €2 4 Uay, tedab®
fuwag = (82 — 51) + (Ugn — UIO) > (82 — 51) + (UQ() — UIO)-

Predpokladajme dalej, 7e fluorescencia je pomald vodi relaxacnym procesom v idnovom systéme.
Potom prv, nez dojde k emisii, zrelaxuje iénova konfiguracia do optimélnej konfiguréicie zodpovedajucej
elektréonu v stave 2. Teda pociato¢ny stav pred emisiou ma energiu €2 + Usg, kym koneény stav po
emisii mé energiu 1 + Uy, kedZe podla obrazku 23 ide o excitovany stav vo fonénovom sektore. Potom
v8ak energia emitovaného ziarenia bude

hwg = (62 — 81) + (U20 — Uln) < (82 — 61) + (UQ() — Ul()).

Porovnanim vyrazov pre hwa a hwg lahko nahliadneme, 7e wy > wg. V&imnime si, ze kli¢ovym
predpokladom bola pomalost fluorescencie voci relaxaénym procesom v idnovom systéme. Ak tato
podmienka nebude splnené, nebude existovat prakticky ziaden rozdiel medzi w4 a wg, pretoze fonénovy
podsystém nebude menit svoju vlnovid funkciu.

Stoji za zmienku, Ze tlohu i6nového systému moze hrat akykol'vek iny stupen volnosti naviazany
na elektrony, ktory je pomaly voéi elektronom a v procese emisie/absorpcie sa nestihne prisposobit
zmene elektronového stavu. Relaxaéné procesy tychto stupiiov volnosti v8ak musia byt dostatocne
rychle oproti ¢asu fluorescencie.

Luminiscencia v polovodi¢och a izolantoch

Vo zvySku prednasky preskiimame luminiscenciu v systémoch s delokalizovanymi elektronmi. Obme-
dzime sa pritom na sktimanie medzipasovej luminiscencie v polovodi¢och a izolantoch. Pri §tidiu
luminiscencie v systémoch s lokalizovanymi elektréonmi sme videli, Ze o charaktere emisného Ziarenia
rozhoduje porovnanie rychlosti rekombinacie s rychlostou alternativnych procesov. Skiimajme pre kon-
krétnost fotoluminiscenciu s budiacou frekvenciou fiw > A, kde A je §irka zakazaného péasu polovodica.
Po absorbovani foténu v polovodi¢i vznikne voIny elektrén a volna diera,% pozri obrazok 24. Excitacna
energia elektronu, t.j. rozdiel medzi energiou elektrénu a energiou dna vodivostného pésu, je pritom
obvykle omnoho vicsia nez teplota. Vd'aka interakcii s fonénmi sa v8ak elektron termalizuje, t.j. jeho
excitatné energia sa stane porovnatelnou s teplotou. Podobné uvahy platia aj pre diery. Kedze ter-
malizaény &as (obvykle ~ 10713 5) je omnoho kratsi nez rekombinacny ¢as (obvykle 1079 — 1078 s),
najprv elektrény klesnt k minimam vodivostného pasu a diery vystupaja k maximéam valen¢ného pasu,
a aZ potom moze zacat rekombindcia.

55V skutoénosti konednym stavom mézu byt vietky excitované stavy s energiami 2 4 Usay, kazdy s pravdepodobnostou
P, pricom Zn P, = 1. Rozdelenie P, vykazuje maximum o0kolo nmax, priCom hodnota nmax aj tvar rozdelenia zavisia od
sily vdzby medzi elektronmi a iénmi, pozri II1.12. N&§ vyklad teda zodpoveda priblizeniu, v ktorom P, .. = 1 a vSetky
ostatné pravdepodobnosti st nulové.

56 Luminiscenciu z excitonového stavu v tomto odstavci neanalyzujeme, pretoze sa podoba na luminiscenciu v systémoch
s lokalizovanymi elektréonmi.

max
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Obr. 24: Fotoluminiscencia v polovodi¢och. VIavo: priamy polovodié. Zobrazené si vietky tri &tadia procesu, t.j.
budenie, termalizacia elektréonov a dier a rekombinécia. V strede: budenie a termalizacia elektronov a dier v nepriamom
polovodici. Vpravo: dvojkrokova rekombinécia v nepriamom polovodici prebiehajica prostrednictvom pévodne prazdnych
primesnych stavov.

V priamych polovodicoch sa realizuje analog fluorescencie: termalizované elektrény a diery rekom-
binuju, pri¢om vyzaruju fotény s energiou zhruba A. V nepriamych polovodi¢och nemozu elektrony a
diery rekombinovat kvoli Pauliho vylucovaciemu principu a realizuje sa analog fosforescencie: Podobne
ako pri absorpcii, rekombinécia méze nastat iba s prispenim fonénov, primesnych stavov (pozri obra-
zok 24), alebo viacelektronovych procesov.5” Preto je lumiscencia v nepriamych polovodi¢och pomalgia.
Naviac, zna¢nd Cast energie sa moze vyziarit na frekvenciach podstatne odlisnych ako irka zakizaného
pz’xsu.68
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Obr. 25: Vyuzitie p-n spoja. VIavo: princip fungovania LED di6dy, t.j. generacie svetla z elektrickej energie. Vpravo:
princip fungovania foto¢lanku, t.j. generacie elektrickej energie zo svetla.

LED diody (light emitting diodes)
Ak prilozime na p-n spoj napétie v priepustnom smere, transport naboja cez spoj sa bude realizovat ako
rekombinaény prad dier a elektrénov, pozri 1.20 a obrazok 25. Teda napriklad diery poteci z p-oblasti,
kde st majoritnymi nosi¢mi naboja, do n-oblasti, kde st majoritnymi nosi¢mi naboja elektréony. Kedze
d'aleko od spoja je prad v n-oblasti neseny takmer vyhradne elektronmi, musia diery po prechode cez
spoj v n-oblasti rekombinovat s elektréonmi. V priamych polovodi¢och je dominantnym rekombinac-
nym mechanizmom fluorescentny prechod; polovodic sa stava zdrojom Ziarenia s frekvenciou priblizne
rovnakou, ako dirka zakazaného péasu.5?

Ucinnost LED diod ako zdrojov svetla, t.j. podiel svetelného vykonu vo viditelnej oblasti k elek-
trickému prikonu, je vys8ia neZ ucinnost obycajnych Ziaroviek. Bezné Ziarovky totiz pracuju tak, Ze

57Pri luminiscencii cez neobsadené primesné stavy vodivostny elektron v prvom kroku obsadi primesny stav a v druhom
kroku nastane rekombinécia elektronu z primesného stavu s dierou vo valen¢nom pase. KedZze v systémoch s primesami
nemame do ¢inenia s transla¢ne invariantnym systémom, kvazihybnost elektrénu k sa nemusi v tychto procesoch zachovat.
Dvojelektronové procesy si naopak mozné aj v dokonalom krystali: napriklad v kremiku elektrén z minima vodivostného
pasu v blizkosti ko spolu s inym elektronom z minima vodivostného pasu v blizkosti —ko méZu zrekombinovat s dvomi
dierami s hybnostami &~ 0 a kvazihybnost bude v takomto procese zachované.

58Napriklad pri luminiscencii cez tzv. hlboké primesné hladiny, t.j. hladiny d'aleko od extrémov pasov.

59Na generaciu erveného svetla 630-870 nm sa pouZivaji p-n spoje na baze priameho polovodi¢a Al,Gai_,As. Zvysni
spektralnu oblast pokryvaju diody na baze priameho polovodica Ga,Inj_,N. Obidve zliatiny patria medzi tzv. III-
V polovodice, t.j. polovodie pozostavajice z troj- a patmocnych prvkov. Materské materialy zliatin maja pri 300 K
zakdzané pasy Agaas = 1.42 eV, Agan = 3.4 eV a Ay = 1.9 eV. Zakdzané pasy zliatin interpoluji medzi tymito
hodnotami. BohuZial, AlAs je nepriamy polovodic, preto zliatina Al,Gaj_,As je priamym polovodi¢om iba pre x < 0.45.
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ohmovské teplo generované te¢tcim prudom zahrieva vlakno. Vldkno potom vyZaruje svetlo vdaka
svojej vysokej teplote a vyzarované spektrum mozno aproximovat spektrom Zziarenia Cierneho telesa.
Preto velka cast Ziarivého vykonu je emitovand v neviditelnej oblasti. Na druhej strane, LED diéda
moze vyzarovat prednostne pri energii zakdzaného pasu, ktortt mozno zvolit vo viditelnej oblasti. Na
podobnom principe ako LED diédy pracuju aj polovodi¢ové lasery.

V cCase obrateny proces k procesu genericie svetla LED dibdou moZzno pouzit na generdciu napéitia
(pozri obréazok 25): fotén pohlteny v p-n spoji kreuje ¢asticovo-dierovy pér, pricom vdaka intrizickému
polu v p-n spoji diery driftuju do oblasti p a elektrony driftujiu do oblasti n. Takto funguji polovodi-
¢ové fotodlanky.

Cvicenia

1. Vypocitajte dobu Zivota elektréonu v stave 2p, atému vodika pri teplote T = 0.

2. a) Ako mozno optickymi metédami urcit rozdiel medzi hladinami 1s a 2s atému vodika?

b) Aky typ budenia by ste pouzili, ak chcete pozorovat prechod z hladiny 3s na hladinu 2p atému vodika?

3. Skimajte fotoluminiscenciu v GaAs s budiacim Ziarenim s frekvenciou fiwg > A, kde A je sirka zakazaného pasu.

a) Odhadnite poc¢et fononov, ktoré pri termalizacii vyziari elektron-dierovy par.

b) Ukazte, Ze po termalizacii (a pred zaciatkom luminiscencie) je chemicky potenciél p., pre elektrony vo valenénom pase
rozny od chemického potencidlu p. pre elektrony vo vodivostnom pése.

c) Zdovodnite, preco luminiscencné spektrum I(w) pri teplote 7' mé tvar I(w) oc v/iw — A exp(“e=£e="2) Navod: pou-
zite Fermiho zlaté pravidlo pre spontannu emisiu a vyuzite, Ze GaAs je priamy polovodi¢ s dovolenym prechodom.

4. Odhadnite rekombinacny ¢as pre elektréon na dne vodivostného pésu nepriameho polovodica. Predpokladajte, Ze rych-

lost rekombinécie je kontrolovana Zziarivym prechodom do prazdnych primesnych stavov s koncentraciou Cimp.

12 Rozptyl svetla a fotoemisia

Doteraz sme Studovali javy, pri ktorych fotony bud vstupovali do vzorky (absorpcia) alebo z nej vystu-
povali (emisia). V tejto prednaske stru¢ne opiseme komplikovanejsie javy, pri ktorych Ziarenie vstupuje
do vzorky a vzorku opusta modifikované Zziarenie. Za¢neme diskusiou o elastickom (Rayleighovom)
rozptyle a potom sa budeme venovat neelastickymu rozptylom, pri ktorych sa meni frekvencia svetla.
Napokon kratko popiSeme fotoemisna spektroskopiu.

Rayleighov rozptyl
Skumajme §irenie elektromagnetickej viny Ege cez nehomogénne prostredie, ktorého permiti-
vita je modulované v priestore okolo strednej hodnoty €, t.j. v mieste x je permitivita e+ de(x), pricom
de(x) < e. O Rayleighovom rozptyle hovorime, ak je dlzka viny A omnoho vicSia nez typicky
priestorovy rozmer fluktudcii de(x), t.j. ak je na gkale A médium homogénne.™

Vy¢leiime v médiu objemovy element Vy(x) okolo bodu x, ktory je maly oproti A, ale dost velky na
to, aby sme médium v jeho vnutri mohli popisat makroskopickou permitivitou. Oproti priemernému
dipélovému momentu indukuje v tomto elemente dopadajuca vlna dodatkovy dip6lovy moment

iko-x—iwt

p = eoy(Vo)Ege™ 0>,

kde y(Vo) = fvo(x) d*xder(x) je odchylka od priemernej polarizovatelnosti elementu Vy(x). Tento di-
polovy moment kmita na frekvencii w a vyZzaruje energiu, preto sa nait mozno pozriet ako na roztylovaé
ziarenia. D4 sa ukizat, Ze G¢inny prierez pre rozptyl na takomto dipéle je

o(Vo) = @\’Y(Voﬂ ,

0paénym extrémom je pripad, kedy sa nehomogenita média realizuje striedanim opticky roznych oblasti, pri¢om
rozmery tychto oblasti sii velké oproti A. V takom pripade si vysta¢ime s geometrickou optikou: svetlo sa odraza a
lame na rozhraniach medzi oblastami. S takouto situaciou sa stretdvame v polykrystaloch (kde dochadza k odrazom na
hraniciach zfn) alebo v heterogénnych zmesiach. Hoci tieto priklady st prakticky dolezité, obvykle nenesd informéciu
o atomarnej Struktire a preto sa im v tomto kurze nevenujeme. Na ziver pripomeilime, Ze najzlozitejSim pripadom je
situdcia (Casta v koloidnych roztokoch - napr. v mlieku), kedy rozmer nehomogenit je porovnatelny s vlnovou dizkou
svetla. V tomto pripade hovorime o Mieho rozptyle.
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kde ¢ je rychlost svetla vo vakuu. Ak budeme predpokladat, ze celkovy roztyl svetla je (nekoherentnym)
sactom rozptylov od jednotlivych objemovych elementov, lahko moézeme odhadnut koeficient utlmu
ziarenia v médiu.

Skiimajme pre jednoduchost Sirenie ziarenia v tenkom vlékne s prierezom S. Smer Sirenia nech je
totozny s osou x. Nech celkovy prud fotonov v priereze z je I(z) = 4.5, kde j je hustota priadu fotonov.
7 tohto prudu na intervale dizky dz ubudne roztyleny prud dI = jdo, kde do je G&nny prierez pre
rozptyl na fluktuéciach v objeme Sdzx. U¢inny prierez do je sictom S]%” fluktuujacich prispevkov o(Vy),
preto ho mozno pisat ako stcin Svdx a strednej hodnoty (¢(W)), t.j. do = <U(V°)>de Preto I(x) splia

diferencialnu rovnicu d—II =9 , kde sme zaviedli tzv. extinkénii dizku

L_(e0) _ o' (hO)P)

12 Vo 6wt Vo

x

Integraciou rovnice pre I(x) dostaneme I(z) = Ipe™ 7, teda extinkénd dizka ¢ meria, ako daleko sa &iri
7iarenie tenkym vlaknom.”! Vimnime si, ze rozptyl Ziarenia narast4 so stvrtou mocninou frekvencie a
s rastom fluktuacii vo vzorke.

Nakoniec ukézme, 7e extink¢ng dizka ¢ je uréovana iba intenzivnymi veli¢inami, t.j. ze nezavisi od volby objemu Vy. Pre
jednoduchost predpokladajme, Ze permitivita je iba funkciou lokalnej hustoty p(x). Potom der(x) = aeﬁ’ 6p( ), a preto
pre odchylku polarizovatelnosti od priemernej hodnoty plati v(V) = aeR Iy dPx6p(x) = Bg;} 0N, kde 5N je fluktuacia
poctu Castic v objeme Vy. V dodatku ukazujeme, Ze fluktuacie poctu castlc (6N?) stvisia so stlacitelnostou systému
2
prostrednictvom vztahu <‘5‘],V L =Tp (@) . Preto
o v )

d
1 w Tp (Oer 2 dp
L 6mct \ 9p op )

V blizkosti kritického bodu (t.j. konca ¢iary koexistencie) kvapalina-plyn stlacitelnost tekutiny (g—g) diverguje. Pre-
T

javuje sa to narastom Rayleighovho rozptylu a hovorime o tzv. kritickej opalescencii. Treba vSak poznamenat, Ze vo
vel'mi tesnej blizkosti kritického bodu bude typicky priestorovy rozmer fluktuécii hustoty porovnatelny s vinovou dizkou

a Rayleighovu teériu preto nemozno pouzit.

Obr. 26: Realna ¢ast n a imaginarna ¢ast x indexu lomu skla na baze SiO2 ako funkcie frekvencie v. Rezonanéné
piky v infracervenej oblasti zodpovedaji optickym fonénom (pozri napr. I111.9), kym rezona¢ny pik v ultrafialovej oblasti
zodpoveda medzipasovému prechodu. Vo viditelnej oblasti je n =~ 1.46 a k < 1.

Optické vlakna
Na prenos informécie sa pouzivaju optické vlakna, ktoré obvykle pozostavaji z jadra zo skla na baze

"I Popis irenia Ziarenia cez masivny nehomogénny material je zloZitejsi, pretoZe rozptylené svetlo sa zo vzorky nestraca,
iba meni smer §irenia. D4 sa ocCakavat, Ze na dostato¢ne dlhych Skalach sa v takomto médiu svetlo &iri diftziou.
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Si09 s priemerom = 10um a z plasta s niz§im indexom lomu, ako ma jadro. Svetlo je potom uviznené
v jadre totalnym odrazom. To, Ze v optike sa pouziva amorfny materidl (sklo), nie je nahoda. V
beznych polykrystalickych materialoch s rozmerom zrna aspoi porovnatelnym s vlnovou dizkou svetla
A totiz dochadza k odrazom na rozhraniach zin, ¢o zhorsuje ich prenosové vlastnosti. Prenos svetla teda
mozno zleps§it dvomi sposobmi: bud pouZivanim monokrystalov, alebo naopak zmenSenim rozmerov
priestorovych nehomogenit pod 8kilu A, t.j. pouzivanim nanokrystalickych alebo amorfnych materialov.

Pracovna frekvencia v optickych vlaknach sa voli v oblasti s minimalnymi stratami skla, t.j. v infra-
Cervenej oblasti s frekvenciou blizkou k 1.94 x 10" Hz, pozri obrazok 26. Pre mensgie frekvencie straty
rozptylu sposobenému nehomogenitami polarizovatelnosti skla. Viimnime si, Ze nebyt Rayleighovho
rozptylu, na frekvencii 1.94 x 1014 Hz (t.j. na vlnovej dlzke 1.55 um vo vdkuu) by sklo nemalo vykazovaft
7iaden titlm svetla. Utlm svetla v bezne pouZivanych optickych vldknach je iba 0.2 db/km, t.j. svetelny
vykon klesne na 1 km dlzky vlakna faktorom 1079-2/10 ~ 0.955.

Ramanov rozptyl

Skiimajme §irenie elektromagnetickej viny v médiu, ktoré ma vnatorné kmitavé stupne volnosti, napr.
mechanické. Vo vSeobecnosti mozno ocakavat, ze polarizovatelnost takéhoto média zavisi od zovse-
obecnenej siradnice u kmitavého médu. V nasej diskusii sa obmedzime na jediny harmonicky interny
mod s frekvenciou wy a budeme predpokladat, 7ze elektrickd susceptibilita je tmernd prvej mocnine
stradnice u (tzv. rozptyl prvého radu):

a(u) = ao + gu,

kde g je vazbova konstanta medzi elektrickym polom a internym kmitavym modom. Pre konkrétnost si
mozeme predstavit médium ako sadu dielektrickych gul a interny mod ako kmitavy mod deformujici
gul'u na rotaény elipsoid oscilujici medzi pretiahnutym a splostenym tvarom (pri kongtantnom objeme).
Ked7e polarizovatelnost elipsoidu zavisi od jeho tvaru, o bude funkciou u.

Vo vSeobecnosti je nutné v povazovat za kvantovomechanicky operator vychylky. V nasom vyklade
sa v8ak najprv obmedzime na skimanie teplot T > hwg, kedy interné kmity mézeme popisat klasicky.
Pre harmonické interné kmity u(t) = ug coswot teda médzeme predpokladat, ze susceptibilita zavisi od
¢asu podla

a(t) = ag + gug cos wpt.
Kedze amplituda kmitov je typicky mal& oproti rozmerom polarizovatelnych entit, aj modulécia sus-

ceptibility gug je typicky mal4, obvykle guy ~ 1073. Ak dopadajica vlna ma tvar Egcoswt, potom
polarizicia vzorky bude P(t) = eya(t)Eg coswt, Cize

P(t) = eoEp [ao cos wt + % cos(w + wp)t + % cos(w — wp)t| .

Teda vo vzorke sa okrem povodnej frekvencie objavi aj Ziarenie pri tzv. Stokesovej frekvencii w — wy
a anti-Stokesovej frekvencii w + wy.

V kvantovomechanickej teorii zodpoveda anti-Stokesov proces absorpcii fonénu a preto pravdepo-
dobnost takéhoto procesu bude tmerna n(wg). Podobne Stokesov proces zodpoveda emisii fononu a
jeho pravdepodobnost je timernéa n(wg) 4+ 1. Preto podiel amplitid oboch signalov bude

I(w+wo)  n(wo) _ e
I(w—wy) n(wy)+1

Pri vysokych teplotach T > hwg tento vysledok reprodukuje nas klasicky vysledok, podla ktorého
obidva procesy sa rovnako pravdepodobné. Pri nizkych teplotach T < fiwg s vSak pozorovatelné iba
Stokesove procesy.

V transla¢ne invariantnom systéme sa v procese emisie alebo absorpcie fonénu musi okrem ener-
gie zachovavat aj hybnost.” Pri optickych frekvenciach je vsak hybnost foténov omnoho mengia nez
typické hybnosti v Brillouinovej zéne, teda aj emitovany alebo absorbovany fonén musi mat porovna-
telne mali hybnost. Preto meranim Ramanovho rozptylu mozno §tudovat iba fonénové médy v strede
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Obr. 27: Norméalne vibratné mody P-invariantnej molekuly SFg. Pri inverzii sa bod R zobrazi do bodu —R. Ak
vychylku atomu v bode R oznac¢ime ako ur, potom za parne oznaCime moédy, pre ktoré plati u_r = —ur, kym
za neparne oznacime mody, pre ktoré plati u_r = ur. VIavo: priklad parneho (ramanovsky aktivneho modu). Sipky
znazoriiuji vychylky atémov v danom moéde. ZovSeobecnena siradnica u tohto médu je povedzme kladna, ak sa molekula
naftikne, a zaporna, ak sa molekula zmr$ti. VSimnime si, Ze zovSeobecnena siradnica parneho médu sa pri invertovani
nemeni, pretoZe naftiknutie sa pri inverzii transformuje na nafiknutie. Vpravo: priklad neparneho (IR aktivneho) modu.
Zovseobecnend siuradnica tohto moédu je kladnd povedzme pre pohyb centralneho atému S nahor. Pre neparne moédy
zovSeobecnend siradnica pri invertovani zmeni znamienko.

Brillouinovej zoény.

Vyjberové pravidld pre Ramanov rozptyl
Nech zovSeobecnend stradnica fonénového méodu je u. Z predchadzajiceho vykladu je zrejmé, ze Ra-
manov rozptyl moéze nastat iba na takych fonénovych médoch, pre ktoré je derivacia tenzora elektrickej
susceptibility a;; podla u nenulova:
8aij
gij = p)
U

£ 0.

Iba na zaklade symetrie krystalu a symetrie fon6nového médu v8ak mozno casto ukizat, ze dany mod
nie je ramanovsky aktivny. Ako priklad $tudujme P-invariantné krystaly alebo molekuly. V takychto
systémoch mozno fonénové mody rozdelit do dvoch skupin: na parne a neparne médy, pozri obrazok 27.

Podl'a Neumannovho principu sa pri inverzii susceptibilita P-invariantného systému nesmie zmenit,
Cize v invertovanej sustave musi platit a;; = ;. Pre nepdrne mody sa zovSeobecnend stradnica fonénov
pri inverzii transformuje z w na © = —u. Preto g;; = % = —dgf = —g;;. Na druhej strane vsak podla
Neumannovho principu mé platit g;; = g¢;. Porovnanim oboch vyrazov pre g;; dostaneme vysledok
gij = 0, ¢ize nepdrne fondnové mody v P-invariantnijch systémoch nie si ramanovsky aktivne. Naopak,
pre parne mody sa zovSeobecnend suradnica fonénov pri inverzii transformuje z u na u a koeficient g;;
sa nemeni. Symetria vodi inverzii teda nekladie obmedzenia pre Ramanov rozptyl na parnych modoch.

Absorpcia svetla fonéonmi v P-invariantnych systémoch je komplementarna k Ramanovmu rozptylu.
V tomto pripade totiz plati o;; = }Og—g;, kde P je hustota dipdlov vyvolana fonénovym modom. Ale
pre pdrne fonénové moédy je dip6lovy moment od kazdej Strukarnej jednotky nulovy, pretoze k sume
> R YRUR Drispievaji inverziou zdruzené dvojice bodov R a —R s ndbojmi ¢_r = ¢r a vychylkami
u_R = —UR, pozri obrazok 27. Cize parne fononové mddy v P-invariantnijch systémoch neprispievaji
k absorpcii, zatial €o symetria voéi inverzii nijako neobmedzuje absorpciu na neparnych médoch, ktoré
teda mozu prispievat k absorpcii svetla v IR oblasti.

Brilloutnov rozptyl

V pripade, ak k neelastickému rozptylu dochidza za sti¢asnej emisie akustickych fonénov, hovorime o
Brillouinovom rozptyle. Ide tu o historizujtce nézvoslovie, pretoze medzi Brillouinovym a Ramanovym
rozptylom niet principiadlnych rozdielov. Pri analyze Brillouinovho rozptylu vSak nemézeme zanedbat
zmenu hybnosti fotonu, pretoze nulovej hybnosti fonénu zodpoveda nulové energia fonénu.

Do rozptylového procesu nech vstupuje fotén s energiou fiw. Hybnost tohto fotéonu vo vakuu je Rk,
pricom w = ck a ¢ je rychlost svetla vo vakuu. Ak index lomu materidlu je n, potom hybnost toho
istého fotonu v materdli je hnk. Podobne, nech energia rozptyleného foténu je hw’ a jeho hybnost je
hk' vo vikuu a hnk’ v materidli, pricom w’ = ck/. Potom zdkony zachovania hybnosti a energie v

"2V krystaloch sa namiesto hybnosti zachovava kvazihybnost.
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rozptylovom procese (ktory sa realizuje vnaitri materialu) nadobudnu tvar
hnk’ = hnk + hq, h' = hw + hvg, (47)

kde znamienko plus zodpoved4 absorpcii a znamienko minus emisii fonénu s hybnostou hq a grupovou
rychlostou v.”® KedZe v < ¢, zo zdkona zachovania energie (47b) zapisaného v tvare k' = k+ =g vidno,
7e k' ~ k, t.j. velkost hybnosti fotonu v zrazke sa takmer nezmeni.

Preto v zakone zachovania hybnosti (47a) zanedbame rozdiel medzi velkostami k a k'. Ak rozptylovy
uhol, t.j. uhol medzi k’ a k oznac¢ime 6, potom zo zakona zachovania hybnosti pre velkost hybnosti
fon6nu dostaneme ¢ = 2nk sing = Q”T"J sin g.

Po dosadeni vyrazu pre ¢ do zakona zachovania energie (47b) dostaneme konetny vysledok pre
zmenu frekvencie foténov v rozptylovom procese:

2nvw . 0

Aw=uvw —-—w=+ smg.

Cc

Meranim frekven¢ného posuvu Aw foténov rozptylenych o uhol 6 voéi primarnemu zvizku tak mozno
uréit grupovi rychlost fonénov. Meranie Brillouinovho rozptylu je komplikovanejsie nez meranie bez-
ného Ramanovho rozptylu na optickych fononoch, pretoze frekvenény posuv Aw je obvykle mensi.

Zdverecné pozndmky

1. Ako pri fotoluminiscencii, tak aj pri Ramanovom rozptyle do vzorky vstupuje fotén a opista ju
iny foton. O fotoluminiscencii hovorime, ak pohltenie a vyZiarenie foténu st dva nezdvislé mikrosko-
pické procesy. Na druhej strane, o0 Ramanovom rozptyle hovorime, ak rozptylovy proces mozno popisat
jedingm mikroskopickym procesom. Inymi slovami, pri fotoluminiscencii existuje medzi absorpciou
a emisiou redlny elektrénovo-dierovy par, kym pri Ramanovom rozptyle existuja iba tzv. virtudine
elektrénovo-dierové pary.

2. Ramanovské posuvy energie st charakteristické pre jednotlivé molekuly. Ramanov rozptyl preto
mozno pouzit ako spektroskopickd metodu na urcovanie pritomnosti tej-ktorej molekuly v Studovanej
vzorke.™

3. O elektronovom Ramanovom rozptyle hovorime, ak zmena energie foténu nie je spdsobend emisiou
alebo absorbciou fonénu, ale deexciticiou elektréonovo-dierového paru do iného elektrénového stavu,
nez bol pocdiato¢ny stav.

4. Formélne velmi podobné javy k Ramanovmu rozptylu sa §tuduja v nelinearnej optike. V tomto pri-
pade v8ak nie je polarizovatelnost modulovand mechanickymi kmitmi, ale ich tlohu preberé elektrické
pole svetelnej viny.

Fotoemisia
Pri fotoemisnom experimente sa skiimané vzorka oZaruje monochromatickym Ziarenim s energiou hw
a skima sa energetické spektrum vyletujucich elektrénov. Ak predpokladame, Ze elektron v procese
emisie zo vzorky neexcituje iné ¢astice, potom energia vyletujiceho elektrénu % bude stctom energie
elektrénu vo vzorke € a energie foténu: % = ¢ + hw. Klasickym vysledkom je, Ze fotoelektréony st
emitované iba Ziarenim s frekvenciou fiw > A, kde A je tzv. vystupna préaca, t.j. minimalna energia,
aku treba elektréonu dodat, aby mohol opustit vzorku. Pri teplotich T < ep je v pripade kovu vystupna
praca A dana rozdielom medzi minimalnou energiou elektréonu vo vakuu (t.j. nulou) a Fermiho energiou
er v kove, A = 0—ep, pozri obrazok 28. V&imnime si, Ze Fermiho energia musi byt zaporné, e < 0, inak
by elektrony sponténne opustali vzorku. Preto musi byt A > 0. Z merania pocetnosti fotoelektrénov
S energiou % mozno rekongtruovat pocet elektronov vo vzorke s energiou e, t.j. hustotu stavov vo
vzorke.

V tzv. uhlovo rozliSenych fotoemisnych experimentoch (ARPES) sa okrem energie fotoelek-
tronov meria aj smer ich 8irenia, teda vektor ich hybnosti. Ak opétf predpokladame, Ze fotoelektron

neexcituje iné Castice, a ak naviac uvazujeme, ze povrch studovanej vzorky je dokonale hladky, potom

"Namiesto o zachovani hybnosti by sme mali hovorit o zachovani kvazihybnosti, t.j. zmenu hybnosti foténu pozname
iba modulo G, kde G je vektor recipro¢nej mriezky. Ale kvoli zakonu zachovania energie musime volit G = 0.
"Mame tu na mysli kvapalné a plynné vzorky, ako aj molekulové krystaly.
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Obr. 28: VTavo: energetické spektrum elektrénov ako funkcia stradnice orientovanej kolmo na rovinny povrch kovu.
Vniitri kovu st (pri teplotach T' < ¢r) obsadené stavy s energiou ¢ < ep. Vonku kovu (vo vakuu) si pripustné iba stavy
s energiou £ > 0. Vpravo: kinematika fotoemisného experimentu. Pociatoénym stavom je foton a elektron vo vzorke,
konetnym stavom je elektron mimo vzorky. Poc¢iato¢ny a kone¢ny stav maji rovnaki energiu a kvazihybnost rovnobezni
s povrchom vzorky.

okrem zékona zachovania energie bude platit aj zdkon zachovania pre zlozku kvazihybnosti rovnobezna
s povrchom.™ Pre nie prili§ velké frekvencie Ziarenia mozno hybnost foténov zanedbat, preto zlozka
hybnosti p vyletujuceho elektronu sa musi rovnat hybnosti elektronu vo vzorke ik :

p|= th + hK”.

Zmeranim hybnosti vyletujiceho elektronu teda moZno jednoznacne urcit hodnotu k). V pripade vrs-
tevnatych materidlov, v ktorych energia je iba funkciou zlozky hybnosti rovnobeZnej s povrchom, potom
pomocou ARPES spektroskopie mozno zmerat disperzny zikon € = (k) pre obsadené elektrénové
stavy, t.j. pre stavy s energiou ¢ < u, kde u je chemicky potencial.

Medzi najvicgie tspechy fotoemisnej spektroskopie patri jej prispevok k Studiu vysokoteplotnych
supravodic¢ov, ktoré maju vrstevnata Struktiru, a teda v nich mozno ARPES spektroskopiu jednoducho
interpretovat. Napriklad pri pouziti foténov s energiou 21.2 eV mozno dosiahnut energetické rozliSenie
1-2 meV a rozligenie vlnového vektora ~ 1072 vektora inverznej mriezky (t.j. mozno rozligit ~ 10
bodov v 1. Brillouinovej zoéne). Toto rozliSenie umoziiuje s velkou presnostou Studovat zmeny spektra
elektrénov medzi supravodivym a normalnym stavom vysokoteplotnych supravodicov.

Cvicenia
1. D4 sa ukazat, Ze v Case oscilujuci dip6l p coswt vyZaruje na velkych vzdialenostiach r = rn (kde n je jednotkovy

vektor v smere r) elektromagnetické pole s magnetickou zlozkou B = uow? (n x p) cos(kr — wt), kde k = w/c. Pomocou

4mer
Maxwellovych rovnic ukazte, Ze pre elektricku zlozku pola plati E = ¢B x n. f)alej vyuzite vztah B L n a ukazte, ze
eB? — wow'p®
o - 127c
pokladajte, ze dipo6l je budeny elektromagnetickou vinou s elektrickou zlozkou s amplitidou Eo, t.j. Ze plati p = eoyEq

pre Poyntingov vektor plati S = n a pre (v Case ustredneny) Ziarivy vykon dip6lu plati P Napokon pred-
a vypotitajte icinny prierez dipélu definovany ako podiel o = P/j, kde j = %CE(% je (v Ctase ustrednena) hustota toku
energie v budiacej vlne.

2. Vypoditajte u¢inny prierez o pre rozptyl svetla s vlnovym vektorom k na kovovej gul6cke s polomerom a.

a) V limite ka < 1 pouzite vysledok predoglej tlohy. Pomocou vysledkov v II1.9 ukazte, ze v = 3V (kde V je objem
kovovej gulocky) a ukaite, ze —Z5 = 8 (ka)™.

b) V limite ka > 1 pouZite geometrickt optiku a ukazte, ze ~Zz = 1.

3. Ukazte, Ze formulu pre extinkéna dizku ¢ idealneho plynu polarizovatelngch Gastic s hustotou n moZno interpretovat
ako strednt volnd drahu svetla ¢ = % v médiu s koncentraciou defektov n a Géinnym prierezom jedného defektu o.

4. Skimajme prechod svetla cez masivne nehomogénne materialy s linedrnym rozmerom L a so strednou volnou drahou
svetla £. Aky je charakter &irenia svetla v pripade L < £ a v pripade L > ¢? Odhadnite ¢ pre prechod viditelného svetla
cez atmosféru.

5. K Ramanovmu javu: presved¢te sa, Ze rotacné elipsoidy z rovnakého materidlu a s rovnakym objemom (ale réznym
tvarom) nest v externom poli Eg rozne dipélové momenty p. Podstatu javu vidno uZ pri porovnani troch l'ahko analy-
zovatelnych tvarov: (i) tenkej ihly v smere Eo, (ii) gule a (iii) tenkej platne kolmej na Eq.

6. Cim sa lii fotoemisia od absorpcie svetla?

"5V tomto smere je totiz skiimany systém invariantny vo&i mriezkovym posunutiam rovnobeZnym s povrchom krystalu.
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13 Dodatok

Priestorova Fourierova transformacia

Obvykle skimame systémy v tvare (velkého) rovnobeZnostenu s objemom V a s periodickymi okrajo-
vymi podmienkami. Dovolené hodnoty vinovych vektorov q si potom diskrétne a Fourierove transfor-
mécie pre lubovolnu veli¢inu F(r) definujeme vztahmi

1 A
F(r)= v Z Fye'r.
q

Fourierovsky transformovant funkciu Fy teda obvykle oznac¢ujeme tym istym pismenom ako pévodnua
funkciu F(r). Aby sme tieto dve rozne funkcie rozlisili, zavislost od vlnovych vektorov q piSeme ako
index. Inverznd Fourierova transformacia mé tvar:

Fy = /d3rF(r)e_iq'r.

Casova Fourierova transformacia
K Tubovolnej ¢asovo zavislej veli¢ine F'(t) definujeme jej Fourierovu transforméciu F,, vztahom

F(t) = / W et
2m

— 00

Inverzna Fourierova transformaéacia mé tvar:

F, = / dtF (t)e™".

—00

Atéomové jedno!:ky
dlzka: ap = 229/ =0.529A

4 2

T _ 1 me _ K 1 e _
eNergia: €8 = 3 (rem? = BmaZ, = 24moan13.6 eV

Statisticka fyzika a termodynamika
Fluktudcie poctu castic
Pre systém pri teplote T s objemom V a chemickym potencidlom u, ktorého stavy sme oznaéili n,

definujme velku Statistickd sumu
puNn—En
T

Z(T,V,p) =) e

L o« o L, . 1 “Nn—En
Potom stredna hodnota poctu castic je (N) = 5>, Nye

dostaneme T' (%?)T = (N?) — (N)2 = (§N?), kde sme uvazili, ze Z je tiez funkciou u. Ak zavedieme

N)
Y

. Explicitnym derivovanim podla pu
tento vysledok mozno zapisat v tvare

2
N _p (00}
1% ow)
Termodynamickd identita

Voln4a energia systému je extenzivna veli¢ina. Preto pri konStantnej teplote mozeme pisat

hustotu p =

V) =i (7).

kde f(p,T) je hustota volnej energie v systéme s hustotou p pri teplote T. Odtialto vyplyva:

(i) Chemicky potencial je definovany vztahom p = (%)V,T = f,(p,T), preto plati (%)T = foo(p, T).

(ii) Tlak je dany vztahom p = — (%)T,N = —f(p,T)+ pf,(p,T), preto plati (%)T = pfpp(p,T).
Porovnanim (i) a (ii) dostavame termodynamicku identitu

(e~ 7om — (5)
o) ll)lp(va) P Op T'
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