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Predhovor

V tomto kurze predpokladame, ze zékladné poznatky o elektrickych a optickych vlastnostiach latok
(v rozsahu bakalarskeho kurzu Uvod do fyziky tuhgjch ldtok) st zname. Text bakalarskeho kurzu je
dostupny na stranke http://www.st.fmph.uniba.sk/~hlubinal v Casti Studijné materidly a dalej
Uvod do fyziky tuhgjch ldtok.

Prvych 16 prednasok sa zaobera elektrickymi vlastnostami tuhych latok. V bakalarskom kurze
sme Studovali elektréonova Struktiaru idealnych krystalov bez portch. Naviac sme skumali iba pohyb
jedného elektréonu a nie systému mnohych interagujtcich elektrénov. V prvych troch prednéskach
tohto kurzu si v novom kontexte zopakujeme zakladné pojmy péasovej Struktiry a Fermiho plochy
z bakalarskeho kurzu. V dalgich prednaskach sa budeme venovat javom sivisiacim s nedokonalostou
krystalov a preskimame transport v silnom magnetickom poli. V nasledujicich ésmich prednaskach
budeme studovat mnohocasticové efekty.

V poslednych 8 prednaskach sa venujeme skiimaniu optickych vlastnosti tuhych latok. Najprv zo-
vSeobecnime a upresnime popis pomocou relativnej permitivity. Vo zvysnych prednéskach sa budeme
venovat komplikovanej$im optickym javom, ktoré neboli skimané v bakalarskom kurze.

Odkazy na iné texty

V prednéskach sa odvolavam na nasledovné texty z kurzov fyziky tuhych latok na FMFI UK:
“Uvod do fyziky tuhych latok”: prednagka ¢islo n citovana ako I.n

“Fyzika mnohych ¢astic”: prednéaska ¢islo n citovana ako III.n

“Kvantové teéria mnohocasticovych systémov”: prednaska ¢islo n citovanéa ako IV.n

Poznamka o vol'be jednotiek a o konvenciach

1. V skriptach pouzivame jednotky SI. Jedinou vynimkou je absolutna teplota, ktorta chapeme ako
veli¢inu s rozmerom energie.

2. Naboj elektréonu oznacujeme —e, t.j. predpokladéame, ze e > 0.

3. Pod frekvenciou rozumieme kruhovi frekvenciu.

Podmienky na udelenie kreditov

Hodnotenie cvicent

séria 11 domacich tloh; za kazda sériu mozno ziskat maximaéalne 2 body;
za kazdé vyrieSené cvicenie oznacené * alebo I mozno ziskat dodatoéné 2 body
Hodnotenie iustnej skisky

za ustnu skisku méze student ziskat maximélne 18 bodov, z toho:

za otézku k prednaskam 1-8: maximum 6 bodov

za otazku k prednaskam 9-16: maximum 6 bodov

za otézku k prednaskam 17-24: maximum 6 bodov

texty oznacené hviezdiCkou sa neskusaju

Udelovanie kreditov

celkové bodové hodnotenie je stii¢tom hodnoteni cvieni a tstnej skusky;
kredity sa udeluja podla celkového bodového hodnotenia nasledovne:

: >36 bodov

: >32 bodov

: >28 bodov

: >24 bodov

: >20 bodov

FX: <20 bodov
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4 1 UVOD

1 Uvod

V tejto prednaske stru¢ne zopakujeme tie zakladné pojmy pouzivané pri studiu elektrickych vlastnosti
krystalov, ktoré sme zaviedli a podrobnejsie opisali v bakalarskych prednéaskach.

Adiabatické a klasické pribliZenie

Tuhé latky st sabormi velkého poétu elektronov a jadier. KedZe jadra st omnoho tazsie ako elektrény,
elektrony stihaju sledovat pohyby jadier a pre akukolvek okamzitii konfiguraciu jadier sa elektrony
nachédzaja blizko zékladného stavu. V adiabatickom priblizeni predpokladame, Ze elektrony sit
zakazdym presne v zédkladnom stave. Naviac, jadra obvykle vykonévaji iba malé kmity okolo rovnovaz-
nych poloh. V klasickom pribliZeni méZzeme tieto kmity celkom zanedbat a obmedzit sa na skiimanie
pohybu elektréonov predpokladajtc, ze jadra obsadzuji rovnovazne polohy. V prednéaskach 15,16 tohto
kurzu budeme skimat vplyv kmitov mriezky na elektronové stupne volnosti.

Idealny krystal

Je to nekoneény krystal bez portch, t.j. jedné sa o dokonale periodické rozmiestnenie atémov. Idealny
krystal je teda definovany pomocou klasického priblizenia. Reédlne krystaly sa od idedlnych krystalov
lisia pritomnostou bodovych, ¢iarovych a plosnych defektov, ako aj kmitov mriezky. Typickymi bodo-
vymi poruchami st primesné atéomy, vakancie a intersticidlne atémy. V prednaske 4 preskimame vplyv
takychto defektov na elektrickt vodivost. Typickymi ¢iarovymi poruchami st dislokédcie a medzi plosné
poruchy patria povrchy a rozhrania, ako aj hranice zfn polykrystalickych materidlov.

Jednoelektrénové priblizenie

Uloha o spektre elektronov v idealnych krystaloch je zlozitou tlohou, pretoze elektréony navzajom in-
teraguju coulombovskymi silami, a preto pohyb $tudovaného elektronu zavisi od pohybov (v principe
vietkych) ostatnych elektréonov. V jednoelektronovom priblizeni namiesto Schrodingerovej rovnice pre
makroskopicky pocet elektronov skiimame iba jednoelektrénové tlohy. V bakalarskom kurze sme nerie-
§ili otazku o tom, ako mozno jednoelektronové priblizenie zdévodnit. Tejto otézke sa budeme venovat
v prednéskach 9-11 tohto kurzu. V prednéskach 12-14 preskiimame, ako pritomnost coulombovskych
interakcii medzi elektronmi zmeni predpovede jednoelektrénovej teorie.

Pasova Struktira
Hlavnym vysledkom teorie elektronovych vlastnosti idedlnych krystalov v jednoelektréonovom priblizeni
je tzv. Blochova veta, podla ktorej vlnova funkcia elektrénu méa tvar

Uue(r) = = T (1),

&

kde V je objem Studovaného krystélu a u,k(r) je periodickd funkcia s periodou mriezky, t.j. pre Tu-
bovolny translaény vektor R mriezky plati unk(r + R) = u,k(r). Blochova vinova funkcia zavisi od
dvoch indexov: od tzv. pasového indexu n a od vlnového vektora k. Pésovy index pritom hré rolu
analogickt diskrétnym indexom rozliujicim jednotlivé viazané stavy atémov. Pokial sa nezaujimame
o stavy elektréonov v blizkosti povrchov, obvykle pracujeme s tzv. periodickymi okrajovymi podmien-
kami. V krystali s N elementarnymi bunkami a tzv. periodickymi okrajovymi podmienkami pritom
vlnovy vektor k nadobtida N hodnét v 1. Brillouinovej zéne. Kedze N > 1, dovolené vinové vektory
su takmer spojito (kvazispojito) rozlozené v recipro¢nom priestore.

Energiu elektronu v stave 1,k (r) budeme oznacovat e, alebo &, (k). Pre fixovania hodnotu n ener-
gie e, kvézispojito zaplhaju intervaly hodnét, tzv. dovolené pasy energii oddelené zakadzanymi
pasmi energii. Takymto spdsobom sa ¢iarové spektré atbmov menia na pasové spektra tuhych latok.

Kvaziklasicka dynamika elektrénov

Zakladnym pojmom kvéaziklasického popisu je pojem vlnového balika, t.j. superpozicie Blochovych vin z
intervalu Ak omnoho uZzsieho nez velkost Brillouinovej zény. Takyto balik popisuje ¢asticu lokalizovanu
v oblasti zhruba Az ~ 1/Ak. Vlnové baliky z pasu n s priemernou hybnostou k sa premiestiuju



grupovou rychlostou
1 0e,, (k)
Vik = — .
h Ok
V prednaske 3 ukdzeme, Ze pre dostatocCne slabé aplikované polia mozno dynamiku vlnovych balikov
popisat klasickou pohybovou rovnicou

hk = —e(E + v, x B).

Kovy vs. izolanty

Materialy, ktoré pri teplote T = 0 maji vSetky jednoelektréonové pasy energii alebo celkom zaplnené
(t.j. obsahuju 2N elektronov - dodato¢ny faktor 2 zohladiiuje spinovy stupen volnosti elektronov),
alebo celkom prazdne, nazyvame izolantmi. Materialy, ktoré obsahuju aspon jeden ¢iasto¢ne obsadeny
pas, nazyvame kovmi. Mnozinu bodov v k-priestore, pre ktoré plati ,(k) = p, kde u je chemicky
potencial, nazyvame Fermiho plochou. Objem obsadenej ¢asti recipro¢ného priestoru A, t.j. objem
ohrani¢eny Fermiho plochou, zavisi od hustoty elektrénov n nasledovne:

/ d®k = 473n.

A

Boltzmannova rovnica

Hlavnou tlohou pri §tadiu transportnych javov je najst rozdelovaciu funkciu f,(r, k,t), ktora po-
pisuje hustotu vlnovych balikov v pase n s hybnostou k v blizkosti bodu r. Funkcia f,(r,k,t) je

normalizovani vztahom 5
v Z/dSrfn(r,k,t) = N,
kn

kde N je celkovy pocet elektronov. Funkciu f,(r, k,¢) mozno ur¢it z riesenia Boltzmannovej rovnice

w2 B2 (o)
coll

or h ok ' ot

kde F = —e(E + v,k x B) je Lorentzova sila pdsobiaca na elektrony. Na pravej strane vystupuje tzv.
zrazkovy ¢len, ktory popisuje interakcie elektréonov s odchylkami od modelu nezavislych elektréonov
v ideadlnom krystali, napr. rozptyl elektréonov na poruchach krystalov, kmitoch mriezky, alebo zrazky
elektréonov. Pre najjednoduchsi pripad rozptylu na poruchéch mé zrazkovy clen tvar

(%?) =Y Wncfie (1 = fi) = Wiae fic(1 = fior)],
coll K’

kde Wiy je pravdepodobnost rozptylu za jednotku ¢asu zo stavu k do stavu k’ pod vplyvom porich.

Pri skiimani materidlovych vlastnosti obvykle skiimame priestorovo homogénne tlohy v malych
aplikovanych poliach, t.j. hladame (malt) odchylku distribu¢nej funkcie f(k,t) od lokalne rovnovéaznej
distribu¢nej funkcie fg. Zlozity zrazkovy ¢len obvykle aproximujeme tzv. pribliZenim relaxaéného

¢asu, podla ktorého
<<9f> J )=
ot coll Tk ’

kde 7 je tzv. relaxaény ¢as. Za sucasnej pritomnosti niekolkych rozptylovych mechanizmov mozno
obvykle relaxacny ¢as odhadnit podla tzv. Matthiessenovho pravidla:

1 1 1 1
- = + + +....
T Tel—imp Tel—el Tel—ion
V nasom priklade sme zohladnili rozptyl elektronov na necistotéch s frekvenciou — =, rozptyl elektro-
el—imp
nov na elektrénoch s frekvenciou i a rozptyl elektréonov na fonénoch s frekvenciou — :' . Matthies-

senovo pravidlo predpokladé, ze jednotlivé rozptylové procesy (tzv. rozptylové kanaly) sa vzajomne
neovplyviiuja, a preto pravdepodobnost rozptylu je si¢tom pravdepodobnosti rozptylu v jednotlivych
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kanaloch.!

Elektrickd vodivost materialov

Merna elektricka vodivost materidlu je st¢tom prispevkov od jednotlivych péasov.? Prispevok pasu
s izotropnym parabolickym disperznym zakonom s efektivnou hmotnostou m* k mernej elektrickej
vodivosti ¢ moZno popisat tzv. Drudeho formulou

n€27'

o=
Pri skumani teplotnej zavislosti mernej elektrickej vodivosti je uzitoéné skumat zvlast kovy a zvlast
izolanty.

Teplotnd zdvislost mernej elektrickej vodivosti kovov. V tomto pripade k vodivosti obvykle prispie-
vaju iba stavy v tesnej blizkosti Fermiho plochy (alebo viacerych Fermiho ploch). Zavislost koncentracie
elektronov v jednotlivych pasoch od teploty mozno zanedbat a do Drudeho formuly vstupuju relaxacné
Casy pre elektrony presne na Fermiho ploche. V prednaske 4 explicitne vypocitame — a ukdzeme,

el—imp

ze v tomto pripade relaxa¢ny cas nezavisi od teploty. V prednéske 12 naopak ukazeme, Ze — 11 ;X T2
el—e.
Napokon v prednéaske 16 naznacime, preco pri teplotach nizsich nez charakteristickd energia fonénov

plati 7'11~ o« T°. Spomenieme tiez, Zze pre teploty vicsie nez charakteristicka energia fonénov plati
el—i1on
1

o X T. V beznych kovoch preto pri nizkych teplotach dominuje rozptyl elektrénov na necistotach,
kym pri vysokych teplotach dominuje rozptyl elektronov na kmitoch mriezky.

Teplotnd zavislost mernej elektrickej vodivosti izolantov. V izolantoch si v limite T = 0 vSetky pésy
alebo celkom plné, alebo celkom prazdne, teda pre vSetky pésy je koncentricia nosi¢ov naboja n = 0
a preto o = 0. Pri kone¢nej teplote vznikne tepelnymi excitaciami kone¢né koncentracia elektréonov vo
vodivostnom pése a konecné koncentrécia dier vo valenénom pése. Teplotna zavislost mernej elektricke;j
vodivosti preto zhruba kopiruje teplotné zavislosti tychto koncentracii.

Cvic¢enia

1. Ukazte, ze pre Iubovolny mriezkovy vektor R Blochove vinové funkcie spliiaji identitu ¢ (r) = e* By (r — R).
2. Nacrtnite zavislost velkosti povrchu A Fermiho plochy od koncentracie n elektronov. Predpokladajte, Ze je obsadeny
iba jeden pas.

3. Ako mozno zmerat efektivnu hmotnost elektrénov v kove so znamou koncentraciou vodivostnych elektronov?

4. a) Rozhodnite, za akych okolnosti treba pri vypocte elektrickej vodivosti zohladnit aj rozptyly na povrchoch vzorky.

b*) Nastudujte Fuchsovu teodriu vodivosti tenkych vrstiev.

2 Pasova struktara kremika

Cielom tejto prednasky je ilustrovat pojem péasovej $truktiary na pripade technologicky velmi doleZi-
tého materialu - kremika. Najprv vysvetlime pojem sp? hybridizacie, zopakujeme poznatky o chemickej
vizbe z bakalarskej prednasky 1.13 a zdovodnime Struktaru krystélu kremika. Vo zvysku prednasky
vylozime najjednoduchsiu teériu disperzie elektréonov vo valenénom pase. Vysledky pre vodivostny pés
spomenieme bez ddkazu.

sp> hybridizacia

Elektronova konfiguracia kremika je Si=|Ne| 3s? 3p2. Naivne by sme mohli ocakavat, 7e kremik je iba
dvojmocny, pretoze ma nezaplnenii atomarnu Supku 3p s dvomi elektronmi. Experimentalnym faktom
ale je, ze kremik je obvykle §tvormocny. V tomto a nasledujicom odstavci ukdZeme, preco je tomu tak.

!Obvykle toto pravidlo zhruba plati, ale existuja pripady, kedy je vaZne narugené.

2Casto sa potom hovori o vodivostnych kanaloch. Tu si treba uvedomit roézne vyznamy slova kanal. V elektrotechnickej
analogii st vodivostné kanély paralelnym zapojenim odporov. Na druhej strane, rozne rozptylové kanaly pre dany
vodivostny kanal si zapojené do série.

3Nizkoteplotna dominancia rozptylu na poruchach vyplyva priamo z mocninnych zikonov pre 7. Na druhej strane,
vysokoteplotna dominancia rozptylu na kmitoch mriezky je spdsobena vacsim prefaktorom pre rozptyl na fonénoch nez
pre rozptyl na elektréonoch.



Obr. 1: Hybridizované orbitaly okolo kremikového jadra v strede Stvorstenu. Obrazok mozno interpretovat aj ako
viizobné orbitaly vlozené do bodu Bravaisovej mriezky typu fcc v Tavom prednom dolnom bode elementarnej kocky (t.j.
do bodu oznageného 2), pozri dalsi vyklad.

Ozna¢me atomarny orbital kremika 3s ako |s). Jeho energia v izolovanom atéme nech je 5. Podobne
nech |pz), |py), [p-) st (degenerované) atomérne orbitaly kremika typu 3p. Ich energia v izolovanom
atome nech je €,. Namiesto toho, aby dva elektrony obsadzovali orbital |s) a dalsie dva elektrony
niektoré z 3p orbitalov, elektréony v chemicky naviazanom kremiku obsadzuju nasledovné linedrne
kombinécie orbitalov |s), |pz), [py) & |pz), tzv. hybridizované orbitaly, pozri obrazok 1:

1) = S0+ lpe) + o) + o).
2 = S0+ Ipe) — Iny) — b)),
3) = 50~ Ipe) +Iny)— b)),
4 = 2 ()~ o) — o) + =)

Vlnova funkcia @q(r) = ¢s(r) v stave 3s je sféricky symetrickd, kym vlnové funkcie v stavoch |py),
Ipy) a |p.) mozno zapisat ako £, (1), Lp,(1) a Z@p(r), kde @p(r) je sféricky symetrickd funkcia. Preto
napriklad vlnova funkcia v hybridizovanom orbitali |1) je

1 rT+y+=z

hilr) = 5 |ulr) + T

©p(r)
Pre jednoduchost fixujme takt vzdialenost r od jadra, pre ktort funkcie ¢4(r) aj ¢,(r) maja rovnaké
znamienka. Pytajme sa, v ktorom smere je pravdepodobnost |11 (r)|? vyskytu elektronu v hybridi-
zovanom orbitali 1 najvic¢sia (pre danu vzdialenost r). Je zrejmé, ze maximum sa realizuje v smere
x = y = z. Podobne by sme ukéazali, ze pravdepodobnost vyskytu elektrénu v hybridizovanom orbitéli
2 je maximalna v smere x = —y = —z, atd. Preto elektréony v orbitaloch 1,2,3,4 sa prednostne nacha-
dzaju v oblastiach pozdlz taznic pravidelného stvorstenu so stredom v jadre atomu, pozri obrazok 1.
KedZze atomarne orbitaly |s), [pz), |py) & |p-) st navzajom ortogonalne, lahko mozno overit, Ze aj
hybridizované orbitaly st navzajom ortogonalne, t.j. plati (i|j) = d;;. Naviac, kedze Hutom|s) = €5s)
a podobne Hutom|pi) = €plpi), potom energia elektrénu v hybridizovanom orbitali je (i|Hatoml|i) =
%(83 + 3¢p). Energia Styroch elektrénov v hybridizovanych orbitdloch potom je €, + 3¢y, ¢o je viac
ako energia nehybridizovaného atéomu 2e + 2¢,, kedZe samozrejme €5 < €,. Preco je teda hybridizacia
vyhodn&?

Chemicka vizba

V 1.13 sme ukézali, Ze chemické vazba medzi atébmami A a B, ktoré maji po jednom volnom elektréne,
vznik4 nasledovne. Ak elektrony mozu obsadzovat orbital ¢4 atomu A a orbital ¢p atomu B, potom
obsadenim obidvoma vizobnymi elektronmi vhodnej linedrnej kombinacie ¢ = capa + cppp, tzv.
vézobného orbitalu, déjde k vytvoreniu chemickej vizby medzi A a B. Sila vizby je pritom timerné
prekryvu vlnovych funkcii o4 a ¢p.



8 2 PASOVA STRUKTURA KREMIKA

Kremik s elektronmi v hybridizovanych orbitaloch 1,2,3 a 4 moze vytvorit Styri chemické vézby,
oproti maximalne dvom vézbam v nehybridizovanom stave. Ak je vizobna energia dostato¢ne velka,
hybridizacia a formovanie Styroch vézieb sa preto stant energeticky vyhodnymi, pozri obrazok 2.

m{; /i?é Vool Wﬂ’?/ /-5/4

e
/ 034 .
/ e/

| /// yele Lwl; H 5

B BondiN G
‘ —
) —
W\k'm\l\ thuten i .
@ Hn O YY)

Obr. 2: Zrava doprava: energetické hladiny atomarneho kremika, hybridizované hladiny, vizobné a antivézobné hladiny.
Pri dostatocne velkej energii vizby sa oplati maximalizovat podet vézieb pomocou hybridizacie. Celkom vpravo st
znazornené valen¢né a vodivostné pésy, ktoré vznikaji delokalizaciou elektréonov vo viazobnych alebo antivazobnych
orbitaloch.

Z uvedeného je zrejmé, ze v optimalnej krysStalickej mriezke musi mat kazdy atom kremika prave
Styroch najblizsich susedov. Tito susedia musia vytvarat pravidelny Stvorsten so stredom v Studova-
nom atéome. Experimentélne pozorovana struktira kremika spliia toto kritérium: Bravaisova mriezka
kremika je fcc s mriezkovou konstantou a a s dvomi atémami bazy v bodoch (0,0,0) a 5= (§, %, %),

pozri obrézok 3.

/[) //{ZZ@ ! 2/3/7 /V]/..ZWW‘V 2) Z‘“ Leld van bt Fove'uy oty ][(’C
ki fﬂc Aihi o) "LWL‘R} CLi Vgt /%v /,bmw@
[ o L&LQV s i ;
) ( Py
o] @ o
(O] ®U o= /‘v/jﬂm 0 { &= ijkﬁ" ;%
® ) = s
T i ®C®g ® = il 4/2 O = vska 3%,
i C @ 0

Obr. 3: VTavo je obrazok fcc struktury, vpravo pohlad zhora na jednotkovt bunku kremika. Atomy v réznych vyskach
st oznacené roznymi symbolmi.

Disperzné zakony pre valenéné pasy

V tomto odstavci preskiimame delokalizaciu vizobnych orbitalov. Sktimajme krystal kremika s N
Bravaisovymi bunkami, t.j. s 2A/ atémami. Nech R st body Bravaisovej mriezky. Ak do kazdého bodu
R vloZime Stvoricu vizobnych orbitalov ako na obrazku 1, Tahko vidno, Ze takto vyplnime vSetky
vizby viizobnymi orbitalmi.* Preto kazdy vizobny orbitdl mézeme identifikovat dvojicou R,4, kde
i = 1,2,3,4. Polohy stredov vizobnych orbitalov ozna¢me ako R; a samotné orbitaly oznacme |R;).
Predpokladajme naviac, Ze stavy |R;) tvoria ortonormalny systém, t.j. ze (R;|R;) = d;;.

Vo zvygku tohto odstavca metoédou tesnej vizby najdeme disperzné zakony pre 4 valencné pasy,
ktoré vzniknu delokalizaciou $tyroch typov orbitélov |R;). Naivny pristup k tejto ulohe by si vyzadoval
diagonalizaciu matice 4N x 4N. My vSak vyuzijeme Blochovu vetu, podla ktorej vinova funkciu [¢(k))
mozeme hladat ako linearnu kombinaciu |1 (k)) = Z?Zl ¢i|ki) blochovskych vinovych funkeii |ki) (pozri
[.14):

1 .
i) = <= SRRy,
VN &
Schrédingerovu rovnicu H |y (k)) = e(k)|¢(k)) po nasobeni zlava vektorom (ki| méZeme pisat v tvare

Hi ‘(k)Cj = €(k)0i,

4V nagom vyklade sme za body Bravaisovej mriezky zvolili body vo vyske a/4 a 3a/4 na obrazku 3. Pri alternativnej
vol'be bodov vo vyskach a a a/2 by sme na obrazku 1 museli zvolit inak natofené vizobné orbitaly.



kde sme zaviedli maticové elementy zévislé od vlnového vektora k:
. . 1 k(R —R.
Hyy(K) = (alHllj) = 72303 P RHR,)
R; R,

Teda namiesto diagonalizacie matice 4N x 4N nam staci diagonalizovat matice H;;(k), ktorych rozmer
je 4 x4 (ale ich pocet je rovnaky, ako pocet k-bodov, t.j. N'). Dalsi postup vyZzaduje znalost maticovych
elementov (R;|H|R;). V nasich tvahach pouzijeme Standardny ansatz pre model tesnej vézby:

(Ri|HR;) =eB,
(Ri|H|R;) = —%, R;,R; = najbl.susedia,
(Ri|HIR;) =0, R;,R; # najbl.susedia,

t.j. predpokladame, Ze energia viazobného orbitalu je ep a Ze elektréon moze tunelovat s amplitidou
pravdepodobnosti —¢/2 medzi najbliz§imi susedmi na mriezke. Tymito najblizsimi susedmi s v na-
Som pripade dvojice viazobnych orbitalov s jednym spolo¢nym atémom kremika. Pre takyto ansatz
dostaneme H;;(k) = ep pre diagonéalne maticové elementy a

t ks
Hij(k) = 3 Ze’k hij
hij

pre nediagonalne maticové elementy, kde suma beZi cez spojnice h;; stredov takych orbitalov typu i
a 7, ktoré zdielaju spolo¢ny atom kremika. Z obrazkov 1,3 po dlhSom zapozerani vidno, ze pre kazdu
dvojicu 7 a j existuji prave dve pripustné hodnoty h;;, ktoré sa liSia iba znamienkom:

h12 :i%(())l?l)a h13 = i%(laoa 1), h14 :i%(l,l,O),

h23 = i%(L _17 0)7 hyy = i%(l, 07 _1>7 h34 = i%(07 17 _1)
Preto disperzné vztahy pre 4 valencné pésy, ktoré vznikaja delokalizidciou vézobnych orbitélov, st
rieSeniami problému pre vlastné ¢isla nasledovnej matice 4 x 4:

€B —t cos Lazk‘za —t cos 7]“””“1]“2“ —t cos Lazkya
kya+k kza—k z
H () —tcos W £B —tcos % —t cos kzazkza
ij = kra—k kya—k
J —tcos W —tcos % ERB —tcos yafza’
k k — kya—k
—tcos W —tcos %ﬂ —tcos % €8
fg;-tf - AM;&/ /V[M,} (ZX’)
Al A,

{B—Zf.‘

Obr. 4: Disperzné zékony pre 4 valenéné pasy v kremiku pozdlz ary I'X. VIavo: nas model. Vpravo: experiment.

Spektrum na cCiare I'’X
Pozdlz ¢iary vysokej symetrie k = (k,0,0) je matica H;j(k) vysoko symetrickd. Vlastné vektory c
vtedy mozno uhadnut:

1 1 0 1
111 1 -1 1 0 1 1

Cs = — Cpl = — Cpo = — c; = —
S 2 1 I hl \/i 0 I h2 \/5 1 9 l 2 _1
1 0 —1 -1
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Lahko moZno overit, Ze vlastné energie prislusné k spominanym vlastnym vektorom si
ka ka
ss(k):sg—t—thosZ, ep1(k) = en2(k) =ep +1t, el(k):eB—t+2tcosZ.

Disperzné zakony pre valen¢né pésy s, [, hl a h2 s ukdzané na obrazku 4. Porovnanie s experimen-
talnymi datami ukazuje, ze nas popis je kvalitativne spravny. Tri valen¢né pasy s vysokymi energiami
nazyvame dierové, pretoze dopované diery budu prednostne obsadzovat tieto pasy. NajvysSiu energiu
maji dva degenerované péasy hl a h2, ktorych disperzia v smere I'X je nulova. Tieto dva pasy nazy-
vame pasmi tazkych dier, pretoZe v limite nekonecnej hmotnosti energia nezavisi od vlnového vektora.
Pas I, ktory je v bode I' degenerovany s pasmi tazkych dier, nazyvame pasom Tahkych dier, pretoze
jeho disperzia je vacSia nez disperzia pasov hl a h2. Pés s lezi hlboko pod pasmi dier a jeho prispevok
k transportnym vlastnostiam polovodi¢ov mozno zanedbat.

Obr. 5: Experimentalne disperzné zakony pre najvyssie valenéné pasy a najnizsi vodivostny pas v kremiku pozdiz &ar
X aTL.

Presnejsi popis hrany valencnijch pdsov

Pri va¢som rozliSeni na energetickej osi by sme videli, Ze v maxime experimentéilne pozorovanych
valen¢nych pasov v bode I si1 v skuto¢nosti degenerované iba dva péasy. Treti pds mé energiu zniZent
0 6§ = 0.044 eV, t.j. zhruba o 440 K.5 Preto pri izbovej teplote a nizsich teplotach st diery dominantne
excitované do dvoch vyssich pésov, ktoré st degenerované v bode I'. Disperzné zakony tychto pasov
nie st kvadratické, ale komplikovanejsie.® V literattre sa tieto disperzné zakony ¢asto zjednodusene
zapisuji po ustredneni cez vSetky smery v k-priestore v tvare

h2k2 h2k2 * *
emn(k) = ———— 1 epk)=———o, o537, T 353,
thh leh m m

kde index hh oznacuje tazké diery (heavy holes) a lh oznacuje Tahké diery (light holes). Hmotnost
elektronu vo vakuu sme oznacili ako m.

Disperzny zakon pre vodivostny pas

Vodivostné pasy kremika vznikaju delokalizaciou Styroch antividzobnych orbitalov. Minimum najniz-
gieho vodivostného pasu ma energiu o A = 1.14 eV vyssiu ako maximum valenéného pasu. Minimum
sa nenachadza v bode k = 0, ale na ¢iare I'’X v bode (ko,0,0), pricom ko ~ 0.85%”. Preto najnizsie
optické prechody budt nepriame. Zo symetrie je zrejmé, ze existuje 6 ekvivalentnych minim v bodoch
(£ko,0,0), (0,%kg,0) a (0,0, £kp). Pre konkrétnost uvaddzame spektrum v okoli minima (kg, 0, 0):

h2(ky — ko)2  B2(K2 + K2 m;, *
(1) ~ (ko,0,0) + _ 0 | iRy i ), I~ 0916, el —0.101,
2me” 2meL m

5Toto rozdtiepenie je dosledkom malého, ale kone¢ného relativistického efektu, tzv. spinovo-orbitalnej viizby. Pozri
cvicCenie 2.

5Pozri napriklad u¢ebnicu Kittel II. Numerické udaje pre efektivne hmotnosti, atd., som prevzal z noviej ucebnice
Soélyoma.
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Disperzny zakon v okoli minim je anizotrépny: pozdlzna hmotnost m*, vodivostného elektréonu je tak-
) : . ) A el s .
mer rovinaka ako hmotnost elektréonu vo vikuu m, kym jeho prie¢na hmotnost my je omnoho mensia.

Cvicéenia

1. Struktaru hrany valen¢ného pasu kremika mozno sktimat aj v priblizeni volnych elektréonov. Realisticky opis vyzaduje
zohl'adnenie nesymorfnej priestorovej grupy kremika, pozri napr. Yu a Cardona. Pre jednoduchost sa v8ak ¢asto uvazuje,
7e krystalovy potencial kremika méa symetriu Bravaisovej fcc mriezky. Pracujte v tomto priblizeni a ukaZzte, Zze v bode I'
je najnizsia nenulové energia 8x degenerovana. Od prislusnych 6smich rovinnych vin prejdite do realnej bazy s vinovymi
funkciami danymi pomocou funkcii sinus a kosinus. Analyzou symetrie bazovych funkcii ukazte, ze krystalovy potencial
rozstiepi 8x degenerovani hladinu na 1+1+3+3 hladiny. Poznamka: symetrie tychto stavov sa v literatture oznacujua I'1,
Py, T'is a Ty

2. Presvedéte sa, Ze v bode I" st vlnové funkcie tazkych aj lahkych dier linearnymi kombinaciami orbitalov 3p. Dalej
ukaZte, %e podsobenie operdtora spinovo-orbitdlnej vizby H' = ﬁs - (VV x p) medzi atomarnymi stavmi 3p (kde
V je atoméarny potencial a S, p s operatory spinu a hybnosti elektronu, pozri Zelentt knihu) mozno zapisat v tvare
H' = )S-L, kde L je moment hybnosti elektronu. Zistite, ako takito porucha rozstiepi 6x degenerovant hladinu 3p (tu
sme zohladnili aj spin elektrénu).

3. Preskumajte elektronovi Strukiaru grafénu (t.j. jednej hexagonalnej grafitovej roviny s normélou povedzme v smere
osi z). Navod: Ukazte, ze vdaka sp? hybridizacii 3 elektréony uhlika plne zaplnia viizobné pasy, ktoré lezia hlboko pod
Fermiho energiou. V blizkosti Fermiho energie lezia tzv. m-pasy, ktoré pochadzaja z delokalizacie elektronov v orbitali
Pz- Dalej ukaZte, Ze antivizobné péasy z sp? orbitalov maji energiu omnoho vacsiu, nez Fermiho energia.

4. V pribliZeni tesnej vizby najdite disperzny zakon pre m-pésy grafénu.

3 Semiklasickd dynamika elektrénov

Cielom tejto prednéasky je objasnit, za akych podmienok moZno pouzivat nasledovné semiklasické
vyrazy pre grupovi rychlost a pre zrychlenie vinovych balikov:
1 0e, (k)

Vnk = ¢

h 0Ok

Uvidime, Ze tieto vyrazy moZno pouzivat iba pre dostatocne slabé aplikované polia E,B. V nasich
tivahéch sa pritom obmedzime iba na pripad externého elektrického pola. Pre magnetické polia dokaz
nebudeme robit.

, hk = —e(E + v, x B). (1)

Wannierove funkcie

Predpokladajme, Ze Blochove funkcie idedlneho krystalu st ¢,x(r) a im prislusné vlastné energie
st e, (k). Predpokladajme dalej, ze krystal pozostava z N elementarnych buniek a zostrojme sadu
Wannierovych vinovych funkeii w, (r — R) lokalizovanych okolo mriezkovych bodov R.”

1 _ik- i
wn<r—R>=W§e ERyac(r), \ﬁZekR ~R),

kde druhy vztah predstavuje inverznu transformaciu. Pomocou ortonormélnosti Blochovych funkcii
lahko nahliadneme, Ze aj Wannierove funkcie st ortonormalne (pozri cvi¢enia):

/d?’rw;(r —R)wp(r —R) = 6umdRrr-

Nech hamiltonidn pre elektron v idedlnom krystéli je Hyp. Pdsobenie hamiltonianu Hy na Wannierovu
vlnovu funkciu wy, (r — R) mozno lahko vy¢islit, ak wy, (r — R) vyjadrime pomocou Blochovych funkcii:

How, (r — fz e R Hyth(r) fz e e, (K)ihn(r).

"Pre dany pas n ide vlastne o zmenu bazy medzi N Blochovymi funkciami a N' Wannierovymi funkciami. Stoji za
zmienku, Ze volba Wannierovych funkcii nie je jednozna¢na. Namiesto Blochovych funkcii 1,k (r) by sme totiz mohli
zobraf funkcie 't (r), ktoré st (a7 na fazy) s nimi totozné. Pri takejto vol'be by sme vsak dostali Wannierove funkcie
wn(r — R) = \/% S e RF i (r), ktoré st rozne od Wannierovych funkeif wy, (r — R). Kongtrukcii maximélne
lokalizovanych Wannierovych funkcii sa venuje prehladovy ¢lanok N. Marzari et al, arXiv:1112.5411.
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Ak teraz Blochove funkcie spéatne prepiSeme pomocou Wannierovych funkcii, dostaneme
1 SR
Hown(r —R) = ; wn(r — RY) zkj e (k)R (R —R) — ; tn(R — R )w,(r — R)).

Ttto rovnicu mozno interpretovat ako tunelovanie elektréonov medzi réznymi Wannierovymi funkciami
s amplitiidou tunelovania do vzdialenosti p

(@) = =57 2o ¢ Penll), enll) = =3¢ (p), (2)
p

kde sme pre tplnost uviedli aj inverzny vztah medzi €, (k) a t,(p). Dolezité pritom je, Ze tunelovanie
je nenulové iba medzi stavmi z toho istého pésu n. Stoji tiez za zmienku, Ze rovnicu (2) pre spektrum
en(k) mozno interpretovat aj ako Fourierov rozvoj periodickej funkcie v k-priestore.

Casovy vyvoj vinovych balikov
V tejto Casti budeme riesit ¢asovii SchR pre vlnovi funkciu pre elektréon pohybujici sa v krystali v
pritomnosti dodato¢ného externého pola U(r,t):

ihp = Hi; H = Hy+ Ul(r,t).
Vinovu funkciu elektrénu rozvinieme podla tplného systému Wannierovych funkeii,

= fa(R, ywa(r — R).
nR

V tejto reprezentécii ma f,,(R,t) vyznam amplitidy pravdepododnosti pre vyskyt elektronu v n-tom
pase v blizkosti mriezkového bodu R. Ide o tzv. obalkovi vlnova funkciu. Po dosadeni tohto rozvoja
do ¢asovej SchR, prenasobeni oboch stran zlava vyrazom w},(r —R) a po integrovani [ d3r oboch stran
dostaneme SchR pre obélkovii vlnovi funkciu

lhfn(R; t) = Z [_tn(Rl - R)fn(R/) + Z Unn’(R7 R/)fn’(Rl)

R/ n’

kde sme zaviedli nasledovny maticovy element pre aplikovany externy potencial:
Upp (R, R) = / dBru (v — R)U(x)wn (r — R). (3)

Vgimnime si, Ze externy potenciil vo vSeobecnosti rozptyluje elektrony z jedného pasu do druhého.
Preto vo vSeobecnom pripade nemozu byt jednopéasové vyrazy (1) spravne. Ak je v8ak externy potenciél
dostato¢ne pomalou funkciou r, potom pre lokalizované Wannierove funkcie mozno potencial U(r) vo
vyraze pre U, (R,R’) vyhat pred integral a z ortonormalnosti Wannierovych funkcii potom vyplyva
Upnw (R, R!) = U(R)0pn0rr/- V takomto pripade sa SchR pre obalkovt vinovi funkciu zjednodusi na
tvar

ih fn(R, 1) Zt R)fn(R)) + U(R) fn(R).

Ak uvéazime, ze Taylorov rozvoj (do nekone¢ného radu) funkcie f,(r) v bode r = R mozno formélne
zapisat v tvare f,(R + p) = e”V f,(R), pricom operator V posobi na R, potom prvy ¢len na pravej
strane mozeme upravit nasledovnym spoésobom:®

2l AR == nPhE ) = | =S| fE R) 2 e (V) fu(R).

8Striktne vzaté, siradnica R prebieha len cez mriezkové body. Avsak, kedZe semiklasicky popis je aplikovatelny iba
pre pomaly sa meniaci potencial, moézeme R nahradit spojitou stradnicou r.
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V poslednej rovnosti sme vyraz v hranatej zatvorke identifikovali ako &, (k) z rovnice (2), kde namiesto
vlnového vektora k treba vziat operator —iV. Ukazali sme teda, Ze pre pomaly sa meniaci potencial
mozno SchR pre obalkova vlnovi funkciu pisat v jednoduchom tvare

'thn(R’ t) = Heﬂfn(R)a Heg = en (*Z%) + U(R) (4)

Co sme ziskali? Nemusime riesit komplikovanii SchR pre elektron, ktorého hamiltonian obsahuje kine-
ticka energiu elektronu, periodicky mriezkovy potencial a potencial pomaly sa meniacej poruchy U(r).
Ak sa totiz obmedzime na hladanie obalkovej vinovej funkcie pre pas n, potom sucet kinetickej energie
a periodického mriezkového potencidlu mézeme nahradit operatorom e, (—iV) a teda staci riesit zjed-
noduSent SchR s efektivnym hamiltonidnom H.g. Takto sme napriklad postupovali v bakalérskej

prednaske pri vypocte primesnych hladin v polovodi¢och, kde sme predpokladali e, (—iV) = — h;;f.

Rovnice semiklasickej dynamiky

Sktmajme ¢asovy vyvoj strednej hodnoty veli¢iny X v stave popisanom obélkovou vlnovou funkciou
fn(R,t). Stredné hodnota veli¢iny X je definovana vztahom (X)(t) = > g fr(R,t)X fn(R,t), pricom
operator X posobi na suradnice R. Ak operator X explicitne nezavisi od ¢asu, pre zavislost strednej
hodnoty (X)(t) od ¢asu dostavame vyraz

a(X)(t) Ofn(R,1) ] Ofn(R, 1)
T - g[&an(Rat)“‘fn(Rat)Xat )

= % Z [_Hefff:;(Rﬂ t)an(R, t) + f;(Ra t)XHefffn(R7t)] )
R

kde v druhom riadku sme pouzili SchR (4) pre obalkovi vlnova funkciu. Ak naviac v prvom ¢lene
vyuzijeme, ze operator Heg je hermitovsky, dostaneme rovnicu

Cwéi(t) _ ;;f;(R,t) (X, Heg] fu(R,1) = (X); X = % X, Hot

ktort mozeme interpretovat tak, ze asovii zmenu strednej hodnoty velidiny X meria operator X.
Tento formalizmus budeme teraz aplikovat pri §tudiu ¢asovych zavislosti strednych hodnot operé-
torov stradnice r a hybnosti p. Za¢nime vypoctom operatora ¢asového vyvoja hybnosti:

b= [, Hotl = o [p, U(r)] = ~VU =F.

V druhej rovnosti sme vyuzili, Ze kinetickd energia v hamiltoniane (4) je funkciou hybnosti, a preto
komutuje s p. Pri odvodeni tretej rovnosti sme pracovali v r-reprezentécii, v ktorej operator hybnosti
p = —ih%. Ak za F zoberieme znamy vyraz pre Lorentzovu silu, dostaneme rovnicu pre zrychlenie
kompatibilna s (1). Treba v8ak pripomeniut, Ze nase odvodenie mozno pouzit iba na vypocet zrychlenia
v doésledku pritomnosti elektrostatického potencidlu. Odvodenie by bolo treba rozsirit aj o analyzu
vplyvu vektorového potencialu.

Pri odvodeni vyrazu pre I je uZitoéné pracovat v p-reprezentécii, v ktorej operator stradnice je?
r= ih%. Ak naviac vyuzijeme de Broglieho vztah p = ik, potom dostaneme

e et o (5] 42500

¢o je rovnica kompatibilné s rovnicou pre rychlost vinového balika (1). Zistili sme teda, Ze

rovnice semiklasickej dynamiky (1) vyplyvaju z efektivneho hamiltonianu (4); tieto rovnice sa
platné, ak mozno zanedbat medzipasové prechody, t.j. pre dostatocne slabé aplikované polia.

9Tahko sa overi, ze [r;, p;] = iid;j, ako aj ma byt.
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Blochove oscilacie a Wannierove-Starkove hladiny

V tomto odstavci budeme studovat pohyb elektréonu v jednorozmernom krystali s mriezkovou konstan-
tou a v aplikovanom elektrickom poli F. Budeme predpokladat, Ze pole E je dostatoéne malé, aby
sme mohli zanedbat medzipasové prechody. Jednopasovy efektivny hamiltonian je v takom pri-
pade Heg = £(p/h) + eEx. RieSenie SchR s tymto hamiltonidnom je komplikované, preto sa v nasom
vyklade obmedzime na jej semiklasickti analyzu. Semiklasickd pohybova rovnica pre hybnost a jej
rieSenie si

ebt
-
KedZe k-priestor je periodicky s periddou 27 /a, elektron teda vykonava oscilacie v k-priestore s perio-
dou 7 = % Periodickému pohybu v k-priestore zodpoveda periodicky pohyb v oby¢ajnom priestore:

a

Wk = —eE,  k(t)=k(0) —

o(t+7p) —2(t) = ¢ TR o & B k.

1 [T7E (¢ 1 k(0)—27/a de dk 1 k(0)—27/a de

J I
Posledny vyraz je vSak rovny —é [sk(O)—%r/a — Ek(o)] = 0 kvoli periodicite disperzného vztahu eg.
Teda elektron vykonava nie postupny pohyb, ale tzv. Blochove oscilacie. Jeho vinova funkcia je
lokalizovana a elektricky prud nemoZe tiect, napriek tomu, Ze sa elektréony pohybuju v dokonalom
krystali!

Teraz ukazeme, Ze vlnové funkcie elektrénov v stave Blochovych oscilatorov vytvaraji sadu po-
kryvajicu cely krystal, pricom vzdialenost susednych vlnovych funkcii je Ax = a. PouZijeme pritom
Bohrovu-Sommerfeldovu semiklasickta teériu, podla ktorej st dovolené iba tie cyklické trajek-
torie, ktorych u¢inok spliia kvantovaciu podmienku $pdx = (n + y)h, kde n je celé ¢islo a v je
(konstantna) fazova korekcia. Pocitajme teda u¢inok pre semiklasicki trajektoriu

TE TE TE h
j{pdg; = / pidt = [px]]® — / pxdt = eE/ xdt = eETp(x) = —(x),
0 0 0 a

kde sme v druhej rovnici integrovali per partes. V tretej rovnici sme vyuzili, Ze pohyb je periodicky
s periodou 7g a vo Stvrtej rovnici sme zaviedli stredni stradnicu (x) orbity. Ak vyuZijeme Bohrovu-
Sommerfeldovu kvantovaciu podmienku ¢ pdz = (n + v)h, potom odtialto dostaneme

(@) = (n+7)a, (T)nt1 — (T)n = a.

To znamené, Ze ku kaZzdej elementarnej bunke kryStalu prislicha jeden Blochov oscilator. Kedze v
krystali existuje makroskopické elektrické pole, rozdiel energii susednych Blochovych oscildtorov bude
Ae = eFa. Teda energetické spektrum studovaného pésu pozostéava zo sady rovnako vzdialenych hladin.
Tieto hladiny vytvaraja tzv. Wannierov-Starkov rebrik.

Wannierov-Starkov rebrik mozno pozorovat spektroskopickymi metédami. Podmienkou jeho vzniku
je zanedbatelnost medzipasovych prechodov a tieZz nerovnost 7z < 7, t.j. peribda Blochovej oscilacie
7 musi byt kratSia nez relaxacny cas elektréonov 7. Tuto nerovnost mozno alternativne pisat v tvare

h
] 5
7_<eEa (5)

To znamené, Ze elektrické pole musi byt silné a relaxa¢ny ¢as 7 musi byt dlhy (t.j. vzorka musi byt ¢ista
a teplota nizka). Wannierov-Starkov rebrik bol najlepsie pozorovany v supermriezkach, t.j. v systémoch
s velkou mriezkovou konStantou a, kedy nie st potrebné extrémne hodnoty F a 7.

Zenerovo tunelovanie

Skimajme opét jednorozmerny krystal vo vonkajSom elektrickom poli E' v priblizeni takmer volnych
elektronov. Nech elektron sa pohybuje v n-tom pése so Sirkou pasu g9 a zakdzany pas medzi n-tym
a n + l-vym péasom je A. Analyza ukazuje (pozri cvifenia), Ze pravdepodobnost (tzv. Zenerovho)
tunelovania elektréonu pod vplyvom pola E z n-tého pasu do n + 1-vého pasu je zanedbatelna, ak

A2
eFa < —. (6)
€0
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. 7 . > , . 2 - b ~ Ll
Wannierov-Starkov rebrik je teda pozorovatelny, iba ak % <eFa< ?—0. Tto nerovnost mozno splnit

iba v materialoch, pre ktoré % < ?—02.

Cvicenia
1. Skonstruujte Wannierove vlnové funkcie pre jednorozmerny krystal dizky L = Na s N bunkami. Za Blochove funkcie
vezmite Y (z) = \%el’” s periodickymi okrajovymi podmienkami. Ako sa zmenia Wannierove funkcie, ak Blochove

funkcie vezmeme s inymi fazami, napr. ¥ (z) = L gik(@ta/2) o

2. Predpokladajic ortonormalitu Blochovych funkcii dokazte ortonormalitu Wannierovych funkcii.
3. Ukazte, ze disperzny zékon &, (k) definovany rovnicou (2) predstavuje periodicku funkciu k.
4. V priblizeni obélkovej funkcie (pre dany pas) skiimajme jednorozmerny krystal s A/ > 1 bunkami a s otvorenymi

okrajovymi podmienkami na koncoch krystélu. Predpokladajte, ze efektivny hamiltonian ma tvar e(—iV) = 72'25* V2.

(a) Nakreslite obalkova funkciu f(R) pre najnizsi stav v pase. (b) Nacrtnite plna vinova funkciu ¥ (z) toho istého stavu,
ak za Wannierovu funkciu pre dany pas vezmeme w(z) o< 1/(5)? — 22 pre |z| < 3.

5. Odhadnite priestorovy rozmer Az stavu z Wannierovho-Starkovho rebrika. Porovnajte podmienku pozorovatel nosti
Az < £, kde £ je stredné volna draha elektréonu, s podmienkou (5).

6.” Skumajte asovy vyvoj dvojhladinového systému s od ¢asu zavislym hamiltonidnom

mo=3 (3 )

kde ¢(t) = eEwvt. Predpokladajte, Ze v ¢ase —oo sa systém nachadza v zédkladnom stave a najdite pravdepodobnost, ze v
Zase +oo systém pretuneloval do excitovaného stavu (Landauovo-Zenerovo tunelovanie). Vysvetlite, ako tato tloha stvisi
s tunelovanim medzi pasmi a overte vysledok (6).

7.* Vysledok (6) overte priamym vypoc¢tom amplitidy medzipasového tunelovania (3) v modeli Kroniga-Penneyho.

4 Vplyv neusporiadanosti na elektrénové stavy

Pod neusporiadanostou rozumieme akikolvek odchylku od idealneho krystalu: primesové atomy, dis-
lokacie, rozhrania zfn, atd. V neusporiadanom krystali neplati Blochova veta a preto, striktne vzaté,
o jeho spektre nevieme napr. povedat, ¢i obsahuje dovolené a zakazané pasy energie.

V tejto prednaske sa obmedzime na diskusiu najjednoduchs$ieho pripadu tzv. substituénej neu-
sporiadanosti. Ide o pripad, kedy je atomarna mriezka dobre definované, ale jej jednotlivé uzly su
nahodne obsadzované roznymi atomami.'® Budeme skiimat dva limitné pripady: slabt a silnt neuspo-
riadanost. V pripade slabej neusporiadanosti ukazeme, Zze neusporiadanost spésobuje konecnost doby
Zivota elektronov, ktorej dosledkom je napriklad koneénost vodivosti redlnych kovov. V pripade silnej
neusporiadanosti vylozime Andersonovu predstavu o lokalizacii elektronov.

Slaba neusporiadanost

V neusporiadanom krystéli blochovské stavy nie st vlastnymi stavmi hamiltonidnu. V pripade slabej
neusporiadanosti vSak ocCakadvame, Ze skutocné vlastné stavy si kvalitativne podobné blochovskym
stavom a pritomnost neusporiadanosti mozno zahrnit pomocou poruchovej teorie.

Doba zZivota elektronov

V doésledku rozptylu na primesnych atémoch dochadza k rozptylom medzi réznymi blochovskymi
stavmi. Elektréon pripraveny v danom blochovskom stave preto v tomto stave zotrva iba konecény
¢as Tqp, ktory nazyvame dobou zZivota v danom stave. Nech pocet necistot je Niyp a nech potenciél
primesi, t.j. odchylka potenciélnej energie elektronu v krystali s primesou od potencilnej energie elek-
tronu v idealnom krystali, je U(r). KedZe sa obmedzujeme na tzv. potencidlovy rozptyl elektronov,
v rozptylovom procese sa spin elektronu nemeni. Spinovy stupen volnosti elektronov preto v nagich
tvahach nehra Ziadnu rolu a v tejto prednéaske o iom nebudeme uvazovat.!! Pre jednoduchost sa naviac
obmedzime na Stidium materidlu s jednym vodivostnym pasom s disperznym zakonom ey = %
koncentraciou elektrénov n.

10Veri sa, Ze pre iné typy statickej neusporiadanosti dostavame kvalitativne rovnaké vysledky.
11y pripade rozptylu elektrénov na magnetickych primesiach sa spin vodivostného elektréonu moéze v rozptylovom
procese preklopit. To vedie k netrividlnemu Kondovmu javu, ktory v tychto prednaskach neskimame.
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Ak zanedbame interferencie rozptylov na roéznych primesnych atémoch, potom pravdepodobnost
Wi rozptylu elektronu zo stavu k do stavu k’ za jednotku ¢asu bude Nipp-nasobkom pravdepodob-
nosti rozptylu na jednej neéistote, ktora v pripade malého primesného potencialu U (r) moZno pocitat
podl'a Fermiho zlatého pravidla (takyto priblizny vypocet nazyvame Bornovou aproximéciou).!?
Tak dostavame 5

T
Wkk’ = Nimpf|<k|Himp|k/>|25(5k/ — Ek).
Vsimnime si, ze vdaka Diracovej delta-funkcii st energie dopadajiceho a rozptyleného elektrénu rov-
naké, kedze ide o elasticky rozptyl.

Ak pri vypocte maticového elementu (k|Himp|k’) pre jednoduchost Blochove vlnové funkcie nahra-

dime rovinnymi vlnami %eik'r, dostaneme (k|Himplk') = %fd?’rU(r)ei(k’_k)‘r = %Uk,k/, kde Uq je

Fourierova transformacia primesného potencialu U(r). Preto mozeme pisat
2 nimp
%
kde sme zaviedli hustotu necistot nimp = Nimp /V. Doba Zivota Tqp(€) elektréonu s energiou € je dana

suc¢tom pravdepodobnosti rozptylu do vSetkych kone¢nych stavov:

Wik =~ | U1 |*0 (e — exc),

Pre jednoduchost budeme d'alej predpokladat, ze Fourierova komponenta primesného potencialu Uy _y zavisi pri fixovanej
energii elektronu iba od rozptylového uhla 6, t.j. Ux_y» = U(f). Zamenou sumy za integral dostaneme

1 27Tnimp [ d°K 2
Tap(e) R /(2¢r)3|U(9)‘ e e

Vsimnime si, Ze 74, je intenzivna veli¢ina, ako aj ma byt. Trojrozmernt integraciu cez k’ mozno vykonat v krivoéiarych

stradniciach, kde jednou stiradnicou je energia €’ a zvysné dve stradnice popisuji body na dvojrozmernej ekvienergeticke;j
2 . N .. L. . . ..

ploche e = €', teda [d’k’ = [de’§, 2k bozri 1.11. Vdaka delta-funkcii mozno integraciu cez &' explicitne

eyr =’ hvys

vykonat, a preto vyraz pre dobu Zivota elektréonu mozno pisat v elegantnej forme

1 Nimp ?{ d*Kk’ 2
[ — U(9)|-.
@ e f,_ e PO

V silade s o¢akdvaniami sa doba Zivota elektréonov skracuje pri raste koncentréacie primesi alebo pri zvySeni interakcie U

medzi primesami a elektréonmi.

Elektrickd vodivost

Pritomnost rozptylovych procesov spésobuje kone¢nost mernej elektrickej vodivosti materialu. Jej vel-
kost budeme hladat riesenim kvéaziklasickej Boltzmannovej rovnice pre distribu¢nt funkciu elektrénov
f(r,k,t) v elektrickom poli E. V nagich tivahéch sa obmedzime na stacionarne a priestorovo homogénne
rozloZenie elektréonov, v ktorom hladané distribu¢na funkcia fi bude iba funkciou hybnosti. Vtedy sa
Boltzmannova rovnica redukuje na tvar

B 0f _ (0
Ao ok \ o9t ).

kde na pravej strane vystupuje zrazkovy ¢len pre rozptyl elektronov na primesiach:!3

<8£{> = Z Wik fir (1 — fie) — Wiae fie(1 — fir)] .
coll K’

2Fermiho zlaté pravidlo mozno odvodit aplikovanim nestacionarnej poruchovej teérie 1. radu, pozri napr. kapitolu
sofistikovanejsimi technikami z teérie rozptylu.

13Striktne vzaté, iba elastické rozptylové procesy nepostacuji na vysvetlenie koneéného odporu. Elektrony totiz priji-
maja energiu od aplikovaného elektrického pola, a teda ak by neexistovali neelastické procesy, ktorymi by elektrony mohli
odovzdévat energiu inym stupfiom volnosti, potom by sa elektrony museli donekone¢na zahrievat. V naSom vyklade sme
teda implicitne predpokladali, Ze st pritomné aj neelastické rozptyly elektréonov (napriklad na fonénoch, pozri prednasky
15 a 16), ktoré zabezpecuju fixovant teplotu (tzv. termalizéciu) elektronov. Typicky termaliza¢ny ¢as oznacme ako 7g.
Naviac sme implicitne postulovali, Ze 7 > Tg, t.j. Ze elektrony st stéle v tepelnej rovnovahe.
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Rovnovaznu distribu¢nt funkciu elektrénov ozna¢me flg a vztahom fi = fl(() + gk zavedme odchylku
distribuénej funkcie od rovnovahy gy. Je zrejmé, ze Taylorov rozvoj funkcie g podla mocnin aplikova-
ného pola E za¢ina prvou mocninou. Pre malé aplikované polia (na studium ktorych sa obmedzime)
budeme preto predpokladat, Ze gy je tmerné E a druhé a vySsie mocniny pola budeme zanedbévat.
Takto linearizovany zrazkovy ¢len moZeme pisat v zjednodusSenej forme

0
(gf) = Wiae (910 — 910)-
coll K’

Vyuzili sme pritom, %e v rovnovahe zrazkovy ¢len nemeni distribu¢nt funkciu, a preto musi platit
Wi fr (1 = f) = Wiae f2(1 — f2). KedZe pre elastické rozptyly plati ex = e a preto aj f2 = fy,
spominana rovnovéazna podmienka trivialne vyplyva z ocividnej vlastnosti Wy = Wiger.

Odteraz budeme predpokladat, Ze odchylkova funkcia gy splita nasledovnt rovnicu (v dalsom vy-
klade tento predpoklad overime a néjdeme explicitny vyraz pre tzv. transportny relaxacény cas
Tk):

> Wiae (g1 — gx) = —%- (7)
K/ k

Ak v Boltzmannovej rovnici linearizujeme lava stranu a za zrazkovy ¢len dosadime predpoklad (7),
dostaneme nasledovny vyraz pre odchylkovi funkciu gy:

2= (~2) e (ol

T

v ktorom sme naviac predpokladali, Ze transportny relaxaény ¢as 7x = 7(¢) nezavisi od smeru v k
priestore.

g iﬂ

Obr. 6: VIavo: rozptyl na negistotéach sa realizuje medzi stavmi s rovhakou energiou. Zobrazeny je rozptyl elektréonu zo
stavu k v blizkosti Fermi plochy do stavu k' s rozptylovym uhlom 6. V strede: Merny odpor p(z) ako funkcia zlozenia
x rychlo schladenej zliatiny Cui—5Au, pri nizkych teplotach, kedy dominantnym zdrojom rozptylu elektronov je rozptyl
na necistotach. Pri rychlom chladeni sii body fcc mriezky ndhodne obsadzované atémami Cu a Au. Zliatinu moZno
pripravit pre vSetky hodnoty x. Zhruba plati tzv. Nordheimovo pravidlo p < z(1 — x), ktoré mozno zdovodnit tym,
7e vzorky x = 0 a = 1 st nominalne ¢isté. Vpravo: merny odpor pomaly chladenych zliatin. Minima pri z = 1/4 a
x = 1/2 zodpovedaju zliatinam CusAu a CuAu, v ktorych st atémy Au a Cu usporiadané do pravidelnej mriezky (tzv.
supermriezky), a preto nespdsobuju rozptyl elektréonov. V supermriezke CusAu obsadzuji atomy Au body sc mriezky,
kym atomy Cu sa nachadzaju v stredoch stien elementarnych kociek. V supermriezke CuAu sa striedaji Stvorcové roviny
obsadené atémami Cu a Au. KedZe atém Au je vacsi nez atom Cu, supermriezka CuAus, ktora by vznikla zdmenou
atomov v CugAu, nie je stabilné.

Teraz preskiimame konzistentnost pribliZenia relaxac¢ného ¢asu, t.j. overime, ¢ nami ziskana odchyl-

kova funkcia gy spliia rovnicu (7). Ak uvazime, Ze vy = Ik o e rozptyl je elasticky, lahko nahliadneme,

m*
ze k tomu bude stacit, ak bude splnené rovnost

;Wkk,(k —K) = Tz)
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Ak vsak uvazime, Ze Wiy zavisi len od uhla 6 medzi k a k’, potom je zrejmé, Ze vektor na l'avej strane
je rovnobezny s k.'* Preto staci porovnat jeho velkost s vektorom k. Skalarnym vynéasobenim oboch
stran vektorom k zistime, Ze obidva vektory st rovnaké, ak!'®

7'(15) = ZWkk/(l —cosf).
I

Z porovnania vyrazov pre transportny relaxacny ¢as 7(¢) a pre dobu zivota kvazicastice 7qp(g) vidno,
ze kym k dobe zZivota kvéziCastice prispievaji vSetky rozptylové procesy rovnako, k transportnému
relaxaénému ¢asu prispievaju vdaka faktoru 1—cos § dominantne rozptyly o velké uhly 6, kym prispevok
doprednych rozptylov (t.j. rozptylov o malé uhly 6) je potlaceny faktorom 1 — cos@ ~ 62/2.

Teraz teda poznédme odchylkovu funkciu gy a identickym postupom ako v prednaske 1.18 zistime, Ze
vodivost kovu je dand Drudeho formulou, v ktorej 7 = 7(eF) je transportny relaxaény ¢as pri Fermiho
energii. V8imnime si, Ze prispevok rozptylu na necistotach k % nie je funkciou teploty.

SilnA neusporiadanost

Andersonova lokalizdcia

Pri $tudiu primesovych stavov v polovodi¢och sme v 1.19 ukazali, Ze pritazlivy coulombovsky potencial
jednej (donorovej) primesi sposobuje vznik viazanych stavov s energiou mensou ako minimélna energia
studovaného pasu. Podobne, odpudivy coulombovsky potencial jednej (akceptorovej) primesi sposobuje
vznik tzv. antiviazanych stavov s energiou vicSou ako maximalna energia pasu.

Obr. 7: VTavo: hustota stavov pre tesne viazané elektrény v dokonalom krystali bez portich (pre konkrétnost mame na
mysli jednoduchu kubicka mriezku s preskokovym integralom ¢ medzi najbliz§imi susedmi, pozri 1.14). Vpravo: hustota
stavov v krystali s poruchami. V pritomnosti neéistét sa pas dovolenych energii rozsiri oproti hodnote 12¢. Vsetky
Srafované stavy na krajoch pésu s lokalizované.

V pripade kone¢nej koncentracie primesi je preto prirodzené ocakavat, Ze oproti idealnemu krystalu
sa roz8iri (pri nezmenenom celkovom poécte stavov) pas dovolenych energii. Netrivialnou predpovedou
Andersona je, Ze v neusporiadanom krystali existuju dve energie €,,1 a €2, pre ktoré plati, Zze vSetky
elektronové stavy s energiami € < £,,1, resp. € > g2 (t.j. stavy v blizkosti oboch okrajov pasu) siu
lokalizované, kym stavy s energiami e,,1 < € < g2 (t.j. stavy v blizkosti stredu pasu) sa delokalizované,
pozri obrazok 7. Teda energie €,,1, resp. €m2 oddeluji vodivé elektronové stavy od nevodivych a
nazyvame ich medzami pohyblivosti.

V krystaloch s malou neusporiadanostou sa medze pohyblivosti nachadzaju blizko k dolnému, resp.
hornému okraju pasu; vicsina elektrénovych stavov je teda delokalizovana.'® Pri zvySovani neusporia-

14Ky kazdému vektoru k’, ktory prispieva k lavej strane, existuje totiz vektor k”, ktory je zrkadlovym obrazom vektora
k' voé&i rovine m obsahujiicej vektor k, pricom rovina m je kolma na rovinu definovant vektormi k a k’, pozri obrazok
6. Lahko nahliadneme, Ze sticet prispevkov vektorov k' a k’ k Favej strane m4 smer vektora k.

15podobnym postupom ako pri diskusii o dobe Zivota elektrénov mozno ukézat, 7e transportny relaxacny ¢as mozno
pocitat pomocou vztahu

1 - nimp d2k/ )
T(e) ~ (27h)2 ?{k/:ak Vnr [U0)](1 — cos0).

16y odstavci pojednavajicom o slabej neusporiadanosti sme skimali iba tieto delokalizované stavy a lokalizované stavy
v blizkosti okrajov pasu sme ignorovali.
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danosti v krystali sa medze pohyblivosti €,,1 a €2 navzajom priblizuj, t.j. pomer poctu lokalizovanych
stavov voci poc¢tu delokalizovanych stavov rastie. Po prekroc¢eni medznej hodnoty neusporiadanosti sa
vSetky elektronové stavy stant lokalizovanymi.

V lokalizovanej oblasti zaviddzame tzv. polomer lokalizacie &, t.j. rozmer oblasti, v ktorej je vl-
nova funkcia lokalizovana. Pri priblizovani k medzi pohyblivosti polomer lokalizacie rastie a v bode
prechodu kov-izolant (t.j. pri medzi pohyblivosti) £ diverguje. Na zaver tohto odstavca pripojme dve
poznamky:

1. Andersonova lokalizicia je vysledkom zloZzitého interferenéného javu pri rozptyle elektréonu na roz-
nych primesiach. Preto lokalizacia moze nastat, iba ak na vzdialenostiach porovnatelnych s polomerom
lokalizacie £ sa elektrén pohybuje koherentne, t.j. bez neelastickych zrazok.

2. Andersonova lokalizacia silne zavisi od rozmernosti systému. Ak zanedbame interakcie medzi elek-
tronmi, potom podla Skalovacej tedrie lokalizacie budi vSetky stavy v jednorozmernych a dvojrozmer-
nych systémoch lokalizované. Prechod kov-izolant (t.j. existencia medze pohyblivosti) je mozny iba v
trojrozmernych systémoch.!”

Vodivost v lokalizovanom reZime

Vo zvysku tejto prednasky budeme skiimat mechanizmy vodivosti v pripade, kedy chemicky potencial
u lezi v oblasti lokalizovanych stavov. Obmedzime sa na Stadium pripadu g < £,,1. Pri nulovej teplote
st teda obsadené iba lokalizované stavy a vodivost systému je nulova.

Aktivaény mechanizmus vodivosti
Pri konecnej teplote T' budu tepelnou aktivaciou obsadené aj delokalizované elektrénové stavy, preto
vodivost vzorky o bude konec¢né. Pri zmene teploty bude o dominantne zavisiet od poc¢tu delokalizo-

vanych elektréonov:!'®
/ deN (¢) _Em1—m
0 X —_———xe T
e, eEm/T 41

kde sme zaviedli hustotu stavov N () a v druhej rovnici sme predpokladali, Ze €,,,1 — p > T. VSimnime
si, Ze podobne ako v pasovom izolante, vodivost rastie s teplotou a klesi so vzdialenostou chemického
potencidlu od medze pohyblivosti €,,1 — .

Preskokovy mechanizmus vodivosti

Elektricky priad moze tiect okrem aktivacného mechanizmu aj nasledovnym spodsobom, ktory neméa
analog v pasovych izolantoch: elektron v désledku zréazok s excitaciami systému, napriklad fonénmi,
preskoci z jedného lokalizovaného stavu do susedného lokalizovaného stavu. Bez nalozeného elektrického
pola takéto procesy generuju iba Sumové prudy, avSak v pritomnosti pola prevladne pohyb elektrénov
v jednom smere.

Teraz odhadneme velkost preskokovej vodivosti. Rozmer vinovej funkcie lokalizovaného stavu pri
Fermiho energii je zhruba &. Vzdialenost medzi taziskami pociatocného a kone¢ného lokalizovaného
stavu bude radovo &, kedZe preskoky na vacsie vzdialenosti buda vdaka lokalizovanému charakteru
vlnovych funkcii exponencialne potlacené. Typicky rozdiel energii medzi po¢iatoénym a koncovym sta-
vom ozna¢me A¢. KedZze preskoky st dosledkom pritomnosti tepelne aktivovanych excitacii v systéme
s energiou A¢, napriklad fonénov, pre teplotnii zévislost vodivosti je prirodzené ocakavat

Ae
ocxe T,

Teda preskokova vodivost je opét v podstate tepelne aktivované, ibaZe aktivaéné energia nie je €,,1 — i1,
ale A¢. Nakoniec odhadneme typicky rozdiel energii A¢ medzi poc¢iatoénym a koneénym stavom. Nech
hustota stavov pri Fermiho energii 1 je N(0). Potom v objeme &3 existuje v intervale energii de okolo
Fermiho energie 6N (lokalizovanych) stavov, pricom §N ~ N(0)¢30e. Pytame sa, aky interval energi

17Skalovaciu teériu vykladdme napr. v IV.12. Explicitny vypocet pre jednorozmerné systémy prezentujeme v nasledu-
jacej prednaske. Stoji za zmienku, Ze nedévne experimenty v 2D systémoch naznacuju existenciu prechodu kov-izolant
pri zmene parametrov, t.j. si v spore so Skalovacou teériou. Nestlad je zrejme spdsobeny interakénymi efektami.

18podobne ako v pasovom izolante alebo polovodid je zavislost relaxa¢ného ¢asu od teploty obvykle zanedbatelna
oproti teplotnej zavislosti po¢tu delokalizovanych elektronov.
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de = A¢ musime uvazovat, aby v objeme €3 existoval aspoil jeden kone¢ny stav, t.j. aby 6N ~ 1.

Dostaneme nasledovny odhad
1

Ap~vo —— . 8

< NOE a

Spomenme si, Ze pri priblizovani Fermiho energie p k medzi pohyblivosti polomer lokalizacie £ diver-
guje. Preto v tejto limite dostaneme prirodzeny vysledok, Ze aktivacna energia A¢ klesa nuly. D4 sa
ukazat, Ze (aspon) v tesnej blizkosti medze pohyblivosti preskokovy mechanizmus da vacsi prispevok

k vodivosti nez aktiva¢ny mechanizmus.'®

Obr. 8: Vlavo: Preskok medzi pociatoénym lokalizovanym stavom |i) a koncovym stavom |f), ktorych taziska st vo
vzdialenosti L. Vpravo: energie stavov |i) a |f) sa lisia o Ap.

Skdkanie s premenlivou diZkou (variable range hopping)
Sktimajme opét preskokovy mechanizmus, ale teraz pripustme skoky s dlzkou L > £. V takomto pripade
bude vodivost systému so skokmi dlzky L zhruba dana vzfahom

2L Ap

oxe te T,
kde prvy faktor popisuje prekryv medzi dvomi vlnovymi funkciami rozmeru &, ktorych taziska si
vzdialené o L, pozri obrazok 8. Druhy faktor zohladnuje, Ze pri skdkan{ do vzdialenosti L bude aktiva¢né
energia dana vztahom (8), v ktorom namiesto & treba pisat L.

Vsimnime si teraz, Ze pre dlhé skoky je aktiva¢na bariéra Ay nizka, ale prekryv je maly. Naopak,
pre kratke skoky je prekryv velky, ale aktivaéna bariéra je velka. Skoky maju optimalnu dlzku, ak
vzhladom na L minimalizujeme vyraz

2L Ap 2L 1

£ T T ¢ TNoDT

1/4
Minimum sa dosahuje pre % ~ (%) a hodnota vodivosti v minime je

_ <ﬁ) 1/4
ocxe \T .
Vsimnime si netrivialnu zéavislost vodivosti od teploty pre skoky s premenlivou dlzkou.

Porovnanie efektivity vodivostnijch mechanizmov

Nakoniec si poloZzme otazku, kedy vo vodivosti dominuja obyc¢ajné preskoky a kedy preskoky s pre-
menlivou dlzkou. K tomu treba porovnat velkosti exponent vo vyrazoch pre o. Dostaneme nasledovny
vysledok:

e Pre teploty T' < A¢ je (Ag/T)l/4 < A¢/T a preto dominujt preskoky s premenlivou dlzkou; v
tejto teplotnej oblasti je L > €. S rastticou teplotou optimalna dlzka skoku klesa.

e Pre teploty T' > A¢ by sme pre skoky premenlivej dlzky dostali L < &; pre takéto malé dizky
skoku v8ak nasa analyza neplati. V tejto oblasti teplot sa realizuje obyc¢ajna preskokova vodivost

s L ~¢.

19Podla skalovacej tedrie v blizkosti medze pohyblivosti totiz plati & oc (€m1 — p) ™, preto Ag o< (em1 — 1), Pomocou
numerickych simulécii bola n4djdena hodnota kritického exponentu v ~ 1.57. To znamené, Ze v tesnej blizkosti medze
pohyblivosti mame A¢ < g1 — p.
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Cvicenia

1. Ukazte, Ze ak zavedieme Fermiho rychlost vp = Zﬁf a stredni volna drahu elektréonov [ = vp7, potom Drudeho
2

formulu pre mernt vodivost moZno zapisat v tvare o = ﬁk%l Vyhodou tohto tvaru je, Ze v materidloch so zndmou

koncentraciou elektronov (a teda znadmym kr) je vodivost parametrizovana jedinym parametrom ! namiesto dvoch pa-
rametrov m* a 7. Ako uvidime neskor, v interagujucich systémoch totiz od rozptylovych procesov zavisi nielen 7, ale aj
m”™, kym polomer kr ostava konstantny.

2. Z rozmerovych dovodov mozno stredna volnt drahu [ pre rozptyl na primesiach s koncentraciou mimp zapisat ako
% = NimpStot, kde plocha Sior ma v limite nizkych koncentracii nimp vyznam celkového t¢inného prierezu pre rozptyl na
jednej necistote. Plocha Siot je dané integralom cez priestorovy uhol z diferencialnych aéinnych prierezov S(6) vahova-
nych transportnym faktorom 1 — cos @), ¢ize Sior = 27 [ df sin (1 — cos §)S(6). Porovnanim s vyrazom pre transportny
relaxaény Cas najdite vyraz pre S(6) v Bornovej aproximacii.

3. Z dat v tabulke 1 vypodcitajte u¢inné prierezy Siot pre primesné atomy a porovnajte ich s rozmermi atému. Kvalita-
tivne zddvodnite zavislost Stor 0d typu primesného atomu. Preco je rozptyl na Tavej strane tabulky silnejsi nez na pravej

strane?

primes Fe Co Ni Cu Zn Ga Ge As
Ap [1O*8Qm] 93 635 125 0 032 142 38 6.8

Tabulka 1: Prirastok merného elektrického odporu medi vyvolany pritomnostou roznych primesi. Vo vietkych pripadoch
je koncentracia primesi nimp = 0.01ncu.

4. Pohyb elektronov v neusporiadanom krystali mozno popisat poruchovou teériou, ak krl > 1, pretoze vtedy sa vinové
funkcia moéze kvalitativne podobat na rovinni vinu. Prechod do lokalizovaného rezimu preto o¢akavame pri krpl ~ 1. V
Bornovej aproximacii rozhodnite, v akej oblasti kr méZe nastat lokalizacia. Vysledok porovnajte s obrazkom 7.2° Mozno
takto vysvetlit existenciu obidvoch medzi pohyblivosti em1 aj ema?

5. Nech ¢, (R) je amplituda pravdepodobnosti, Ze elektron vo vlastnom stave n neusporiadaného krystalu sa nachadza vo
Wannierovom orbitéli R. Predpokladajme, Ze vlnova funkcia 1, (R) je normovan, t.j. nech "g [¢n(R)|> = 1. Ukazte,
ze veli¢inu I,, = Y- [¢ (R)|* mozno pouzit na odliSenie lokalizovanych a delokalizovanych stavov. Névod: pre oba typy
stavov v limite N' — oo (kde N je celkovy po&et Wannierovych orbitélov v krystali) odhadnite velkost veli¢iny I,,.

—A/T

6. Nech vodivost sktimanej vzorky sa s teplotou meni podla vztahu o o e . Akou experimentalnou technikou mozete

rozligit, ¢i mate do ¢inenia s pasovym izolantom alebo s Andersonovym izolantom?

5 Andersonova lokalizacia v jednorozmernych drétoch

V tejto prednaske ukazeme, Ze v neusporiadanom jednorozmernom dréte st vSetky stavy lokalizované.
Predpokladame pritom, Ze drot je dostatoc¢ne kratky, aby sme mohli zanedbat vSetky neelastické rozp-
tyly elektronov. Jedinym rozptylovym procesom v dréte je teda elasticky rozptyl na neéistotach.?!

Obr. 9: Studovana geometria. Jednorozmerna vzorka je cez dokonalé jednorozmerné privodné vodie napojena na
rezervoary 1 a 2.

29Na rozdiel od elektrénov, fotény v dlhovlnnej limite nie si lokalizované, pretoze Géinny prierez pre Rayleighov rozptyl
S x w*, pozri prednasku 24.

21Podrobnejsi vyklad citatel najde napr. v P. Markos and C. M. Soukoulis, Wave Propagation, Princeton University
Press 2008. T. Bzdusek a P. Marko§ mi pomohli odstranit niektoré nepresnosti vykladu, za ¢o im dakujem.
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Landauerova-Soukoulisova formula

Skimajme prud tectci cez jednorozmerny drot, t.j. drot s dostatoéne malymi prieénymi rozmermi.
Pohyb v tychto prie¢nych smeroch nech je obmedzeny na najniZ$iu kvantova hladinu. Takyto drét
nazyvame jednokanélovym. Predpokladame, Ze drot mozno rozdelit na 3 oblasti: dokonaly lavy pri-
vodny vodi¢ pripojeny na lavi elektrodu s chemickym potencialom pq, skimany neusporiadany vodi¢
a napokon dokonaly pravy privodny vodi¢ pripojeny na pravi elektrédu s chemickym potencidlom ps.
Prad tecuci zlava doprava je neseny elektronmi pochadzajucimi z lavej elektrody, preto rozdelovacia
funkcia pre tieto elektrony je f(ep — p1). Velkost pradu budeme vyhodnocovat v Tavom privodnom
vodidi s dlzkou L. Ak grupova rychlost elektronu v stave k je vy, potom ¢as, za ktory elektron v stave
k prejde cez lavy privodny vodi¢, je L, /v. Prad €astic, ktoré sa dostant az do pravého privodného
vodica preto je

thﬂ:2%;hb%ﬁﬂ%—uﬂ=2/gi;iﬁﬂ%—uﬂ=i/ﬁﬂkﬁk—um

kde 7 je pravdepodobnost transmisie cez neusporiadany drot pre elektron v stave k. Faktor 2 zohlad-
fiuje spin elektronov. Prud castic Jo_.q, ktoré prichddzaja sprava, je dany takou istou formulou, ale s
chemickym potencidlom po. Celkovy elektricky prid cez drot potom je??

2e 2e 2¢2

I'=—e(Jinz2 = Ja1) = = | deT(e) [f(e — 1) — fle — p2)] = — 5 Ter)(m — p2) = —=T(er)V,

kde V' = ¢1 — ¢2 je rozdiel elektrochemickych potencialov medzi elektrodami a 7 (eg) je pravdepodob-
nost transmisie pri Fermiho energii.?® Pre odpor drotu tak dostavame vysledok

Vi h1
T3
tzv. Landauerovu-Soukoulisovu formulu. Ak zavedieme odrazivost drétu pomocou vztahu R =
1 — 7T, odpor drétu médzeme zapisat ako stcet dvoch prispevkov:

_h h R

T2 aaT
Prvy prispevok, ktory je nezavisly od transmisie drétu a je pritomny aj pre idealny drét s nulovou od-
razivostou R, nazyvame kontaktny odpor. D4 sa ukéazat, Ze tento prispevok je odporom kontaktov.?*
Druhy prispevok je intrinzicky, tzv. Stvorbodovy odpor drétu. V tejto predniske budeme studovat
$tvorbodovy odpor drétu s primesami.

Obr. 10: Rozptyl na jednej bariére. VIavo: geometricky vyznam amplitad A, B, C, D v rovnici (9). V strede: definicia
amplittad ¢, 7 pre prechod a odraz pri dopade na bariéru sprava. Vpravo: definicia amplitid t',r’ pre prechod a odraz pri
dopade na bariéru zlava.

Rozptyl na jednej bariére
Skumajme rieSenia SchR pre volny elektréon pri energii € = % v pritomnosti jednej bariéry v okoli
x = 0. Nalavo a napravo od bariéry budeme vinova funkciu elektrénu hladat v tvare

Y(x < 0) = Ae™ + Be ™, Y(z > 0) = Ce*® 4 Deke, (9)

22G¢triktne vzaté, k pradu Ji_o prispievaji aj elektrony, ktoré sa od neusporiadanej oblasti odrazia. Tento odrazeny
prud v8ak nasledne prispieva k pradu Ja—;1, ¢ize jeho prispevok k celkovému pradu I je nulovy.

23Pre jednoduchost predpokladame, ze teploty v oboch elektrédach st rovnaké. Predpokladali sme naviac, Ze nalozené
napétie V' je infinitezimalne malé. Zaujimame sa totiz iba o tzv. linearnu vodivost, t.j. linearny koeficient v Taylorovom
rozvoji I = GV + GoV2+ ...

24Tento vysledok sa ukazuje napriklad vo vyberovej prednaske o mezoskopickej fyzike.
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kde A, D st amplitady vin dopadajucich na bariéru a B, C st amplitady vin odchadzajucich od bariéry.
Zavedme teraz amplitidu prechodu ¢ a amplitidu odrazu r pre elektrén dopadajuci na bariéru sprava.
Podobne nech ¢’ a 7’ st amplitidy prechodu a odrazu pre ¢asticu nalietavajucu na bariéru zl'ava. Potom
amplitudy odlietavajicich vin B, C' mozno vyskladat z amplitiud dopadajicich vin nasledovne:

B ot A A
(e)-(v)(5)=2(5) o
kde sme zaviedli maticu rozptylu S (scattering matrix). Pre bezrozmerny $tvorbodovy odpor jednej

2
bariéry p definovany vztahom Ry, = % p potom plati p = %

Vlastnosti matice rozptylu

Zachovanie poctu castic

Prudovia hustotu mozno poéitat zo vztahu j = ;—;f(w*vw —1V1o*). Prudova hustota elektronov nalavo
od bariéry je %(\AP —|BJ?), kym napravo od bariéry je to %UC’]Q —|D|?). Zo z&kona zachovania po¢tu
elektronov teda dostavame |A|2 + |D|? = |B|? + |C|?, ¢ize

(4%, D) < g ) — (B*,C) < g > . (A*,D*)shs*( g >

kde sme v druhej rovnici vyjadrili B, C cez A, D pomocou S-matice. Prvy a posledny vyraz sa maju
rovnat pre vietky A, D. Tak dostaneme podmienku pre S-maticu STS = 1, alebo explicitne

FPH P =P +EP =1 e+t =0 (11)

Inverzia casu

Predpokladajme, Ze hamiltonian popisujici pohyb elektronu je realny,?® H = H*. Potom ak 1 je
rieSenie SchR, H = ey, potom aj ¥* je rieSenim tej istej SchR s tou istou vlastnou energiou. To vsak
znamend, ze nas rozptylovy problém mé aj rieSenie

¢(»’U < 0) — B*eik:c + A*e—ikaj; ¢($ > 0) — D*eikx + C*B_ikx.

Ale amplitiady odlietajtcich vin A*, D* sa musia dat vyjadrit pomocou dopadajicich vin B*, C* a
povodnej S-matice:

A* B* A . B N A
(0)=s(&) (5)-s(e)-53(5)
kde druh& rovnica vznikla z prvej rovnice komplexnym zdruZzenim a vyuzili sme tiez rovnicu (10).
KedZe druha rovnica musi platit pre vetky A, D, musi byt S*S = 1, alebo explicitne
P>+t = |r P+t =1, Pttt =0t 40 =0, (12)

Porovnanim rovnic (11,12) napokon dostaneme nasledovné podmienky pre ¢, r,t', 7'

)% + [t]* = 1; t =t r = ——r". (13)

Rozptyl na posunutej bariére
Nech ta ista bariéra je posunutd do bodu x = [. Opét predpokladajme, Ze vinova funkcia pred a za
bariérou mé tvar

Pz < 1) =A™ + Be ™ (x> 1) = Ce™ + De ™7,
Zavedme stradnice &' = x — [. Pre vlnové funkcie v oblastiach ' < 0 a ' > 0 tak dostaneme

w($/ < 0) _ A/eikac’ + Ble—ikx’; w(xl > 0) _ Cleikm’ + Dle—ika:”

25Pre Zastice so spinom treba ziadat nezévislost systému voéi otoGeniu smeru plynutia asu.
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kde A’ = A, B' = Be 7 " = Ce* a D' = De ™. V &arkovanych stradniciach viak bude
rozptyl popisany uz zavedenou S-maticou:

(e)=s(m) (G0 d)(e)==(v ) (5)

Preto matica S popisujtica rozptyl na bariére posunutej o [ je dana vztahom

B _ A _ eikl 0 eikl 0
(e)=5(5) s=(% S)s( )

Ak rozpiSeme posledny vztah medzi S a S po zlozkéach, pre amplitudy prechodu a odrazu £,t/, 7,/ na
posunutej bariére dostaneme

F= €—2iklr, ;7 €2ikl7“/. (14)

)

|
|
|
|
\.ﬁ

Prenosova matica
Namiesto S-matice bude uZito¢né skimat tzv. prenosovi maticu M (transfer matrix), ktora dava
do suvisu amplitady vin A, B na lavej strane bariéry s amplitadami C, D na pravej strane bariéry:

C A t'—rr'Jt v/t 1/t r/t
<D>_M<B>’ M‘( ) S\ e o)
Explicitny vyraz pre M sme pritom ziskali rozrieSenim systému rovnic (10) pre nezname C,D. Po-

sledna rovnica plati, ak uvazime zachovanie poctu castic a symetriu voc¢i inverzii ¢asu. VSimnime si,
. . ., . . . . . . . 2
Ze bezrozmerny odpor p bariéry popisanej prenosovou maticou M je dany zlozkou My, t.j. p = |Mi2]”.

M 0 M(Z) X

Obr. 11: Geometricky vyznam amplitad A, B, C, D, E, F' pre rozptyl na dvoch bariérach.

Rozptyl na dvojbariérovom systéme

V dvojbariérovom systéme budeme sktimat tri oblasti: lavil a prava asymptoticka oblast a medzibari-
érovy priestor. Ozna¢me amplitady pravo- a lavobeznych vin e v tychto oblastiach takto: A, B v
Tavej oblasti, E, I’ medzi bariérami a C, D v pravej oblasti. Nech M (1.2) g prenosové matice pre obe

bariéry. Potom
CN_yo( £, CN\ @y (4
(o)=wo () (b)-wom ()

(5)-w(2)

Teda prenosovou maticou M pre stustavu bariér je sti¢in prenosovych matic jednotlivych bariér, M =
MM Nech matice M@ a M) maja explicitny tvar

M<2>:< Lt oty ) M(l):< Lt n/h >

ry/t5  1/ts i/t 1/t

Ak pouzijeme parametrizaciu t; = [t1]e?X1, ty = [t2]e™X2, 11 = |r1]e!®t a ry = |ra|e’®?, potom bezroz-
merny odpor zloZenej bariéry bude

2
71 ] P1 P2 \V P1P2
= |Mp? = |—+—| = + +2 cos(¢1 — d2 + 2x2),
p =Ml = 35 | T Tl T e T 2l < )
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kde v poslednej rovnici sme individualne odpory jednotlivych bariér oznacili p; = |rs|2/|t:]?, i = 1,2.

Ak napokon vyuZijeme identitu ﬁ = % = 1 + p;, dostaneme pre bezrozmerny odpor zloZenej
bariéry vyraz
p=p1+ pa+2p1p2 + 23/ prpa(1+ p1)(1 + p2) cos(d1 — G + 2x2). (15)

V klasickom pripade je odpor sériového zapojenia jednoducho sti¢tom odporov. Preto klasicky odpor
dvojbariérového systému by bol p; + p2. N&S vysledok ukazuje, ze kvantovomechanicky odpor dvojbari-
érového systému je odlisny. Rozdiel je sposobeny interferenciou vin rozptylenych na réznych bariérach.
Ako uvidime, jednym z désledkov je, Ze odpor neusporiadaného drotu nerastie s dlzkou drotu linearne,
ale omnoho rychlejsie.

Koherentné séitavanie odporov: Andersonova lokalizacia

Skuimajme teraz odpor drotu v nasledovnej modelovej situacii. Nech v drote sa nachadza stubor iden-

tickych, ale ndhodne umiestnenych bariér, ktorych individualny odpor je p;. NaSou tlohou je néjst

odpor drétu dizky L > a s N = L/a bariérami, kde a je priemerna vzdialenost medzi bariérami.
Budeme postupovat nasledovne. Predpokladajme, Ze odpor p,, drotu s n bariérami pozname. Potom

odpor drotu s n + 1 bariérami méZeme pocitat pomocou dvojbariérovej formuly (15):

Prt1 = pn+ P14 20001 + 260\ o0 (1 + pr)p1 (1 + p1), (16)

kde &, je ndhodné &islo z intervalu (—1,1). Ak budeme predpokladat, 7e strednd hodnota &, = 0,
potom pre ustredneny odpor p, dostaneme iteracnti rovnicu

Pnt+1 = Pn + p1+ 2Ppp1,

ktorii prepiSme pomocou parametra A = 1+2p; do tvaru pp.1 = Ap, + p1. Lahko overime, Ze riesenim
tohto problému s poc¢iato¢nou podmienkou p,—1 = p1 je

= An 1y =L (e"hlA—1>

Ustredneny bezrozmerny (3tvorbodovy) odpor drétu dizky L potom bude

p(E) = 5 (26— 1).

kde dlzka ¢ = ln(liia%)
p(L) =~ L/¢ a drot sa sprava ako klasicky Ohmov odpor, pretoze p rastie s dlzkou drétu linearne.
Ak vsak L > &, potom odpor drétu rastie s dlzkou exponencialne. Inymi slovami, vodivost G klesa
exponencialne. To moZno interpretovat ako dosledok lokalizacie elektronu na skale &: elektron “neciti”
rozdiel potencidlov medzi koncami vzorky.

ma vyznam polomeru lokalizacie: ak dlzka vzorky je mensSia nez &, potom

Cvicéenia

1. Najdite stredni hodnotu prudovej hustoty j = ;—ZL(@Z)*VL/} — YVy*) v stave h(x) = Ae'*® + Be ",

2. Explicitne vypoé&itajte amplitudy ¢, ¢, r a v’ pre nasledovné modelové 1D tlohy: (a) bariéra s hamiltonidnom H' = U
pre z € (0, L), kde U je kongtantny potencial; (b)* problém s hamiltonidnom H = 3= (p +mv(z))?, kde v(z) = v vnitri
bariéry = € (0,L) a v = 0 mimo bariéry. p = fih% je operator hybnosti. Akt symetriu ma bariéra v tomto pripade?
Vysledky porovnajte so vztahmi (11) a (13).

3." N4jdite symetrie prenosovej matice pre nasledovné alohy: a) P symetricka bariéra H(L—z) = H(z), b) PT symetricka
bariéra H*(L — z) = H(z). ¢) Kolko nezavislych realnych volnych parametrov popisuje prenosovi maticu v siedmich
moznych pripadoch vzhladom na symetrie P, T a PT?

4. Nech matica prenosu pre bariéru v pociatku je My. Ukazte, Ze matica prenosu pre taki ista bariéru v bode R potom

ikR
je Mg = A(—R)MoA(R), kde A(R) = ( ¢
bariér v bodoch R1 < Rz < ... < Ry plati

0 o—ikR ) Dalej ukazte, Ze pre maticu prenosu pre sistavu N rovnakych
M = A(—Rn)MoA(RN — Rn—1)MoA(RN-1 — Rn—2) ... MoA(R2 — R1)MoA(R1).

5. Ukazte, Ze matica prenosu v pripade pravidelne rozmiestnenych bariér v bodoch R, = na, kde n = (1,...,N), je
M = A(—=Na)K", kde K = MyA(a) (pouzite vysledok predoslého cvidenia). Analyzou vlastnych Gisel matice K presku-

majte spravanie Stvorbodového odporu (t.j. maticového elementu Mi2) v limite velkého poctu bariér N.
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6. Itera¢ni rovnicu (16) rieste numericky. Predpokladajte, Ze veli¢ina &, je ndhodne rozlozena v intervale (—1,1). Najdite
rozdelovacie funkcie pre p, a Inp, pri fixovanom n. Ktoré z rozdeleni je zmysluplné a preco? Uréte stredntt hodnotu
(In pn) a porovnajte ju s teoreticky uréenou hodnotou In{p,). Vysledok zdévodnite.

7.* Skumajte viazané a antiviazané povrchové stavy v polonekoneénom vodic¢i. Hladajte exponencialne tlmené rieSenia:
(a) polonekone¢ného modelu Kroniga-Penneyho vo formalizme prenosovej matice.

(b) polonekoneéného jednorozmerného modelu tesnej vizby zavedeného v prvom odstavci 1.14. (V tomto pripade treba

predpokladat existenciu kone¢ného dodato¢ného potencidlu A na poslednom mriezkovom bode.)

6 Hallov jav a cyklotrénova rezonancia

V tejto prednaske ukazeme, ako moZno Stidiom transportnych vlastnosti v magnetickom poli uréit
zékladné elektronové charakteristiky skimaného materialu: koncentraciu a znamienko nosicov naboja
(pomocou Hallovho javu) a efektivnu hmotnost nosi¢ov naboja (pomocou cyklotrénovej rezonancie).

Tenzor vodivosti v magnetickom poli

Sktimajme vodivost materidlov v pritomnosti aplikovaného magnetického pola B = (0,0, B) a Zia-
dajme, aby aplikované elektrické pole malo harmonicky ¢asovy priebeh, E(t) = Ee~™t, Ulohu budeme
riesit pouZitim formélne jednoduchej predstavy o driftovej rychlosti zavedenej v 1.17. Driftova rychlost
v je stredné efektivna rychlost elektronu (po odéitani interného pohybu vnutri Fermiho plochy). Inymi
slovami, driftova rychlost bude taka rychlost, pomocou ktorej mozno prudova hustotu vyjadrit v tvare
j = —nev. Predpokladajme, Ze driftova rychlost spliia Newtonovu pohybovii rovnicu

m* (\'r—k;) =—e(E+v xB).

KedZe ide o tlohu podobnt tlohe o vynitenych kmitoch, budeme predpokladat, Ze v oc e, Preto

v = —iwv a pohybovu rovnicu mozno zapisat po zlozkach v tvare
1 —dwr WeT 0 . or E,
—weT 1 —wT 0 Uy =— E, |,
. m*
0 0 1 —wr Vy E,
kde w, = fﬁ je tzv. cyklotronova frekvencia, t.j. frekvencia klasického kruhového pohybu nabitej

Castice v magnetickom poli. Ak vyuZijeme vztah medzi v a j a definiciu tenzoru merného odporu p;,
E; = pirji, dostaneme odtialto nasledovny vysledok pre tenzor merného odporu

1 1 —dwr WeT 0
Pik = — —wer 1 —idwT 0 , (17)
70 0 0 1—iwr

2 . . 5 . . o . c v . . v
kde o9 = "5 je Drudeho vodivost v nulovom aplikovanom poli. V&imnime si, Ze diagonélne cleny
tenzora merného odporu nezavisia od aplikovaného magnetického pola. Pre inverzny tenzor merne;j
elektrickej vodivosti teda dostavame

ox=0p k= ou 0w 0 , (18)

pri¢om pre zlozky tenzora mernej vodivosti oy plati

Oza 1 —wr OH _ WeT Ozz 1 (19)
oo (1 —iwr)? + (wer)?’ oo (1 —iwr)? + (wer)?’ oo 1 —iwr’

Stoji za zmienku, Ze tenzor mernej vodivosti spliia Onsagerove vztahy symetrie 0;;(B) = 0;i(—B),
pozri 1.17.
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Nakoniec pripomenme, Ze vysledky (18, 19) platia pre prispevky jedného péasu s izotropnou efek-
tivnou hmotnostou m* a mozno ich odvodit napriklad rieSenim Boltzmannovej rovnice v pribliZzeni
relaxa¢ného casu.

Vypocet tenzora vodivosti vo formalizme Boltzmannovej transportnej rovnice

Budeme predpokladat, 7e odchylka distribu¢nej funkcie elektréonov od rovnovaznej distribu¢nej funkcie f_ osciluje s
budiacou frekvenciou, &ize distribuéni funkciu v pritomnosti aplikovanych poli mozno zapisat v tvare fi(t) = fo+gke “*.
V pribliZzeni relaxa¢ného €asu (s konstantnym relaxa¢nym ¢asom 7) nadobudne Boltzmannova transportna rovnica
tvar

¢ —i of . —iwt gk —iwt
——(Ee ™" 4 vie x B) - = — iwgre " = — T,
i Vi B Gl o T
gis . . 10f _ 195° 189 _ afo 1 dg o1 s JIoN . . o
Ak teraz vyuZijeme identitu ;% = £ %3 + 7 52 = Vk b T hok @ ak dalej uvazime, ze g < E, a preto zanedbame ¢len

dmerny stfinu g a E, potom po vyuziti identity (v X B) - v = 0 mdzeme Boltzmannovu rovnicu pre odchylkovi funkciu
gk zapisat v tvare

of° 1 e 1o}
E - ——— ) =liw— =4+ vk xB- — . 20
VK ( Oex W + ne ok ) I~ (20)
V dalsom vyklade budeme pre jednoduchost predpokladat, Ze disperzny zakon Studovaného materidlu je izotropny a
21,2
parabolicky s efektivnou hmotnostou m*, t.j. ex = ';LW]L‘* . Potom Fermiho plocha ma gulovy tvar a Boltzmannovu rovnicu
mozno riesit pomocou ansatzu
af° >
gk = —¢€ <—i> Vk * |:T1E+T2ﬂ X E] N
(961(
kde 5 = ‘;}B je bezrozmerné magnetické pole a 71 2 si konstanty s rozmerom ¢asu, ktoré potrebujeme urcit.
Fyzikalny zmysel ansatzu pre gk je nasledovny. Odchylkova funkciu mozeme pisat v tvare gx = (f gfﬁ) Acgk,
kde Aex = a;li‘ Ak, pricom Ak = 7%(7’1E + TQE x E). Preto pre rozdelovaciu funkciu plati fk(t) = fo(ek) + gk =~

ek — Aex) = fO(ex—ax), t.j. v pritomnosti aplikovanych poli je distribuéna funkcia dana posunutou rovnovaznou
funkciou. Clen Gmerny 7 pritom popisuje posunutie Fermiho plochy v smere aplikovaného pola E, kym ¢len amerny 7
posiva Fermiho plochu v smere vektora E x E.

Derivovanim odchylkovej funkcie podl'a vlnového vektora dostavame

Ogx _ _8]‘0 h >

kde vybodkované ¢leny st rovnobezné s vi a ako také nevstupuju do pravej strany rovnice (20). V dalSom vyklade
budeme oddelene skimat pripady E || B a E L B. Za¢nime pripadom E || B. V tomto pripade dostavame dosadenim
ansatzu pre gk do rovnice (20) vysledok

T

T = T——F, T2 = O.
1 —wr
Na druhej strane, pre E L B dostavame
7(1 — dwT) T
T = ) Tg = .
(1 —dwT)2 + 52 (1 —iwT)? + B2
Pradova hustotu v systéme s objemom ¥V moéZzeme pocitat pomocou vztahu j = ’TQE >k Vkgk- Ak kartézske stradnice

rychlosti oznaéime vf a vyuzijeme (pozri 1.18), ze

2 0 o 2
2N (L0 i = s,
% - Oex m*

potom vztah medzi priadovou hustotou a aplikovanym polom méZeme pisat v tvare jie” ! = g;;E;e” "t s tenzorom

mernej elektrickej vodivosti rovnakym ako v (18).

Klasicky Hallov jav
Pri analyze Hallovho javu sa obmedzime na skiimanie statickych poli, t.j. vezmeme w = 0. Uvazujme
vzorku tvaru hranola s hranami rovnobeznymi s osami x,y, z. Nech cez vzorku te¢ie prud s hustotou
j=(4,0,0).26 Potom vo vzorke musi existovat elektrické pole, ktoré mozeme pocitat zo vztahu F; =
pirJr- Tak dostaneme

By = pusi = ~j,  By=pyui = —j==2;

(s} oy ne

teda vo vzorke musi existovat elektrické pole kolmé na smer pohybu elektréonov! Tento jav nazyvame
Hallovym javom. Podstata Hallovho javu je zrejmé z obrizku 12. Lorentzova sila —ev x B zakrivuje
drahy elektronov nestcich prid, ktoré preto buda ubtudat pri kraji vzorky y = L, /2 a hromadit sa pri
kraji y = —L, /2, v dosledku ¢oho vznikne interné pole E,. Prerozdelovanie elektronov sa ukonéi v
okamihu, kedy interné pole presne vykompenzuje Lorentzovu silu.

26V smeroch vy, z vzorka nie je vodivo spojené s okolim a preto v tychto smeroch prad neteéie.
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Obr. 12: Schematicky nacrt geometrie, v ktorej sa pozoruje Hallov jav.

Nech rozmery hranola st Ly, Ly, L. Potom v pritomnosti magnetického pol'a nenulovy prid indu-

kuje prie¢ne (tzv. Hallovo) napétie Vi = ¢(Ly/2) — p(—Ly/2) = ffz52 Vo dr = — 5%32 Eydy =
—FEyL,. Dalej definujeme tzv. Hallov odpor Ry = VTH, pre ktory dostaneme Ry = % = —pLyj =
nLBZe’ ¢o modzeme zapisat v tvare
B
Ry =—, (21)
nge

kde ng = nL, je koncentracia elektronov na jednotku plochy v rovine xy. VSimnime si, Ze odpor Ry
je priamo Gmerny aplikovanému polu B. Pozoruhodné je, Ze Ry pre $tudovany izotréopny material s
jednym vodivostnym pasom nezévisi ani od relaxa¢ného ¢asu 7, ani od efektivnej hmotnosti elektréonov
m™*. Preto v takomto pripade mozno klasicky Hallov jav pouZit na priame meranie koncentracie nosi¢ov
naboja n.

Nage avahy by sme mohli zopakovat pre pripad, kedy nosi¢émi naboja si diery. VSetky vyrazy by
pritom zostali v platnosti, iba namiesto —e by sme v8ade museli pisat e. Kedze Ry zavisi od prvej
mocniny e, meranie znamienka Ry preto umoziiuje urcit znamienko nosi¢ov naboja.

Ak k vodivosti skimaného materialu prispieva niekol'ko pasov, Hallov odpor Ry bude pomerne komplikovanou funkciou
parametrov jednotlivych pasov. Pre konkrétnost skiimajme material s dvomi pasmi. Tento pripad sa realizuje napriklad
v intrinzickych polovodi¢och pri konecénej teplote. Tenzor celkovej vodivosti takéhoto materidlu bude sti¢tom tenzorov
vodivosti oboch pasov, pre ktoré pouzijeme vysledky (18,19). Do prvého radu v magnetickom poli B preto modzeme pisat:

| ) | o1 —,810’1 0 ) g2 —,8202 0
Oik = ng) + Ofk); ng) = Bio1 o1 0 ; ng) = Ba02 o2 0 ,
0 0 01z 0 0 02z

kde jednotlivé pasy su charakterizované vodivostami v nulovom poli o1, 02 a parametrami $1 = wei1T1, P2 = WeaTs.
Ak teraz invertujeme tenzor celkovej vodivosti o, do prvého rddu v magnetickom poli B dostaneme pre Hallov odpor
vysledok
_ pye 1 Bio1 + Pao2
Ry = — =——"F"
Lz Lz (01 + 02)2

V&imnime si, Zze okrem hustét n; 2 v dvojpasovom modeli Ry zavisi aj od efektivnych hmotnosti elektrénov mi 5 a od

relaxac¢nych Casov 71,2. Parametre 8 pritom nadobtidaji kladné znamienko pre elektrénové pasy a zaporné znamienko

pre dierové péasy.

Hallov jav sa vyuZziva na konstrukciu tzv. Hallovych sond, t.j. kalibrovanych vzoriek so zndmou
zévislostou Hallovho odporu Ry od magnetického pola. Hallove sondy sa pouZivaji na presné merania
magnetického pola.

Cyklotréonova rezonancia

Skimajme teraz vzorku s jednym vodivostnym pasom s izotrépnou efektivnou hmotnostou m* vo von-
kajsom magnetickom poli B = (0,0, B), na ktort dopada Ziarenie s frekvenciou w linearne polarizované
v smere osi . Ohmické straty (alebo absorbcia) st dané ¢asovo stredovanym suc¢inom E - j, ktory je
umerny realnej ¢asti vodivosti 044, pozri napr. 1.21. Z rovnice (19) dostavame

(1+ ngQ + w27'2)00
(14 w272 — W272)2 + 4272

Re[o:] =
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vy .

Obrazok 13 ukazuje, Ze ak su¢in wr je vacsi nez 1, potom pri fixovanej frekvencii Ziarenia w a meniacom
sa magnetickom poli B (t.j. pri premenlivej cyklotronovej frekvencii w.) bude Ziarenie silno absorbo-
vané pri splneni rezonanénej podmienky w = w,. Zo znamych hodnét w a B potom mozno uréit velkost

efektivnej hmotnosti m*.2”

Obr. 13: Zavislost ohmickych strat vo vzorke od magnetického pola pre niekol'ko hodnét parametra wr.

Podmienky pozorovatelnosti cyklotrénovej rezonancie st nasledovné:

1. wr > 1 Cize v rezonancii w,7 > 1. Pri splneni tejto podmienky vykoné elektréon medzi zrazkami
s neéistotami, fonénmi, alebo inymi elektronmi niekolko ot4¢ok v hybnostnom priestore. Tato pod-
mienka si vyZzaduje ¢isté vzorky (kvoli rozptylom na necistotach) a nizke teploty (kvoli neelastickym
rozptylom).

ne?
meg
Ziarenie neprenika dovnutra materiadlu. Kvoli tejto podmienke je metdda nepouzitelna v kovoch.

3. Frekvencia Ziarenia musi byt porovnatelna s experimentalne dosiahnutelnymi cyklotronovymi frek-

2.w>wp = , t.j. frekvencia Ziarenia musi byt vicsia nez plazmové frekvencia materialu, inak

venciami.
4. Vodivost oy nesmie byt primalé (kvoli pozorovatelnosti strat).

Cyklotréonova rezonancia v materialoch s anizotrépnym parabolickym disperznym zakonom
Metodu cyklotronovej rezonancie mozno pouZit na uréenie tenzora efektivnej hmotnosti aj pre materialy s parabolickym,

ale anizotrépnym disperznym zékonom
(ki ki | k3
e(k) = ( + =24+ ) :

2 \mj  mi mj
Takyto disperzny zakon popisuje napriklad minim4 vodivostného pasu kremika. Tento vysledok ukazeme zovSseobecnenim

vypoctu vo formalizme driftovej rychlosti. Newtonova pohybova rovnica pre elektrén, na ktory posobi Lorentzova sila,

ma tvar: ik = —evy x B = —£22 x B. Predpokladajme, Ze riesenie splia vztah k = —iwk. Ak naviac vyuzijeme, ze

h 0k
1 9e ki

2 B0 = e, potom pohybovi rovnicu mozno pisat v tvare
2 i

) B B
—iw eBy  _eBy i
B "2 B !
eB: ; By
Tmp T T ke | =0.
B B ;
€52 —£21 —iw ks
my ma

Netrivialne rieSenia st mozné, iba ak determinant matice je nulovy. Tri korene tejto rovnice st w = 0 a w = tw., kde w,
je cyklotronova frekvencia definovana vztahom

e2B? e2B2 e2 B2
Wwe =

* pay k * pan % * ok
moms msmy mimy

Efektivne hmotnosti v smeroch 1,2,3 preto mozno ur¢it napr. z troch merani cyklotronovej frekvencie s magnetickym
polom orientovanym postupne napr. v smeroch hlavnych osi tenzora efektivnej hmotnosti.

Vsimnime si, Ze hodnota cyklotronovej frekvencie zavisi iba od smeru magnetického pola a nezavisi od toho, ktora
orbitu k = k(¢) v hybnostnom priestore skimame. (Mame tu na mysli, Ze w. nezavisi napr. od vel'kosti hybnosti v smere
magnetického pola.) Toto je Specidlna vlastnost parabolickych disperznych vztahov a vo vSeobecnosti w. zavisi od orbity.

2TPolomer klasickej cyklotronovej orbity je 7ol = vel/we, kde ve je typickd rychlost elektronov. Na druhej strane,
elektromagnetické pole s frekvenciou w mé vinova dizku X\ = 2mc/w. Kedze ve < ¢, v rezonancii je re < A a nas
predpoklad o priestorovej homogenite elektrického pola bol opravneny.
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V prednéaske 8 ukdzeme, ako moZno pomocou merania zavislosti magnetizacie M kovu od vonkajsiecho magnetického pola
B uréit tvar Fermiho plochy kovu vo vSeobecnom pripade s neparabolickym disperznym zakonom.

Podotykame vsak, Ze napr. v pripade kremika existuje 6 ekvivalentnych minim vodivostného pasu, ktoré maja rézne

orientacie hlavnych osi. Preto v kremiku o¢akédvame pre dant orientaciu pol'a niekol'ko rezona¢nych frekvencii.

Cvicenia

1. Analyzou zakrivenia klasickych drah na obrazku 12 ukézte, Ze zo znamienka Hallovho napétia Vg moZno uréit zna-
mienko nosifov naboja v polovodiéi s jedinym Ciastocne zaplnenym pésom s parabolickym disperznym zékonom.

2. Skamajme polovodi¢ s ¢iasto¢ne zaplnenym vodivostnym pésom s parabolickym disperznym zakonom. Povedzme,
ze z merani Hallovho javu a cyklotréonovej rezonancie pozname n a m*. Ak teplotni zavislost n = n(T) ocakavate v
polovodiéi s koncentraciou donorov Np? Mozno z cyklotronovej rezonancie urcit (transportnti) dobu Zivota elektronov
77 Akt dodato¢ni informéciu ziskame z merania mernej vodivosti o7

3. Odhadnite velkost cyklotronovej frekvencie v poli B = 1 T. O aku oblast elektromagnetického spektra ide? Rozhod-
nite, ¢i v danej frekvené¢nej oblasti existuju alternativne mechanizmy absorpcie Ziarenia latkou.

4. Vysvetlite, preco sa v kremiku pozoruju dve cyklotrénové rezonanéné ¢iary pochadzajuce od vodivostnych pasov, ak
statické magnetické pole je orientované v smere jednej z kubickych osi, pozri prednasku 2. MozZno z tohto merania urcit

. * *
hmotnosti mg, a mg, ?

7 Kvantovy Hallov jav

V tejto prednaske popiSeme tzv. celociselny kvantovy Hallov jav, za objav ktorého bola von Klitzingovi
v roku 1985 udelena Nobelova cena. Pomocou pojmu hranovych stavov podame elementarny vyklad,
preco (a kedy) je Hallova vodivost kvantovana.

Dvojrozmerny elektrénovy plyn

Nech vzorku tvaru hranola skiimana v predoslej prednaske mozno povazovat za tenku vrstvu, t.j. nech
L, a L, nadobudaji makroskopické hodnoty, kym L. nech je velmi malé. V takom pripade energetické
spektrum elektronov mozno pisat v tvare

2012 | 1.2
b (ks + k)

€>\(k:z,k‘y) = o

+ E)\a

t.j. kinetické energia v smeroch x, y je kvazispojita, kym energia pohybu v smere kolmom na film nado-
bida diskrétne hodnoty Fy, kde A = 0,1, ... Ak rozdiel najnizsich energii Fy, F1 pohybu v smere osi z
je dostatocne velky, t.j. ak )‘;27:% + Ey < FEq, kde kf je polomer (dvojrozmernej) Fermiho kruznice, po-
tom je energeticky vyhodné, aby pri nulovej teplote boli obsadené iba stavy s A = 0, pozri obrazok 14.
Pohybovy stav v smere osi z je teda pre vSetky elektrény rovnaky. To znamené, Ze pohyb v smere osi z
prispieva konstantnym prispevkom k energii vSetkych elektronov a mozno ho ignorovat. Takyto systém
nazyvame dvojrozmernym (2D) elektrénovym plynom. 2D elektronovy plyn mozno realizovat
napriklad vo vodivostnom kanali FET tranzistora, pozri napr. 1.20.

Ryt
4 1
Net| ~~~ — - -- — \ Kuasioen’
0 PREDPOVED
—

Obr. 14: VIavo: spektrum 2D elektronového plynu. Obsadené stavy s vyznagené hrubou &arou. Vpravo: Zavislost Hal-
lovho odporu 2D elektréonového plynu od magnetického pola. Bodkovanou &arou je zndzornena klasicka predpoved (21).
Hodnota odporu na schodikoch je dana s pozoruhodnou presnostou vztahom (22).
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Kvantovy Hallov jav

Hallov odpor 2D elektrénového plynu v malych magnetickych poliach spliia klasickt predpoved (21). V
silnych magnetickych poliach a pri nizkych teplotach vSak vznikaja odchylky od klasickej predpovede
a krivka Ry = Ry (B) pozostava zo sady schodikov pri hodnotach

1 h
R ) 22
H_Nega ( )

kde N je celé &islo. Tento jav nazyvame kvantovym Hallovym javom.?® Na kvantovom Hallovom jave
su fascinujice minimalne dve veci:

1. Na rozdiel od klasickej predpovede (21), v silnych poliach Ry nezavisi od materidlovych parametrov
(hustota elektronov), ale jeho hodnota na plosinkach je dana iba fundamentalnymi konstantami.

2. Meranie Hallovho odporu umozinuje presne zmerat tzv. von Klitzingovu konstantu:

h
— = 25.812807557(18) k2.
e

V nasledujicom vyklade vysvetlime podstatu kvantového Hallovho javu. Detailnejsi vyklad mozno
néjst napriklad v kurze mezoskopickej fyziky. V prednaske I11.20 ukazujeme, Ze systémy vykazujice
kvantovy Hallov jav mozno chapat ako $pecidlny pripad tzv. Chernovych izolantov.

Hranové stavy v cistej vzorke

Kvantovy Hallov jav sa pozoruje vo vzorkach, pre ktoré plati w.r > 1, t.j. pocas doby Zivota by
elektréon vykonal asponn jednu oto¢ku na semiklasickej orbite. Preto v tomto rezime nemozno vplyv
magnetického pola popisat ako mala korekciu k rovinnym vinam, ale je potrebné riesit Schrédingerovu
rovnicu (SchR) pre elektrén v magnetickom poli.?? Najprv preskiimame pohyb elektréonov v dokonalych
vzorkach bez nedistot, kedy SchR pre obalkovi vlnova funkciu elektronu (pozri cvicenia) ma tvar

5 (—ihV + eA)*Y(x,y) + Uy)(z,y) = ep(z, ).

Spinovy stupen volnosti elektréonu v nasom vyklade neuvazujeme, pretoze pre pochopenie kvantovania
Hallovho javu nie je podstatny. Dalsi postup vyzaduje vol'bu vektorového potencialu reprodukujtceho
magnetické pole, B=V x A = (0,0, B). Volime tzv. Landauovu kalibraciu A = (—yB,0,0).
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Obr. 15: Vlavo: Priebeh potencialu U(y) naprie¢ Hallovou vzorkou s geometriou ako na obrazku 12. Kopéeky pri
Yy = f%,yk, % zobrazuju tri vlastné stavy v Landauovej kalibracii, ktorych rozmer v smere y je radovo [. Obrazok

vpravo zobrazuje (pri pohlade zhora na vzorku) busiace trajektorie - klasicky analég hranovych stavov.

Budeme Studovat spektrum 2D elektrénov v obdlzniku s rozmermi L, > Ly, t.j. vzorka je dlha
v smere teCenia pradu a kratka, avSak stéle makroskopicka, v smere nan kolmom (pozri obrazok 15).

28Ide o tzv. celo&iselny kvantovy Hallov jav. V superéistych 2D plynoch pri nizkych teplotach a velmi vysokych
magnetickych poliach sa pozoruja schodiky aj pri zlomkovych hodnotach N. Najvyraznejsi schodik sa pozoruje pri
N = % Pri tomto tzv. zlomkovom kvantovom Hallovom jave (Nobelova cena za rok 1998) hraji podstatnd rolu
elektron-elektronové interakcie. Jeho popis je preto omnoho komplikovanejsi a v tomto kurze sa mu nebudeme venovat.

2Pozornému &itatelovi zrejme neuniklo, ze podmienka w.r > 1 musela byt splnena aj pri skimani cyklotrénove;
rezonancie, pri vysvetleni ktorej sme si vystacili aj s klasickou fyzikou. Cyklotrénova rezonanciu vSak mozno interpretovat
aj kvantovomechanicky - ako absorbciu Ziarenia v dosledku prechodov medzi Landauovymi hladinami (pozri dalsi vyklad

v tejto prednaske).
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Potencial U(y) popisuje vplyv kone¢nosti vzorky v smere y: vnutri vzorky je zhruba konstantny a pri
krajoch vzorky (t.j. pre £L,/2) prudko rastie. Teda SchR pre dokonala vzorku bez necistot nadobudne
tvar

2m

2
L it - e a2 | wlea) + U wle) = 0t

Vsimnime si, ze hamiltonian nezavisi od suradnice x, preto rieSenie mozno hladat v tvare ¢ (z,y) =
e’ (y). Po dosadeni do SchR a tiprave dostaneme rovnicu pre ¢(y):

[h262 1

s o+ 5 — 2| 6) + U)() = 600,

kdeyk—ggawc—

harmonického oscﬂatora v smere y so stredom v bode y;. Zanedbajme na chvilu pritomnost ¢lena
U(y) v SchR. VInové funkcie zodpovedajice vlastnym stavom ¢, (y) s nizkymi energiami potom buda

lokalizované okolo y;, na vzdialenosti tzv. magnetickej dlzky®® | = %. Pre silné magnetické polia

je tato dizka mala, napr. pre B = 10 T je | ~ 8 nm. Budeme predpokladaft, Ze funkcia U(y) sa na
vzdialenosti [ takmer nemeni. Preto vlastné funkcie a im prislusné vlastné energie nasho problému su

Busl.9) X 0,0 =), s = (3 ) + U

Riegenia st teda delokalizované pozdlz drétu a lokalizované v smere y. Vlastné stavy s indexom n
vytvaraju tzv. n-ti Landauovu hladinu.

V idedlnej vzorke bez okrajov je U(y) = 0 a energia vSetkych stavov n-tej Landauovej hladiny je
rovnaka. Teraz vypocitame degeneraciu Landauovej hladiny, t.j. pocet stavov s energiou hw, (n + %) \Y
smere osi x predpokladame periodické okrajové podmienky, preto vinovy vektor k nadobida hodnoty,
ktoré su celo¢iselnym nasobkom %’; V&imnime si, zZe zmena k posﬁva tazisko yp = % vlnovej funkcie

dn(y — yr). Teda yy su celoCiselnymi nasobkami dy = ﬁ = BL , kde &y = ﬁ je tzv. kvantum
magnetického toku. Ale tazisko y musi lezat vnitri vzorky, teda medzi —=* a 7‘1’ Preto dovolenych
je % poloh taziska, Cize degeneracia Landauovej hladiny je M = % = (1;3 kde ® = BL,Ly je

celkovy magneticky tok cez vzorku.
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Obr. 16: VTavo: hustota stavov v magnetickom poli (v dokonalej vzorke bez okrajov) pozostava zo sady delta-funkénych
pikov. Bez magnetického pola ma hustota stavov hodnotu N(0). Ak sa podet stavov po zapnuti pola ma zachovat, potom
degeneréacia hladin musi byt tmernéa Srafovanej ploche. Vpravo: hustota stavov v magnetickom poli vo vzorke s neéistotami.
Pritomnost neéistot snime degeneraciu Landauovych hladin. Vo vzorke bez hran si delokalizované iba stavy v blizkosti

gc(n).

Alternativne a zrejme presvedéivejsie3!

mozno k rovnakému vysledku pre degeneraciu Landauovej
hladiny prist nasledovne. Hustota stavov 2D elektrénového plynu s kvadratickym disperznym zéko-
nom pre jednu projekciu spinu je N(0) = % a nezavisi od energie, pozri obrazok 16. Na druhej

strane, v pritomnosti magnetického pol'a hustota stavov pozostava zo sady delta-funkcii pri energiach

30Magnetickn dizku definujeme ako dlzku typickych kmitov harmonického oscilatora a odhadujeme ju z rovnosti kine-
tickej a potencialnej energie Ffﬂ =m*w?l?.

31KedZe napr. nie je celkom jasné, pre¢o mame za rozmer vzorky brat presne L.
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hw, (n + %) Pocet stavov vo vzorke sa vSak pri zapnuti magnetického pola nemeni, preto degeneracia
Landauovej hladiny musi byt rovna po¢tu stavov vo vzorke s plochou S v intervale energii dlzky hwe,
t.j. M = N(0)Shw,. Dosadenim explicitného tvaru N(0) a w, dostaneme opat M = ;%.32

Nakoniec sa vratme k skimaniu vzorky s okrajmi. Poc¢itajme grupovi rychlost pozdlz drotu (t.j. v
smere osi x) pre elektron v stave ),;. Derivovanim podla hybnosti v smere osi x dostaneme

166nk . 10U Oyk - L&U

T ROk hoy, 0k eBoyl|,’

Vnitri vzorky, kde U(y) & const, je grupova rychlost nulova. Elektronové stavy v tejto oblasti preto
neprispievaji k vodivosti vzorky. Na druhej strane, pre y, =~ —Ly/2 je v, < 0 a pre yi = Ly/2 je
v > 0. Stavy v blizkosti hran, tzv. hranové stavy, st teda nositelmi pradu. Pozdlz protilahlych
hran tec¢u protibezné pridy, v stlade s klasickou predstavou o elektrénoch busiacich do okrajov vzorky,
pozri obrazok 15.

4y - A ! N RV PN = o i W P
|PoTENCIAL.  V(xy)+U(y) PRE IXouANE X |
| o B - = |
oS TROY |
/
ARER 0 /
/ ™,
f =y /
| : *"‘—”"’". d |
ol u{ | II.'
'\.,_ A I
f
|II
/
/
I
!
{
!
| AT, ..l‘f
ot | !
Ere B T e, N 7[ W= s 4
- i i p
on e | ~_ /7 | /7
M % e !
o of
\ | !
£< & (m) - B e | IS
s 7 3
A { AR /
A
NS

Obr. 17: Priebeh potencialu V (z,y) +U (y) pozdlz rezu naprie¢ vzorkou. Pre Landauovu hladinu n st vyobrazené oblasti
s velkou hodnotou vlnovej funkcie pre stavy s réznou energiou e. Pre energiu ¢ > e.(n) cez skimany rez x =koStanta
prechadzaju hranové stavy a, j a dve vlnové funkcie typu ostrov (cez dvojice bodov b, c a f, g). Pre energiu e < e.(n) cez
tento rez prechadzaju dve vlnové funkcie typu jazero (cez dvojice bodov d, e a h,1).

Vplyv necistot
Teraz preskiimajme vplyv nec¢istdt na spektrum Hallovej vzorky. Vplyv necistét popiSeme dodato¢nou
potencidlnou energiou V' (z,y) v SchR pre elektron. V limite w.7 > 1, kedy sa kvantovy Hallov jav
pozoruje, sa pri analyze vplyvu necistdét moéZzeme obmedzit na analyzu jednej Landauovej hladiny.
Pre jednoduchost budeme predpokladat, Ze potencial V(z,y) je pomaly sa meniacou funkciou
na Skale magnetickej dizky . Elektron z Landauovej hladiny n s energiou € sa bude pohybovat po
ekvipotencidlnych ¢arach celkového potencidlu V(z,y) + U(y) = € — hw.(n + 1/2), kedZe (podobne
ako pri hranovych stavoch) mézeme pouzit klasickt predstavu o busiacej trajektorii elektronu. Celkovy
potencial V(z,y) + U(y) si mozno predstavit ako zlab s hrbolatym dnom. V Zlabovej analogii potom
vlnové funkcie budu lokalizované okolo brehov jazierok alebo ostrovéekov, ktoré vzniknd po naliati
malého mnozstva vody do zlabu do presne stanovenej vysky. Ak e < hw.(n 4+ 1/2), potom vinové
funkcie budu sustredené v blizkosti brehov jazierok okolo lokdlnych minim potencidlu V(z,y), ¢ize
budu lokalizované. Ak naopak £ > hw.(n + 1/2), potom vlnové funkcie budu dvoch typov. Jednak

328toji za zmienku, Ze v inych kalibraciach sice dostavame rovnaké spektrum, ale iné vlnové funkcie ako v nami
$tudovanej Landauovej kalibracii. To by nas v8ak nemalo prekvapovat: z makroskopicky vel'kého poc¢tu M degenerovanych
vlnovych funkcii mézeme s velkou Tubovolou vytvarat ich linearne kombinacie s tou istou energiou.
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budi existovat lokalizované stavy ststredené v blizkosti brehov ostrovéekov okolo lokdlnych maxim
V(z,y), jednak budu existovat (pre dané n a dana energiu) dva hranové stavy, pri kazdej stene zlabu
jeden. Tieto stavy uZz nebudi priamkové, ako v ¢istom systéme, ale napriek tomu budu delokalizované,
t.j. budi bezat pozdlz celého Zlabu. ZniZovanim energie stavov s ¢ > hw.(n + 1/2) bude polomer
lokalizécie (t.j. rozmer lokalizovanych vlnovych funkcii) rast, pretoZe vrstevnice tesne pod vrcholmi
st kratSie ako nizSie poloZené vrstevnice. Podobne pri zvySovani energie stavov s £ < hw.(n + 1/2)
bude polomer lokalizacie rast. Pri Specialnej energii e.(n) ~ hw.(n+ 1/2) sa topologia trajektorii bude
menit: vrcholové trajektorie sa zmenia na dolinové. Zmena sa udeje cez delokalizovany stav. Ukézali
sme teda:

pokial chemicky potencial p nelezi v blizkosti niektorej z energii €.(n),
potom k vodivosti Hallovej vzorky prispievaja iba hranové stavy.

Kvantovanie vodivosti
Nech elektrochemické potencidly v elektrodach 1 a 2 (pozri obrazok 15) st p1 a ug. Budeme predpo-
kladat, Ze kazdy elektron, ktory vosiel z elektrody 1 (pri = 0) do hranového stavu, s uréitostou prejde
popri hrane vzorky y = L, /2 az do elektrody 2 (pri x = L,.).33 Preto obsadenie hranovych stavov v
blizkosti hrany y = L, /2 je popisané Fermiho-Diracovou distribu¢nou funkciou f(ej — p1). Z tych is-
tych dévodov je obsadenie hranovych stavov v blizkosti hrany y = —L, /2 popisané Fermiho-Diracovou
distribuénou funkciou f(eg — u2). To v8ak znamend, Ze elektrochemicky potencial v blizkosti hrany
Y= % je p1, kym elektrochemicky potencial v blizkosti hrany y = —% je w2, t.j. vo vzorke existuje
prie¢ne (Hallovo) napétie.

Teraz vypocitame, aky prid potecie cez vzorku. Pocitajme najprv prispevok k pridu od hranovych
stavov v blizkosti hrany y = L, /2. Vzorku dlzky L, prebehne elektron v hranovom stave e?*®
L /vy, preto celkovy tok elektronov neseny stavmi v blizkosti hrany y = L, /2 je

za, ¢as

1 1 1 0e 1 [ dk Oe 1
J1_>2_Zk:Lz/'Uk (é?k—lil)—fx - hok (Ek_'ul)_h/%ak (Ek—ul)—h/&(n)dﬁ@—m),

kde sme uvazili, ze minimalna energia hranového stavu je e.(n).3* Ak dalej uvazime, 7e tok elektrénov
z 2 do 1 neseny hranovymi stavmi v blizkosti y = —L, /2 je Jo_s1 = % fsc(n) de f (e — p2), potom celkovy

elektricky prid (od jednej Landauovej hladiny) tectci vo vzorke z 1 do 2 bude3”

e 62 62
_E(M — p2) = ﬁ(%pl — o) = EVH’

e

I= e =) == [ el =)~ fle )] =

kde Vi je rozdiel potencidlov medzi 1 a 2, t.j. Hallovo napétie. Pre N zaplnenych Landauovych hladin
potom dostévame

1 e
Vi h

¢o vysvetluje (ak uvazime, ze Ry = Vi /I) experimentalny vysledok (22).

Vratme sa na chvilu k analyze systému bez necistot. Vtedy je energia £.(n) presne rovna ener-
gii Landauovej hladiny Aw.(n + 1/2), pretoze z nekone¢ne vela degenerovanych vlnovych funkeii ¢,
mozno vytvorit linedrnu superpoziciu, ktora je delokalizovana v smere y. Teda Hallova vodivost moze
nadobudat kvantovant hodnotu, iba ked sa chemicky potencial nachddza medzi Landauovymi hladi-
nami. V Cistom systéme je to v8ak mozné iba pre nekonecne tizky interval magnetickych poli, pretoze

33Elektron sa totiz moze vratit do elektrody 1 iba tak, Ze pretuneluje do hranovych stavov pri hrane y = —L,/2 s
opa¢nym smerom pohybu elektronov. Vo vzorkach s makroskopickym rozmerom L, v3ak takéto procesy mozno zanedbat.

34Pri vypocte Ji_.» sme stavy klasifikovali vlnovym vektorom k v smere osi , ako keby bol systém v tomto smere
transla¢ne invariantny. Tento postup mozno zddvodnit nasledovnou trochu umelou avahou. Kedze skamame jednoroz-
merné pridenie, kvoli rovnici kontinuity modzeme Ji_,2 pocitat v akomkol'vek priereze x=const. Ak by vzorka v istom
intervale siradnice x, povedzme hned pri elektréde 1, neobsahovala necistoty, v tomto intervale by sme stavy mohli
klasifikovat pomocou k. Na§ vypocet bol vedeny v takejto oblasti.

35Tento vysledok plati, ak 1,2 —ec(n) > T. V takomto pripade dokonca moézu byt teploty v elektrédach 1 a 2 rézne. V
opacnom pripade sa elektréon v jednom hranovom stave moéZe roztylit do protibeZného hranového stavu prostrednictvom
stavov pri energii blizkej k e.(n), ktorych polomer lokalizicie je aspon L.
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pocet hranovych stavov oproti poctu vSetkych stavov v danej Landauovej hladine je zanedbatelne
maly. Inymi slovami, v Cistej vzorke lezi chemicky potencial y takmer pre vSetky hodnoty B v jednej
z Landauovych hladin, ¢iZe protibezné hranové stavy sa skratované (vodivo spojené). Dostali sme pa-
radoxny vysledok: kvantovy Hallov jav je mozny iba v nedokonalych vzorkach!

Cvicenia

1. Ukazte, ze e% ma rozmer elektrického odporu a % mé rozmer magnetického toku.

2. Ukazte, ze pohyb Castice s ndbojom ¢ v externom elektromagnetickom poli popisanom skaldrnym potencidlom ¢ a
vektorovym potencidlom A popisuje hamiltonian H(p,r) = ﬁ(p — gA)? + qp, kde zovieobecnena hybnost je dana
vztahom p = mv + ¢A.

3. Experimenty ukazujt, e v podmienkach, kedy sa pozoruje kvantovy Hallov jav, je pozdizny odpor Hallovej vzorky

nulovy. Preto tenzor odporu ma tvar
h 0 1
Rik*7N62<71 0)~

Tento vysledok interpretujte pomocou vztahu (17). Uréte efektivnu dobu Zivota 7 a efektivnu koncentraciu elektronov
ng. Definujte plniaci faktor v ako podiel poétu elektrénov vo vzorke ngS a degeneracie Landauovych hladin M. Aky
je efektivny plniaci faktor v podmienkach kvantového Hallovho javu? Najdite tieZ tenzor vodivosti Hallovej vzorky ako
inverzny tenzor k R;r a vysledok interpretujte.

4. Ukazte, ze hustota stavov 2D elektronového plynu s kvadratickym disperznym zékonom pre jednu projekciu spinu
nezavisi od energie a je dana vztahom N (0) = %

5. Kvantovy Hallov jav bol objaveny vo vzorke s rozmermi L, = 400 ym a L, = 50 um v poli B = 18 T. Vypocitajte
degeneraciu M Landauovej hladiny za tychto podmienok. Pomécka: ®¢ & 4.13 x 107'% Tm?. Odhadnite, aké ast M je
tvorend hranovymi stavmi. Zmena plniaceho faktora sa v experimente realizovala zmenou koncentrécie elektronov ng.
Odhadnite np pre jednu plne zaplnentu hladinu. Aky je zodpovedajici Fermiho vinovy vektor kr a Fermiho energia ep?
Porovnajte er a hw.. Aky velky musi byt rozdiel energii Fy a E1 pohybu v smere osi z, aby sme mohli hovorit o 2D
plyne?

6. Ako sa zmeni hustota stavov 2D elektréonov pre dokonaly systém bez portch v magnetickom poli, ak zahrnieme
aj interakciu spinov s magnetickym polom F = gupB - S = i%%B, ktoré sposobuje tzv. Zeemanovo rozstiepenie
AFE = %%*hwc? Pomécka: v polovodi¢och Si a GaAs je %%* < 1.

7. Vypoéitajte pradovi hustotu j = 7<% (* Vi) — V™) — %WP v Landauovom stave ¥k (z,y) = € dn(y — yi)-
Ukazte, ze celkovy prud v smere osi x neseny tymto stavom je nulovy. Najdite magnetizaciu M a celkovy magneticky
moment p = [ d*rM, generovany Landauovym stavom. Vysledok porovnajte s predpovedou klasickej teorie. Pomécka:
vyuZite vztah V x M = j.

8. Vyrieste tlohu o pohybe 2D elektréonu v magnetickom poli v tzv. symetrickej kalibracii A = g(,% z,0). Ukazte, ze v
polarnych stradniciach mozno SchR riesit pomocou ansatzu ¥(r, @) = e~ “™? R(r), kde radidlna funkcia splia rovnicu

2
—(R"—F%R’)—k(%—g) R::fR.

éiarky oznacuju derivicie podla bezrozmernej premennej p = 7, kde [ je magneticka dizka. Ukézte, e rieSenia pre

degeneraciu najnizsej Landauovej hladiny v kruhovej vzorke s plochou S. Vypoditajte magneticky moment generovany

elektrénom v stave m. Akym smerom sa kruti elektron?

8 de Haasov- van Alphenov jav

V tejto prednéaske ukézeme, ako mozno $tidiom oscilacii rovnoviaznej magnetizacie M v externom
magnetickom poli B (tzv. de Haasovho-van Alphenovho javu) ur¢it tvar Fermiho plochy kovu. Bu-
deme pracovat v jednopasovom pribliZzeni a ukazeme, Ze de Haasov- van Alphenov jav je magnetickym
analégom Blochovych oscilacii a Wannierovho-Starkovho rebrika v externom elektrickom poli.

Efektivnu Schrédingerovu rovnicu pre obélkova vinova funkciu nabitej ¢astice v magnetickom poli
mozno riesit presne, ak disperzny zdkon ma tvar e(—iV) = —h;n?f. KedZe nas v8ak zaujima pohyb
elektronov so vieobecnym disperznym zakonom e(—iV), presné rieSenie vo v8eobecnosti nepozname,
a preto v nasom vyklade pouzijeme Onsagerovo semiklasické rieSenie. Predpokladame totiz, ze efekt
je spbsobeny elektronmi v blizkosti Fermiho plochy, t.j. vysokoenergetickymi elektréonmi, pre ktoré by
malo byt semiklasické pribliZenie vhodné.

Cyklotréonova frekvencia pre vSeobecny disperzny zakon
Skumajme trajektoriu v k-priestore pre blochovsky elektron vo vonkajsom magnetickom poli B. Mame
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Obr. 18: VTavo: trajektoria elektronu v hybnostnom priestore pre vieobecny disperzny zakon. Vpravo: dve trajektorie
s tou istou hybnostou k., v smere pola B pre blizke energie ¢ a ¢ + de.

teda skiamat semiklasicki pohybovu rovnicu
hk = ——— x B. (23)

Zvolme pre jednoduchost os z rovnobeznit so smerom aplikovaného pola. Nech pociato¢né energia
elektronu je € a jeho pociatoéna hybnost v smere pola je k.. Trajektoriu elektréonu v recipro¢nom
priestore tvori prieseénica ekvienergetickej plochy pre energiu € s rovinou k, =konstanta. Oznafme
velkost plochy (v k-priestore) obopnutej takouto trajektoriou A(e, k.). V dalsom vyklade budeme
skimat prirastok plochy §.A pri naraste energie ¢ — ¢ 4+ de a pri fixovanom k,. Nech dk je element
pozdlz trajektorie a nech 0k je kolma vzdialenost studovanych trajektorii v zvolenom bode. Z pohybovej
rovnice (23) vyplyva:

dk  eBde

dt  h ok’
Tu sme uvazili, ze do vektorového stéinu v (23) prispieva iba zlozka rychlosti v} (k) = 12 kolma na
B. Pre element plochy medzi ekvienergetickymi hladinami dostavame dA = dkdk = $7dedt. Preto
celkova plocha medzi ekvienergetickymi hladinami je

eB eB

kde T je perioda pohybu v k-priestore. S uvazenim vztahu w. = 27 /T odtialto dostaneme, Ze cyklot-
ronova frekvencia (pre dané k, a €) je dana vztahom

2reB [(dA\ !
Wc(gakz): 7;2 (de’i) . (24)

Teda cyklotronové frekvencia zavisi od zmeny plochy trajektorie pri zmene energie. VSimnime si, Ze vo
vSeobecnosti w,. zavisi aj od hybnosti v smere osi z, pretoze pre rézne k., obopinaji trajektorie rozne
plochy.36

Semiklasické kvantovanie pohybu v magnetickom poli.
Podl'a semiklasickej Bohrovej-Sommerfeldovej kvantovacej podmienky st mozné iba tie klasické drahy
Castice, pre ktoré nasledovny integral

?{p-dr:(nnL’y)h

36 Ak pouzijeme vyjadrenie A = § dkék = b § %, formulu pre cyklotronovu frekvenciu mozeme zapisat aj v tvare
2meB
wele, kz) = hg a
v (k)
Odtialto Tahko nahliadneme, Ze napriklad pre parabolicky disperzny zdkon plati w. = ;—B;, a teda v tomto pripade

cyklotronova frekvencia od e, k, nezavisi, ako sme ukézali aj v prednaske 6.
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nadobiida celo¢iselné nasobky n Planckovej konstanty .37 Do integralu vstupuje kdnonicka hybnost
p, ktora v pripade pohybu elektrénu s nabojom —e v magnetickom poli ma dva prispevky, mechanickt
hybnost a hybnost od pola, p = ik — cA.

Poc¢itajme najprv Bohrov-Sommerfeldov integral pre mechanicki hybnost. V&imnime si, Ze z
pohybovej rovnice (23) vyplyva semiklasickd rovnica

hk = —er x B (25)

s rieSenim hk(t) = —er(t) x B4const. Preto prispevok mechanickej hybnosti k Bohrovmu-Sommerfeldovmu

integralu je
%hk-dr:ej(I{r><B-dr+const-7{dr:eB-7{rxdere(ID,

kde @ je magneticky tok pretekajiici cez plochu ohranicent trajektoriou Castice. V poslednej rovnici sme
vyuzili, Ze § r x dr = 2Sn, kde n je normala k rovine trajektorie a S je plocha obopnuta trajektoriou.

Na druhej strane, Bohrov-Sommerfeldov integral pre hybnost od pola je —e§ A - dr = —e®,
preto Bohrovu-Sommerfeldovu kvantovaciu podmienku mozno pisat v tvare

¢ = (n + 7)@07

kde sme zaviedli kvantum magnetického toku ®¢ = % Odtialto vyplyva, Ze plochy dovolenych trajek-
torif v r-priestore nadobtidaju kvantované hodnoty

)
V cvideniach ukazujeme, Ze dovolené plochy trajektorii v k-priestore maja velkost A, = (—)QSn.
Preto rozdiel ploch v k-priestore pre dve susedné trajektorie je

(27)%B

A=A — A = g

Ak pouzijeme vysledok pre minimalny prirastok plochy v rovnici (24) pre cyklotronovu frekvenciu,
dostaneme pre minimalny prirastok energie

e = hwe.
Preto dovolené hodnoty &,(k) energie elektronov pohybujtcich sa s fixovanou hybnostou k, zévisia aj
od diskrétneho indexu n = 0,1,2,.... Tento kvaziklasicky vysledok je v zhode s presnym vysledkom
h2k?

en(kz) = hwe (n + %) + (26)

2m*
pre spektrum elektrénov s parabolickym disperznym zédkonom, pozri prednésku 7. Vo v8eobecnom pri-
pade vSak cyklotronova frekvencia w, moze zavisiet od excitacnej energie, a preto zavislost od indexu
n bude komplikovanejsia ako pre harmonicky oscilétor.

Obr. 19: Extremélne orbity na Fermiho ploche pre magnetické pole orientované zvislo.

37+ je fazovy faktor rovnaky pre vSetky orbity.
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de Haasov-van Alphenov jav
V dalsom vyklade ukadzeme, ze magnetizacia M kovov je v silnych magnetickych poliach oscilujicou

funkciou premennej
_ (I)OAextrem

(27)2B '

kde Aextrem je plocha tzv. extreméalnych orbit. Magnetizacia M je teda oscilujiucou funkciou %. Susedné
maxim4 sa ligia o dv = +1, ¢o ndm umoziuje z poléh maxim urcit plochu extreméalnych orbit Aextrem:

1 1 (27)?

Bj BjJrl B (I)O-Aextrem.

(27)

Co je extremélna orbita? Pre dané natocenie magnetického pola st orbity tvorené priese¢nicami rovin
kolmych na B a ekvienergetickych ploch. N4s buda zaujimat priese¢nice s Fermiho plochou. Plochy A
(v k-priestore) obopnuté orbitami na Fermiho ploche zavisia od hybnosti v smere pola k,. Extremalne
orbity su také orbity, pre ktoré ma funkcia A(k,) lokidlne minimum alebo maximum. De Haasov-van
Alphenov jav teda moZzno pouZzif na mapovanie Fermiho ploch: natacanim aplikovaného pola voci
monokrystalickej vzorke mozno uréit plochy extremalnych orbit a nasledne tvar Fermiho plochy (alebo
ploch).

Ako uvidime neskoér, podstatou de Haasovho-van Alphenovho javu je kvantovanie energetickych
hladin v magnetickom poli. Jav je preto pozorovatelny, ak

2

h A
T << hw, € —.
T EF

V prvej nerovnosti ziadame, aby neurcitost energie elektréonu 2, sposobena rozptylmi, ako aj tepelné
rozmazanie boli mensie ako rozdiel hladin Aw,. harmonického oscilatora (na extremalnej orbite). Druha
nerovnost zarucuje pouzitelnost jednopasového kvéziklasického popisu. Ak tato nerovnost nie je spl-
nené, jednopéasové pribliZzenie neplati, lebo dochadza k tzv. magnetickym prierazom, ktoré st anal6gom
Zenerovho tunelovania v silnom elektrickom poli.

de Haasov-van Alphenov jav: zd6vodnenie
Podl'a 1.23 mozno pri teplote T' = 0 pocitat magnetizaciu vzorky s energiou E a objemom V = L, L, L. pomocou vztahu
1 0F

VB
Teda potrebujeme poznat energiu E vzorky ako funkciu B. Pre jednoduchost nebudeme uvaZovat o spine elektronov, pre-
toZe jeho pritomnost nie je v nagich uvahach podstatna. V nulovom magnetickom poli je energia systému elektréonov

dana obvyklym vyrazom
FE = Z kak =V /
Kk

kde fx je Fermiho-Diracova distribu¢néa funkcia. V pritomnosti magnetického pola su vlastné stavy indexované
kvantovymi ¢islami n a k.. Preto rozdelovaciu funkciu fx musime nahradit rovnovaznou rozdelovacou funkciou fy (k)
a spektrum e, musime nahradit vyrazom typu (26). Naviac, kedZe na kazda hladinu n pripada plocha 6.A = (27)2B/®,
v rovine (kg, ky), z rozmerovych dévodov musime integral cez (kz,ky) nahradit nasledovnou sumaéciou cez jednotlivé

hladiny n:
/dkzdky A i_ﬁi
(27‘(’)2 (27‘(’)2 ne0 (I)Q "0
Fyzikalnym zmyslom tohto priradenia je, Ze kazda hladina n vo vzorke s prierezom S (v smere kolmom na magnetické
pole) je degenerovana faktorom §AS/(2m)? = BS/®¢ = &/®o, kde ® je celkovy magneticky tok pretekajici cez vzorku,
pozri prednasku 7.

V kone¢nom magnetickom poli bude obsadenych prvych s+ 1 hladin n =0,1,2,...,s, pricom hladina n je obsadena
stavmi s hybnostami k. v intervale (—kn, k) a hodnoty k, moZno uréit pomocou chemického potencialu p elektréonov
zo vztahu e, (ky,) = p. Hladk4d Fermiho plocha pri B = 0 je teda v kone¢nom poli nahradené sadou valcovitych atvarov
s podstavami s plochami A,,, pozri obrazok 20. Podet ploch s + 1 pri raste pola klesa a vysledny ttvar sa ¢oraz viac
odchyTuje od Fermiho plochy v nulovom poli. Energia systému elektronov je pritom dana vyrazom

BY S [P dk.
mm:a;[m%mmmm

dk. [ dkdk,
2 2y e

Y
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Obr. 20: VTavo: Fermiho plocha obopinajtca obsadené stavy k-priestoru pri T = 0. Vpravo: vo vonkajsom poli st
obsadené stavy vnutri s 4+ 1 valcovitych utvarov.

Obréazok 20 moZno reprezentovat aj ako sadu diskov s vyskami ko — k1, k1 — ka, ..., ks—1 — ks, 2ks, ks—1 — ks, - ..,
k1 — k2, ko — k1. Pre elektrony s danou hodnotou k., t.j. pre elektrony “vo vyske” k. s prierezom Fermiho plochy A(k.),
definujme tzv. plniaci faktor v(k.) = A(k.)/d.A. Pri zmene magnetického pola B sa meni krok J.4 a teda aj plniaci
faktor. Zakazdym, ked v(k.) nadobudne celo¢iselnt hodnotu, prispevok k energii E(B) od elektronov “vo vyske” k. sa
zmeni skokom, a teda veli¢ina OE /9B zaznamena delta-funkény impulz. Po sebe nasledujtuce pulzy pri B; a Bj+1 teda
musia spliat vztah v(k., B;) — v(k., Bj+1) = 1, Cize
1 1 (27)?

Bj  Bjt1  PoA(k:)’
pozri aj cvifenie 3. Tento vysledok uZz méa tvar postulovany v rovnici (27). Problémom v8ak je, Ze rozne “vysky” k.
prispievaju roznymi frekvenciami. Da sa vSak ukazat (pozri cvifenie 5), Ze po s¢itani v8etkych prispevkov oscilujtcich na
roznych frekvenciach preziju len prispevky od extremalnych prierezov, odkial plynie vysledok (27).
V tomto texte podporime intuitivne zrejmy vysledok (27) nasledovnym argumentom. Amplituda oscilacii pochadzajt-
cich od disku n bude zrejme tmerna hriabke disku &y, — k1. Tdto hribku uréime pomocou rovnice €pt1(knt1) —en(kn) =
0 pre susedné hodnoty k,, a k,+1, v ktorej pouzijeme odhad

5n+1(kn+1) = hwc + €n(kn+1) ~ hU-)c + En(kn) + hvi(knﬁ»l - kn),
kde v je grupova rychlost na Fermiho ploche v smere osi z v disku n. Pre hrabku disku n tak dostaneme vysledok

kn — kn+1 = we/v;. To znamena, Ze najvicsie hrubky diskov sa realizuja v oblastiach, kde v = 0, teda (ako sme pred-

pokladali) pri extremélnych prierezoch.

Cvicenia
1. V kvaziklasickom pribliZzeni vykonava elektrén v magnetickom poli periodicky pohyb jednak v k-priestore, ako aj
v r-priestore. Vyuzite vzfah k(t) = —r(t) x <2 + const a ukazte, Ze medzi plochami trajektorii A = |3 § k x dk| a

S = |% frx dr| plati vztah A = (%)QS.
2. Skimajme bezspinovy 2D elektrénovy plyn s koncentraciou ng a kvadratickym disperznym zakonom ex = Zi}l‘f
kolmom magnetickom poli B. Ukézte, Ze pre tzv. plniaci faktor v = %, kde N je pocet elektronov a M je degeneracia

Landauovej hladiny, plati v = %. Predpokladajte, ze v = s+, kde s je celé ¢islo a = € (0,1), a ukazte, Ze pre energiu
plynu plati

E _ angh’ z(1—1x)
N m* {1 + 2 ’

Presvedéte sa, ze odtialto vyplyva, Ze energia plynu je oscilujicou funkciou v = (;I'TZUB’ kde A je velkost 2D Fermiho
plochy.

3. Med mé elektronovi struktiru Cu=[Ar]3d*%4s’ a krystalizuje v mriezke fcc s mriezkovou konstantou a. Predpokladajte,
ze vodivostny pas medi vznika delokalizéciou 4s elektronov a vypoéitajte Fermiho vinovy vektor medi v priblizeni volnych
elektronov. Ukéazte, ze Fermiho plocha sa cel&d vmesti do 1. Brillouinovej zény a najdite smer v k-priestore, v ktorom je
Fermiho gul'a najbliZsie k hranici zény. V tomto smere vzniknii na Fermiho ploche “krky”, spajajice Fermiho gule vnutri
roznych zén. Kol'ko takychto krkov vznikne na Fermiho guli vnuatri jednej zony?

4." Prepokladajte, ze spektrum elektréonov v magnetickom poli mé tvar e, (k.) = Aiwe(n +v) + €. (k.) a ukazte, ze velky
termodynamicky potenciél pre neinteragujici systém elektréonov je dany formulou

L dk: B < u—en(ks)
QT,V, ) = VT/ o @O;m {Hexp <7T )}

Magnetizaciu preto moézeme pocitat ako M = —% 0/ 8B)u,1/' Pomocou Poissonovej sumacénej formuly dokazte vysle-
dok (27).
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9 Mnohocasticovy problém

Doteraz sme pracovali v jednoelektrénovom pribliZeni, t.j. namiesto Schrédingerovej rovnice pre vela
elektronov sme Studovali pohyb jediného elektréonu vo vhodne zvolenom potenciéli. V tejto prednaske
skon$truujeme vinové funkcie pre mnohocasticovy problém a ukazeme, Ze tento problém je radovo zlo-
Zitejsi ako jednoelektronovy problém.

Jednocasticovy Hilbertov priestor

Popis mnohocasticovych systémov zac¢nime Sttdiom pripadu, kedy v Studovanom systéme méame iba
jednu casticu so spinom S = 0. Pre konkrétnost majme na mysli, Ze Castica sa pohybuje v krabici
L x L x L s periodickymi okrajovymi podmienkami ¢(z + L,y,z) = ¢(z,y,2) a podobne v sme-
roch y a z. Vgetky myslitelné stavy tejto ¢astice vytvaraju Hilbertov priestor. Ortonormélnu bazu
v tomto priestore ozna¢me {|ai),|az2),...}. VInové funkcie tychto stavov v z-reprezentécii ozna¢me
o (%), Gy (X, .

Pre Castice s nenulovym spinom S jednoc¢asticovy stav |a) nestaci popisat jedinou funkciou g (x),
ale potrebujeme zadat 2.5 + 1 vlnovych funkcii ¢,(x, s), ktoré popisuji amplitady vyskytu studovane;j
Castice v mieste x a s priemetom spinu (na pevne zvolent os) s = 5,5 —1,...,0,...,—S+1,—5. Pre
elektrony so spinom S = § teda musime zadat dve funkcie ¢, (x, %) a a(x, —1).

Stavy |a) volime obvykle tak, aby jedna z komponent ¢, (x, s) bola identicky nulova. Takéto jed-
nocasticové stavy budeme nazyvat stavmi s fixovanym priemetom spinu. Ak povedzme v celom
priestore plati @g(x, —%) = 0, potom hovorime, Ze v stave |a) ma Castica spin nato¢eny “hore”. Takyto
stav je popisany jedinou funkciou ¢, (x, %) = ¢ (x) popisujucou amplitudu pravdepodobnosti vyskytu
Castice v bode x s priemetom spinu s = % a budeme ho oznacovat |« 1). Podobne ak v celom priestore
plati ¢q(x, %) = 0, potom hovorime, Ze v stave |a) mé ¢astica spin natoceny “dole”. Takyto stav je po-
pisany jedinou funkciou ¢, (x, —%) = ¢o(x) popisujicou amplitidu pravdepodobnosti vyskytu Castice
v bode x s priemetom spinu s = —3 a budeme ho oznacovat |« |).

V dalsom vyklade budeme ¢asto pracovat so symbolickym zapisom vlnovej funkcie ¢, (z), kde
symbol z = (x, s) popisuje tak priestorovu suradnicu x, ako aj vnatorny stav s Castice. Zapis ()
teda (pre Castice so spinom S = %) znamené dvojicu vlnovych funkecii, ktoré niekedy zapisujeme ako
tzv. spinor:

Désledky nerozlisitel'nosti ¢astic

Podl'a kvantovej mechaniky st identické Castice nerozlisiteI'né. Naozaj, aj keby sme si predstavili,
Ze v Case t = 0 su Castice oCislované, ak jednu z Castic pozorujeme po koneénom ¢ase v zadanom bode,
nemozeme s urcitostou povedat, aké ¢islo sme tejto ¢astici pdévodne priradili. Je tomu tak preto, lebo
pojem trajektorie v kvantovej mechanike neméa zmysel, pozri obrazok 21.

\ TIE ISTE TASTIE
: NECKRR
4 2

S e T

—— . s -4 R

W Krora' TASTICA
LOKALITOVANE  CASTICE ToJe?
v CACE =0 &

Obr. 21: Povodne oéislované, ale identické Gastice 1 a 2 (vIavo) po ¢ase nemozno rozlisit (vpravo), pretoze v kvantovej
mechanike pojem trajektorie nema zmysel.

Kvoli nerozlisitelnosti ¢astic by preto vlnova funkcia dvojéasticového systému (1,2), kde 1 =
(x1,51) a 2 = (x9, s2) su sturadnice (véitane spinovych) ¢astic 1 a 2, mala byt fyzikilne ekvivalentna
vlnovej funkeii ¢(2,1). Inymi slovami, tieto dve vinové funkcie sa smu 1isit nanajvys o fazovy faktor:

¥(1,2) = e%9(2,1).
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Experimentalne fakty st v zhode s predstavou, Ze pre Castice s celo¢iselnym spinom (bozdény) mé
fazovy faktor hodnotu ¢ = 1, teda vlnova funkcia je symetricka pri zamene astic, kym pre Castice
s polo¢iselnym spinom (fermiény) plati e® = —1, ¢ize vlnova funkcia je pri zamene ¢astic antisy-
metricka. Naviac, vinova funkcia systému N identickych bozénov je symetrickd pri zamene Tubovolne;j
dvojice ¢astic. Podobne vlnova funkcia systému N identickych fermionov je antisymetrickéd pri takejto
zamene.

Vo fyzike tuhych latok povaZzujeme nielen elektrony, ale aj protény a neutrény za elementérne cas-
tice. VSetky maju spin %, teda st to fermiény. Preco potom hovorime aj o bozénoch? Pri dostato¢ne
nizkych energidach mézeme povazovat viazané stavy elektronov, protéonov a neutrénov za elementarne.
Napriklad, pri skimani *He pri kryogénnych teplotach mézeme zanedbat excitované stavy atomu.
KedZe *He pozostava z parneho poétu fermiénov (2e+2p-+2n), vymena dvoch héliovych atémov neve-
die k zmene znamienka mnohocasticovej vlnovej funkcie, ¢ize *He je bozén. Naviac, spin zakladného
stavu atomu He je S = 0. Na druhej strane, stoji za zmienku, Ze druhy stabilny izotop hélia *He je
fermion, pretoze pozostéva z neparneho po¢tu fermionov (2e+2p+1n) a jeho spin v zakladnom stave
je %

Bozény

Skumajme najprv stistavu dvoch bozénov, ktoré obsadzuju dva rézne jednocasticové stavy |ai) a |az).
Lahko nahliadneme, Ze normalizovana dvojcasticova vlnova funkcia (ktora musi byt symetricka voci
zdmene sturadnic 1 a 2 prvej a druhej castice) je

Prio..(1,2) = % (Par (13 (2) + Py (10 (2)],

kde index 1,1,0, ... oznacuje, Ze stavy |a1) a |az) st obsadené jednou Casticou a vSetky ostatné stavy
st neobsadené. Teraz skiimajme v8eobecny systém N bozonov, v ktorom N ¢astic obsadzuje stav |a),
N, Castic obsadzuje stav |az), atd. Potom normalizované vinové funkcia N ¢astic, ktora je symetricka
pri vymene akychkolvek ¢astic, ma tvar

N1'N2
¢N1,N2,..-(1727'”7N) = Z(ppl SDPQ ) "SOPN(N)7 (28)
{r}
kde Py, Py, ..., Py je permutacia N indexov, pricom N; indexov nadobtida hodnotu a;, No indexov

hodnotu as, atd. Suma sa berie cez v8etky rozne permutacie. VSimnime si, Ze pri fixovanej baze jedno-
¢asticovych stavov s mnohocasticové stavy jednoznacne uréené zadanim poctov ¢astic obsadzujtcich
jednocasticové stavy. Preto namiesto vlnovej funkcie ¢y, n,,..(1,2,...,N) mozeme hovorit o stave
|N1, Na,...). Ukdzme si napokon, Ze stav (28) je popisany normalizovanou vlnovou funkciou. Naozaj,
ak symbolom f di = Zsi f d3x; ozna¢ime sumu cez spinové stavy a priestorové suradnice Castice i,
dostaneme

NI'NQ *
(N1,Ns,...|N1,Na,...) = =3 /dhpp, )op, (1). ./ngpP],v(N)gppN(N)
{P,P'}
Nl'NQ
Z 5P17 "6PN7PII\]:]"
: {P,P'}

pretoze pocet permutacii je ﬁ

Na zaver tohto odstavca pripomenme, ze stavy (28) nie st najvSeobecnej$imi vlnovymi funkciami
pre N-bozénovy stav. Tieto stavy vsak tvoria tplni ortonormélnu bazu priestoru N-casticovych sta-
vov. V8eobecny N-bozénovy stav teda mozno pisat ako linedrnu superpoziciu stavov typu (28). Na
rozdiel od Hilbertovho priestoru jednocasticovych stavov, Fockovym priestorom budeme nazyvat
bud priestor N-¢asticovych stavov (28), alebo direktny stucet vietkych takychto priestorov s roznymi V.

Fermiony
Teraz preskimame systémy mnohych fermiénov. VInovii funkciu stavu s dvomi Casticami v stavoch
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la1) a |az) mozno zapisat v tvare

wal,@(lv 2) = \}i [Soal(l)@az (2) - (Paz(l)(:oal (2)] )

pricom oznacenia su podobné ako v bozonovom pripade. Vimnime si v8ak, ze ak stavy |a1) a |ag)
st rovnaké, vlnova funkcia sa vynuluje. Odtialto vyplyva znamy Pauliho vylucovaci princip: dva
fermiény nemoézu obsadit ten isty jednocasticovy kvantovy stav. Pripominame, Ze symbol 1 reprezentuje
priestorové, ale aj spinové saradnice, t.j. 1 = (x1, s1) a podobne pre ostatné Castice.

Pauliho vylucovaci princip vyzaduje, aby v postupnosti obsadzovacich ¢isel Ny, Na,... (kde zo-
radenie jednocasticovych stavov je raz navzdy fixované) boli iba nuly a jednotky. Lahko overime, Ze
vSeobecna N-Casticové vinova funkcia, ktora je antisymetrickd pri zamene Tubovolnych stradnic, sa da
pisat ako

ar,a2,an (12,000, N 11 »(2) ... opy (N), 29
Vay,a,..an FZ Pop (1)ep,(2) ... opy (N) (29)

{P}
kde zapis g, ay,..ay zhamend, Ze obsadené su iba jednocasticové stavy |a1),|az), ..., |an) a zvy$né
stavy st prazdne. Pp, Py, ..., Py je permutacia stavov |a1), |az), ..., |ay) a faktor (—1)% je 1 alebo -1,

podl'a toho, & je permutacia parna alebo nepéarna.3®
Vlnové funkcie (29) nazyvame Slaterovymi determinantmi, pretoze ich mézeme pisat v tvare

Pay (1) Spa2(1) ce ‘PQN(D

a0 (2) 0an(2) . ay(2

¢a1,a2,...,aN(1,2,---7N)=\/%! @ .( ) :( ) @ :( )
Pay (N) Pas (N) - Pan (N)

Podobne ako v pripade bozbénov sa opét nahliadne, Ze vSeobecny N-fermiénovy stav nie je po-
pisany jedinym Slaterovym determinantom. Slaterove determinanty tvoria tGplni ortonormélnu bazu
mnohofermiénovych stavov a kazdy N-fermiénovy stav mozno pisat ako ich linedrnu superpoziciu.
Fermiénovym Fockovym priestorom budeme opéat nazyvat bud priestor N-Casticovych stavov, alebo
direktny sucet vsetkych takychto priestorov s roznymi V.

Stredni hodnota energie v Slaterovom determinante

V dalsom vyklade budeme predpokladat, Ze hamiltonidn interagujticeho systému elektréonov mozno
pisat ako stcet jednoelektrénovych energii H; = h(x;) a dvojcasticovych interakcii Vj; = V(x; — x;),
pricom pre jednoduchost predpokladame, Ze ani H;, ani V;; nezavisia od spinovych indexov:3?

N
H=> h(x Z V(x; — ;). (30)
=1 Z#J

Dvojcasticové interakcie pritom vzdy mozno popisat parnou funkciou V(x; — x;) = V(x; — x;).

Nech [¢) je Slaterov determinant jednocasticovych orbitalov ¢g, (X,$), ©a,(X,S), ..y, ©ay (X, S).
Nagou tlohou v tomto odstavci bude skonstruovat funkcional Efy)] = (¢|H|[1).

Symbolom i = (x;, s;) ozna¢me polohu a spinovy stav i-teho elektrénu a symbolom [ di =Y f d3x;
oznac¢me sicet cez v8etky mozné polohy a spinové stavy. Pocitajme najprv jednocasticovii energlu i-
teho elektronu:

Wihily) = ]\1['Z(—1)P+P'/d1...ngo;;l,u)...(p*PJ,V(N)hiwpl(l)...cpPN(N)
‘PP

1 / kg .
= ﬁZ(‘UFH} 5P1P’ 0p, 1Pl 5PZ+1P --5PNP;V/dZSOP;(Z)hiWPi(Z)a
‘PP

38 Permutaciu nazyvame parnou (neparnou), ak ju mozno realizovat parnym (neparnym) poctom parovych zamien.
390bvykle je operator h(x;) su¢tom kinetickej energie i-teho elektréonu a jeho potencialnej energie vo vonkajSom poli
budenom napr. jadrami. V;; st obvykle coulombovské elektron-elektronové interakcie medzi elektréonmi ¢ a j.



43

kde P, P’ st permutacie N-tice stavov aq,...,ay. Ak si teraz viimneme, Ze permutéicie P a P’ musia
byt rovnaké, dostaneme (1|h;[¢)) = 35> p [ digp, (i)hipp,(i). Preto celkovd jednocasticovd energia
elektrénov je

N 1 N

Ei[Y] =) (lhilv) = 55> {Z / dw}a(z’)hmpm} :

i=1 P li=1
Ak si teraz uvedomime, Ze vyraz v kritenej zatvorke nezavisi od toho, pre ktori permutaciu ho vyhod-
nocujeme (kedZze ide o stcet cez vietky stavy aq,...,an), vysledok pre F1[1)] mozeme prepisat do tvaru
Er[y] =32, [ dig;, (i)hipa, (i), kde sumacia bezi cez obsadené stavy ay, ..., an. Ak sa naviac vratime
k explicitnym stradniciam i = (x,s) a integralom [di = Y, [ d®x, pre celkovti jedno&asticova
energiu elektronov dostaneme

B =Y / Pxp% (%, 5)h(X) g (%, 9).

Teraz pocitajme strednt hodnotu dvojcasticovej interakénej energie:

Bal] = %w\ S Vi) = ﬁZ(—m”P’ Z/dl AN (1) (N)Vigpp, (1) oy (N).

i#j PP/ i#j

Explicitnym integrovanim cez suradnice N — 2 ¢astic (okrem ¢astic ¢ a j) dostaneme

1 /
— E P+P E :
EQ['I!)] — ] (—].) 5P1P1/“‘6Pi,1P{715PZ‘+1PZ./+1"‘5Pj,1P]{715Pj+1PJ/-+1“‘6PNP]/V
" PP i<j

< [ didiohy )i )Visen ion ),

kde sme kvoli zjednoduSeniu zapisu predpokladali i < j a preto sme nepisali faktor 1/2. Teraz si
v&imnime, %e pre dant permuticiu P existuji dve permutéacie P’, ktoré daji nenulovy prispevok:
jedna moznost je P/ = P a druha moZnost je, Ze P’ sa od P li§i iba vymenou stavov i-tej a j-tej
castice, P; <+ Pj. V tomto poslednom pripade st samozrejme parity permutéacii P a P’ opac¢né. Tak
dostaneme

ZURS N > [ didier e, Vi o, 6) ~ o (on ()] ¢

kde sme sa vratili k sumovaniu cez ¢ # j. Podobne ako pri diskusii o jednocasticovej energii, vyraz v
kritenej zatvorke opét nezéavisi od toho, pre ktort permutéciu ho vyhodnocujeme (kedze ide o sucet
cez vietky pary obsadenych stavov ay # a;). Z tohto dovodu mozeme stredntt hodnotu dvojéasticovej
energie poditat ako nasledujicu sumu cez v8etky pary obsadenych stavov ay # a;:

Bal) = 5 3 [ didit, (100, (Vi [0 (00m(d) = #ur()ue ()]

apFa

Vsimnime si, Zze vo vyraze pre Es[¢] nie je potrebné sumadciu cez obsadené pary stavov obmedzit
podmienkou ap # a;, pretoze ¢len s ap = a; da nulovy prispevok. Ak naviac explicitne rozpiSeme
symbolické integracie, pre strednti hodnotu dvojcasticovej energie napokon dostaneme

By] = % >N / Pxd®y 0, (%, 5)0%, (¥, 8 )WV (X = ) [Pay (%, 5)0a (¥, 5) — ay (X, 5)0a (¥, 5)] -

ag,a; s,s’

Cvicéenia
1. Najdite vlastné stavy jednorozmernej bezc¢asovej Pauliho rovnice Hy(z) = p(z) pre spinor ¢(z), popisujtcej elektron

pohybujtci sa po priamke v smere osi z v priestorovo premenlivom magnetickom poli B = B(cos gz, sin gz, 0). Pozri aj
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1.23.

2. Predpokladajme, Ze kazdy z ortogonéalnych jednocasticovych orbitalov ¢(x) a x(x) je obsadeny jednym elektrénom
(so spinom hore alebo dole). Ukazte, Ze vinova funkcia dvojelektrénového systému sa da zapisat ako suéin symetrickej
orbitalnej a antisymetrickej spinovej vinovej funkcie (jeden stav, singlet), alebo ako su¢in antisymetrickej orbitalnej a
symetrickej spinovej vlnovej funkcie (tri stavy, triplet), pozri aj 1.24.

3. Ukazte, ze celkovy spin singletu a tripletu z tlohy 2 je S = 0, resp. S = 1.

4. Predpokladajte, ze elektrony z tlohy 2 sa coulombovsky odpudzuju a ukézte, Ze energie singletu a tripletu sa rozne.
Zaved'te operatory spinu S; a So pre elektrony 1 a 2. Ukazte, Ze energiu Styroch spinovych stavov z tlohy 2 moZno
popisat efektivnym spinovym hamiltonidnom Heg = Fo — 2AS;1 - S2 a najdite parametre Ey a A, pozri aj 1.24.

5. Dvojcasticovy stav, v ktorom elektrény so spinmi hore a dole zapliiaju ten isty orbital ¢(x), zapiste v tvare z ulohy 2
a aj ako Slaterov determinant. Stavy z tulohy 2 zapiSte ako Slaterove determinanty alebo ich kombinécie. V ktorych
pripadoch stac¢i jeden Slaterov determinant?

6. Atom hélia (t.j. dva navzajom interagujuce elektrony v externom pritazlivom poli jadra) modelujme jednorozmernym
hamiltonidnom H = —% (% + %) + %K (x% + x%) — %k (z1 — 1:2)27 v ktorom prvy ¢len popisuje kineticka energiu
elektréonov, druhy ¢len popisuje interakciu elektréonov s jadrom v bode x = 0 a treti ¢len popisuje vzajomné odpudzo-
vanie elektronov. Ziadajte, aby K > 2k (preco?). Najdite orbitalne vlnové funkcie v (z1,z2) vietkych vlastnych stavov
(hamiltonian prepiSte ako sumu nezavislych harmonickych oscilatorov). Urcte celkovy spin zakladného stavu. Ukazte, ze

vlnova funkcia zakladného stavu sa neda zapisat ako Slaterov determinant.

10 Priblizenie Hartreeho-Focka

V tejto prednaske popiSeme najjednoduchsie pribliZenie pouZivané na popis mnohocasticovych sys-
témov, tzv. priblizenie Hartreeho-Focka. UkaZeme, Ze v tomto pribliZeni sa mnohocasticovy problém
redukuje na sadu jednocasticovych problémov.

Aproximacia Hartreeho-Focka

Vratme sa k skumaniu dlohy o N ¢Casticiach v krabici s periodickymi okrajovymi podmienkami. Ako
bude vyzerat najvSeobecnejsia vlnova funkcia ¢(1,2,..., N) v tomto pripade? Bude to linedrna su-
perpozicia vSetkych myslitelnych funkeii (29), t.j. linedrna superpozicia vSetkych mnohocasticovych
stavov, v ktorych st obsadené vsetky myslitelné N-tice jednocasticovych stavov |ai),|asz),. .., |an):

1/}(172)7]\[) = Z Cal7(12,...7(1]\7/11[)(117(127...7(1]\](]"27“’7N)‘

a1,a2,...,aN

Ak by sme teraz numericky hladali zakladny stav tohto systému a pritom by sme predpokladali,
ze elektrony si pri obsadzovani jednocasticovych stavov vyberaji len spomedzi M jednocasticovych

stavov,%0 potom by sme museli skimat linearne kombinacie < ]\]\/[[ ) vlnovych funkcii. Teda s rasticimi
N a M by sa uloha rychlo stala nezvladnutelnou.

Ak je mnohodasticovy stav popisatelny jedinym Slaterovym determinantom, potom hovorime, Ze
ide o nekorelovany stav. Treba zdoraznit, Ze iba v takomto pripade moZno mnohocasticovy stav opisat
slovami “Castice obsadzuju stavy |a1), |ag),...,|an)”.

Hartree a Fock vyvinuli metodu, ktord umoznuje aproximovat vinovi funkciu zékladného stavu
mnohocasticovych systémov optimalnym Slaterovym determinantom [¢). Ide teda o metodu,
ktora nam umozni najst taka sadu jednocasticovych vinovych funkecii ¢q, (X), @a,(X), ..., @ay (x), Ob-

sadenim ktorych vznikne Slaterov determinant |¢)) s miniméalnou energiou.

Hartreeho-Fockov energeticky funkcional
Budeme predpokladat, Ze interagujuci systém N elektréonov je popisany hamiltonidnom (30). Po-
tom energia E[¢] = (¢|H|) Slaterovho determinantu [i) Hartreeho-Fockovych orbitalov g, (%, s),

40Pricom samozrejme musi byt M > N. V skuto¢nosti sa vo vieobecnom pripade daji ocakavat dobré vysledky iba
pre M > N.
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Pay (X, 8), ...y Pay(x,5) je podla predoslej prednasky dana vztahom

Bl = Y [ dxix sh(x)enx.s)

S / xdy; (%, 5)@i (v )V (x — ¥) [a(x, 8)en(y.8') = @u(x. 8)a(y. )]

a,b s,s’

kde sumacie cez a, b sa vedu cez obsadené jednocasticové stavy.

Odteraz budeme pre jednoduchost predpokladat, Ze jednocasticové stavy st stavy s fixovanym
priemetom spinu, t.j. napr. stav a moze byt dvoch typov: a = « 1 alebo a = a |. V stave a = o 1
budeme predpokladat, Ze @t (X, %) = Pat(X) a Par(x, —%) = 0, teda Ze priemet spinu je s ur¢itostou %
Podobne v stave a | budeme predpokladat, ze ¢ (x, %) =0 a pq (%, —%) = pa)(x), teda ze priemet
spinu je s ur¢itostou f%. Lahko overime, Ze pre stavy a = ao a b = B0’ plati

D Pa(%8)pb(X, 8) = bo,01 0t (X) 0507 (X).

Preto v béaze takychto stavov mozno celkovu energiu E[¢] pisat ako nasledovny funkcional stavu [)):
Bl = Y [ @it (hx)ear(x

b 30 [ [ @yt e GV (= 3) (930 (5)par () = Sraran (¥ ()]

ao  Bo’

kde sumacie sa opit vedu cez obsadené stavy.

Optimalizacia Hartreeho-Fockovych orbitalov

Funkcional energie Hartreeho-Fockovho stavu E[t] teraz budeme minimalizovat s vedlajsimi pod-
mienkami normovanosti vinovych funkeii [ d3x¢%, (X)¢ac(x) = 1, ktoré popiSeme Lagrangeovymi
multiplikdtormi €,,. Variovanim podla ¢%, (x) dostaneme?!

(%) Pao (%) + ) / CY P50 (Y)V (%X = ¥) [080/ (¥) a0 (X) = So0'Pac (¥)$ 0 (X)] = EaoPac(x),| (31)
e

tzv. Hartreeho-Fockove rovnice pre optimalne jednocasticové vinové funkcie. Druhy ¢len na lavej
strane pochadza od dvojcasticovych interakcii elektronu v studovanom stave ao s elektréonmi v obsa-
denych stavoch Bo’. Viimnime si, Ze prispevok od B¢’ = o vymizne, ako aj ma byt, pretoZe Castica
nema interagovat sama so sebou. Rovnicu (31) mozno pisat ako oby¢ajni Schréodingerovu rovnicu

’H%F(paa(x) = 5aUSDaJ(X)~ ‘ (32)

Ako uvidime neskor, za istych okolnosti mozno €, interpretovat ako Hartreeho-Fockovu energiu ¢astice
v jednocasticovom stave @qq(x). Efektivny hamiltonian H, , pritom na vlnova funkciu ¢4 (x) posobi
nasledovnym sposobom:

H 00 (%) = [h(x) + Ver (%)) 00 () - / Byvs (%, ¥)00(Y).

“!'Pri variovani po¢itame zmenu §F[¢] funkciondlu F[y] = E[¢)] — Y. €ao [ d*°Xphq(X)¢ac(x) pri infinitezimalnej
zmene vinovej funkcie 7 (x) na funkciu ¢35, (x) + n*(x). Tak dostaneme

SFY) = / a5y () [1(x) — £xe] 9o () + 3 / &x / Py ()@ (VX = ¥) (0500 (¥) 037 (X) = Brprr (9)0500 ()]
Bo!

¢o moZeme zapisat v tvare dF[¢] = fdgxn* (x)G(x). Kedze podla predpokladu maja byt vinové funkcie optimalne,
musi platit 6F[i)] = 0 pre vSetky infinitezimalne odchylky n*(x). To v8ak bude moZné iba vtedy, ked G(x) = 0, ¢o je
rovnica z hlavného textu. Variovanie podla ¢, (x) je formalne komplikovanejsie, ale napokon da konzistentny vysledok
G*(x) = 0. Napokon pripomefime, Ze popisana varia¢na procedtra popisuje, striktne vzaté, iba podmienku extremdinosti
a nie minima.
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Potencial Vy(x) sa nazyva Hartreeho potencial a v,(x,y) je hustotou tzv. vymenného (Foc-
kovho) potencialu. Riesenie efektivnej SchR je komplikované faktom, Ze tieto potencialy nie st
vopred zname a treba ich uréit zo znalosti vinovych funkeii pqq(X):

Vi) = [ dyVix—y) I eanIF s tnly) = D oIV = ¥) ()

kde sumécia sa vedie cez obsadené jednocasticové stavy. Hartreeho potenciél ma zrejmy fyzikalny zmy-
sel: je to priemerny potenciél, ktorym vSetky Castice pdsobia na Studovanu ¢asticu. Na druhej strane,
Fockov vymenny potencial, ktory vo vSeobecnosti zavisi od priemetu spinu, reprezentuje kvantovo-
mechanicki korekciu a nema klasicky anal6g. VSimnime si, Ze vymenny potencial je nelokalny, t.j.
vysledok posobenia operatora na vinovi funkciu ¢, v bode x zavisi od hodnét vinovej funkcie ¢, v
celom priestore. Hartreeho-Fockove rovnice mozno obvykle riesit iba numericky, najc¢astejsie iterativ-
nou metédou: postuluj sadu N orbitdlov — vypocitaj potencidly — vyrie$ Schrédingerovu rovnicu a
uréi nova sadu N orbitalov. Tento cyklus treba opakovat dovtedy, kym sa nedosiahne konvergencia,
t.j. kym sa sada N orbitalov neprestane menit.

Pozornému ¢itatelovi zrejme neuniklo, ze zatial sme neriesili otazku, ¢i rieSenia @, (x) st navzajom
ortogonélne. Zdalo by sa, Ze sme mali zaviest omnoho viac Lagrangeovych multiplikdtorov, aby sme
zaruéili, Ze [ d3x¢h,(X)ppo(X) = 0a5. Teraz ukaZeme, Ze to nebolo potrebné. UkdZme najprv, Ze
operator Hf,  je hermitovsky. KedZe potencial V (r) je redlny, je zrejmé, Ze aj Hartreeho potencial Vi
je realny. Preto ¢len h(x)+ Vi (x) v hamiltonidne HY, . je hermitovsky. Staci teda preskimat Fockovu
cast HY, operatora H . Viimnime si, Ze kedZe potencial V (r) je parny, plati aj v} (x,y) = vs(y, x).
Preto pre l'ubovolné funkcie ¢ a 1 plati

WlHEle) == [ [ ayu (u(xy)e <y>——[/ ox [ Py (< y)0y)| = (el HEh)"

Teda Hf . je hermitovsky operator. Vlastné vektory hermitovského operatora vSak moézu byt zvolené
ako navzajom ortogonalne. Preto sada orbitalov ¢, (x) sa da zvolit tak, aby vytvéarala ortonormalny
systém. Odvodenie Hartreeho-Fockovych rovnic je hotové.*?

Koopmansova veta
Teraz preskiimajme fyzikalny vyznam vlastnych energii €,, v Hartreeho-Fockovej rovnici. UkédZeme, Ze
(za istych ohrani¢ujucich predpokladov, pozri d'alej) plati Koopmansova veta, podla ktorej ma vlastna
energia €4, v efektivnej Schrodingerovej rovnici (32) vyznam energie elektronu v stave .. Energiu
Castice v interagujticom systéme v stave awo budeme pritom definovat ako zmenu celkovej energie  E[t)]
systému po dodani do systému ¢astice v stave ao.??

Dokaz zacnime vypoctom velkosti energie £,,. Nasobenim rovnice (31) zlava funkciou ¢} (x) a
naslednym integrovanim | d3x dostaneme

Eao = Egg + Z Vaa,ﬁa’fﬂa"
Bo’

V tomto odstavci sumacie podla S0’ a pod. beZia cez vietky stavy, nielen cez obsadené stavy. Obsa-
denost stavu ao pritom popisuje obsadzovacia funkcia fag, ktora nadobuda hodnoty 0 a 1. VSimnime
si, Ze vlastnd hodnota energie €4, nie je rovna energii €2, = [ d3x¢k,, (x)h(x)pas(x) neinteragujticeho
elektronu v stave @o,, pretoze €4, zahfha aj korekcm o interakciu elektrénu s elektrénmi v stavoch

©Bg, Pricom

Vo g0’ / d*x / Byl (%) (y)V (X = ) 080/ (¥)Pac (X) = Go0rPac (¥)p0r (X)] -

4ZMohlo by vzniknat podozrenie, ze ak by sme do minimalizécie E[v¢)] zahrnuli aj Lagrangeove multiplikatory zohl'ad-
nujuce ortogonalitu jednocasticovych stavov ¢aes(x), Hartreeho-Fockove rovnice by vyzerali ina¢. D4 sa v8ak ukézat, ze
aj v takomto pristupe nakoniec dostaneme rovnice (31).

43Inymi slovami, ak chceme do studovaného velkého systému pridat elektron v stave @ao, potom sa energia systému
ZVACST 0 Eqo-
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Pre parny potencial V' (r) je matica Vy, gor symetricka, t.j. plati Vog o0 = V3or a0 S tymito oznaceniami
moZno celkovi energiu systému E[t)] pisat v tvare

EW] = Z faoggg + % Z Z Vao,ﬁa’ facffﬂa’- (33>

ao  Bo’

Energiu elektronu v stave awo pocitajme ako zmenu celkovej energie dE[¢)] po dodani elektronu do
stavu ao, t.j. pri zmene obsadzovacieho ¢isla 0 for = 1. Z vyrazu (33) dostaneme

SE[)] = 58«7 + Z Voo, o f,Bo’ = €ao, (34)
Bo’

t.j. dokazali sme Koopmansovu vetu. Predpokladali sme pritom, Ze Vs g,/ sa pri zmene poctu Castic
nezmeni. V kone¢nom systéme tento predpoklad zjavne neplati. Zmenu V,, g, vSak mozeme zanedbat
vo velkych systémoch pri dodatoénej podmienke, Ze vinova funkcia stavu ¢, je delokalizovana.

V priblizeni Hartreeho-Focka sme teda ukazali, Ze energia elektronov v interagujicom systéme je
in4a, ako v systéme bez interakcii. Ocakavame, Ze v presnom rieSeni je tento rozdiel eSte vyraznejsi.

Vol'ba jednocasticovych orbitalov

Pri riesent self-konzistentného problému (32) obvykle predpokladame, ze zédkladnym stavom mnohocas-
energiami £,,. V8imnime si vSak, Ze z vyrazov (33) a (34) vyplyva, Ze celkova energia interagujiceho
systému E[y] nie je jednoduchym stctom energii €,0:

EW)] = Z faaeaa - % Z Z Vaa,,@o’faafﬁa’~ (35)

oo ﬁg”

7 tohto dévodu nie je o¢ividné, Ze mnohocasticovy stav s minimalnou energiou vznikne obsadenim N
jednocasticovych stavov s miniméalnou energiou.

Zavereéna poznamka

Hartreeho-Fockova aproximécia ndm umozinuje pozriet sa na interagujici systém castic ako na systém,
v ktorom neinteragujice Castice obsadzuji sadu self-konzistentnych jednocasticovych orbitélov. Cely
nas doterajsi vyklad bol teda implicitne vedeny v tejto aproximaécii.

Priklad: atom He
V atéme hélia sa jedna o tlohu o pohybe dvoch elektrénov v poli jadra s ndbojom 2e a so zahrnutim
coulombovskej interakcie medzi elektronmi. Hamiltonidn problému méa tvar

h2 92 2¢2 €2

(r)

H = h(x1) + h(x2) + V(x—y); h(x) =

C2moxE 47r€0|x|; - dreg|r|

Budeme predpokladat, Ze obidva elektrony v atome He obsadia ten isty orbital ¢(x), raz so spinom
hore, raz so spinom dole. V takom pripade sa Hartreeho-Fockova rovnica (31) redukuje na tvar

h(x)p(x) + Vi (x)e(x) = ep(x);  Va(x) = /d?’yV(X ~¥)le)?,

t.j. Fockov ¢len nie je pritomny. Ocakavame, Ze vlnova funkcia ¢(x) bude typu s, t.j. izotropna, ¢ize
zavisi iba od velkosti r = |x| polohového vektora meraného od jadra. Podobne aj Hartreeho potencial
Vi (r) je potom iba funkciou r. Numerickému rieSeniu tohto problému sa venuje cvicenie 6.

Cvicenia
1. UkaZte, Zze minimalizicia realnej funkcie komplexnej premennej F' = F(z,2") podla realnej a imaginarnej Casti z je
ekvivalentnd minimalizacii F' podla z a z*, ktoré chapeme ako nezavislé premenné.

44Mohla by vzniknat otazka, preco pri vypocte energie elektronu v stave ao nepoéitame dE[] pomocou rovnice (35).
Dévod je taky, ze energia .o zavisi od obsadzovacich &isel fgo.
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2. Napiste Hartreeho-Fockove rovnice (31) pre systém s jednou ¢asticou. Vysledok interpretujte.

3. a) Predpokladajte, ze HF orbitdly maja tvar rovinnych vin. Ukazte, 7e potom pre self-konzistentné potencialy platia
vztahy Vi (x)=const a v, (X,y) = vs (X — y).

b) Predpokladajte naopak, Ze self-konzistentné potenciadly majt symetrie z bodu a). Naviac predpokladajte, ze h(x) =
—;‘—;A. Dokazte, Ze potom rieSenia problému (31) mozno vybrat ako rovinné vlny. NapiSte vyraz pre energiu rovinnej
vlny s vlnovym vektorom k.

4. a) Predpokladajte, ze pre HF orbitaly plati Blochova veta. Ukazte, Ze potom pre self-konzistentné potencialy plati
Va(x+R) =Vu(x) avs(x+ R,y + R) = v,(X,y), kde R je mriezkové posunutie.

b) Predpokladajte naopak, Ze self-konzistentné potencialy maju symetrie z bodu a). Dokazte, Ze potom rieSenia prob-
lému (31) splitajiu Blochovu vetu. Navod: podobne ako v 1.15 pouzite rozklad vinovych funkcii do rovinnych vin a pouzite
rozklad v(x,y) = 3, di(y)e™™.

5." Skumajte model s jednocasticovou energiou s netrivialnou zavislostou od spinu (napriklad so zahrnutim spinovo-
orbitalnych interakcii) a so spinovo zavislou interakénou energiou (napriklad so zahrnutim dipél-dip6lovych interakcii
medzi spinmi). Pre takyto model sformulujte Hartreeho-Fockove rovnice pre spinory.

6. Vyrieste Hartreeho-Fockov problém pre modelovy “atém hélia” zavedeny v predoslej prednaske v cviceni 6. Porovnajte
presnu energiu zékladného stavu s jej hodnotou v priblizeni Hartreeho-Focka, ako aj s prvym radom poruchovej teérie,
kde za poruchu vezmete elektron-elektronova interakciu.

7." Numericky vyrieste Hartreeho-Fockov problém pre atém hélia. Navod: Pocitajme potencidlnu energiu Vg (r) budena
rozlozenim néboja —e|p(r)|?. Za tym tgelom definujme funkciu z(R) = 47 fOR drr?|o(r)|?. Tato funkcia meria pravde-
podobnost vyskytu elektrénu v guli s polomerom R okolo jadra. Elektrické pole £(R) na povrchu gule s polomerom
R podla Gaussovej vety je 4TR?’€(R) = —ez(R)/eo. Kedze elektrické pole je gradientom elektrostatického potencialu,
E(R) = —d¢/dR, potencialnu energiu Vg (r) mozno pocitat podla

Vir(r) = —(r) = —— /oo art.

47eq

Odteraz budeme merat dizku v jednotkich Bohrovho polomeru ap, = r/ap. Typicktl atoméarnu energiu oznaéme

Ey = . V tychto jednotkéach mozno Hartreeho-Fockove rovnice pisat v tvare

[k ()t oo grer - fREG

Kineticku energiu sme pisali v sférickych suradniciach a zanedbali sme derivacie podl'a uhlov, kedZe uvazujeme stavy typu
s. Vyraz pre z(z) sme dostali z definicie funkcie z(R) po jej predeleni jednotkou pisanou v tvare 1 = 47 fooo drr?|p(r)|?.
Robime tak s ohladom na numerické vypocty. Vysledna formula pre z(z) je teraz zapisana tak, Ze nezavisi od normalizacie
funkcie p(x). V numerickych vypoctoch je vyhodnejsie hladat funkciu f(z) = zp(x) namiesto funkcie ¢(x). Hartreeho-
Fockove rovnice pre funkciu f(z) vyzeraju nasledovne:

f(x) +2 {% - /00 dt% + Eio} f(z)=0; z(x) = m (37)
x 0

Okrajové podmienky pre f(z) st f(0) = f(o0) = 0. Rovnica pre f(x) je rovnicou pre vlastné ¢isla 5 a vlastné funkcie
f(x). Celkovu energiu atému He moZno poé&itat pomocou vztahu
E_,e 1 [Ex[EylePVE-yle® _, b S0 drt e

By "Ey  Eo J #x[p(x)P? B [Fws@] )

e
Amegap

Podobne ako vztah (37) pre z(x), aj koneény vyraz pre energiu zékladného stavu atému vodika (38) nezavisi od normy
vlnovej funkcie f(z). Ku koneénému vyrazu sme dospeli nasledovne: Najprv sme v prvej rovnici interakény ¢len vydelili
jednotkou. V druhej rovnici sme pouzili nasledovni tpravu:

9 €22(x)

/d x/d VeGPV (x — 3)le()] =2/d MGl [ Vi =yl :2/d xlo(x)|

| 4meo|x|

Prva rovnost vyplyva z toho, Zze v polovici pripadov je |y| < |x| a v druhej polovici je |y| > |x|. Vysledok dostaneme,
ked v druhej polovici premenujeme x <+ y. V druhej rovnici sme ny‘x‘ APy V(x —y)|eo(y)|? identifikovali ako potencial

|
naboja z(x) lokalizovaného v guli s polomerom [x|, priom potrebujeme hodnoty potencidlu na povrchu tejto gule.
Vysledny vztah pre energiu (38) potom dostaneme prechodom k bezrozmernym cylindrickym stradniciam a vyuZzitim
vztahu (37) pre z(z). Numericky vyrieste Hartreeho-Fockov problém (37) pre vlastna funkciu f(z) a vlastnd energiu B

Pomocou (38) najdite celkova energiu atému a vysledok porovnajte s experimentalnou hodnotou —2.9Ej.

11 Druhé kvantovanie

V tejto prednéaske zavedieme formalizmus, v ktorom sa dé jednoducho hovorit o kvantovych systémoch
mnohych ¢astic. Tento formalizmus nesie niekol'ko mien: druhé kvantovanie, formalizmus krea¢nych a
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anihilaénych operatorov, atd.

Bozoény
Vseobecnu vlnovu funkciu bozénového systému s N Casticami moZno zapisat ako linearnu kombiné-
ciu vlnovych funkcii ¥n, n,,..(1,2,...,N) s Ny Casticami v jednocasticovom stave ai, Na Casticami
v jednocasticovom stave ag, atd., teda vlnové funkcie ¥y, n,,..(1,2,...,N) tvoria bazu v priestore
N-¢asticovych vlnovych funkcii. Vlnové funkcie ¢n, n,,..(1,2,..., N) mozno vyjadrit pomocou jedno-
Casticovych vlnovych funkcii nasledovne:*
|
1/}N1,N2,...(1727-~7N) = Nl N2 Z(PP1 SDPQ ) ~-<PPN(N), (39>
{r}

V jazyku druhého kvantovania mozno vlnové funkcie zapisat jednoduchsie. Zékladnymi pojmami st
pojem vékua a pojmy kreacnych a anihilaénych operatorov:

e Nech |0) je tzv. vakuum, t.j. stav bez castic. Predpokladame, Ze vakuum je normovanym stavom:
(0]0) = 1.

e Nech a; a aj» su tzv. anihilaéné a krea¢né operatory pre bozény v jednocasticovom stave
1. Ziadame, aby anihilacné a kreac¢né operéatory spliiali tzv. kédnonické komutacné vztahy pre
bozony:

(i al] = 65, lai,a5] = [al,al] = 0. (40)

e Ziadame, aby pre vSetky jednocasticové stavy ¢ platila rovnost a;|0) = 0. Neskor uvidime, Ze
fyzikdlnym obsahom tejto podmienky je fakt, Ze vikuum neobsahuje Ziadne Castice.

Zovseobecnenim postupu pre 1 harmonicky oscilator (napriklad zo zelenej uéebnice) lahko dokazeme,
ze:

(a) vlastné hodnoty operatora N; = a;rai st nezaporné

(b) ak Nj|c) = ny|c), t.j. ak |c) je vlastny stav operatora N; s vlastnou hodnotou n;, potom a;c) je
vlastnym stavom operatora N; s vlastnou hodnotou n; — 1, kym aT| ) je vlastnym stavom operatora
N; s vlastnou hodnotou n; + 1

(c) z (a) a (b) vyplyva, Ze pripustné vlastné hodnoty n; st nezaporné celé ¢isla

Teda operator N; mozno interpretovat ako operator poctu €astic, kreatny operator a;f do systému
vklad4 casticu v jednocasticovom stave ¢ a anihilacny operéator a; zo systému vybera casticu v jedno-
¢asticovom stave i. Lahko moZno ukizat, Ze normovanymi vlastnymi stavmi operatorov INV; st stavy

typu
1 N\ ()
|N1,N2,...>:W<al> <CL2> |0>

Stav | N1, Na,...) obsahuje N1 bozonov v stave 1, Ny bozonov v stave 2, atd. Preto | Ny, Na,...) popi-
suje ten isty mnohocasticovy stav ako N-Casticova vinova funkeia (39).

Fermioény
Béazova vinova funkcia N-Casticového fermiénového problému s obsadenymi jednocasticovymi stavmi
la1), |az), ..., |an) sa da pisat v tvare

wa17a2,---7a1\7 (17 2,...,N Z 90131 SOPz (2) - PPy (N)7 (41>

{P}
kde Py, Ps, ..., Py je permuticia stavov |a1),|as2), ..., |ay) a faktor (—1)F sa rovna 41 pre tie permu-
tacie, ktoré mozno vyrobit parnym po¢tom parovych vymien z konfiguracie |ay), |az), ..., |an). Faktor

45Predpokladame, 7e jednolasticové stavy a1, as, ... vytvaraji aplny ortonormalny systém.
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(—1)" sa rovna -1 pre zvy$né permutacie, t.j. tie, ktoré mozno vyrobif neparnym poétom parovych
vymien.

V nasledovnom vyklade modifikujeme bozénovy formalizmus anihila¢nych a krea¢nych operétorov
na pripad fermionov. Opét zaéneme definovanim vakua, komuta¢nych vztahov a pésobenia na vakuum:

e Nech |0) je vakuum, t.j. stav bez ¢astic. Predpokladdme, Ze vikuum je normovanym stavom:
(0[0) = 1.

e Nech ¢; a cJf st tzv. anihilaéné a kreac¢né operatory pre fermiony v jednocasticovom stave
1. Zladame aby anihila¢né a krea¢né operatory spliali tzv. kanonické antikomutacné vztahy pre
fermiony:

{eiely =0y, A{ene} ={cl,c} =0. (42)

Tzv. antikomutator je pritom definovany vztahom {X,Y} = XY + Y X.

e Ziadame, aby pre vietky jednocasticové stavy 4 platila rovnost ¢il0) = 0. Neskor uvidime, Ze
fyzikdlnym obsahom tejto podmienky je fakt, Zze vikuum neobsahuje Ziadne Castice.

Identickym postupom ako pre bozoény mozno ukazat, ze operator N; = c;-rci moZno interpretovat
ako operator poctu cCastic, kreacny operétor cz do systému vklada Casticu v jednocasticovom stave
¢ a anihila¢ny operator ¢; zo systému vybera Casticu v jednocasticovom stave i. Lahko tiez ukadZzeme,
7e béazové stavy N-fermionového Hilbertovho priestoru (41) mozno v druhom kvantovani zapisat na-
sledovne:

|1/)017a27---7aN> = CILlC(EQ ce C(TIN‘O>

Teraz ukézeme, ze N-Casticové stavy g, as.....axn) Vytvaraji ortonormalnu bazu. Najprv ukadzme, ze

mnohocasticové stavy, v ktorych fermiony obsadzuju rézne sady jedno¢asticovych orbitalov {a1, ag,...,an}
a {b1,ba,...,by}, st navzajom ortogonélne. Predpokladajme napriklad, Ze stav b je obsiahnuty v sade
{b1,ba,...,bn}, ale nie v {ai,ag,...,an}. Potom

<T/’b1,b27~--,bN‘¢a1,a27---7a1\7> = <O|CbN cbzclnc:rzl ILQ . 'CILN’O> =0,

pretoze anihila¢ny operator ¢, mozno presunit celkom doprava tak, aby posobil na stav |0). Této
procedira moZze zmenit nanajvys znamienko skaldrneho stcinu. Avsak ¢,|0) = 0, ¢im je ortogonalita
stavov dokazana.

Na druhej strane, pre normu stavu [¢q, qs,...ay) dostaneme

<wa1,az,...,a1\r|¢a1,a2,...,a1v> = <0’C(1N s Cazcalcglcgz CLN|O> = <O|CGN s Ca2(1 - C:[zlcal)czg . 'CJ;N|0>
= (Olcay -- - CagCly - ch |0y = ... = (0]0) =1,

Cize stav [1q, as,...ay) je normalizovany. Pouzili sme pritom, ze [cjllcal,cgj] =0 pre j # 1.

Vsimnime si dalej, Ze v3etky stavy a1, ag, ..., ay musia byt navzajom rozne, ina¢ [tq, as,....ay) = 0,
pretoze z antikomuta¢nych vztahov vyplyva, Ze cacJr = 0. Inymi slovami, overili sme platnost Pauliho
vylucovacieho principu.

Nakoniec, ak sada stavov {b1, ba,...,by} je permutaciou sady {ai,ag,...,an}, potom

<¢b1,b2,‘..,b1\r |¢a1,a2,...,aN> = :|:1,

kde znamienko plus (resp. minus) dostaneme pre parnu (resp. neparnu) permutéciu. Poradie kreac-
nych operatorov v definicii fermiénového mnohocasticového stavu teda nie je irelevantné ako v pripade
bozoénov.

Operatory vo formalizme druhého kvantovania
Vo zvysku tejto prednasky ukazeme, ako mozno zapisat operatory vo formalizme druhého kvantovania.
Pre tzv. jednocasticové operatory F' = Zf\; 1 fi, t.j. operétory, ktoré st sictom posobeni f na



o1

jednotlivé ¢astice (napriklad operatory celkovej hybnosti, celkovej kinetickej energie, celkového spinu,
atd.), dostaneme vysledok

F= Zﬁ—ZaW@Cm (@l13) = [ di i) sieat). (13)
af

Na druhej strane, pre tzv. dvojcasticové operatory G = %ZZ 4; 9ij, ktoré st suctom posobeni g;;

na pary castic 4,j (typickym prikladom je coulombovska interakéna energia), dostaneme*S

_ %Zgiﬂ' — % Z {ap|g|yd) cLC;Cgc,y; (afBlglyo) = /di/dj @Z(i)@ﬁ(‘j)giﬂ%(i)%s(j) (44)

i#] By

Vsimnime si, Ze v oby¢ajnom zapise (v tzv. “1. kvantovani’) st operatory F a G suctami cez jednotlivé
Castice, resp. pary Castic. V “2. kvantovani” su tie isté operatory suc¢tami cez bazové vektory |«) uplnej
ortonormélnej bazy jednocasticovych stavov s vinovymi funkciami .

Odvodenie pre jednocasticové operdtory

Pracujme v jednocasticovej baze stavov |a), |b), ..., ktoré si vlastnymi stavmi operatora f. V tomto
pripade (a|f|b) = fadap. Je zrejmé, Ze v tejto baze mozno operator F' poéditat sumovanim cez vietky
jednocasticové stavy, pri¢om kazdému stavu |a) priradime hodnotu veli¢iny f, nasobent operatorom

F= Z fac;’bca = Z<a|f|b>clcb.
a ab

Pre konkrétnost sme predpokladali fermioénovy pripad, ale v bozénovom pripade by sme dostali taky
isty vysledok. Druh4 rovnica je na prvy pohlad zbyto¢ne komplikované, ale bude uzitocna v dalsom
vyklade.

V dalsom kroku prejdeme od ortonormalnej bazy |a), |b), ... k vSeobecnej ortonormélnej béaze

= Uaala)s (ol =Y Usylal, (45)

kde druh4 rovnica je hermitovsky zdruzena k prvej rovnici. Staré bazové stavy oznacujeme latinskymi
indexami, kym nové stavy gréckymi. Skalarny sucin medzi stavmi z novej béazy je

(a]B) = Z Usnlalb) = Z Uga—ZUga(UT)a:(UUT)Ba.

Z podmienky ortonormalnosti novej bazy («|f) = 0o tak dostavame obmedzenie ), Ur,Ugy = dop
pre tvar transformacnej matice, ktoré tiez mozno zapisat ako UUT = 1 alebo Ut = U1, Teda trans-
forma¢na matica medzi ortonormalnymi bazami musi byt unitarna. Odtialto tiez vyplyva
podmienka UTU = 1 alebo v explicitnom tvare Y0 UisiUag = dqp. Preto inverzni transforméciu od
novej k starej bédze mozno zapisat v tvare

a) = Zdab’w = ZUéaUab’b Z Ugala); (a| = ZUaa<a
b ab a

kde posledna rovnica je hermitovsky zdruzenou rovnicou pre |a). KedZe vinové funkcie si mozno pred-
stavit ako vysledok posobenia krea¢nych operatorov na vakuum, kreacné operdtory sa transformuji
nasledovne:

poctu cCastic clca:

Z o a, Cq = Z UpaCo- (46)

46Vgimnime si, e pre dvojdasticové maticové elementy plati (ab|g|cd)* = (cd|g|ab). Naviac, ked7e zakazdym mozno
zvolit parne interakcie g;; = gj;, musi tiez platit (ablg|ed) = (ba|g|dc). Z tychto dvoch vlastnosti vyplyva, Ze maticové
elementy (ab|g|ab) a (ab|g|ba) vystupujice vo vyraze pre energiu zakladného stavu v priblizeni Hartreeho-Focka st redlne.
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Ak dosadime vyrazy (45), (46) do vyrazu pre F, dostaneme

F =Y (alflb)ches =D Us.lalfIb)Usches =Y (ol fIB)ches
ab

ab af af

Odvodili sme teda vyraz (43) pre jednoCasticové operatory, ktory plati pre fermiony aj bozony.

Odvodenie pre dvojcasticové operdtory

Pracujme opét najprv v takej baze jednocasticovych stavov, v ktorej je operator g diagonélny, t.j.
v ktorej plati (ablglcd) = d4c0pq(ablglab). V tejto baze modzeme dvojasticovy operator G pocitat
analogicky ako sme pocitali jednocasticovy operdtor F' v Specidlnej baze: musime sc¢itat cez vSetky
pary jednocasticovych stavov |a),|b) a kazdej dvojici priradit stredni hodnotu (ab|g|ab) nasobent
operatorom poctu Castic Py, v dvojici stavov |a), |b):

1
G=3 Z(ab|g|ab>Pab

ab

Ak |a) # |b), potom Py = ngny, kde ng, np st operatory po¢tu ¢astic v stavoch |a) a |b). Na druhej
strane, ak |a) = |b), potom P,, = ng(ng — 1). Skombinovanim tychto vysledkov dostaneme P, =
Nanp — dgpNa. Ak operatory poctu Castic vyjadrime cez kreatné a anihilaéné operatory, potom?” P, =
clcacbcb — 5abclca = clcl]:cbca a v nadej Specialnej jednocasticovej baze moézeme pisat

1 1
G = 3 Zb:<ab]g]ab> cbcbca =3 ;i(ab|g|cd> cbcdcC

V dalsom kroku prepiSeme vysledok pre G do vSeobecnej béazy, pricom vyuZijeme transformacné
vztahy (45) a (46):

1
G= Z Z aUsp (ablgled)UsqU,cc), cﬁc(;c7 3 Z (afB|glyd)e! cﬁc(;c«Y
abcdaﬁfy6 afysé

Tym sme dokazali vysledok (44) pre dvojcasticové fermionové aj bozénové operatory.

Priklad: molekula vodika

V tomto odstavci skonstruujeme najjednoduchsi model molekuly vodika. Hilbertov priestor jednocasti-
covych stavov obmedzime na dva ortogonalne orbitéaly |1) a |2), ktoré st lokalizované v blizkosti atémov
1 a 2. Molekulu popiSseme nasledovnym tzv. Hubbardovym modelom

H=—t) (cl,co0 + chyero) + Ulnigniy + nagpnay), (47)

[

kde prvy ¢len popisuje tunelovanie elektronov medzi stavmi [1) a |2) s amplitidou tunelovania ¢.
Druhy ¢len, v ktorom ng,, = c:rwcag je operator poctu castic v orbitali a so spinom o, zjednodusene
popisuje coulombovské interakcie medzi elektrénmi. V. Hubbardovom modeli st totiz ponechané iba
interakcie medzi dvomi elektrénmi, ktoré sa nachéddzaja v tom istom orbitéli. Energia coulombovského
odpudzovania elektronov v jednom orbitali je

U= / i / By lo1 (%) Por(y)PV (x — y) = / dx / &y o2 (%) Ploa(y) PV (x — ).

Zjednodusenie spociva v tom, Ze podla (44) do popisu coulombovskej interakcie V' (x — y) medzi elek-
tronmi vstupuju vSetky maticové elementy (ao, Bo’|V|yo,do’), teda napriklad ¢leny s « = v =1 a
8 = 6 = 2, popisujtce odpudzovanie elektronov v rozli¢nych orbitéloch, ale aj dalsie. V Hubbardovom
modeli st vSak ponechané iba maticové elementy s a = = v = 9§, pretoze zanedbané maticové ele-
menty st omnoho mensie ako U.

4"Posledn4 rovnost plati pre fermiény aj bozény a mozno ju dokézat pomocou kanonickych komutaénych (resp. anti-
komuta¢nych) vztahov.
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Operatory pola
Pri skiimani problémov bez transla¢nej symetrie je vyhodné namiesto kreaénych a anihilaénych operatorov pracovat s
tzv. operatormi pola. Nejde pritom o fundamentéilne nové objekty; operatory pola st vlastne iba vhodne zvolené
linedrne kombindcie kreacnych a anihilacnijch operdtorov.

Pre jednoduchost teraz zavedieme operatory pola pre systém bezspinovych ¢astic s iplnou ortonormélnou bazou
jednocasticovych stavov a s vlnovymi funkciami (v x-reprezentéicii) pq(x). Krea¢né a anihila¢né operatory pola su v
tomto pripade definované vztahmi

i) = pn)ch v =D palx)ca.
Ak vyuZijeme ortonormalitu bazy «, lahko nahliadneme, Ze inverzné vztahy majua tvar
ch= [dxeatvi 0 en = [ d'xpiGv0o.

Ak naviac vyuZijeme uplnost bazy «, dostaneme nasledovné antikomutaéné vztahy (pre pripad fermiénov):

{000} =0  {(#'.0'F=0  {¥(x),¢ ()} =8(x-y)

Pravidla pre bozéony by sme dostali nahradenim antikomutatorov komutatormi.
Ak vo vyrazoch pre jednocasticové a dvojcasticové operatory (43) a (44) vyuZijeme definiciu operatorov pola, do-
staneme pre ne nasledovné elegantné vyrazy:

Fo= /fmwmﬂmww, (48)

G

%/fx/fWN@WWM&JWWWk) (49)

Dérazne upozorhujeme, ze hoci tieto vyrazy pripominajt vyrazy pre stredné hodnoty operatorov f(x) a g(x,y), v sku-

to¢nosti ide o operdtory. S operatormi pola v tomto skripte nebudeme pracovat a zavadzame ich len pre tplnost.

Cvic¢enia

1. Skimajte molekulu vodika popisani modelom (47) s dvomi elektronmi. Hilbertov priestor dvojcasticovych stavov
pozostéava z ﬁi%! = 6 stavov typu cfwczc/ |0). Preto rieSenie problému vodikovej molekuly je ekvivalentné diagonalizécii
hamiltonovskej matice 6 X 6. S vyuzitim symetrii problému moZno tuto tlohu vyriesit analyticky. Navod:

a) Definujte operatory

_ .1
St = Ychens 5=l 8 = 1S (chient - chucn) (50)

kde a = 1,2 ¢&isluje orbitalne stavy. Presvedéte sa, Ze tieto operatory spliiaju komutacné vztahy

S*=[5%,57]/2, [S%, 8T =51, [S*,87] =-S5,
a preto st operatormi projekcie spinu na smer osi z a zvySovacimi a zniZovacimi operatormi spinu (pozri zelena knihu).
Definujme tiez operator celkového spinu 82 = (S7)? + (SY)? + (S7)2. Ukazte dalej, Ze hamiltonian (47) komutuje s
operatormi 8% a S7, t.j. [H,S?] = [H,S*] = 0.
b) Definujme d'alej operétor parity P s fyzikadlnym vyznamom vymeny orbitalov 1 a 2. Ziadajme teda P? =1, PCL,P = cgo
a Pcio P = ¢z,. Vakuum sa pri vymene orbitalov 1 a 2 nemeni, t.j. P|0) = |0). Overte platnost vztahov [H,P] =0 a
[P,S*] = [P,S*] =0.
¢) Teraz skonstruujme také linedrne kombinacie stavov clacgo/ |0), ktoré st vlastnymi stavmi operatorov P, S% and S*.
Zagnime so stavom s kvantovymi ¢islami S =1 a §* = 1 a aplikujme nan zniZovaci operator priemetu spinu S~ :

—1/2
IT) = cf;chi10), To) =27 (e, + el ehplo), T-1) = ¢fcb, |0).

Overte, ze parita (t.j. vlastné &islo operatora P) tychto tzv. tripletnych stavov je P = —1. Ukazte tiez, ze nasledovny
stav, ktory je kolmy na stav |Tp),

—1/2
|S1) =2 / (CITCQ - CLCET”O%

mé kvantové ¢isla S = S* =0 a P = 1. Zostavajuce dva stavy obsahuju dvojnasobne obsadené orbitaly 1 a 2:
—1/2 —1/2
|S2) =2 / (CITCL + chc;¢)|0) |S3) = 2 / (CITCL - C;TC;¢)|O>

Ukazte, Ze stav |S2) ma kvantové ¢isla S = S* =0 a P = 1, kym stav |S3) ma kvantové ¢isla S =5*=0a P = —1.

d) Vsetky stavy, okrem dvojice |S1) a |S2), maja teda roézne kvantové ¢&isla. Ukazte, ze vSetky nediagonalne maticové
elementy hamiltonianu H v tejto baze st nulové, okrem maticovych elementov (S1|H|S2) a (S2|H|S1).

e) Najdite vlnovua funkciu a energiu zakladného stavu molekuly vodika popisanej modelom (47).

2.” Rieste tu ista ulohu ako v tlohe 1, ale skiimané Castice nech st bozony so spinom S = 0 alebo S = 1.
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12 Husty coulombovsky plyn elektrénov

V tejto prednaske budeme skumat tzv. model Zelé, t.j. plyn elektronov s koncentraciou n, ktoré sa
hybu v homogénne rozloZzenom kladnom néboji s hustotou ndboja +ne a interaguju coulombovskymi
silami jednak s kladne nabitym pozadim, ako aj navzajom. Chceme totiz preskumat dosledky elektron-
elektréonovych interakcii v najjednoduchsom moznom kontexte, t.j. napriklad bez komplikacii spojenych
s periodickym rozmiestnenim jadier. Ocakavame, Ze ziskané vysledky zostanu kvalitativne platné aj v
realistickejSich situaciach. UkaZzeme, Ze na husty coulombovsky plyn elektronov mozno nazerat ako na
sadu takmer volnych elektronov so slabymi (tienenymi) efektivnymi interakciami. Ukazeme dalej, ze
hlavnymi kvalitativnymi dosledkami interakcii je existencia kolektivneho moédu (plazmoénov) a konec-
nost doby Zivota elektrénov.

Husty coulombovsky plyn
V elektronovom plyne s hustotou n pripada na jeden elektron objem n~!, ktory si predstavme ako gulu

s polomerom g, pri¢om musi platit %7?7"8 = n~!. Teda typicka vzdialenost medzi najbliziimi elektrénmi

48

: .. S : , 2 v . .. .
je ro. Ziadajme, aby typicka kineticka energia elektréonu # bola vacsia nez coulombovska interakcia
0

. .. L2 . 2 .
medzi susednymi elektrénmi 47reeom. Tak dostaneme podmienku rg < ag = %, kde ap je Bohrov

polomer. Teda ¢im je elektronovy plyn hustejsi, tym je vplyv coulombovskych interakcii voci kineticke;j
energii zanedbatelnejsi! Ak zavedieme bezrozmerny parameter ry = % ako podiel ry a Bohrovho

polomeru apg, tito podmienku moZno pisat v tvare

V limite 75 < 1, ktorou sa v tejto prednaske budeme zaoberat, by preto malo byt mozné studovat cou-
lombovsky plyn pomocou poruchovej teodrie, kde za poruchu berieme coulombovské interakcie. Tento
program bol zrealizovany v teorii Gell-Manna a Bruecknera. My sa obmedzime iba na kvalitativny opis
javov. Zaroven pripominame, Ze rg v redlnych kovoch je obvykle v rozmedz{ 1.8 < r4 < 5.6. Preto nie je
o¢ividné, Ze tedriu slabo interagujiceho plynu mozno pouzit. Porovnanie s experimentom vsak ukazuje,
ze vysledky, ktoré budeme prezentovat, pomerne dobre opisuju elektrénové vlastnosti jednoduchych

kovov.

Dielektricka funkcia (relativna permitivita)

Predpokladajme, ze do elektréonovej kvapaliny zvonka vlozime budiacu nabojovt hustotu s ¢asopriesto-
rovym priebehom Jo(r,t) = §0qe'd™ "¢ a s malou amplitadou.?? Harmonicky ¢asopriestorovy priebeh
budenia Jo(r,t) sme zvolili z toho dévodu, ze podla 1.21 odozvu na takéto budenie mozno popisat
jednoduchym algebraickym vztahom.

Budiaca nabojova hustota do(r,t) je zdrojom externého pola, ktoré silovo posobi na elektronovi
kvapalinu a v lineArnom pribliZeni v nej vyvola vznik tieniacej ndbojovej hustoty Qaeiq'r_m s tou
istou frekvenciou a vlnovym vektorom. Preto celkova nabojova hustota v systéme bude gqe , pri-
com oq = 00q + 0g- Celkovy elektrostaticky potencial generovany externym nébojom bude qbqeiq'r_i“’t,
kde ¢4 je dané Poissonovou rovnicou

iq-r—iwt

Qq
= — 51
ba= 2, G51)

Ten isty potencidl ¢4 moézeme chapat aj ako désledok budiacej ndbojovej hustoty s amplitidou doq
v médiu s tzv. pozdlznou dielektrickou funkciou (v elementérnych textoch tiez nazyvanou relativnou
permitivitou, pozri tieZ link “zakladné pojmy”) € (q,w), ktora zavisi od frekvencie a vlnového vektora:

00
$q=—F (52)
4 606\\(61,00)612’
Vsimnime si, ze znalost dielektrickej funkcie ndm umozni predpovedat polia budené externymi nabojmi
v elektronovej kvapaline.

h2kZ

48podla 1.12 je totiz stredna kineticka energia elektréonov vo Fermiho guli gap ~ a z rozmerovych dévodov
k ) 2l 7“0_ 1.

““Nabojova hustota o(r) stvisi s hustotou elektronov p(r) prostrednictvom vzfahu o(r) = —ep(r).
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Dielektricka funkciu (t.j. relativinu permitivitu) budeme pocitat zo vztahu €| (¢, w) = 6@%, ktory
vyplyva z porovnania vztahov (51) a (52). O¢akavame, Ze pre malé budiace naboje budu tieniace néaboje
0g linedrne umerné celkovej nabojovej hustote oq:

Qz = _ae(Q7w)Qq7 (53)
kde sme zaviedli tzv. elektricka susceptibilitu a®(q,w) elektroénovej kvapaliny. Kedze dielektricka

.. ) 0q—0§ . .
funkcia je dané vztahom e”(q,w) = %, dostavame napokon vyraz
q

e(q,w) =1+ a(q,w).

L |
¥ 7
7 e |
: T4~
5 —> L]
| |
:
As) b 5, N
[l X v
} AKX of x+ AX
| 4 b SN J  EOVMI &)
FRE ELEETRONY

Obr. 22: VTavo: teplotna zéavislost tlaku v idealnom fermiénovom plyne. Pre teploty T >> er dostavame klasicka
predpoved p = nT, ale pre T < eF tlak zostava (kvoli Pauliho vylucovaciemu principu) koneény aj pre T — 0. Vpravo:
Plosné sily posobiace na objemovy element elektréonovej kvapaliny.

Susceptibilita elektrénového plynu

Tlak v hustom plyne elektronov

Najprv ukdzme, Ze v hustom plyne elektréonov pri nulovej teplote existuje kone¢ny tlak. Nech hustota
elektrénového plynu je n. V 1.12 sme ukazali, Ze pri nulovej teplote elektrény obsadia stavy vo Fermiho

guli s polomerom kr = (372n)'/3, kde kp je Fermiho vlnovy vektor. Kineticka energia elektréonov na
21.2
povrchu Fermiho gule (tzv. Fermiho energia) je ep = hQZF a ich rychlost (tzv. Fermiho rychlost) je

vp = %WF Celkova energia hustého Fermiho plynu N elektrénov v objeme V je dobre aproximované
jeho kinetickou energiou E = %N er. Preto vo Fermiho plyne existuje aj pri nulovej teplote koneény
tlak (pozri obrazok 22):

_ [OE(N,V)\ 0 (3h*@3a2)¥3NO/\ 2E 2

b= v )y v\s 2 B ) T3V
Tento tlak je dosledkom Pauliho vylucovacieho principu a jeho velkost zavisi od hustoty elektronov
podla p o n°/3. Z konetnej stlacitelnosti elektronového plynu vyplyva koneéna rychlost zvuku v
hypotetickej nenabitej elektréonovej kvapaline

2_16p_5p v%
V= —— = — =+

mon  3mn 3

Pohybovd rovnica pre ndbojovi hustotu

Lokalnu hustotu celkového naboja systému elektrony -+ ionové pozadie budeme oznacovat ako o°(r). In-
dex e ndm pripomina, Ze lokalna hustota naboja je v modeli Zelé nenulova iba vdaka pohybu elektrénov.
V tomto odstavci skonstruujeme klasicka (nie kvantovi) pohybovi rovnicu pre nabojova hustotu. Da
sa ukazat, ze v dlhovlnnej limite st nase makroskopické tvahy v zhode s komplikovanejsimi kvantovymi
vypoctami. Za¢nime s tym, Ze nabojova hustota ¢¢(r) musi splitat rovnicu kontinuity:

00°
ot

+V-j* =0, (54)
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kde j€ je prudova hustota elektrénového ndboja. Pritom plati j¢ = 0°v &~ —nev, kde v je lokdlna driftova
rychlost elektronov.’® Sktimajme teraz pohybovii rovnicu pre malé vychylky objemového elementu
AV = (Az)3, ktory obsahuje AN = nAV elektréonov. Pre vychylky v smere osi  dostaneme
dvy [ 2
ANmE = —-ANm— — ANeE, — [p(z + Az) — p(x)] (Ax)=.
T
Prvy ¢len na pravej strane obsahujtci relaxaény ¢as 7 popisuje “trenie” elektrénov o necistoty a kmity
mriezky, druhy ¢len je Lorentzova sila v pritomnosti lokdlneho elektrického pola E a posledny ¢len po-
pisuje silové pdsobenie susednych elementov na zvoleny element, pozri obrézok 22. Tento ¢len mozno
upravit nasledovne: [p(z + Ax) — p(z)] = Am% = Axg%%' Po jednoduchych tpravach mozno napo-
kon pohybovii rovnicu pisat v tvare®!
A
— =—-—"+4+ —FE —viVo°. 55
ot T m s Ve (55)
Ak vezmeme divergenciu pohybovej rovnice (55) a vyuZzijeme rovnicu kontinuity (54), dostaneme hla-
dant pohybovi rovnicu pre ndbojovii hustotu elektréonov

1 0 0¢° 9o o TME?
(T+m>at—%V@‘mm@

kde sme vyuzili, ze V-E = %, kde o(r) je celkova nabojova hustota. Fourierovou transforméciou tejto
rovnice a porovnanim vysledku s defini¢nym vztahom (53) dostaneme vysledok pre susceptibilitu

wp
ae w = N )
(¢:) v2¢% — w(w + i)
kde sme zaviedli oznacenia v = % a wﬁ = fniz Pre dielektricka funkciu potom plati
(qw)=1+ wg (56)
€(q,w) = .
NG v2g? — w(w + i)

Pripominame, 7Ze vysledok (56) pre dielektricku funkciu sme dostali z makroskopickych avah. Pre dl-
hovlnné procesy g < kr je vSak kvalitativne spravny.

Plazmony
Z rovnice (52) vyplyva, Ze spontanne pozdlzne kmity elektréonovej kvapaliny, t.j. nenulovy potencial
¢q pri nulovom budiacom néboji doq, st mozné, ak €(¢,w) = 0. V dlhovlnnej limite ¢ = 0 ma

tato rovnice rieSenie w ~ wy, kedze obvykle w, > ~. Tieto kmity volame plazmové, frekvenciu wy,
nazyvame plazmova frekvencia a kvantd plazmovych kmitov volame plazmoény. Typickd energia
plazmoénov fw,, je niekolko eV. Energiu plazménov mozno experimentalne urcit meranim energetickych
strat vysokoenergetickych ¢astic, pozri cvicenia.

Plazmon patri medzi tzv. kolektivne mody, t.j. kolektivne oscilacie velkého poctu elektronov.
Kolektivne mody su pritomné iba v systémoch s interakciami. Okrem oscilacii hustoty (t.j. plazmoénov)
boli v elektronovom plyne pozorované napriklad oscilacie magnetizacie (tzv. paramagnony).

Tienenie

Teraz preskumame, ako vyzera potencial budeny bodovym nabojom do(r) = Qd(r) vloZenym do cou-
lombovského plynu elektréonov. Budeme postupovat v troch krokoch. V prvom kroku budiaci naboj
vyskladame z rovinnych vin:

d3q iqr
5@(1‘):/(271_)35@(16(] )

50V druhej rovnici sme nabojovt hustotu elektrénov ¢(r) aproximovali jej strednou hodnotou —ne, pretoze korekcie
k tomuto vyrazu by boli radu vZ, kym v teérii linearnej odozvy pracujeme iba s presnostou do radu v. Z tych istych
dovodov v dalsom vyklade odhadneme AN pomocou strednej hustoty elektréonov n.

51Opit podotykame, Ze na lavej strane by mala namiesto parcialnej derivécie podla asu vystupovat totalna derivécia,
pre ktoru plati % = % + v - V. Pre malé driftové rychlosti v vS§ak mozno ¢len v - Vj¢ zanedbat, pretoze je druhého radu
podla v.
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kde §oq = [ d®rép(r)e T = Q. V druhom kroku pre kazdy vlnovy vektor q pouZijeme defini¢ny vztah
(52) pre vypocet Fourierovej komponenty ¢q potencialu vybudenej komponentou doq. KedZe staticka
dielektricka funkcia méa podla (56) tvar €| (g,0) = 1+ ’;—E, kde k1 = Zj—; je tzv. Thomasova-Fermiho

tieniaca dizka, dosadenim do (52) dostaneme vysledok

Q

%a= R

V tretom kroku z Fourierovych zloziek ¢4 spatne vyskladame potencial ¢(r) budeny rozlozenim naboja
So(r). Tak dostaneme tzv. Yukawov potencial?

21)3 e0(q® + k?)e  AnZegri J_ o @2 F k‘ge  drmegr

Ukazali sme teda, Ze potencial bodového naboja je tieneny. Tieniaca dizka k! méa v beznych
kovoch hodnotu niekolko angstromov. Treba vSak podotknut, Ze hoci predstava o tieneni potencidlu
je kvalitativne spravna, presnejsia analyza ukazuje, Ze tieneny potencial klesa k nule pomalsie ako
Yukawov potencial. Tieniaca nabojova hustota pritom neklesa exponencidlne, ale (na velkych vzdiale-
nostiach od poruchy) vykazuje pomalsie klesajtice tzv. Friedelove oscilacie:*?

cos 2kpr
(kpr)3

Stoji za zmienku, Ze v okol{ primesi teda existuju oblasti, v ktorych sa nahromad{ indukovana nabojova
hustota s rovnakym znamienkom, aké m4 externy naboj! Velmi podobny jav sa pozoruje pri magnetic-
kom tieneni magnetickej primesi: znamienko tieniacej magnetizacie osciluje so vzdialenostou od primesi
a tento jav sa vyuziva napriklad v magnetorezistivnych ¢itacich hlavach magnetickych pamaéti.

0°(r)

k3

N

.
k

p+q
)

Obr. 23: Rozptylovy proces, ktory sposobuje konecnost doby Zivota elektrénu s hybnostou k.

Doba zivota kvazicastic

Napokon preskimame otazku, ¢ elektron v stave s hybnostou k a spinom o s uréitostou zotrva v tomto
stave. Odpoved na tato otézku je zjavne zaporna. Skimajme napriklad pripad, kedy k& > kp. Vtedy
sa sktimané Castica moZe zo stavu k, o rozptylit do stavu k — q, o pri stcasnej excitacii elektronu zo
stavu p, o’ z Fermiho mora do neobsadeného stavu p + q, ¢’ mimo Fermiho mora. V stave p, o’ tak
vznikne tzv. diera, ktora spolu s Casticou v stave p + q,c’ vytvara vzbudeny casticovo-dierovy par,
pozri obrazok 23. Dobu Zivota elektrénov budeme pocitat pomocou Fermi zlatého pravidla

1 2
- = % Z (| Hint|)|*6(Ef — E),
f

Tk

kde Hiy je operator tienenej coulombovskej interakcie medzi elektronmi. |i) je (mnohocasticovy) pocia-
toény stav systému s energiou E;, za ktory zoberieme plne obsadené Fermiho more a jeden dodatocény
elektron v stave k, 0. | f) je (mnohocasticovy) koneény stav systému s energiou Ey. Ide o Fermiho more
s dierou v bode p, o’ a dvomi dodato¢nymi elektrénmi v stavoch k — q, 0 a p + q, 0’. Vsimnime si, Ze

52V prvom kroku sme integral poéitali prechodom do sférickych stradnic a explicitnou integraciou cez uhly. Druht rov-
nost mozno ukazat rozsirenim premennej ¢ do komplexnej roviny a doplnenim integra¢nej drahy o polobluk v nekoneé¢ne
v hornej polrovine.

53Friedelove oscilacie st dosledkom neanalytického spravania kvantovomechanicky pocitanej dielektrickej funkcie
€(q,0) pre ¢ = 2kr, pozri napr. IV.9. Elegantné alternativne vysvetlenie pomocou Friedelovho sumac¢ného pravidla
moZno najst napr. v knihe Ziman: Principles of the Theory of Solids.
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v procese zrazky sa celkova energia systému nement, t.j. £; = Ey. Da sa ukézat (pozri cvicenia), Ze
maticovy element mozno pocitat nasledovne:

. 1 s s
<f|Hint’Z> = 9 (Vq - 50’0'/Vk—p—q) ) (57)

kde V je Fourierova transformécia tienenej coulombovskej interakcie. Preto doba zZivota elektronu je

. hV2 Z -V P—q ] pr(l = fo+a)(1 = fx—q)0(ék—q + Ept+q — €p — €K),
P

Tk

kde Fermiho-Diracove distribu¢né funkcie zarucuju, Ze stav p je obsadeny a stavy p+q a k — q st
volné. Delta funkcia zabezpecuje zachovanie energie v zrazke (vSimnime si, Ze zachovanie hybnosti
je tieZ automaticky splnené). Dva ¢leny v hranatej zatvorke pochédzajiu od rozptylu na Casticovo-
dierovych paroch so spinmi ¢/ = —0 a ¢/ = 0.

V dalsom vyklade budeme predpokladat, Ze hybnost k sa nachidza tesne nad Fermiho plochou.
KedZe Fermiho energia kovov je obvykle niekolko €V, pre tepelne excitované elektréony pri izbovej
teplote je tento predpoklad dobre splneny. D4 sa ukézat, Ze v tomto pripade zévisi doba Zivota od
teploty a excitacnej energie podla vztahu

D o (T + (e — o). (58)

Tk

Ak totiz zavedieme nové hybnosti k' = k — q a p’ = p + q a od sumaécie cez dvojicu hybnosti p, q prejdeme k sumaécii
cez trojicu hybnosti p, p’ a k’, pricom dodatoént suméciu eliminujeme delta funkciou Ziadajtcou zachovanie hybnosti v
zrizke, k' +p’ = k + p, pre pravdepodobnost rozptylu dostaneme

1 27 s s s
E = hiw Z [(Vk/_k)g + (Vk’—k — Vk’—p)2] fp(l — fp/)(l — fk/)6(€kl =+ Ep/ —E&p — Ek)ék/+p’,k+p~
p‘plyk/

Vdaka zakonu zachovania energie a pritomnosti Fermiho funkcii potom musia okrem hybnosti k v tesnej blizkosti Fermiho
plochy lezat aj hybnosti p, p’ a k’. Sumy cez hybnosti mozno nahradit integralmi, napriklad

%Z:ﬁ/di’p:ﬁ/dmf/db’ %N(O)/dsp/%, (59)

kde v druhej rovnosti sme presli k integrovaniu v radidlnom smere a [ dS, oznacuje uhlovy integral v p-priestore. Kedze

vSetky prispevky pochadzaju od stavov v blizkosti Fermiho plochy, integral v radidlnom smere sme zjednodusili zavedenim
k% _ mkp
2n2hvp — 2m2h2°
Po takejto nadhrade vSetkych sim vo vyraze pre dobu Zivota elektronu mozno separovat integracie cez uhly a cez
energie. Pre integral cez energie napokon dostaneme

hustoty stavov na Fermiho ploche (pre jeden spinovy priemet) N(0) =

Lo [dey [dey [dewnsyt= )0 = fudden 4oy — e =) = (1= S [0T) + (e —er)]. (60)

Vypocet integralu tu nebudeme reprodukovat a uspokojime sa s konstatovanim vysledku. Odvodenie &itatel najde v
dodatku A prace P. Morel and P. Noziéres, Phys. Rev. 126, 1909 (1962). Pri nulovej teplote je viak vypocet elementarny.
Zavedenim premennych £ = € — e totiz pre £, > 0 dostaneme

[t [Tty [T aewsicore-e-g)= [ ae, [~ de [T deusie e = [dg [T der = et

Rovnica (58) ukazuje, ze ak teplota je nulova, potom pravdepodobnost rozptylu elektréonu za jed-
notku ¢asu % klesa k nule pri priblizovani hybnosti k k Fermiho ploche, t.j. v limite ¢ — ep. Podla
Heisenbergovho principu neuréitosti vSak kone¢na doba Zivota Castic znamené kone¢nu neurcitost ich
energie dey ~ % Ale pretoze i o (e —er)?, neurcitost energie elektronov v tesnej blizkosti Fermiho
plochy bude zaru¢ene mensia, nez ich excita¢néd energia €, — ep. Jednocasticové excitacie s malou
excita¢nou energiou si teda dobre definované. Toto pozorovanie je zdkladom Landauovej teorie
Fermiho kvapalin, ktora hovori, Ze nizkoenergetické excitacné spektrum kovov sa napriek existencii
silnych coulombovskych interakcii medzi elektrénmi podoba na spektrum neinteragujiaceho elektrono-
vého plynu.



99

1
7(er)
teplotach je imerna 72.°* V kovoch so silnymi elektron-elektrénovymi interakciami bol tento vysledok

experimentilne potvrdeny. Pri vysokych teplotach je prispevok od elektron-elektronovych interakeif
k rozptylu elektronov obvykle zanedbatelny voci rozptylu elektrénov na fonénoch, o ktorom budeme
hovorit neskor.

Na druhej strane, vysledok o« T? znamena, Ze teplotne zavisla ¢ast odporu kovu pri nizkych

Cvicéenia

1. Odhadnite parameter rs pre plazmu vodivostnych elektréonov medi a pre dvojrozmerny elektrénovy plyn, v ktorom
bol objaveny kvantovy Hallov jav (pozri cvifenia k prednéske 7).

2. Tieniacu dizku k5! porovnajte so vzdialenostou medzi elektréonmi ro.

3. Ako sa zmeni vyraz (56) pre dielektricku funkciu elektrénového plynu s koncentraciou n, ak namiesto teplot T < ep

budeme skimat vysoké teploty T > er? Ako sa zmeni tieniaca dlzka?

4. Pri kone¢nych teplotich musime okrem energetickych skal h—i a - zohladnif aj teplotu 7. V dvojrozmernom
0

fazovom priestore (ro, ") naértnite oblasti, kde dominuju jednotlizléj ékély.oKotoréL oblast zodpoveda klasickej slabo viazanej
plazme?

5." Energetické straty nabitej castice letiacej s (velkou) rychlostou v cez elektronovi plazmu si mozno predstavit ako
postupné odovzdéavanie kvant hybnosti do plazmy. Da sa ukazat, ze pravdepodobnost odovzdania kvanta hybnosti hq za
W(;i}wq)]. Pomocou vztahu (56) ukazte, Ze vyraz pre % preto mozno interpretovat
ako Fermiho zlaté pravidlo pre rozptyl na dlhovlnnom plazmoéne.

jednotku ¢asu, -, je tmerna —Im
b Tq? q

6. Vo formalizme druhého kvantovania dokazte vysledok (57). Vyuzite, Ze interakcia V°(r) je parna.

7.* Nech polpriestor > 0 je vyplneny kovom a v polpriestore < 0 je vakuum. UkaZzte, ze v takomto systéme mozu
vznikat spontanne elektromagnetické viny tvaru E = (E,(x), Ey(z),0)e*¥=%" a B = (0,0, B, (z))e*¥ "¢, ktoré su
exponencialne lokalizované v blizkosti povrchu kovu z = 0. Najdite disperzny zakon w = w(k) tychto tzv. povrchovych

plazménov.

13 Wignerov prechod kov-izolant

V tejto prednaske ukaZeme, Ze podobne ako systém atomov alebo molekil, aj systém elektronov (“elek-
tronova hmota”) sa pri zmene pomeru medzi potencialnou a kinetickou energiou moze nachadzat v roz-
nych fazach. V predoslej prednaske sme ukazali, Ze coulombovské interakcie medzi elektronmi mozno
chapat ako mala poruchu ku kinetickej energii, ak je plyn elektronov dostato¢ne husty. Ak je plyn
elektréonov riedky, mame do ¢inenia s opac¢nou situaciou: kineticka energia je malou poruchou ku cou-
lombovskej energii. V takejto situacii je prirodzené ocakavat, Ze elektronova hmota skrystalizuje. V
nasledujiucom vyklade budeme prezentovat odhad energie zakladného stavu ako plynnej fazy, tak aj
krystalickej fazy modelu Zelé. Ukazeme, Ze pri znizovani hustoty elektrénov dochadza k stabilizacii tzv.
Wignerovho krystalu.

Hamiltonian coulombovského plynu

V tomto odstavci prepiSeme hamiltonian systému N elektrénov v krabici s objemom V s periodickymi
okrajovymi podmienkami do jazyka druhého kvantovania. Za tplny systém jednocasticovych stavov
vezmeme stavy |ko) s rovinnovlnovymi orbitalnymi vinovymi funkciami %eik'r a spinom o, ktoré

st kreované a anihilované operatormi cJ{( » & Cko- V tejto béaze je operédtor kinetickej energie elektronu

diagonélny, a preto celkova kineticka energia N-¢asticového systému sa podla (43) da zapisat v tvare
Hyn = Z 5kCLUCko-
ko

Budeme predpokladat, ze elektrony sa hybu v prostredi s homogénnym iénovym pozadim s nabo-
jovou hustotou en, pricom n = %, teda celkovy naboj systému elektrony + pozadie je nulovy. Takyto

54Tu je namieste ista opatrnost. Pri rozptyle elektronov z poéciato¢nych stavov k a p do koncovych stavov k' a p’ sa
prad zmeni o v/ + Vpr — vk — Vvp. D4 sa ukazat, ze pri vypoéte transportného relaxa¢ného ¢asu rolu faktora 1 — cos
(pozri prednasku 4) hra faktor (Vi + vy — vic — vp)?. Pre elektrony s kvadratickym disperznym zikonom vsak zo zakona
zachovania hybnosti k' + p’ = k + p vyplyva vir + v — vik — vp = 0, ¢iZe elektron-elektronové rozptyly v takomto
pripade nespdsobuju odpor. Avsak pre elektrony s realistickymi disperznymi zakonmi je odpor koneény.
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model sa nazyva modelom Zelé. Hamiltoniédn pre coulombovské interakcie v modeli Zelé preto mozno

82 3 3./1 e —n 1 erl_n
o [ [ ) =l ) ).

kde p°(r) je hustota poctu elektrénov.®® Elektrénovi hustotu budeme reprezentovat pomocou priamej a
spatnej Fourierovej transforméacie v systéme s objemom V a s periodickymi okrajovymi podmienkami,?®

zpe @ gy [ e

Ak si dalej véimneme, Ze p®(r) = n + % > a0 paeiq'r, lahko nahliadneme, Ze komponenta elektroénove;j
hustoty s q = 0 presne vykompenzuje iénové pozadie a hamiltonian coulombovskych interakcii mézeme

pisat v tvare

H coul =

transformovat na tvar

jelpriar) i(pr+qr’)

3 3
Hos = ooz S sy [ 5 [ i T

a0 p#0

Ak teraz pomocou vztahu r’ = r — R zaviedieme relativnu siradnicu R a namiesto cez premenné r, r’
integrujeme cez dvojicu r, R, dostaneme

3..,i(p+q)r 3 72 R _
Heow = 375 Zqupp/d re/(P*d /d R4W€0R ® 2V2quqp "

aq7#0 p#0 q7#0
kde druhi rovnost sme dostali po explicitnom preintegrovani cez r. Zaviedli sme pritom Fourierovu
3 .
transforméciu coulombovskej interakcie Vq = [dr 4:5 —e 9T ktortt budeme pocitat z nasledovne;j
tvahy. Coulombovska interakcia ;= oy Savisi's elektrostatickym potencidlom bodového naboja —e vzta-
hom V(r) = —eg(r), preto splia Laplaceovu rovnicu —AV(r) = %5( ). Fourierovou transformaciou
odtialto dostaneme )
e
Vg=—.
1 aq?

Na tomto mieste je potrebné upozornit na nasledovna subtilitu: v systéme s jednym elektronom
v bode x je pg = e "X teda podla prave odvodenej formuly Heoy = % Zq?éo Vq # 0, ¢o je zjavne
nespravne. Problém je v tom, Ze sme nevylaéili tzv. vlastni coulombovskt interakciu elektrénu, t.j.
coulombovské pésobenie elektréonu na seba. V systéme s NV elektronmi a homogénnym kompenzujicim
pozadim je preto potrebné odratat vlastni coulombovski energiu N elektronov. Po tejto korekcii je
interakéna energia dana vztahom

coul QV Z V pqp— ) .
q7#0

Pri prepise operatora pg do jazyka druhého kvantovania najprv vyuzijeme definicny vztah pe(r) =
>; 0(r—r;) pre hustotu elektrénov. Po Fourierovej transformacii dostaneme aplikovanim vysledku (43)

vyraz
N

= [ e =S =Y e

i=1 ko

Preto operator coulombovskej interakénej energie mozno pisat v tvare

Heou = v Z Va Z Z CL_qgckch+qU,ckrgf — Z chCkg

q#0 ko k'’ ko

558 touto hustotou je asociovana nabojova hustota ¢°(r) = —ep®(r).
56Tu zavedené konvencie pre priamu a spitni Fourierovu transforméaciu pouZivame aj pri transformovani ostatnych
veli¢in, napr. coulombovskych interakecii.
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Vyuzitim kédnonickych komutacénych vztahov moZno vyraz pre coulombovska interakciu zjednodusit a
po pripo¢itani kinetickej energie bude vysledny hamiltonian coulombovského plynu v modeli zelé®”

H = ZEkaUCkU 2V ZV chk qock’—i-qo’ck/ o’ Cko- (61)

q#0 ko ko’

Odhad energie plynnej fazy
V hustom plyne interakény ¢len v hamiltonidne (61) mozeme povazovat za mala poruchu. Zakladnym
stavom neinteragujiceho systému elektronov je tzv. Fermiho more |F'S), t.j. stav, v ktorom st obsadené
vBetky jednocasticové stavy s vlnovym vektorom |k| < kr. Energia neinteragujiceho systému Ey je
podla I1.12 dana vztahom Ey = %Nsp.

Nagim cielom bude odhadntt pomocou poruchovej teérie energiu Erg Fermiho mora do 1. radu v
interakénom ¢lene. Korekciu 1. rddu poruchovej tedrie pritom dostavame vypoctom strednej hodnoty
interakénej Casti hamiltonianu (61) v stave |F'S):

ZZZV‘I FS|ck+qack’ qo’'CK'a 1Cko | F'S).

kk’ q#0 0,0’

Maticovy element je nenulovy, iba ak operétor CL +q UCL,_ q0’ kreuje ta istid dvojicu jednocasticovych

stavov, ktoré boli anihilované operatorom cyro .. Kedze q # 0, odtial'to vyplyva podmienka k = k/'—
a 0 = o'. Preto sa energia F; zjednodusi na tvar

1 e
Er = 2V Z Z FS|Ck’ Ckgck’oCkU|FS> Y] Wfkfk/,
k'#k o K’ #k

kde sme pocet elektronov, ktoré v stave Fermiho mora |F'S) obsadzuju jednocasticovy stav |keo), oznacili
fx. Vyuzili sme pritom, Ze rovnica cLockU]FS> = fk|F'S) plati bez ohl'adu na priemet spinu o. Funkcia
fx je skokovou funkciou, pre ktoru plati fx = 1 pre |k| < kp a fx = 0 pre ostatné k. Zamenou sumy
za integral dostaneme

1 Ve? d3q
By = —3 | 2 F 2
1 V 7é0k kafk a— 60(27’(’)3 / qg (q)a (6 )

kde sme zaviedli funkciu F(q) = ﬁ [ &k fx fc—q, ktortt mozno interpretovat ako objem prieniku
dvoch Fermiho gal so stredmi posunutymi o vektor q, pozri obrazok 24. Elementarnym vypoctom
mozno ukazat, Ze pre g < 2kp plati

P32 @ 10 a
V=187 2kp "3\ 2kr) |7

kym F(q) = 0 pre ¢ > 2kp. Integraciu podla q v rovnici (62) mozno trividlne vykonat vo sférickych

suradniciach a takto dostaneme F; = 1637r2 N ei’;F .
Pre energiu zékladného stavu coulombovského plynu elektrénov do prvého radu v interakénom
Clene plati Frg = FEy + E1, Cize
Eps 3 h%k3, 3 e’kp

N ~52m 1672 ¢

Ak teraz vyuzijeme vztah k‘% = 37%n a hustotu n elektrénového plynu budeme merat pomocou para-

metra rg, pricom %777’8 =n"!, potom prechodom do atémovych jednotiek, v ktorych dlzky meriame

5"Tento hamiltonian by sme dostali aj priamym aplikovanim vzorcov pre jedno- a dvojcasticové operatory v metode
druhého kvantovania, po zohladneni interakcie elektréonov s homogénnym i6novym pozadim (ktora sa prejavi vynechanim
¢lena s @ = 0 v coulombovskom ¢lene).
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Obr. 24: Oblast v k-priestore, ktorej objem definuje funkciu F(q).

v jednotkach Bohrovych polomerov ap = % a energiu meriame v jednotkdch Ep = % 47&;3 =
% h22 = 13.6 eV dostaneme napokon
maB
E 2.21  0.916
FS _ B 7 (63
NEg 72 T
kde rg = ;—;. Ako je v8ak moZné, 7ze coulombovska energia F4 nie je presne rovné nule? Ved celkova

nabojova hustota v modeli Zelé je v celom priestore nulova! V IV.9 ukaZeme, Ze kone¢na zaporna hod-
nota F7 je dosledkom Pauliho vylucovacieho principu: elektrény s rovnakym spinom sa vo Fermiho
mori jeden druhému vyhybaja, ¢o znizuje ich celkovt energiu. Na druhej strane, elektrény s opa¢nymi
spinmi st vo Fermiho mori aplne nekorelované. Lepsie pribliZzenia k vlnovej funkcii elektréonov vyzaduji
zahrnutie korelacii aj medzi elektronmi s opaénymi spinmi.

Coulombovsky plyn v Hartreeho-Fockovom pribliZeni

Podl'a cvi¢enia 10/2 je stav |F'S), t.j. Slaterov determinant rovinnych vin s vinovymi vektormi k < kp,
rieSenim Hartreeho-Fockovych rovnic. Preto vysledok poruchového vypoctu energie coulombovského
plynu je zaroven Hartreeho-Fockovym priblizenim k energii coulombovského plynu. Pretoze stcet Har-
treecho potencialu a interakcie s ibnovym nébojom je presne nulovy, kym hustota Fockovho potenciilu
(rovnaka pre obe projekcie spinu) je v(r) = % Z|p|<pp e]il'r,
zelé maja tvar

Hartreeho-Fockove rovnice pre model

2 2
_2hm§x2(p(x) - /d3yv(x —y)ely) = ep(x)

a mozno ich pouZit napr. na vypocet disperzného zakona elektréonov.

Odhad energie Wignerovho krystalu

Skuimajme pohyb jedného elektronu vo Wignerovom krystali. Polygonéalnu elementarnu bunku krys-
talu, v ktorej je skiimany elektréon uvézneny, nahradime gulou s rovnakym objemom a polomer tejto
gule ozna¢ime rq. Vnutri tejto gule sa skimany elektréon hybe v homogénne rozlozenom kladnom naboji
ibnového pozadia s celkovou velkostou e. KedZe kazd4a polygonalna elementarna bunka nesie nulovy cel-
kovy naboj, budeme dalej pre jednoduchost predpokladat, Ze mimo skiimanej gule je celkova nabojova
hustota identicky nulova, pozri obrazok 25.

r

Obr. 25: VIavo: kladne nabita gulova dutina vnitri nenabitého pozadia, zobrazeného rafovanim. Vpravo: elektrostaticky
potencial homogénne nabitej gule.

Energiu zékladného stavu krystalu pripadajicu na jeden elektréon % odhadneme ako celkov energiu
sktimanej gule. T4 pozostava z coulombovskej energie ibnového pozadia €45, t.j. energie homogénne
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nabitej gule s polomerom rg, a energie € elektréonu pohybujiiceho sa v potenciali generovanom pozadim,
v E _ .
Clze 7 = €4 + €.
Pri vypocte coulombovskej energie ibnového pozadia €;; si najprv uvedomime, Ze elektrostaticky
., , . . . , . . 2
potencial homogénne nabitej gule s celkovym nabojom e a polomerom 7rg je ¢>% = %(3 — :—2) pre r < rg
0

a%:%‘)prer>ro,kde¢0:

e
dmegro

58 Energiu i6nového pozadia potom mozeme pocitat nasledovne:

3 e? 1.2
= — = —£ s
5 47T€07“0 Ts B

[ _ Y
€i = 5 /d ro(r)n 27rne/0 drr¢(r)

kde v poslednej rovnosti sme pouzili atémové jednotky.

-0.05

E/NEg

Obr. 26: Energia zdkladného stavu modelu Zelé ako funkcia rs. Plna ¢iara: energia plynnej fazy v priblizeni Hartreeho-
Focka (63). Ciarkovana ¢iara: odhad energie Wignerovho krystalu (64).

Energiu € dostaneme ako energiu zakladného stavu elektronu, ktory je popisany hamiltonidanom

h? h? 1 3e?
H = —%VQ — e¢(r) = —%VQ + 577’%081‘2 —

S8meoro’

kde druhy vyraz plati pre r < rg. Teda, aZz na konstantu, hamiltonidn mozno interpretovat ako sacet

. . 1. . . . . 2
harmonickych oscilatorov v smeroch z, y a z s rovnakymi frekvenciami wg = m. Ak predpokla-
0
59

dame, Ze vlnova funkcia elektronu je s dobrou presnostou lokalizovana vnutri gule s polomerom ry,
potom energia zakladného stavu elektronu bude dana vztahom

3 3e? 3 3
©T o 8mepro P32 s B

Preto nas odhad celkovej energie % = g4 +¢€ zdkladného stavu modelu Zelé vo faze Wignerovho krystalu
pripadajica na jeden elektréon dava

E 18 3

N€B_ Ts 702/2‘

(64)

Na zaver porovnajme tento vysledok s vyrazom (63) pre energiu zékladného stavu plynnej fazy
modelu Zelé v priblizeni Hartreeho-Focka. VSimnime si, ze coulombovska interakéna energia, t.j. ¢len
imerny i, mé nizsiu hodnotu v krystalickej faze ako v plynnej faze. Na obr. 26 porovnavame odhad
energie Wignerovho krystalu (64) s energiou coulombovského plynu v priblizeni Hartreeho-Focka (63).
Ako sa dalo cakat, energia Wignerovho krystalu je pri velkych rg niz§ia neZ energia coulombovského
plynu. KedZe priese¢nik oboch kriviek sa nachadza v oblasti rs ~ 1, ani jednému z odhadov tu nemozno
verit. Podl'a numerickych simulacii je Wignerov krystal stabilny iba pre ry > 106, pozri napr. 1V.9.0

58Tento vysledok najlahie odvodime vypoctom elektrického pola E vo vzdialenosti r pomocou Gaussovej vety a
uvazenim, ze E = —V¢.

5 Tento predpoklad je splneny pre rs > 1, pozri cviGenia.

50Pre tiplnost spomenime, Ze podl'a numerickych simulacii mé v oblasti 50 < r < 106 feromagneticky kov niZsiu energiu
nez paramagneticky kov, pozri napr. IV.9.
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Cvicenia
1. Odhadnite amplitudu kvantovych kmitov elektronov vo Wignerovom krystali okolo rovnovaznych poléh. Ukazte, Ze
naSa analyza plati iba pre rs > 1.

2. Potencialnu energiu %mw%rﬂ pre elektron v gulatej bunke Wignerovho krystalu nahrad'te vyrazom %mw%rQ(l - i)

27“(2)
Overte, ze norméalovy gradient takéhoto potencialu na povrchu bunky je nulovy. V prvom rade poruchovej teorie najdite
korekciu k energii AFE spésobenti anharmonicitou a ukazte, Ze ]\é—;’; = —%‘ft. Najdite hodnotu ¢iselnej konstanty.

3. Podl'a numerickych simulacii Wignerov krystal elektréonov je typu bee. Najdite vzdialenosti Specidlnych bodov na
povrchu Wignerovej-Seitzovej bunky od jej stredu. Vysledky porovnajte s parametrom ro plynu s rovnakou hustotou.
4. Zakladny stav Hubbardovho modelu pre dva susedné mriezkové body 1 a 2 (pozri IIL.6) je pre ¢ = 0 §tvornasobne
degenerovany. Najdite, ako kone¢né hodnota ¢ snime tuto degeneraciu v druhom rade poruchovej teorie podla ¢, pozri
IV.1. Ukazte, ze toto rozstiepenie popisuje efektivny spinovy hamiltonian H = J (81 -So — i) a najdite hodnotu antife-
romagnetickej vymennej interakcie J.

5. Aké usporiadanie spinov oc¢akavate v zdkladnom stave Wignerovho krystalu, ak ide o krystal typu bec? Nadrtnite
priebeh entropie a merného tepla ako funkcie teploty v limite nizkych teplét.

6. Nech vodivostny pas bcc mriezky vznika delokalizaciou jediného Wannierovho orbitalu na bunku. Predpokladajte,
7e v krystali s N atémami je pritomnych N = %f elektrénov. Zohladnite odpudzovanie U dvoch elektrénov v jedinom
Wannierovom orbitali, odpudzovanie V' dvoch elektrénov v susednych orbitéloch, ako aj amplitidu tunelovania ¢ medzi

susednymi orbitalmi. Popiste zakladny stav v limite U,V > ¢. Aké magnetické usporiadanie o¢akavate?

14 Mottov a Hubbardov prechod kov-izolant

V tejto prednaske budeme skimat javy analogické k Wignerovmu prechodu kov-izolant: Mottov pre-
chod v dopovanych polovodi¢och a Hubbardov prechod v polovi¢ne zaplnenych pasoch. Hnacim moto-
rom vSetkych tychto prechodov je rast podielu medzi potencidlnou a kinetickou energiou elektrénov.

Mottov prechod kov-izolant

V tomto odstavci preskimame elektrické vlastnosti kremika dopovaného fosforom; tento systém budeme
oznacovat Si:P. Fosfor je atom s o jednotku vaGS8im poctom proténov aj elektromov ako kremik. Pri
malej koncentracii fosforu je rozumné gtudovat jediny primesny atom fosforu v idealnej kremikove;j
mriezke. V 1.19 sme ukazali, Zze (obélkova) vlnova funkcia pre nadbyto¢ny elektron vytvori vodiku

podobny viazany stav okolo primesného atomu s efektivnym Bohrovym polomerom (pozri dodatok)

2
. Mes _ Amepesh
ap = m* ap = m*e2

~ 3.2 x 1077 m,

kde €5 = 12 je staticka relativna permitivita nedopovaného kremika a m* ~ 0.2m je efektivna hmotnost
elektronov vo vodivostnom pése.%! Pri dostato¢ne nizkych koncentraciach fosforu je preto systém Si:P
izolujuci, t.j. v limite nizkych teplot jeho odpor diverguje. Experimenty ukazuji, Ze pri zvySovani
koncentracie fosforu zostava Si:P pri nizkych teplotach izolujicim az po kriticku koncentraciu n, =
3.7x10%*m=3. Pri nadkritickych koncentraciach fosforu sa Si:P sprava ako kov, t.j. systém je vodivy aj v
limite nizkych teplét. Prechod medzi izolujicim a kovovym stavom systému Si:P nazyvame Mottovym
prechodom. V dalsom vyklade objasnime Mottov pristup k prechodu kov-izolant v Si:P. Alternativny
pohlad na Mottov prechod prezentujeme v I11.9.

Sktmajme kovova fazu s (velkou) koncentraciou elektrénov n. Ak tienenie elektronovym plynom
dopovanych elektrénov popiseme v Thomasovom-Fermiho priblizeni a ak naviac uvaZime tienenie vni-
tornymi elektréonmi, pre staticka relativnu permitivitu dostaneme

w2
€(q,0) = 1+ a“" + —U2p2,

S

2 ne? _ hkp
kde wy avs =

st parametre popisujice plyn dopovanych vodivostnych elektréonov. Ak

m*eg
d'alej uvazime, Ze statickd relativna permitivita nedopovaného kremika je e, = 1 + ¢, dielektricka

m*

51Pre jednoduchost predpokladame izotropny disperzny zakon okolo jediného minima vodivostného pasu.
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2
funkciu mozeme zapisat v tvare €(q,0) = € (1 + S—g), kde

w2 3\ /3 ,1/3 1/3
K= 2P —y <> D ~3.9397 (65)
€5V3 0 ap ay

V tomto pribliZzeni teda podla prednasky 12 atém fosforu generuje yukawovsky tieneny potenciél. Preto
(efektivny obélkovy) hamiltonian pre pohyb vodivostného elektronu v tienenom poli primesného atému
ma tvar ) )
h e
vZ -
2m* dmepesr

—kgsr

Hipp = — e

Pre velké koncentracie primesi (a teda aj vodivostnych elektronov) je tieniaci vinovy vektor kg velky
a posobenie primesnych atémov na vodivostné elektrony je slabé. V takom pripade bude mozné vplyv
primesnych atomov zahrnat poruchovou teériou.

Pri znizovani koncentracie vodivostnych elektrénov n tieniaci vilnovy vektor kg kleséd. Mott navrhol,
7e prechod z kovovej do izolujucej fazy sa realizuje pri takej koncentracii elektréonov, pri ktorej sa
zékladny stav Schrédingerovej rovnice Himptp(r) = e3(r) pre obalkovi vlnovi funkciu vodivostného
elektronu meni z delokalizovaného stavu pri velkych n na lokalizovany stav pri malych n. Numerickym
rieenim mozno ukézat,%? Ze zékladny stav tejto Schrodingerovej rovnice sa meni z delokalizovaného na
lokalizovany pri kritickej hodnote tienenia ksaj; = 1.19. Ak pouzijeme vyraz (65) na odhad tieniaceho
parametra kg, dostaneme nasledovny odhad kritickej koncentréacie n.:

__ 0.0465

(af)?
Tento vysledok je v rozumnej zhode s experimentom, najmaé ak si uvedomime, %e sme okrem iného
pouzili priblizny opis tienenia a neuvazili sme vplyv ndhodnosti rozlozenia primesnych atémov. Tato
nahodnost by mala viest k dodato¢nej (Andersonovej) lokalizécii elektronov.

=14 x10*m™3.

Ne

Hubbardov prechod kov-izolant

V predchadzajicom priklade dopovaného kremika pri lokalizacii elektréonov hraja tilohu nielen elektrén-
elektronové interakcie, ale aj neusporiadanost. V tejto ¢asti ukdzeme, Ze aj v dokonalych krystaloch
mozno pozorovat javy analogické k Wignerovej krystalizicii v modeli zelé. Zakladnou poziadavkou je
pritom stmeratelnost po¢tu vodivostnych elektronov N a po¢tu atémovych buniek A, t.j. podiel N/N
sa m4 dat pisat ako podiel malych celych ¢isel. V nagich tivahach sa obmedzime na pripad N = N,
t.j. predpokladame, Ze na kazdu elementarnu bunku pripadé 1 elektron. f)alej sa pre jednoduchost
obmedzime na pripad, kedy vodivostny pés vznika preskokmi medzi jedinym typom Wannierovych
orbitalov, t.j. na kazda elementarnu bunku pripada jediny Wannierov orbital.
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Obr. 27: Vlavo: krystalova struktira materidlu LapCuOy. Krystal je tvoreny vrstvami s chemickym zloZenim
LaO/CuO2/La0 s celkovymi ndbojmi na bunku +/2-/4. Med je zobrazena plnymi, kyslik prazdnymi a lantan pre-
ciarknutymi guldckami. V strede: Stiepenie 5x degenerovanej hladiny 3d v kubickom a tetragonalnom poli. Vpravo:
Pohl'ad zhora na rovinu CuOsz. Do polovice obsadeny pés vznika delokalizaciou 3d,2_,2 orbitdlov medi.

Podla standardnej teorie kovov by nami Studovany pripad mal byt zakazdym kovom, pretoZe vo-
divostny pas je zaplneny presne do polovice. Existuji viak materialy, ktoré spliiaji nase predpoklady,

62Pozri cvidenia.
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a napriek tomu st to izolanty.53 Ako ucebnicovy priklad mozno tudovat material LagCuQy4 (pozri ob-
razok 27), ktorého dopovanim vznikéa vysokoteplotna supravodivost. Pasova struktiru tohto materialu
mozno predpovedat na zaklade jednoduchych chemickych tvah: lantan bude v stave La3T, ktorého
elektréonova strukttra je totozna s inertnym plynom Xe. Podobne kyslik bude v stave O?~ totoznom s
inertnym plynom Ne. Z elektrickej neutrality potom vyplyva, Ze med bude v stave Cu?*, t.j. v elektro-
novej konfiguracii 3d”. Vo véakuu by energia vietkych piatich d-orbitalov medi bola rovnaka. V krystali
vBak maji jednotlivé d-orbitély rozne energie. Jeden z nich, obvykle oznacovany ako orbital d 2_ 2,
ma najvyssiu energiu. Zvysné $tyri d-orbitdly maja niZsiu energiu a st plne obsadené, t.j. je v nich
osem z deviatich d-elektronov medi. Posledny, deviaty d-elektron, obsadzuje orbital dgz_ .

Teda v kazdej jednotkovej bunke LagCuO4 mame jeden vodivostny orbital typu d,2_,2, pricom na
kazdd bunku pripada prave jeden vodivostny elektron. Pas, ktory vznika tunelovanim elektrénov medzi
jednotlivymi orbitalmi typu dg2_,2, by teda mal byt do polovice obsadeny. LaaCuOy je vSak izolant
so zakdzanym péasom zhruba 1.5 eV. V dalsom vyklade ukaZeme, ako elektron-elektrénové interakcie
mozu lokalizovat elektrony v polovi¢ne zaplnenom pése.

Hubbardov model

Skumajme pohyb elektrénov v tesne viazanom pése s Wannierovymi orbitalmi v bodoch ¢ a predpokla-
dajme, Ze elektrony tuneluji medzi orbitalmi s amplitiidou ¢. Pre konkrétnost studujme pripad kubickej
mriezky s mriezkovou konstantou a a N mriezkovymi bodmi a predpokladajme periodické okrajové
podmienky. Obmedzme sa pritom na pripad tunelovania iba medzi dvojicami najblizsich bodov (ij) na
mriezke. Druhym predpokladom modelu bude, Ze elektron-elektréonova interakcia je extrémne tienené,
podobne ako v modeli atomu vodika (47). Tak dostaneme tzv. Hubbardov model na kubickej mriezke

H = —tz Z (C;rgcja + C;r'ocia) +U Z nitni| = Hyin + Hu, (66)
(tj) @ ‘

kde U je energia lokidlneho coulombovského odpudzovania a CIU a ¢c;jo su krea¢né a anihila¢né operatory
pre elektrén so spinom o vo Wannierovom orbitali 7. Coulombovské odpudzovanie medzi elektrénmi v
roznych orbitédloch bude omnoho mensie nez U a v nasich tvahich ho mdZeme zanedbat.

V dalsom vyklade sa obmedzime na Stadium Hubbardovho modelu v pripade, Ze v systéme sa
pohybuje N = N elektronov.%* Najprv preskiimame zakladny stav tohto modelu v dvoch extrémnych
pripadoch, v neinteragujtcej limite U = 0 a v tzv. atémovej limite ¢ = 0.

Neinteragujica limita U = 0
V tejto limite model moZno riesit prechodom ku kreaénym a anihilaénym operatorom popisujicim
blochovské elektrony:

ik-R T —ik-R 1

; 1 ; 1
C = — é C s C = — e C o)
ko \/ﬁ ; Ro Ro \/N g k.

kde druhé rovnica popisuje spatnt Fourierovu transforméaciu. Stoji za zmienku, Ze na rozdiel od obvyk-
lych Fourierovych transformaécii, tentokrat nie je volba normaliza¢nych faktorov pri priamej a spitne;j

Fourierovej transformécii vecou konvencie, ale je diktované poziadavkou, ze tak operatory CL o, ako aj

operatory ck , musia spliat kanonické komutacné vztahy.

Lahko nahliadneme, Ze pomocou krea¢nych a anihila¢nych operatorov c;r( » & Cko MoZno hamiltonian

pisat v diagonalnom tvare, t.j. ako sistavu volnych &astic:
Hyin = § 61(611001«;,
ko

kde ex = —2t (cos kya + cos kya + cos k.a) je spektrum tesne viazaného pasu na kubickej mriezke.
Vsimnime si, Ze minimalna blochovska energia je ex—o = —6t a maximélna energia je eq = 6t, kde
Q= (%,%, 7). Dalej si viimnime, Ze ak energia Blochovej viny k je i, potom energia Blochovej viny

53Magnetickeé izolanty, o ktorych sme hovorili v 1.24,25, st typickym prikladom takychto materidlov.
54Keby sme studovali prechod kov-izolant aj pre iné stimeratelné zaplnenia ako N = A, museli by sme do teérie
zahrnit interakcie na dostatoéne dlhé vzdialenosti.
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Obr. 28: Obrazok vlavo ukazuje dva mozné typy kvantovych fluktuacii, pri ktorych elektrény z po&iato¢ného stavu s
dvojicou obsadenych susednych orbitalov | 1,]) prejdu cez medzistav s parom efektivnych nabojov +e a —e do stavu
| 1,4) (Tavy stipec), alebo | |, 1) (pravy stipec). Vpravo je zobrazena antiferomagneticka konfiguracia spinov na stvorcovej
mriezke.

k+Q je k1 = —¢k. Preto hustota stavov N (e) musi byt symetricka okolo € = 0 a v zdkladnom stave
napoly obsadeného pasu |F'S) budi obsadené vsetky blochovské stavy so zapornymi energiami:

FS) = | T clyeky | 100

ex <0

To znamené, Ze mozno definovat Fermiho plochu ako geometrické miesto bodov v reciproénom pries-
tore, pre ktoré ex = 0. Preto v limite U = 0 je zakladny stav kovom. Ak d'alej pripustime existenciu
koneénych, ale malych coulombovskych interakcii ¢ > U, tieto interakcie bude moZno zahrnut pomo-
cou poruchovej tedrie, preto je vysledny stav zostane kovovy.

Atdmouvd limita t =0

V tejto limite budi elektréony minimalizovat potencidlnu energiu, ¢ize v zdkladnom stave bude v kazdom
orbitali prave jeden elektrén. Zakladny stav je vzhladom na spinové konfiguracie 2N krat degenerovany,
pretoZe na kazdom bode mriezky moze byt elektron so spinom hore alebo dole. Prvy excitovany stav sa
od zakladného stavu lisi pritomnostou jedného holénu (t.j. orbitalu bez elektronu) a jedného dublonu
(t.j. dvojnéasobne obsadeného orbitélu). Tento stav je tiez makroskopicky degenerovany (tentokrat uz
nielen vzhl'adom na spin, ale aj na polohu holénu a dublénu) a na jeho vytvorenie je potrebné dodat
kone¢na energiu U.

V limite ¢ = 0 st samozrejme vSetky stavy nevodivé. Ak vsak pripustime mali nenulovi amplitidu
preskokov t < U, potom stav s jednym dublénom (ktorého efektivny naboj je —e oproti zékladnému
stavu) a jednym holénom (s efektivnym nédbojom +e) bude vodivym. Po aplikovani vonkajsieho elek-
trického pola sa totiz efektivne naboje +e a —e mozu volne hybat, teda krystal moze viest prud.

Magneticky stav Mottovho-Hubbardovho izolantu

Skumajme pre konkrétnost magneticky stav materidlu LagCuQOy. Ide o vrstevnaty material, ktory si
v prvom priblizeni moZno predstavit ako sadu izolovanych CuOs rovin, v ktorych atomy medi vytva-
raji Stvorcovit mriezku. V izolujicom stave mame v kazdom orbitéli typu d,2_,2 presne 1 elektron.
Ak tplne zanedbame tunelovanie ¢ medzi susednymi Wannierovymi orbitalmi, potom vietkych 2V
spinovych stavov mé tu istd energiu. Ak v8ak pripustime kone¢né hodnoty ¢, potom elektrény moézu
virtualne tunelovat do susedného orbitalu a vzapati sa vratit naspéat, pozri obrazok 28. KedZe spo-
menuté procesy sa skladaji z dvoch tunelovacich procesov, takéto procesy treba popisat v druhom
rade poruchovej teorie, kde za neporuseny hamiltonidn berieme coulombovské odpudzovanie elektro-
nov (U-¢len) a za poruchu berieme tunelovanie elektronov, ¢ize kineticka energiu (¢-¢len). V kvantovej
mechanike sa v8ak ukazuje, Zze korekcia druhého radu k energii zakladného stavu vzdy zniZzuje energiu
zédkladného stavu. Teda spomedzi oN vSetkych spinovych konfigurédcii budu energeticky zvyhodnené tie
konfiguracie, v ktorych je mozny maximélny pocet virtualnych preskokov. Ale preskoky si mozné iba
medzi susednymi orbitalmi s opa¢ne orientovanymi spinmi.%® Preto st obvykle Mottove-Hubbardove
izolanty antiferomagnetické, pozri obrazok 28 a IV.1. To je aj pripad materského materidlu vysoko-
teplotnych supravodicov.

55Pre susedné orbitély s rovnobeznymi spinmi nie st preskoky mozné kvéli Pauliho vylu€ovaciemu principu.
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Obr. 29: Obrazok demonstruje, ze pohyb holénu cez Hubbardov izolant vo vieobecnosti meni spinovi konfiguraciu
izolantu. V pociato¢nom stave st vietky susedné spiny antiparalelné, kym v kone¢nom stave (po dvoch skokoch holénu
smerom dolava) existuju Styri dvojice rovnobeZznych spinov.

Odhad U, z globdlnej nestability kovu
Z predchéadzajuceho vykladu je zrejmé, Ze (pri fixovanej tunelovacej amplitude t) musi existovat kriticka
hodnota U,, ktora oddeluje kovové systémy pre U < U, od izolujicich systémov pre U > U,.. Vo zvysku
tejto prednasky sa budeme zaoberat odhadom kritickej interakcie U..

V tomto odstavci budeme porovnavat energie dvoch variacnych stavov: kovového stavu |F'S) a nie-

ktorého z 2V izolujucich zakladnych stavov |I) = (HR CTR UR) |0). Stredna hodnota energie v kovovom

stave je
0
1
Ers = (FSIHIFS) =23 S fic+ U Y (o) (na) = 2N /_Gt N+ N

kde sme vyuzili, Ze (nr,) = %, kedZe celkovy pocet elektronov so spinom o je %/ a elektrony sa

rovnomerne rozlozené na vsetkych bodoch mriezky. V druhej rovnosti sme zaviedli hustotu stavov
N(e), ktora je vztiahnuta nie na objem, ale na pocet buniek krystalu, pri¢om pre celkovy pocet stavov
v pase plati ffgt deN(g) = 1.

Na druhej strane, stredné hodnota energie izolujuceho stavu je Er = (I|H|I) = 0. Naozaj, poten-
cidlna energia v stave |I) je trividlne rovna nule a kinetické energia v tomto stave je tiez nulova, pretoze
ak aplikujeme operator Hy;, na akykolvek stav |I), vysledkom bude stav s jednym holénom a jednym
dublénom, a nie stav |I).

Kedze prechod kov-izolant nastéva pri splneni podmienky Ers = Ej, pre kriticki hodnotu U,
dostavame vyraz

6t
Uec = 8/ deN(e)e = 12t,
0
kde v poslednom odhade sme hustotu stavov aproximovali konstantou N (g) ~ ﬁ pre |e| < 6t.

Odhad U, z lokdlnej nestability izolantu

V tomto odstavci budeme porovnévat energiu zakladného stavu izolantu |I) a excitovaného stavu
izolantu s volnym holénom a volnym dublénom |H D). Excita¢na energia AE = Eyp — Ex stavu |HD)
zjavne obsahuje energiu U potrebni na vytvorenie dvojnasobne obsadeného orbitalu, ale na druhej
strane moznost skidkania efektivnych nabojov +e a —e medzi roznymi orbitalmi zniZuje energiu stavu
|HD) oproti zakladnému stavu bez volnych nabojov o at, kde « je ¢iselny koeficient radu 1, ktory
odhadneme neskor. Tak dostavame kvalitativny odhad

AE =U — at.

Tato energia musi pochadzat od aplikovaného pola. Pri striedavych aplikovanych poliach bude teda
skimany material (v jednofotéonovom priblizeni) vodivy pre striedavé prady s frekvenciou w > w, =
AFE/h, kym pre prudy s frekvenciou w < w,. bude material izolujuci. Pri klasifikacii materiadlov na kovy
a izolanty néas vSak zaujima ich vodivost v limite w — 0. V bode prechodu medzi kovovym a izolujucim
stavom teda musi platit AE = 0, t.j. prechod nastane pri U, = at.

Obrazok 29 ukazuje, Ze pri pohybe holénu cez spinovtu konfiguraciu sa rozloZenie spinov moze
zmenit. Ak sa vSak holén hybe cez feromagneticky usporiadané spiny, potom sa pri jeho pohybe
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spinové pozadie nemeni. Analogické uvahy platia aj pre pohyb dublénov. Pri odhade koeficientu o
preto budeme pre jednoduchost predpokladat, Ze izolant je feromagnet so vSetkymi spinmi nadol,
|I) = (HR cJ{u) |0). Stav |[HD) dostaneme tak, ze zo stavu |I) vyberieme elektron s hybnostou p a
vlozime ho do stavu s hybnostou k a spinom nahor:

[HD) = cjsepy [ [ chy10) = eclyepy [ 0.
R q

V poslednej rovnosti sme uvazili, ze stavy [[g c; 110) a1, c:rl 110) sa mozu 1isit iba fazou, kedze plne
obsadeny pas moZno vytvorit bud obsadenim v8etkych Wannierovych orbitalov, alebo vSetkych Blo-
chovych vin. Pomocou druhej formy zépisu holéon-dubléonového stavu Iahko nahliadneme, Ze pre strednt
hodnotu kinetickej energie plati

(HD|Hyin|HD) = (I|Hyin|I) + ek — €p = €k — €p,

kde posledna rovnost vyplyva z pozorovania, Ze kinetickd energia plne obsadeného pésu je nulova. Na
druhej strane, pre strednit hodnotu interakénej energie plati

(HD|H|HD) = U () sy = U 1 < V=0
R R

kde v poslednom kroku sme vyuzili, Ze N’ > 1. Preto celkova energia holéon-dublénového stavu je
Eup = (HD|H|HD) = U + ¢ — €p. Tato energia nadobtida miniméalnu hodnotu pre volbu p = Q
ak =0, kedy Eyp = U — 12t. Kedze E; = 0, dostavame AE = U — 12t v stulade s kvalitativhym
odhadom, pricom a = 12. Tak dostavame odhad kritickej hodnoty pre prechod kov-izolant U, = 12t.

Napriek tomu, Ze dva rozne odhady vedu k tej istej kritickej hodnote U, = 12¢, tato hodnota nie
je presnd, ale iba priblizné, pretoze vznikla porovnanim energii jednoduchych varia¢nych (a nie opti-
malnych) kovovych a izolujtcich stavov.

Cvicenia
1. Skumajte antiferomagneticky stav Hubbardovho modelu (66) na 3$tvorcovej mriezke. Predpokladajte, Ze na 1 bod
mriezky pripada v priemere 1 elektréon a za varia¢ny Slaterov determinant vezmite zékladny stav |¢o) hamiltonidnu

OR
Hy = ZskcLUCkU — A ZelQ (CI:{TCRT — CI:{J’CRJ,) ,
ko R

kde A je variaény parameter s rozmerom energia. Navod:
a) Hamiltonian Hy prepiste do tvaru

!
B i t €k —oA Cko
HO - kz ( cka Ck+QU ) ( —oA —Ek ) < Ck+Qo ) )

kde ¢iarka nad sumou znamené, ze suma cez k bezi cez polovicu 1. Brillouinovej zény. Hamiltonian Hy diagonalizujte
prechodom k novym operatorom ay, Pk:

(2 ) (az)=(5)
—VUk Uk Ck+Q B Bk ’

kde |uk|® + |uk|? = 1 a kvoli zjednodugeniu zapisu sme nepisali spinovy index.

b) Ukazte, Ze |1o) popisuje izolant so §irkou zakdzaného pasu 2A. Vypoéitajte stredné hodnoty <¢g|ckocRg|wo). Ukazte,
Ze vlnova funkcia |1g) popisuje antiferomagnet.

¢) Vypocitajte stredni hodnotu energie v Hubbardovom modeli vo variatnom stave [¢o), t.j. vypolitajte E(A) =
(¥o|H|1bo), kde H je Hubbardov hamiltonian (66). Vyuzite pritom, ze (3o|nrtnry|%0) = (Yo|nrt|vo) (Yo|nry|to). Naj-
dite optimalnu hodnotu A.

2." Numerickym vypoc¢tom overte, Ze kritickd hodnota tienenia pre Mottov prechod v dopovanom kremiku je ksap = 1.19.

15 Interakcia elektréonov s fonénmi 1

V tejto prednéske najprv ukdZeme, Ze kmitajica mriezka posobi ako rozptylové centrum pre elektrony.
Podla zakona akcie a reakcie teda aj elektrony posobia na kmity mriezky. Potom skonstruujeme hamil-
tonian pre zviazany systém elektronov a fonénov a v druhom rade poruchovej teorie, kde za poruchu
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vezmeme elektron-fonénova interakeciu, vypoéitame energiu Iubovolného stavu s fixovanymi po¢tami
elektronov a fonénov.

Amplitida rozptylu elektrénov na fonénoch

Pre jednoduchost skumajme krystal s jednoatémovou bazou. Nech ugr je okamZzita vychylka atomu v
mriezkovom bode R. Skuimajme interakciu elektréonov z jediného blochovského pasu s polom vychyliek
ur. Predpokladajme, Ze celkova potencidlna energia elektrénu je suc¢tom jeho interakcii so vSetkymi
atomami. Nech energia elektronu v bode r v poli atému nachadzajaceho sa v bode X je U(r — X).
Ozna¢me dV (r) zmenu potencialnej energie elektronu v bode r v pritomnosti (okamzitého) pola vy-
chyliek ugr. Do prvého radu vo vychylke ug potom plati®®

V(r)=> [Ur-R—-ur)-Ur-R)|~)_ <%€> e

R R

Potencial §V (r) predstavuje odchylku od dokonalej periodicity. Jej dosledkom je moZznost rozptylu
elektronu zo stavu popisaného Blochovou vinou |k) do stavu |[k’). Amplitida takéhoto rozptylu je dana
maticovym elementom5”

KIovI) =3 [ diict (-%) - unido),
r—R

V teorii kmitov mriezky sa ukazuje,%® Ze pole vychyliek ugr mozno vyjadrit ako stcet normalnych
moédov indexovanych vinovym vektorom q a vetvou s = 1,2,3, ktorych amplitudy sa daja vyjadrit
pomocou kreacnych a anihilaénych operatorov aLS a Ggs:

h .
g —(aqs + al Jeqse' TR,
2Mw as/~4
q750 s a

Predpokladali sme, Ze mriezka pozostava z N buniek, hmotnost atémov je M a mod qs s frekvenciou
wqs je charakterizovany polariza¢nym vektorom eqs. Zaroven sme vylacili prispevky (akustickych)
moédov s q = 0, pretoze tieto moédy sa redukuji na posunutie krystalu ako celku. My vSak skimame
krystal v pokoji.

Dosadme vyraz pre ur do vztahu pre amplitudu rozptylu elektronov. Tak dostaneme

(]6V [k = Z g ol 3 [ v (ear 5 ) ).

Ak vyuzijeme Blochovu vetu v tvare ¢y (r) = eXRyy(r — R) a i (r) = e * Ry, (r — R), pozri
cvidenia k prednéske 1, mézeme dalej pisat

N G I Gl M e O A
R r—R R

kde integral na pravej strane je nezéavisly od R. Ak d'alej pouzijeme vysledok ) ePR = N3 bk,
kde K st vektory recipro¢nej mriezky (pozri 1.8), dostaneme odtialto kinematickt podmienku pre
rozptyl

k=k+q+K, (67)

56Na3 vyraz pre 6V (r) je zjednoduSeny, pretoze vychylka atomu v bode R zmeni vlnové funkcie vetkych elektrénov.
Z Hartreeho-Fockovych rovnic preto vyplyva, Ze potencialna energia elektréonu pochadzajica od interakcie s atémami sa
zmeni aj pre atomy R’ # R. Naviac, nasa formula predpoklada, Ze pole atému je stile rovnaké, bez ohladu na vychylku
atomu. Zanedbévame pritom mozné deformacie atémov, ku ktorym by mohlo dojst pri ich vychyleni z rovnovaznych
poloh.

57V tejto prednaske sa obmedzujeme na §tadium rozptylov vnutri jediného blochovského pasu. Vo vieobecnom pripade
by sme mali pripustit, Ze elektrén sa pod vplyvom interakcie s kmitmi mriezky rozptyluje zo stavu |nk) do stavu |n'k’),
kde n,n’ st pasové indexy.

68Speciélny pripad kmitov jednorozmernej mriezky mozno néjst v 1.10. VSeobecny pripad sa diskutuje v prednéske
Strukttra a mechanické vlastnosti tuhych latok. Poznamky moZno néjst aj na mojej stranke v éasti FTL2, Klasicka
tedria kmitov mriezky.
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Obr. 30: Vravo: Feynmanove diagramy pre emisiu a absorpciu fonénu. Vpravo: procesy, pre ktoré poéiatoéna hybnost
elektréonu k lezi v 1. Brillouinovej zéne a koneéné hybnost k + q v nej nelezi, nazyvame umklapp procesmi, na rozdiel od
tzv. norméalnych procesov, kedy obe hybnosti leZia v 1. Brillouinovej zoéne. Aj pri umklapp procesoch sa sta¢i obmedzit
na Studium 1. Brillouinovej zony, ak koneénit hybnost k + q posunieme o (vhodne zvoleny) vektor K recipro¢nej mriezky.

kde K je (Tubovolny) vektor recipro¢nej mriezky. Pre amplitadu rozptylu pre kinematicky dovolené
rozptylové procesy teda dostavame vyraz

(K'oVk) = Y giwlags +alg), (68)

aq#0,s

1
VN

kde sme zaviedli vizobnt konStantu popisujicu interakcie elektréonov s fonénmi

h oU
Iy = NU QM%IS/dBr Vi (1) (—eqs : 8r> Y (r). (69)

Vztahy (67-69) st hlavnymi vysledkami tohto odstavca. Vztah (68) hovori, Ze elektron z Blochovho
stavu |k) moze s vahou g, ., absorbovat fonén v stave qs, resp. emitovat fonon v stave —qs. Vysled-
kom oboch takychto proceéov je prechod elektronu do stavu |k’), pricom sa podla (67) v rozptylovom
procese musi zachovat kvazihybnost, pozri obrazok 30. Teda, hoci fonén nenesie mechanickt hybnost
(pozri 1.10), v rozptylovych procesoch sa sprava, akoby niesol kvazihybnost.%? Ak pracujeme v tzv. roz-
$frenej zoéne, t.j. ak vlnové vektory neobmedzujeme na prvi Brillouinovu zénu, potom mdzeme vSetky
K polozit rovné nule, pretoze stavy |k) a |k + K) st ekvivalentné. Ak v8ak pracujeme iba v 1. Brillou-
inovej zoéne, potom rozptylové procesy typu “umklapp” (ide o tie procesy, kedy hybnost rozptyleného
elektrénu k + q lezi mimo 1. Brillouinovej zény) musime popisat kone¢nou hodnotou K. V dalsom

*
vyklade budeme pouzivat symetriu funkcie (gf{’k,> = g/ > POzri cvicenia.

Odhad véazobnej konstanty g, ,, v kove pre roztyl na dlhovinnych akustickych fonénoch

Velkost gy, ., odhadneme nahradenim Blochovych funkcii rovinnymi vlnami ¢y (r) = %e"‘k'r. Integra-

ciou per partes vo vztahu (69) dostaneme

U h
gog=—i—

w \ 2Mwg, T (70)

kde Ug = [ d®rU(r)e~ 9T je Fourierova komponenta atoméarneho potencialu a vg je objem jednotkovej
bunky krystalu. Zaviedli sme tiez prenesent hybnost q = k' — k a zjednodugené oznacenie gi, 1, = gq-

69 Ak by sme namiesto elektronu skimali neutron a jeho interakciu s kmitmi mriezky, jeho rozptyl by bol opiit popisany
vztahmi (68) a (69). Zakon zachovania kvazihybnosti sme pouzili pri diskusii nepruzného rozptylu v krystaloch v I.11.

OVsimnime si, Ze v krystali st kinematicky dovolené napriklad aj také umklapp procesy, pri ktorych elektrén povodne
smerujici doprava po absorpcii fonénu idtceho doprava napokon smeruje dolava (pozri obrazok 30). Vdaka tomu sa
hybnost v zviazanej ststave elektrénov a fonénov nezachovava (kedze sa odovzdéava krystalu ako celku) a napriklad
elektricky odpor moéze nadobudat koneéna hodnotu.
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Vsimnime si, Ze vdaka faktoru eqs - q v tomto modeli existuje nenulova vézba medzi elektrénmi a
fononmi len pre pozdizne fonony, t.j. pre jedint vetvu s =||.

Ak teraz budeme predpokladat, Ze potencial U(r) v kove je odtieneny zhruba na atomarnej vzdia-
lenosti a teda ma velkost ~ U v objeme ~ vy, potom v dlhovlnnej limite ga < 1 (kde a je mriezkova

konstanta) dostaneme odhad Fourierovej komponenty Uy ~ Uwvg. Pre velkost vidzobnej konstanty g(‘l‘ v
dlhovlnnej limite tak dostaneme odhad

hq
I~ 71
‘gq’ ] [UH’ (71)

kde v je rychlost pozdlzneho zvuku. Viimnime si, Ze viizobna konstanta gq mMa rozmer energie a je
intenzivnou veli¢inou (nezavislou od objemu V krystalu). V dalsom vyklade bude doélezité, ze pre ¢ — 0

plati gt‘l‘\ o /¢, teda vizba medzi elektronmi a akustickymi fonénmi vymizne. Tento vysledok je pri-
rodzeny, pretoze fonény v tejto limite krystal nedeformuji.

Systematicka zoolégia elektrén-fonénovych vizieb
O interakcii medzi elektronmi a fonénmi existuje bohatéa literatura, v ktorej l'ahko mozno zabludit. V tomto odstavci sa
pokusime o klasifikiciu réznych typov véizby v dlhovlnnej limite.

Akustické fondny. Deforméaciu krystalu dlhovlnnymi akustickymi fonénmi je vyhodné opisovat pomocou (pomaly sa
meniaceho v priestore) tenzora deformacie u;;. Nenulovy tenzor deformacie moze implikovat nenulové vnutorné elektrické
pole E, pri¢om pre kartézske zlozky plati u;; = >, dijr Er, kde dijr je tzv. piezoelektricky tenzor. Vézba medzi elektronmi
a akustickymi fonénmi v nepiezoelektrickych materidloch s d;;x = 0 sa kvalitativne lisi od vysledkov pre piezoelektrické
materialy s d;;r # 0, preto oba pripady preskimame oddelene.

V materidloch s d;jr = 0 sa obvykle predpoklada, Ze zmena energie elektrénov je Zij Dijuiz, kde D;j; st tzv.
deformacné potencialy. Ked'Ze pre fonon s vlnovym vektorom g a amplitidou u je ui; o qu, dostavame odtialto |gg| o ql/2
pre pozdlzne aj prietne mody, v zhode s vysledkom (71). Deforma&né potencidly stvisiace so zmenou objemu Y. wg
st obvykle vidsie nez potencialy pre &mykové deformacie, preto obvykle dominuje viizba s pozdlznymi fonénmi, ktoré
moduluja hustotu, opéat v zhode s vysledkom (71).

V piezoelektrickych materidloch s d;jx # 0 mozno elektrické pole pre fonén s vlnovym vektorom ¢ a amplitidou u
odhadniat ako FE o qu. Preto vizobna energia (imerna elektrostatickému potencialu ¢ o« u) Skiluje ako gq o< g Y2, teda
vézba na dlhovinné fonony (pozdfine aj prie€ne) je vyrazne silnejsia nez v materialoch s d;jr = 0.

Optické fonény. V i6novych krystaloch mozno vizbu medzi elektronmi a pozdlznymi optickymi fonénmi odhadnat
pomocou (70). Kedze v izolujucich krystaloch ionovy potencial U(r) nie je tieneny, v takomto pripade U, o« ¢~ 2, ¢o
spolu s wq =const vedie k tzv. Frohlichovej interakcii g, oc ¢~ *, ktora je singularna v limite ¢ — 0 (viac detailov &itatel
najde v IIL.9). Co sa tyka interakcii optickych fonénov s elektronmi vo vsetkych ostatnych pripadoch (nepolarne krystaly
a/alebo tienené interakcie a/alebo prie¢ne mody), Yu a Cardona na str. 135 uvadzaju, Ze ich mozno popisat deforma¢nym

potencidlom.

Hamiltonian zviazaného systému elektréonov a fonénov

Skiimajme najprv izolované elektronové a fonénové podsystémy v dokonalom krystali. Pre jednoduchost
sa pri popise elektrénov obmedzime na jediny blochovsky pés; preto jednoelektrénové stavy budi
&islované vlnovym vektorom k a projekciou spinu o. Predpokladajme dalej, Ze krystal je tvoreny
Bravaisovou mriezkou s jednoatémovou bézou, pricom hmotnost iénov je M. Fondénové stavy budu
¢islované vlnovym vektorom q a indexom vetvy s = 1,2, 3. Hamiltonién systému nezavislych elektrénov
a fonénov mé potom tvar

1
HO = ZEkCTkUCkO- + Z hqu [agsaqs + 2:| 5 (72)
ko qas

kde c;r( , & Cko st kreacné a anihila¢né operatory pre elektrony v stave ko. Podobne alls a aqs s fonénove
kreacné a anihila¢né operatory.

KedZze v kmitajicej mriezke existuje poruchovy potencial 6V (r) pdsobiaci na jednotlivé elektrony,
interakciu N elektronov s fonénmi mozno opisat operatorom Hj, = Zf\i 1 6V (r;), ktory podla vieobec-
nych pravidiel na prepis jednocasticovych operatorov do jazyka druhého kvantovania moZno zapisat
v tvare Hing = )y o (kK + q|6V\k>cL +qoCko- Ak teraz vyuZijeme vysledok (68) pre maticovy element
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(k + q|6V k), hamiltonidn popisujuci interakciu elektronov a fonénov mézeme zapisat v tvare
1
Hin = Vi Z Z gi7k+qcf{+qackg(aqs + atqs). (73)
k,o0 q#0,s

Teda interakcie medzi elektronmi a fonénmi mozno interpretovat ako rozptyly elektréonov spdsobené
absorbciou alebo emisiou fonénov, pricom v zrazkovych procesoch sa zachovéava celkova kvéazihybnost
systému elektrony + fondny.

Vysledny hamiltonian zviazaného systému elektronov a fononov je sti¢tom ¢lena popisujiceho volné
elektréony a fonony Hy a vazbového ¢lena Hiyg, Cize H = Hg + Hipg.

Energia zviazaného systému elektrénov a fonénov

V naSich avahach budeme predpokladat, Ze interakény ¢len Hjy je malou poruchou oproti velkému
¢lenu Hy. Cielom tohto odstavea je odvodit formulu pre energiu mnohocasticového stavu [i), ktory je
vlastnym stavom Hj, do druhého radu poruchovej teorie podla Hiy. KedZe |¢) je vlastnym stavom
Hy, v tomto stave mame presne uréeny pocet elektronov a fonénov. Pre konkrétnost predpokladajme,
Ze stav [1) je definovany rozdelovacou funkciou pre elektrony fix, a rozdelovacou funkciou pre fonony
Ngs. V nultom rédde poruchovej teérie potom mame

Eo(¢) = ([ Hol)) = kaaswz Ngs + 3)

V prvom réade poruchovej tedrie plati Fq(¢) = (¢|Hing|t)). KedZe operator Hip, meni pocet fonénov,
stavy Hin|t0) a |¢) maji zarucene rozne poéty fonénov, &ize musia byt ortogonalne.” Preto E(v)) = 0.
Korekcia k energii druhého radu je dana vSeobecnym vztahom

_ oy I )P
B=2 2 Byl - B0y

. . . . L . + t 1 .
Operétor Hiy je vhodne vahovanym stctom operatorov ¢ +qoCkolas & C_ g, Ckolqs- Preto do vyrazu

pre F5(1)) budi prispievat iba tie stavy |x), ktoré mozeme pisat ako”

‘Xl:’a'yq75> = /]1\qu CL+ngkaaqs’w>7 |Xi(i:o'7q’3> = /Nis+1cL7ngkUaTqS|¢>'

Pre tieto dve moznosti dostavame nasledovné vysledky:

<X1;07q,s|Hint|w> = ﬁgi,k+qfka(1 - fk+qa)m,
<Xi(i»70-7q75 |H1I1t |¢> = ﬁgi7k—qfk0(1 - fk—qo) \/m’
pri¢om prislusné excitacné energie st
EO(Xl—:g,q,s) - E0<¢> = &k—q ¢k + hqu,
EO(XI:,U,q,s) - E0(¢> = €k+q — €k — hqu-

Ak tieto vysledky dosadime do vyrazu pre Es(1)) a naviac uvazime, Ze rozdelovacia funkcia fy, nado-
bida iba hodnoty 0 a 1, dostaneme pre korekciu k energii druhého radu napokon vyraz

Z Z |: T ‘2 fio (1 fk-i—qa)Nqs 4 ‘gﬁk ‘2 fxo(1 — fk—qa)(Nqs +1)
4 w—q

o oo — Ektq + Twgs €k — Ek—q — hwgs

"1V tejto prednaske pracujeme v tzv. opakovanej zone, preto nemusime explicitne vypisovat posunutia o vektory
recipro¢nej mriezky K.

"Tu je podstatné, ze |1) je vlastnym stavom Hp, a teda operatorov poétu fonénov vo vietkych modoch. Keby stav
[1) bol linedrnou superpoziciou stavov s roznymi poc¢tami fonénov, na§ argument by neplatil.

3 Pouzitim zndmych maticovych elementov operatorov aqs a afls medzi stavmi s Ngs & Ngs £ 1 fonénmi Tahko na-
hliadneme, Ze stavy Xy , 4.4 @ |x;0,q75> st normované na jednotku, pozri cvicenia.
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Prispevok tmerny Ngs pochadza od procesov, v ktorych je fonén qs v rozptylovom procese pohlteny.
Prispevok tmerny Ngs + 1 pochadza od rozptylov spojenych s emisiou fonénu. VSimnime si, Ze tento
prispevok méze byt nenulovy aj v systémoch bez fonénov. Ngs+1 interpretujeme ako stucet stimulovane;
emisie (t.j. emisie imernej Ng,) a spontannej emisie. S podobnym pripadom sa stretneme aj pri studiu
luminiscencie.

Do druhého radu v elektron-fonénovej interakeii Hiy pre celkovi energiu stavu |1) zadaného roz-
delovacou funkciou pre elektrony fi, a rozdelovacou funkciou pre fonény Ngs teda plati:

E = ka05k+Z<Nqs+;>hqu
ko qas

1 2 fka(l - fk-l—qU)Nqs 2 fka(l - fk—qa)(Nqs + 1)
+ — L + |98 . (74
N %: q;):s |:‘9k,k+q‘ Ex — 5k+q + hqu ‘gk’k q| €k — Sk_q — hqu ( )

Prvy riadok predstavuje energiu volnych elektrénov a fonoénov; posledny ¢len je doésledkom elektrén-
fonénovych interakeii.

Cvicenia
1. Ukazte, ze vizobna funkcia mé nasledovnu symetriu: (gi’k,)* = gis )- Névod: vyuzite vlastnosti polarizaénych vektorov
(eqs)” = e_gs a symetriu wqs = W_qs.

2. Ukazte, ze vazba medzi elektrénmi a fonénmi je tmerna faktoru (ﬂ)l/ *

M
14 Vigbu s dlhovlinnymi fonénmi (71) prepiste pomocou Bohmovej-Staverovej

. Navod: vo v8eobecnom pripade ukéZzte
pomocou (69) tmernost faktoru M~

f I g \"/? (my1/4

ormuly (77) na tvar |gq| ~ U (E) ().

3. V dlhovlnnej limite najdite zavislost od q vizobnej konstanty gy i1 pre rozptyl blochovského elektrénu zo stavu k do

stavu k4 q na fonone z vetvy s. Skiimajte nasledovnych 8 pripadov: (tienené alebo netienené interakcie medzi elektronmi

a ionmi) x (akustické alebo optické mody) x (pozdizne alebo prie¢ne mody). Rozhodnite, za akych podmienok je ten-

ktory pripad relevantny.

4. Ukazte, ze stavy |xia’q,s> st normované na jednotku.

5. Pomocou poruchového vyrazu (74) ukazte, Ze energia zakladného stavu zviazaného systému elektronov a fonénov je

niz8ia nez energia neinteragujucich elektréonov a fonénov.

6. Nech |¥) je vlnova funkcia zdkladného stavu zviazaného systému elektrénov a fonénov, pocitand do druhého radu

podla Hiy. D4 sa ukazat, Ze stredna hodnota akejkol'vek veliciny X, ktora komutuje s Hp, je do druhého radu podla

Hi,: dana vztahom o | >|2
T|X|W) = (0]X [ Hine0)
(W]X|) = (0]X]0) + ‘X;m (B — Fo)?

kde |0) je zékladny stav a |x) st excitované stavy neinteragujticeho systému elektronov a fonénov. Pouzitim tohto vy-

[(xIXTx) = (0[X]0)],

sledku ukazte, ze stav |¥) obsahuje: kone¢ny pocet fonénov, koneény pocet elektronov nad Fermiho energiou a koneény

pocet dier pod Fermiho energiou.

16 Interakcia elektréonov s fonénmi 2

V tejto prednaske ukazeme, ze v dosledku elektron-fonénovej vizby dochédza k zmene (tzv. renormali-
zéacii) disperznych zakonov pre elektrony a fonény. Vypocitame tiez dobu Zivota elektronov spdsobentt
rozptylom na fonénoch. Napokon sa oboznamime s fonénmi indukovanou elektréon-elektrénovou inte-
rakciou.

Renormalizacia spektra elektréonov

Spektrum elektronov v kove budeme pre jednoduchost skiimat v systéme s teplotou T' = 0, t.j. budeme
predpokladat, Ze pre pocet fonénov plati Ngs = 0. Energiu €k, elektréonu v stave ko nad Fermiho
plochou (t.j. pre k > kr) budeme definovat pomocou prirastku dF celkovej energie (74) pri zvySeni
poctu elektréonov 4§ fi, o jednotku:

_ OF 1 1— 7Y v,
0 fxo N Kds €k — €k — Nwi/_ks €k — €k — hwyr ks

kde sme vyuzili symetriu wqs = w_qgs a namiesto vSeobecnej distribu¢nej funkcie sme zobrali fy, = fl(() .
Podobne moZno postupovat aj pre k < kg, kedy naopak vyberame elektron zo studovaného systému.
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Obr. 31: Vlavo: geometria typického rozptylového procesu medzi stavmi k a k' v blizkosti Fermiho plochy. Vpravo:
porovnanie disperznych zakonov pre volné elektrony (Giarkovana krivka) a pre elektrony naviazané na fonény (plna
krivka).

Odteraz budeme predpokladaft, Ze energia ¢astic na Fermiho ploche je nulova,™ t.j. €k = 0.V
nasich vypoc¢toch sa budeme zaujimat o elektrony blizko Fermiho plochy, pretoze, ako sme ukézali
napriklad v [.12 a [.18, vSetky nizkoenergetické vlastnosti kovov s urcované prave tymito elektrénmi.
KedZe fononové energie st obvykle malé oproti Fermiho energii, velké prispevky k renormalizécii
energie (t.j. malé menovatele) dostaneme iba vtedy, ked aj vlnovy vektor k’ je blizko Fermiho plochy.
V takom pripade je uzitoéné sumu cez k’ nahradit integralom podobne ako v (59), t.j.

L; —uw [aN ) [N [ [T (75)

kde df? je element priestorového uhla v hybnostnom priestore. Predpokladali sme pritom, Ze na studo-
vanej energetickej skale mozno hustotu elektronovych stavov N(e) nahradit jej hodnotou na Fermiho
ploche N (0). Tak dostaneme

- dQ 2 de’ ’ de’
=ex+ N E —|g° -
kT K (0)20 - / 47 l97(0)] [/0 ex — &' — hws(6) /_oo ' —ex — Iws(0)

Predpokladali sme pritom pre jednoduchost, Ze elektréonovy disperzny zakon je izotrépny, a teda Ze
Fermiho plocha mé tvar gule s polomerom kp. Naviac, kedZe k aj k’ lezia blizko Fermiho plochy a
teda ich dlzky mozno aproximovat ako kp, velkost prenesenej hybnosti ¢ = |k’ — k| mozno odhadnat
iba z rozptylového uhla 6 medzi k a kK’ zo vztahu g = 2kpsin(6/2), pozri obrazok 31. Predpokladali
sme tiez, Ze frekvencia fonénového médu s zavisi len od dizky ¢ (a nie od smeru) vektora q, a preto
ws je iba funkciou rozptylového uhla 6.

Po explicitnom integrovani cez ¢’ dostaneme vyraz pre renormalizovanti energiu elektrénov’
- ds) 2, |ex — hws(0)

= N(O — 1O In | ———=|. 76

B = e+ <>vozsj/47r|g<>| | (76)

Vyraz (76) predstavuje hlavny vysledok tohto odstavca. Oznacme typicka fonénova frekvenciu wy.
Analyza disperzného zékona elektronov (76) sa zjednodusi v dvoch limitnych pripadoch:

Velké elektronové energie ex > hwo.
V tomto pripade elektrony sice nie st v bezprostrednej blizkosti Fermiho energie, ale kedZe Fermiho energia e je obvykle
omnoho vic¢sia ako Debyeova energia hwg, stale mdzeme predpokladat, Ze elektrony sa nachédzajua blizko Fermiho plochy,

"Takato volba je v literatire obvykla, pretoze v grandkanonickom formalizme energiu Gastic ) nahradzame kombi-
néciou €x — i, kde p je chemicky potencial, ktory je pri 7" = 0 totozny s Fermiho energiou. Pripominame, Ze energia je
zakazdym definovana az na aditivnu konstantu.

"SIntegraly cez &' diverguju pri |’ — oo. Tato oblast je viak nefyzikalna, pretoZe vyraz pre £x bol odvodeny za
predpokladu, #e ¢’ sa nachiddza blizko Fermiho plochy. Integraéné hranice oo preto musime zamenit za £A, kde A je
energeticka skala, ktora je velka oproti fononovym energiam, ale stale mala oproti Fermiho energii. Pokial sa zaujimame
o stavy elektronov s energiami ex nanajvys porovnatelnymi s fonénovymi energiami, potom Tahko nahliadneme, Ze
vysledok pre €k iba slabo zéavisi od volby A.
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a teda odvodenie vysledku (76) ostava v platnosti. Taylorovym rozvojom pravej strany (76) do 1.radu podla sa

rovnica (76) zjednodusi na tvar ex = (1 — ax)ek, kde

~ 2N(0)wo A o o u? h*vi{e?)
=Y [ O hen0) ~ e L

€
I k

V radovom odhade sme pouZili vyraz pre hustotu stavov N(0) = 435’; (pozri napr. 1.12) a zjednoduseny model pre
vizobnt konstantu (71). Predpokladali sme tiez, Ze nvg ~ 1 a strednt hybnost prenesent v rozptylovom procese sme
oznadili {¢?) = 4k% (sin?(0/2)).

Teraz ukadZeme, Ze v limite ex > hwo plati ax <K 1, EiZze zmenu spektra elektrénov mozno zanedbat. Prenesent
hybnost odhadneme ako (¢*) ~ k%. KedZe v typickych kovoch je polomer Fermiho plochy kg porovnatelny s rozmerom

Brillouinovej zony, odtialto dostaneme (h2vﬁq2> ~ h2wd. Ak zaroveii uvazime, Ze € > hwo, dostaneme nerovnost

ax K

- M ———. Pri odhade velkosti vyrazu na pravej strane tejto nerovnosti pouzijeme Bohmov-Staverov vysledok (pozri
M
napr. IV.5) pre rychlost pozdlzneho zvuku v kove

2
Ak budeme naviac predpokladat, ze vSetky elektronové energie s radovo rovnaké, t.j. U ~ e, dostaneme napokon

2 R ) )
epMoT ~ 1, teda dokaz je hotovy.

Malé elektronové energie gy << hwy.
V tomto pripade moZno vyraz (76) Taylorovym rozvojom pravej strany do 1.radu podla hwik(e) zjed-

nodusit na tvar £ = (1 — \)ey, kde sme zaviedli bezrozmerni konstantu elektron-fonénovej vizby A,
ktora hra dolezitt tlohu napr. v teorii supravodivosti (pozri cvicenia):

d |g°(0 U?
A= . 78
Z/ 3 EFMUﬁ ( )

Fermiho vlnovy vektor kg je dany iba poctom elektrénov, a preto ostava nezmeneny aj v pritomnosti
nenulovej elektron-fononovej interakcie. Renormalizaciu disperzného zékona v blizkosti Fermiho plochy
teda moZeme interpretovat ako renormaliziciu Fermiho rychlostl ex = Up(k —kp) alebo renormalizaciu
hmotnosti vp = ﬁkF . Nase vypocty teda ukazuju, ze % = . KedZe na odvodenie tohto vysledku
sme pouzili poruchovu tedriu, vysledok plati iba pre A < 1.76

Ako moZno interpretovat zmenu efektivnej hmotnosti elektréonov? Obvykle sa tento vysledok inter-
pretuje nasledovne. Hmotnost m je hmotnostou elektrénu vo vakuu, alebo tzv. “holého elektréonu”. Na
druhej strane, hmotnost m je hmotnostou elektronu naviazaného na kmity mriezky, ktory si mozno
predstavit ako holy elektrén a s nim spojeny “fonénovy oblak”; t.j. deforméaciu mriezky v blizkosti
elektronu. Systém “holy elektréon 4 fonénovy oblak” nazyvame “obleenym elektrénom”; alebo
kvazicasticou. V tomto obraze, kedZe elektron si so sebou nesie fonénovy oblak, je prirodzené oca-
kavat, Ze jeho zotrvacna hmotnost je vacsia. Iny pohlad na tu istu skutocnost je taky, Ze elektron sa
musi pretlac¢at cez mriezku, a preto je efektivne tazsi.

Doba zZivota elektrénov

Dalsim dosledkom kone¢nej vizby medzi elektronmi a fonénmi je konecnost doby Zivota elektréonov:
elektron pripraveny povedzme v stave k nad Fermiho plochou s energiou e moZe emitovat (alebo
absorbovat) fonon a skoncit v stave k/ # k. Pomocou Fermiho zlatého pravidla teraz vypocitame dobu
zivota elektronu v stave ko s energiou e > 0, teda ziadame k > kp.”’ Zaujimame sa pritom len o
elektrony v blizkosti Fermiho plochy, t.j. ziadame ey < ep. Vypocet budeme pre jednoduchost robit
pri teplote T' = 0, kedy jedinym typom rozptylovych procesov, ktoré mézu nastat, je rozptyl spojeny s
emisiou fononu. Skumajme teda rozptylovy proces s nasledovnymi pociatoénymi a koncovymi stavmi,
ktoré st vlastnymi stavmi operatora Hy:

i) = el [FS)0Vpn;  |f) = el |FS)al_10.0)pn,

"®Napriklad v olove viak A nadobuda hodnotu medzi 1.2 a 1.7, pozri T. Keller et al., Phys. Rev. Lett. 96, 225501
(2006). Vdaka tzv. Migdalovej vete moZno zviazany elektron-fonénovy problém studovat v podstate presne aj v tomto
pripade, pozri IV.10. V takto vylepsenej teorii dostaneme vysledok %* = 1+ )\, ktory sa v8ak pre A < 1 zhoduje s nami
odvodenym vysledkom.

""Stale pouzivame konvenciu, podla ktorej je ex = 0 na Fermiho ploche.
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kde | F'S) oznacuje zaplnené Fermiho more a |0)p, je vakuum pre fonony. Podl'a Fermiho zlatého pravidla
je pravdepodobnost rozpadu pociato¢ného stavu |i), pre ktory plati Hyli) = Fj;|i), dana nasledovnou
sumou cez vietky myslitelné koncové stavy |f), pre ktoré plati Ho|f) = Ef|f):

1 2
— = T S i) 8(By - E).
!

Tk
Po uvazeni explicitného tvaru operatora Hiy, a stavov |i) a |f) odtialto dostaneme

1 2r 1 .2
n AN Z |giere|” (1= fi)d(ew — exc + hwio —xs)-
k's

Tk

Vsimnime si, Ze vdaka zakonu zachovania energie je energia rozptyleného elektronu ey = ey — hwyr k5.
Tato energia musi byt kladna, lebo rozptyleny elektron musi skoncit mimo Fermiho plochy. Teda
pociatocny elektréon musel mat energiu vacSiu, nez je energia emitovaného fononu. Elektrony v tesnej
blizkosti Fermiho plochy preto mézu emitovat iba akustické fonény. Pripomenime tieZ, Ze aj rozptyleny
elektron sa musi nachadzat v tesnej blizkosti Fermiho plochy.

Vo vSeobecnom pripade by si dalsi vyklad vyZzadoval numerické vypocty. Preto sa obmedzime na
modelovy pripad, v ktorom frekvencia akustickych fonénov vo vetve s je dana vztahom wy; = vsk s
izotropnou rychlostou zvuku vg. Okrem toho budeme predpokladat, Ze Fermiho plocha ma tvar gule s
polomerom kp a Ze Fermiho rychlost je konStantné na celej Fermiho ploche.

Kedze vektory k a k’ sa nachadzaja v tesnej blizkosti Fermiho plochy, dlzka vektora k’ — k bude
dominantne zéavisiet od uhla 6 medzi k a k', pricom |k’ — k| & 2kp sin g, pozri obrazok 31. Sumu cez
koncové hybnosti elektronu k’ teraz nahradime integralom cez energie a cez priestorovy uhol podla
(75). Tak dostaneme

L= 2T N0 / Y lror /OOO de'd(&’ = 21+ oy (6),

Tk h

kde sme zaviedli oznacenie hws(0) = 2hvskpsin(f0/2) ~ hvskpf, pricom priblizna rovnost plati pre
malé uhly 6. Integral cez ¢’ mozno trivialne vykonat a ako vysledok dostavame

1 2

— =5 VO / i 19O © e — han(0). (79)

kde ©(z) je Heavisideova funkcia, t.j. funkcia definovana vztahmi ©(z) = 1 pre x > 0 a ©(x) = 0
pre x < 0. Heavisideova funkcia popisuje uz spominani skuto¢nost, ze energia elektronu musi byt
vadsia, nez energia emitovaného fononu. Vsimnime si d'alej, ze v limite e < fuwg (kde wp je maximalna
akustické frekvencia) existuje pri rozptyle na akustickom mode s maximélny rozptylovy uhol 6, dany

vztahom hwg(0s) = ek, ktory preto mozno odhadnit ako 05 = hv?;cp'

Ak teraz vyuZijeme f dQ) = f027r dp foﬂ dfsin 6 a explicitne vykoname integraciu podla ¢, pre dobu
zivota elektréonu dostaneme

1 T O 2
— ~ —N(0)vg / dfsin 6 |g°(0)|" .
LEvomy | 9°(6)]
Pri dalsom postupe sa obmedzime na prispevok pozdiznych akustickych fonénov a pouzijeme odhad
elektron-fononového maticového elementu (71), v ktorom za prenesent hybnost vezmeme g ~ kpf. Pre
dobu zivota elektrénu dostaneme

h U?hkp

— ~ N(0 -
Tk ( )UO MUH

2 3
3 U €k

03 ~
Il nUOEFM’Uﬁ (77,U||]€F)27

kde sme v druhom kroku hustotu stavov odhadli vztahom N (0) ~ % Ak teraz budeme predpokladat,
7ze méme zhruba 1 elektréon na elementarnu bunku, potom nvg ~ 1 a maximalnu fonénovi frekvenciu
mozeme odhadniit ako wo ~ v)kr, pretoze Fermiho vinovy vektor je vtedy porovnatelny s rozmermi
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fonénovej vizby (78), pre dobu Zivota elektronu dostaneme napokon

ako bezrozmernu konstantu elektrén-

Brillouinovej zény. Ak naviac identifikujeme kombinéciu

LN
Tk (hwo)?

Pozndmka 1. Analyzovali sme dobu Zivota elektronu pri T = 0, ale pri konecnej energii. M4 zmysel
sa pytat na dobu Zivota v opacnom pripade: skimajme elektrén presne na Fermiho ploche, t.j. pre
ex = 0, ale pri konecnej teplote T'. D4 sa ukazat, Ze v takom pripade % o T3, teda rolu energie astice
hra teplota systému.

Pozndamka 2. V limite |ex| — 0 existuje rychlejsi rozptylovy proces ako nami uvazovana emisia fono-
nov: na konci tejto prednasky ukazujeme, ze dosledkom vézby medzi elektrénmi a fondénmi je existen-
cia (fonénmi sprostredkovanej) elektron-elektronovej interakcie. Podla (58) preto v tejto limite plati
% o 512{ + (7T)?. V&imnime si, Ze neurcitost energie elektréonu % je omnoho mensia ako jeho energia
ek. To znamena, Ze v limite nizkych energii je elektron dobre definovanou ¢asticou.

Odpor

Pri diskusii o vplyve neusporiadanosti na elektréonové stavy sme poukézali na to, Ze dobu Zivota elek-
trénov nemozno vo vSeobecnosti stotoznit s relaxaénym ¢asom vstupujicim do Drudeho formuly pre
vodivost. Videli sme, Ze rozptylové procesy treba vahovat faktorom zohladnujtcim zmenu rychlosti v
danom rozptylovom procese. V najjednoduchsom pripade izotrépneho disperzného zakona stacéi rozptyl
o uhol 8 vahovat faktorom 1 — cosf. Pre transportny relaxaény ¢as elektronu s energiou ¢ > 0 pri
teplote T' = 0, ktory sa rozptyluje na dlhovinnych akustickych fonénoch, tak dostaneme:

; [ wsnoigor
— ~7N(0)v dfsin @ |g°(0 1——cosf) ~ \—F—
=N Owy [ (O (1 = cost) ~ A

Ked energiu e nahradime teplotou, dostaneme T—’ZY o T°.V intervale teplot T < hwg preto o¢akévame,
Ze rozptyl na kmitoch mriezky dé prispevok k mernému odporu pej—pn o T5. Da sa ukazat, Ze v limite
vysokych teplot T > hwy je teplotna zavislost merného odporu pej—pn o< 1. Zavislost pe—pn od teploty
v celom intervale teplot od T' < hwgy po T > hwg popisuje tzv. Blochova-Griineisenova formula.

Efektivna elektréon-elektronova interakcia
V kvantovej mechanike sa ukazuje, ze Fermiho zlaté pravidlo pre pravdepodobnost prechodu pod vplyvom poruchy
Hiy z vlastného stavu |i) neporuSeného systému, pre ktory plati Holi) = F;|i), do vlastného stavu |f), pre ktoty plati

Ho|f) = Ef|f), mozno zovseobecnit do vyssich rdadov poruchovej teorie. Pre tuto pravdepodobnost mozno odvodit
vysledok
271' "2
Pri = 2 T2 82 — B,

kde operator T je dany vztahom

1

1
T:Hin Hin - Hin "
¢+ ¢ E¢7H0+Z77 tEi7H0+Z’I7

Hint +Hint Hint 4+ ...

1
EifH()+’L'17

Ukazeme, ze vdaka prispevku druhého radu v Hiny k T medzi elektronmi vznika efektivna fonénmi indukovana interakcia.
Jej fyzikdlna povaha je nasledovna: jeden z elektrénov interakciou s mriezkou vybudi fonén, ktory je nasledne druhym
elektronom absorbovany. Elektrony si teda vymienaja virtualne fonény. Takyto pohlad na mechanizmus interakcie je
dobre znamy v kvantovej teorii pol'a, podla ktorej si kazdu interakciu predstavujeme ako vymenu virtualnych ¢astic.

gtudujme zrazku dvoch elektronov pridanych k Fermiho moru, t.j. rozptylovy proces medzi nasledovnymi stavmi |z)
a[f):

i) = clgch [FS) 0 1) = ol qrchoal ES)0)on.

V nasom vyklade budeme predpokladat, Ze interakcia medzi elektronmi a fonénmi je slaba. V takom pripade bude vel'kost
maticového elementu (f|T|i) uréend prvym nenulovym prispevkom v rozvoji podla Hi,:. Lahko nahliadneme, Ze prvy
nenulovy prispevok je

L Hisdm) o Hi)
(1) 2 4 Ve gy Hinel) = > g

Preto do uvahy pripadaji dva typy medzistavov:

1) = clepqrepy [FS)al g l0hpn;  Ima) = el g [FS)a,[0)on
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s energiami E,,, — E; = €x4q — €k + fwgs & Em, — By = €p_q — €p + Iwqgs. Maticovy element pre elektron-elektronovy
rozptyl preto je

1 1
T E +
(fIT']é) Y k+a9p.p—a [61‘ — Ekiq — hwgs | €p — Ep_q — hwgs
Zo zékona zachovania energie Ey = E; vyplyva, ze Ae = ex — €k+q = —€p + €p—q, teda ak jeden elektrén v rozptylovom

procese strati energiu Ae, druhy elektron musi takuto energiu ziskat. Maticovy element pre elektron-elektrénovy rozptyl
potom moéZeme zjednodusit na tvar

. 1 . s . 2hwqs
(fIT|i) = N ng,k+q(9p—q,p) m

kde sme vyuzili symetriu (gp_q.p)" = gp.p—q maticovych elementov. V zjednoduSenom modeli zavedenom v II.8 sme
predpokladali, Ze maticovy element zavisi iba od prenesenej hybnosti, gi 14 = gq- V takomto modeli Tahko nahliadneme,
7€ Gixerq(9p—ap)” = 195]° > 0. Preto fonénovou vymenou indukované efektivna interakcia medzi elektréonmi je pritazliva
pre procesy s malou prenesenou energiou |Ae| < fiwgs.

Ak k efektivnej interakcii medzi elektronmi pripoc¢itame aj tienené coulombovské odpudzovanie medzi elektrénmi,

pre vyslednu elektron-elektréonova interakciu v zjednodusenom modeli dostaneme

2

_ e 2hwqg
Ve = QEo(q2 ¥ k2 Z' q| (ﬁqu)2'

V pripade, Ze pritazliva zlozka celkovej interakcie je dostato¢ne silnéd, v kove dochédza k tvorbe Cooperovych parov a

nésledne vznika supravodivy stav, pozri napr. IV.5,6,10.

Vplyv elektrénov na fonény
Energiu iwgs fonénového modu qs v interagujicom systéme budeme definovat pomocou prirastku celkovej energie sys-
tému JFE pri zvySeni po¢tu fonénov v systéme 0 Ngs o jednotku:

SE fio(1 = fictao) fro(1 = fiao)

- 1 s
hedas = 0Ngs = was + N; “9k,k+q’ €k — Ek+q + Awgs Jr’ Gle Je— q’ €k — Ek—q — wgs

Vyraz pre hivgs mozno zjednodusit, ak v druhom prispevku k renormaliza¢nému ¢lenu urobime zadmenu sumacnej pre-

2 . 3 ‘s .
mennej k — k 4+ q a ak vyuzijeme symetriu ‘gk k+q’ ‘gi+q’k’ . Ak sa naviac obmedzime na rovnovaZzne rozdelenie
elektrénov fie = f2 pri teplote T = 0, dostaneme

~ 2 s f‘O _fo
hgs = hwgs — NZ |gk,k+q|2 6kk+q—k
k

12
~ hwgs — | g2 .
— €k+q + Mwgs as — |9a|” x(d, was),

0
kde sme zaviedli tzv. elektronovi polarizovatelnost x(q,w) = N >k Ekfk:k ‘1 Ji‘ﬁ KedZze fonénové energie st omnoho
a
mensie ako elektronové, pre konené q obvykle stadi uvazovat tzv. staticka elektréonovi polarizovatelnost x(q,0). Pre

izotropny systém s disperznym zékonom ex = Zit‘f sa explicitnym vypoctom da ukazat, ze funkcia x(q,0) s rasticim

q monoténne klesa. Pri ¢ = 2kr je tento pokles nekonecéne rychly, ¢o sa pri dostato¢ne silnej elektron-fonénovej vézbe
moze prejavit ako tzv. Kohnova anomalia disperzného zakona fonoénov pri ¢ = 2kr. Napriklad v olove, ktoré ma silnu
elektréon-fonénovia vizbu, bola tato anomalia experimentalne pozorovana.

Vyraz pre renormalizaciu spektra fonénov mozno zapisat v tvare hiqs = hwqs(l — €qs), kde €qs = Xx(Q, wqs) 72 log|”
je bezrozmernéa vézobné konstanta pre moéd qgs. PresnejSia analyza renormalizécie spektra fonénov vedie k vysledku
hgs = hwgsy/1 — 2€qs, ktory sa v8ak v limite slabej vizby £qs < 1 redukuje na nas vysledok. Pre £qs > 1/2 sa
frekvencia fonénového moédu qs stava imaginarnou, t.j. faktor e~ ™Wast v gase rastie. To znamen4, Ze pri prilis silnych
interakcidch medzi elektrénmi a fonénmi dochadza k spontannej deformécii (tzv. Peierlsovej nestabilite) mriezky.

Dalsim (menej dramatickym) dosledkom elektron-fononovej vizby je jej prispevok ku kone¢nej dobe Zivota fonénov.
Napriklad v IV.6 ukazujeme, ako zo zmeny tlmenia ultrazvuku po prechode do supravodivého stavu mozno ziskat infor-

maciu o supravodivom systéme elektréonov.

Cvicenia

1. Overte vyraz (78) pre bezrozmernu vizobni konstantu A a pomocou Bohmovej-Staverovej formuly (77) ukazte, ze A
nezévisi od hmotnosti iénov. Tento vysledok je dolezity v teorii supravodivosti.

2. Pojem kvéziCastice je relevantny aj pre systémy s coulombovskymi interakciami. Co hra rolu fonénového oblaku v
coulombovskom plyne?

3. Analogicky ako pre elektrony s k > kp vypocitajte dobu Zivota diery. Navod: za pociatoény stav vezmite Fermiho
more minus jeden elektron v stave ko, kde k < kr a teda ex < 0. Ukazte, ze i x |z—:k\3,

4. Ukazte, ze vysledky (79) pre dobu Zivota elektronov a (76) pre zmenu spektra elektronov mozno zapisat jedinym

vztahom 5 heos (9) ]
s(0) —ex —in
_ — N(0 Ws\V) T Ek 7 0
i Z2 = et vo/ Z' hw5(9)+6k—|—in’
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kde 7 je infinitezimélna kladna energia. Korekény ¢len na pravej strane sa nazyva vlastna energia elektronu. Jej realna
Cast popisuje zmenu disperzného zakona elektréonu, kym imaginarna cast popisuje jeho dobu Zivota. Navod: vyuZzite, Ze
pre logaritmus komplexného &isla z = |z’ plati Inz = In |z| + i¢.

5. Rieste Boltzmannovu rovnicu pre elektrony rozptylované na fonénoch a dokézte platnost Blochovej-Griineisenovej
formuly pre teplotna zavislost merného odporu.

6. Bezrozmernii kongtantu popisujicu renormalizaciu elektronov mozno zapisat ako sucet prispevkov jednotlivych fo-
noénovych moédov, A = > A;. Aky je vztah medzi As a bezrozmernymi konstantami £qs popisujtcimi renormalizaciu
fonénov? V akom pripade moze pre fonémovy mod platit A\s > %? Navod: najprv ukazte, ze v dlhovlnnej limite plati
x(@,0) = 2N (0)vo.

7.7 Ukazte, ze 1D kovy sii nestabilné voci statickej deformécii mriezky s vinovym vektorom @Q = 2kr, kde kr je Fermiho
vinovy vektor (Peierlsova nestabilita). Navod: predpokladajte, Ze v kove existuje statickd deformacia u(z) = uo sin Qx,
ktora generuje potencidlnu energiu pre elektrony U(x) = Dg—”;, kde D je tzv. deformaény potencial. V priblizeni takmer
volnych elektronov ukaZte, Ze na Fermiho ploche sa otvori energetickd medzera 2A = DuoQ a vypocitajte zmenu energie
systému elektronov § Eei(A) ako funkciu A. Vypoditajte tiez narast elastickej energie 0 Eelast(A) v dosledku deforméacie
krystalu. Ukazte, Ze minimum celkovej energie 0 F = §Fel + 0 Eclast sa realizuje pri kone¢nej hodnote A bez ohladu na
vel'kost deformacéného potencialu D. Ukazte, Ze Strukturu a elektrické vlastnosti polyacetylénu mozno vysvetlit pomocou

Peierlsovej nestability.

17 Dielektricka funkcia krystalov

V prednéskach 1.21,22 sme Studovali optické vlastnosti izotropnych materidlov. Naviac sme zanedbali
priestorovii zéavislost elektrického pola svetelnej viny, pretoze vinova dlzka svetla je obvykle omnoho
vidsia nez mikroskopické dlzky. V tejto prednaske budeme optickti odozvu materidlov analyzovat bez
tychto zjednodusent.

Symetrie dielektrického tenzora

Zlozka vektora polarizéacie P;(r,t) v bode r v ¢ase t vo v8eobecnosti zavisi od hodnoét elektrického pola
vo vietkych bodoch v predchadzajucich ¢asoch. Ak predpokladame, ze skiimany systém je homogénny™®
a v Case sa nemeni, potom bude platit

Pi(r,t) :eo/d3R/ drai;(R, 7)Ej(r — R, t — 1),
0

kde a;j(R,7) meria odozvu zlozky i polarizacie na zlozku j elektrického pola v ¢ase o 7 skorSom
v mieste posunutom o R. V tejto predniske pouZivame Einsteinovu sumac¢ntu konvenciu, t.j. podla
opakujucich sa indexov (v danom pripade ide o kartézsku stradnicu j) sa sumuje.

Ak teraz budeme predpokladat harmonicky ¢asopriestorovy priebeh elektrického pola, t.j. Ej(r,t) =
Ejoeiq'r_i“t, potom pre elektrickil indukciu D = ¢gE + P dostaneme jednoduchy algebraicky vztah

D;(r,t) = eo€ij(q, w)Ej(r, t),

kde sme zaviedli tzv. relativnu permitivitu alebo ekvivalentne dielektricka funkciu

€ij(q,w) = 0;; +/d3R/O dTaij(R,T)efiq'RHwT. (80)

Stoji pritom za zmienku, Ze pre vSeobecné (t.j. nie harmonické) ¢asopriestorové priebehy vztah medzi
D a E nemoZno redukovat na algebraicky vztah. Pripominame tiez, ze z faktu, ze v (80) vystupuje
integrécia iba cez kladné ¢asy (t.j. Ze odozva P na pric¢inu E je kauzalna), vyplyvaju tzv. Kramersove-
Kronigove vztahy pre funkciu odozvy €;;(q,w), pozri 1.21. Napokon, dielektricky tenzor e;;(q,w) je

"8Pripominame, Ze polarizacia je hustota dipélov. Nage predpoklady st o¢ividne splnené v plynoch a kvapalinach. V
idealnom krystali musime pod P;(r,t) rozumiet napriklad hustotu dip6lov stredovant cez elementarnu bunku. Keby sme
cheeli vybudovat tedriu platna aj v rontgenovskej oblasti spektra, t.j. keby sme chceli popisat braggovské odrazy, museli
by sme namiesto funkcie a;; (R, 7) zavislej iba od rozdielu saradnic uvaZzovat o funkcii a;;(r,r — R, 7) zavislej jednak od
stradnic r miesta, kde meriame polarizaciu, ako aj od stradnic r — R miesta s budiacim polom.



81

komplexny. Realna zlozka popisuje odozvu vo faze s budiacim polom, kym imaginarna zlozka popisuje
odozvu posunuti o 7/2 vo¢i budiacemu polu, pozri I.21.

KedZe koeficient timernosti medzi redlnymi veli¢inami a;;(R, 7) je realny, komplexnym zdruzenim
defini¢nej rovnice (80) pre €;;(q,w) Iahko overime nasledovni symetriu dielektrického tenzora:

eij(q,w)* = qj(—q, —w). (81)

Na druhej strane, pomocou Kubovej formuly mozno ukazat (pozri II1.10), Ze pre systémy invariantné
voéi otoceniu ¢asu (T-invariantné systémy) plati

€ij(q,w)” = €j(q, —w), T-invariantné systémy. (82)

Ak naviac predpokladame, Ze tudovany systém je invariantny voci priestorovej inverzii (P-invariantné
systémy), potom bude platit o;;(—R,7) = (R, 7). V takomto pripade dostaneme d'alsiu podmienku

€ij(—q,w) = €5(q,w), P-invariantné systémy. (83)
V systémoch so symetriou voéi ¢asovej aj priestorovej inverzii teda plati
€ij(d, w) = €5i(q,w) T a P-invariantné systémy. (84)

Optické frekvencie

Funkcia odozvy a;;(R, 7) vystupujtca v definitnom vztahu (80) pre dielektricka funkciu zbiera infor-
méciu o elektrickom poli z typickych vzdialenosti Ry a ¢asov 7. Pri optickych (a nizgich) frekvenciach
je dlzka vlny (aspoii stovky nanometrov) obvykle omnoho viicsia nez (obvykle mikroskopicka) dizkova
skala Ro, t.j. ¢Ro < 1 a podla defini¢ného vztahu (80) preto €;;(q,w) = €;;(0,w). Pri diskusii o optic-
kych vlastnostiach preto obvykle pracujeme s dielektrickym tenzorom ¢;;(0,w), pre ktory podla (81)
vo vSeobecnosti plati €;;(0,w)* = €;;(0, —w). V T-invariantnych systémoch je podla (81, 82) opticky
dielektricky tenzor parny, t.j. €;(0,w) = €;;(0,w). Vo zvysku tejto prednasky budeme zavislost dielek-
trického tenzora od q zanedbavat (okrem odstavca o optickej aktivite).

Neumannov princip
Nech S je priestorovou symetriou Studovaného krystélu, ako napriklad rotécia alebo zrkadlenie. Potom
S mozno jednoznacne urcit zadanim matice S;;, ktora popisuje transformaciu stradnicovych osi zo
starych hodnét z; na nové hodnoty z;, ; = Sijz;. V maticovom zépise mézeme pisat X = Sx.
Obmedzime sa pritom na sktimanie transformacii nemeniacich dlzku vektorov, preto ziadame, aby
matica S bola ortogonélna, t.j. STS =1. Vsetky veli¢iny E;, ktoré sa transformuju ako stradnice, t.j.
pre ktoré plati E; = S;;E; alebo maticovo E = SE, nazyvame vektormi. Prikladom vektorovej veli¢iny
je napriklad elektrické pole. Aplikujme teraz operaciu symetrle na vztah D; = ¢;;F;, ¢ize maticovo
D = ¢E. Na jednej strane, kedze D; je vektor, mozeme pisat D = ¢E = S¢E = SeS”SE = SeS”E.
Ale v zrotovanej stradnicovej ststave musi zéroven platit D = ¢E. Porovnanim oboch vyrazov pre
D dostaneme vzfah medzi dielektrickymi tenzormi v oboch ststavach € = SeS”, alebo v explicitnom
zépise po zlozkach

EAZ‘; = Siksjlekl- (85)

Vsetky veli¢iny, ktoré sa transformuju podla (85), nazyvame tenzormi (druhého radu).

Podl'a v8eobecného tzv. Neumannovho principu sa pri operacii symetrie fyzikalne vlastnosti
systému nesmu zmenit. Tento princip je viac-menej o€ividny (neplati vSak, ak dojde k spontannemu
naruseniu symetrie). V naSom pripade teda musi pre v8etky operacie symetrie platit rovnost

€ij = €ijs pre vdetky operacie symetrie.

Thato rovnost moZzno pouzit na zjednoduSenie tvaru dielektrického tenzora v krystaloch. Napriklad:

(i) nech krystal je invariantny voé&i rotacii R(z,90°) okolo osi z 0 90° popisanej maticou

0 -1 0
R(z9°) =1 0 o |.
0 0 1
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Potom v zrotovanej suradnicovej stustave plati €22 = Rax Roier = €11. Ale kedZze podla predpokladu je R(z,90°) opera-
ciou symetrie krystalu, musi byt €22 = e22. Preto dosledkom symetrie R(z,90°) je symetria €22 = €11.

(ii) nech krystal je invariantny voci zrkadleniu M (yz) voéi rovine yz popisanému maticou

-1 0 O
M(yz) = 0o 1 0 |,
0 0 1
potom v zrkadlovo symetrickej stiradnicovej sustave plati €12 = MipMojer = —e12. Zaroven vsak musi platit, kedze

zrkadlenie M (yz) je symetriou systému, €12 = €12. Preto dosledkom symetrie M (yz) je symetria €12 = 0.

V dalom vyklade sa pre jednoduchost obmedzime na $tadium T-invariantnych systémov, kedy
matica €;;(0,w) je symetrickd. Ak sa naviac obmedzime na taku frekvenéni oblast, v ktorej je matica
€j(0,w) rydzo realna, potom méame do ¢inenia s redlnou symetrickou maticou. Preto vieme, Ze existuje
ortogonalna transformécia, ktora tenzor €;;(0,w) zjednodusi na diagonalny tvar:

€rz O 0
€ij = 0 Eyy 0
0 0 €,y

Inymi slovami, pre kazdy T-invariantny kry$tal musi existovat suradnicova sustava, v ktorej je realny
dielektricky tenzor diagonalny. Lahko sa presved¢ime, Ze pritom existuju tri moZnosti popisané v ta-
bulke 2.

opticky izotrépne krystaly €, = €yy = €22 kubické krystaly
jednoosé krystaly €xx = €yy 7 €2,  tetragonalne, hexagonalne, trigonalne krystéaly
dvojosé krystaly €xx 7 €yy # €. ortorombické, monoklinické, triklinické krystaly

Tabulka 2: Klasifikicia T-invariantnych krystalov podla optickych vlastnosti. Predpokladame pritom, 7e v skimanej
oblasti frekvencii krystaly neabsorbuju svetlo.

Sirenie svetla v anizotréopnych médiach

Predpokladajme, 7e polia E,D, B, H maja harmonicky ¢asopriestorovy priebeh oc e’@T~%t kde q je
komplexny vlnovy vektor, ktorého imaginarna zlozka popisuje tlmenie viny (pozri 1.21). Maxwellove
rovnice pre pole v médiu bez (externych) budiacich nadbojov a pridov sa potom redukuji na tvar

aqxH+wD = 0, q-D=0,
gxE—-wB = 0, q-B=0.

Predpokladajme naviac, Ze Studované médium je opisané materidlovymi vztahmi
D; = egeij Ej; Bi = poH;,

t.j. zanedbajme magneticki odozvu, pretoze tato je pri optickych frekvenciach obvykle mala. Naso-
benim rovnice pre Faradayovu indukciu zlava faktorom gqx a vyuZitim materidlového vztahu pre B
dostaneme q x (q X E) — powq@ x H = 0. Ak sem namiesto i-tej komponenty (q x H); dosadime po-
mocou rovnice pre posuvny prud a materidlového vztahu pre D vyraz —egwe;; E;, s vyuzitim identity
z vektorovej algebry a x (b x ¢) = b(a-c) — c(a-b) nakoniec dostaneme vlnova rovnicu pre elektrické

pole
2

L w
Mz’jEj = 0; Mij = giq; — q2(5ij + cjeij' (86)
Pre uplnost uvedme, Ze z Coulombovho zakona q - D = 0 vyplyva dalia rovnica pre elektrické pole:

KedZe vlnova rovnica (86) je sadou troch homogénnych linedrnych rovnic pre tri nezname F;, ne-
trividlne rieSenia existuji iba v pripade, ked determinant matice M;; je nulovy. RieSenfm rovnice
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det(M;;) = 0 dostaneme pre zadant frekvenciu w a zadany smer vlnového vektora n mozné velkosti
komplexnych vlnovych vektorov q.

Dvojlom

Sktimajme Sirenie svetla v krystali pri fixovanej frekvencii a smere Sirenia vlny. Predpokladajme, Ze
dielektricky tenzor €;; je pre skiimani frekvenciu realny a kladny. Potom vlnovy vektor q moZno
nahradit redlnym vlnovym vektorom q.

Pracujme v pravouhlom stradnicovom systéme x,y,z, v ktorom je realny symetricky tenzor e;;
diagonalny. Zdlhavym, ale priamo¢iarym vypotom sa mozno presvedéit, Ze rovnica det(M;;) = 0's
maticou M;; danou vztahom (86) je kvadratickou rovnicou pre q?, teda pre kazdy smer Sirenia existuju
vo v8eobecnosti dve prie¢ne polarizované viny.

Pre jednoduchost sa d'alej obmedzime na pripad, kedy sa svetlo §iri povedzme v smere osi z krystalu.
Lahko nahliadneme, Ze v tomto $pecidlnom pripade je matica M;; diagonalna s prvkami

2

w
CTex:p 0 0
2
J— w 2

M;j = 0 =y — 4 , 0
w 2
0 0 Z€z —(

Existuji dve netrividlne rieSenia vlnovej rovnice M;;FE; = 0, pre ktoré je zaroven splnend pod-

mienka (87). Pre elektrické pole polarizované v smere osi y dostavame rieSenie pri ¢ = % s indexom
lomu ny, = ,/€,,. Na druhej strane, pre elektrické pole polarizované v smere osi z dostéavame riesenie
pri ¢ = 2= s indexom lomu n, = /e, .79 Zavislost indexu lomu od polarizéacie nazyvame dvojlomonmn.
Komplikovanej$imi pripadmi dvojlomu, pri ktorych sa svetlo $iri vo vSeobecnom smere, sa v tejto pred-
naske nebudeme zaoberat.

Optickd aktivita

Pri analyze optickych javov sme doteraz dielektrickti funkciu €;;(q,w) aproximovali jej hodnotou
€ij(0,w) pre vlnovy vektor q = 0. Teraz preskiimame dosledky konecnej velkosti q. Opat vsak za-
nedbéavame absorpciu svetla v materiali a predpokladame, Ze vlnovy vektor je realny. Kedze vektor q
je maly, modzeme dielektricky tenzor hladat Taylorovym rozvojom (80) do 1. radu podla q:

€ij(q,w) = €;(0,w) — ivijn(w)qr; Yijk(w) = / dTeiWT/ngaij(RaT>Rk-
0

V&imnime si, Ze tenzor v;;; moze byt nenulovy iba v materidloch, ktoré nemaja centrum inverzie.
Z realnosti funkcie a;(R, 7) vyplyva, ze 'ﬁjk(—w) = 7ijk(w). Na druhej strane, z (predpokladanej) 7
invariancie (82) vyplyva, Ze 7}, (—w) = —vjix(w). Porovnanim pravych stran oboch vyrazov dostaneme,
ze musi platit v, (w) = —v;ir(w), teda tenzor ;1 (w) je antisymetricky v prvych dvoch indexoch.

V dalgich uvahach budeme pre jednoduchost predpokladat, Zze skiimané médium je izotrépne. V
takom pripade sa vztah D; = €pe;; E; redukuje na tvar D = ¢y (egE + ivq x E), pretoze v systéme
existuji iba dva vyznacné smery: E a q.89 Dielektricky tenzor preto musi mat nasledovny tvar:

€ij(a,w) = €rdij — 1Y€k Gk, (88)

kde €;;, je uplny antisymetricky tenzor radu 3, pricom €;,, = 1. Veli¢ina v mé rozmer dlzky; o¢akavame,
7e vq < 1. Z podmienky izotropnosti vyplyva, Ze Studovany materidl musi byt alebo kubicky krystal
alebo tekutina. V naSom vyklade sa obmedzime na Stidium tekutin.

Aby mohla byt hodnota v nenulova, tekutina nesmie mat centrum inverzie, teda musi obsahovat
molekuly, ktoré nemaji centrum inverzie. To vSak nestaci: molekuly musia byt naviac chiralne. Objekt
volame chiralnym, ak objekt, ktory z neho dostaneme operaciou inverzie, nemoéze byt otodeniami a
posunutiami stotozneny s povodnym objektom. Chirdlne objekty teda existuju v dvoch modifikacidch

"Vgimnime si, Ze okrem tu popisanych riefeni v tvare prie¢nych vin ma systém rovnic (86,87) aj pozdizne riesenie
E. # 0 (t.j. pozdlzny plazmoén), ale iba pri frekvencii, pri ktorej €z (q,w) = 0.

80Podobny argument pouZivame v cvi¢eniach pri kongtrukeii dielektrického tenzora v P-invariantnych izotrépnych
systémoch. Vd'aka P-invariancii v8ak v takych systémoch nie je pripustny ¢len amerny prvej mocnine q.
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s opacnou chiralitou. Typickym prikladom st pravotoc¢iva a lavotociva $pirala. Prispevok ku koeficientu
~v od molekil s opa¢nou chiralitou je opacny. Nenulovi hodnotu v v tekutindch preto dostaneme iba
v pripade, Ze po¢ty molekil s opaénymi chiralitami st v tekutine rézne. Vsimnime si, Ze ak tekutina
obsahuje molekuly, ktoré st sice bez centra inverzie, ale nie st chirdlne, potom sa netrividlne d¢inky
rézne orientovanych molekil nevyhnutne navzajom kompenzuja. Preto predpoklad o chiralite molekul
bol kl'acovy.

Sktmajme Sirenie svetla cez izotropne opticky akivne médium s dielektrickym tenzorom (88) po-
vedzme v smere osi z, t.j. predpokladajme q = (¢,0,0). Potom matica M;; z rovnice (86) nadobudne
tvar

R 0 0
2 . 2
Mj=1 0 ‘er—q¢ -
0 i Lep- g

Podmienku det(M;;) = 0 pre existenciu netrivialnych rieSenf mozno zapisat v tvare

2 2 2 2
Cen— iy ) (yer— ey ) =0
c2 c2 c2 c? '

Ak predpokladame, ze eg > 0, potom existuju dva typy rieSeni pri fixovanej frekvencii w: vynulovanim
prvej zatvorky dostaneme jeden pripustny vinovy vektor g > 0 a podobne vynulovanim druhej zat-
vorky dostaneme druhy pripustny vlnovy vektor g_ > 0. Indexy lomu pre &irenie zodpovedajicich vin
su
cq+ (W)Q W W
neg = —= _— 4+ — =~ ./ + =
S Rt 2c 2c RE9e
kde v pribliZznej rovnosti sme predpokladali slabti opticku aktivitu yw < c. Lahko overime, Ze tymto
dvom indexom lomu zodpovedaju nasledovné konfiguracie elektrického pola:

0 w2 w2 0 0 w2 w2 0
M| 1 |= <C2€R_q2+7q62> 1] M| 1 ]= (CzeR—QQ—vq@) 1
/ i —i —i
To znamend, Ze &irenie avotocivej kruhovo polarizovanej viny E(r,t) = (0, E,iE)e'+*~%! a pravoto-

¢ivej kruhovo polarizovanej viny E(r,t) = (0, E, —iFE)e' -7~ pri tej istej frekvencii popisujii rozne

indexy lomu. Takyto jav sa nazyva kruhovou dvojfarebnostou (anglicky circular dichroism). Ako
je zndme z elementarnej optiky, jednym z désledkov kruhovej dvojfarebnosti je optickd aktivita, t.j.
stacanie roviny polarizacie linedrne polarizovaného svetla.

Cvic¢enia

1. Okamzita vychylku z(t) klasického tlmeného harmonického budeného externou silou F(t) moZno zapisat v tvare
x(t) = [;° dra(r)F(t — 7) analogickom s (80). Vypo¢itajte funkciu odozvy a(r). Cim je dany typicky cas 70? Navod:
najprv vypocitajte odozvu na harmonicku silu.

2. D4 sa ukézat, Ze charakteristicka dlzka Ro v kove je min(“£, £), kde vr je Fermiho rychlost a £ = vp je strednd volna
draha elektronov. Odhadnite minimélnu frekvenciu, pri ktorej v skinovom jave za¢na hrat rolu nelokélne efekty. V tejto
oblasti frekvencii hovorime o anomélnom skinovom jave. Navod: porovnajte Ro a skinova hibku vniku, pozri 1.22.

3. a) Dokazte, ze v P-invariantnych izotrépnych systémoch mozeme dielektricky tenzor popisat dvomi funkciami € (¢%,w)
a ey (g% w):

qiq; qiq;
eij(q,w) = ¢ (‘ﬁ@# +ei(q’,w) (6@- - ;2 ) :

Navod: dokazte, Ze uvedena formula je konzistentna s definiciou tenzora €;;(q,w) = SikSji€eri(q,w). D4 sa ukazat, ze v
P-invariantnych izotropnych systémoch méame k dispozicii jediny vyznacny smer: smer vektora q. Preto mame k dispo-
zicii iba dva tenzory, d;; a ¢iq;.

b) Ukazte, Ze ¢leny timerné €| a e, popisuji pozdlznu a prie¢nu odozvu. Dalej ukazte, ze v dlhovlnnej limite ¢ — 0 musi
platit €;; o< d;5, a preto dielektrické vlastnosti st popisané jedinou dielektrickou funkciou € (0,w) = €1 (0,w) = €r(0,w).
4. Pomocou Neumannovho principu dokazte vysledky z tabulky 2 pre hexagonélne krystaly.

5. Ukazte, Ze rovnica det(M;;) = 0 s maticou M;; danou vztahom (86) je (pre zadany smer Sirenia vin) kvadratickou
rovnicou pre ¢2.

6. Pomocou Boltzmannovej rovnice v priblizeni relaxaéného ¢asu vypocitajte prudovi hustotu jqweiq""*i“t, ktora v

h2K?

elektronovom plyne s disperznym zakonom ey = “3 - indukuje prie¢ne elektrické pole E(r,t) = Eqoefar it

, a najdite
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tzv. prie¢nu vodivost definovani vztahom jqo = 01 (q,w)Eqw. Navod: distribu¢na funkciu elektronov hladajte v tvare

flr,k,t) = f2 + gie’¥™ ™" a predpokladajte konstantny relaxaény Cas.

18 Polariza¢na katastrofa

V 1.22 sme Studovali rézne polarizaéné mechanizmy. Postup bol zakazdym®' rovnaky: predpokladali
sme existenciu lokalnych polarizovatelnych objektov a tudovali sme polom indukovany dipélovy mo-
ment. Za elektrické pole E,,, ktoré posobi na skimané polarizovatelné objekty, sme pritom brali tzv.
makroskopické pole vnutri vzorky, t.j. pole spriemerované cez elementarnu bunku. V tejto prednaske
naSe Uvahy spresnime tym, ze za E, vezmeme tzv. lokdlne pole Ei‘fk, t.j. redlne existujice pole v
mieste polarizovatelného objektu. V druhej casti prednasky ukazeme, ze Mottov prechod kov-izolant
mozno chéapat ako priklad tzv. polariza¢nej katastrofy.

Rozdiel medzi lokdlnym a makroskopickym polom

V makroskopickej elektrodynamike ozna¢uje E(r) hodnotu elektrického pola spriemerovanu cez ele-
mentarnu bunku okolo bodu r.82 Lokalne pole v danom bode priestoru E°%(r) je vo vieobecnosti
rozne od E(r). Izolanty v externom poli E®* si 7 elektrického hladiska mozno predstavit ako sadu
dipolov p;. Lokélne pole E°%(r) v akomkolvek bode priestoru mozno preto pocitat nasledovne:

1 3r‘(p'-l")—7“-2p-

lok __ xt 1\P1 7 i
EPk — E° +4moz —
r; 720 g

kde r; st polohové vektory dipélov p; voéi studovanému bodu. Pre makroskopické pole E naopak

plati
B — B 4 1 /d3r3r(P -r) —r’P
4dmeg rd

i

kde r je opét polohovy vektor spajajici Studovany bod s bodom, v ktorom existuje polarizacia P, t.j.
(cez elementarnu bunku) ustrednena hustota dipolov.
Preto medzi lokdlnym a makroskopickym polom v dielektriku existuje vztah

Elok _ | _ 1 Z 3ri(pi - i) — r2p; B /d3r3r(P -r)—r’P
- 5 5
4meq ) T r
V&imnime si, Ze pre velké vzdialenosti od §tudovaného bodu mézeme sumu cez dipély nahradit integ-
ralom cez polarizaciu, a preto velké vzdialenosti neprispievaji k rozdielu medzi E'°% a E. Tento rozdiel
preto mozno odhadnit ako rozdiel sumy a integralu pre vzdialenosti » < R, kde R je vhodne zvolené
makroskopické Skéla.
Predpokladajme, Zze R mozno volit tak, aby vnitri gule s polomerom R boli dip6lové momenty
rovnaké, p; = p, t.j. makroskopicka polarizicia vnutri gule P je konstantna. Potom mézZzeme pisat

Elok —E+ Emikro _ EP,

kde EP je makroskopické pole vnitri homogénne polarizovanej gule s polomerom R a polarizaciou P
a Emikro je sticet poli od dipolov vnitri tejto gule.

Viypocet pola EP. Pre elektrickt indukciu vnutri gule plati D = ¢E + P, kym vonku gule mame
D = ¢yE. Maxwellove rovnice pre elektrické pole mozno pisat v tvare®3

V-E=0;, VxE=0.

81 Okrem polarizacie volnych elektréonov.

82V tomto odstavci pre zjednodusenie zapisu explicitne nevyznacujeme frekvenéné zavislosti poli.

83Prva rovnica vyplyva z V- D = 0 a z homogenity polarizacie, V - P = 0. V druhej rovnici zanedbavame indukény
¢len, predpokladajic dostatocne nizke frekvencie.
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Ozna¢me vnutro gule ako oblast 1 a vonkajSok ako oblast 2. Okrajové podmienky pre elektricku
indukciu a intenzitu v bode R na povrchu gule moZno pisat v tvare

Dl-R:DQ-R; E1XR=E2XR.
Lahko moZno overit, Ze riesenim Maxwellovych rovnic je nasledovné rozlozenie elektrického pola:

Y a2
B, — —LP; B, — 1 3r(p-r)—r°p
3€0

 dre 7o ’

kde p = %T(RSP je dipolovy moment celej gule. Inymi slovami, pole vonku gule je totozné s polom
dipolu a pole vnutri gule je homogénne, pricom EP = E; = —%P. Toto elektrické pole mozno alter-
nativne interpretovat aj ako dosledok existencie ndboja na povrchu gule s plosnou hustotou P - n, kde
n je vonkajsia normala v bode na povrchu gule.

Vijpocet pola E™X. Vypocet urobime pre pole v mriezkovom bode jednoduchej kubickej mriezky s
mriezkovou konstantou a. Nech p = (py, py, p-). Pocitajme napriklad zlozku pola v smere osi x:

Z’: 3i(ips + jpy + kp2) — (% + 52 + k*)pa

Emikro — 1
x degas (i2 + j2 + k2)5/2 ’

1,5,k

kde ¢iarka nad sumou znamena obmedzenie i + 2+ k* < (R/a)?. Zaroveil musime samozrejme vylaéit
prispevok bodu i = j = k = 0, t.j. pdsobenie dip6lu na seba samého.
Pri vypocte pola E™K° pouzijeme nasledovné identity, ktoré vyplyvaji z kubickej symetrie:

/ .. !/ . / ] / .2 ’

g ik i j 'S

L Eap i T R @ Y D @i T @A R T 2 @ R
Lahko nahliadneme, ze EMK = (. Analogickym postupom méZeme postupovat aj pre ostatné kompo-
nenty vektora E™ 5 napokon dostaneme vysledok E™K© = (. Tento vysledok je dosledkom vysokej
symetrie kubického systému a vo v8eobecnosti neplati. AvSak v izotrépnych systémoch ako napr. kva-
paliny a plyny, ktorych symetria je este vyssia ako kubické, tento vysledok zostava v platnosti.

Po uvézeni vysledkov pre EP a E™ napokon dostaneme Lorentzov vztah medzi makroskopic-
kym polom E a lokalnym polom E!°* v bode s asponi kubickou symetriou:

1
E°X=E+ —P. 89
+ 3e0 (89)

D4 sa ukazat, Zze podstatny rozdiel medzi mikroskopickym a makroskopickym vypoctom elektrického
pola je v tom, Ze v mikroskopickom vypocte explicitne vynechavame podsobenie dipélu na seba, kym v
makroskopickom vypocte je toto posobenie pritomné.®?

Clausiova-Mossottiho formula

Pri vypocte dielektrickej funkcie si treba uvedomit, Ze stredna hodnota indukovaného dipélového mo-
mentu je odozvou na lokalne pole, a preto p, = €0, E%%, kde v, je tzv. polarizovatel'nost objektu.
Ak hustotu polarizovatelnych objektov oznacime n, potom vztah pre susceptibilitu nadobudne tvar

P, (r) = ) El%(r),

kde sme zaviedli elektrickit susceptibilitu al = n,, ktorii sme v 1.22 pocitali pomocou jednodu-
chych modelov. V makroskopickej teorii viak potrebujeme poznat elektricku susceptibilitu a, defino-
vanu ako funkciu odozvy na makroskopické pole:

P, (r) = egay,Ey(r).

84Naozaj, poitajme strednt hodnotu elektrického pola (E) v malej guli s objemom vy okolo jedného z dipolov. Pole
(E) poé&itajme ako sucet prispevku (Eyon) od dipélov vonku zo skimanej gule a prispevku (Eany) od dip6lu p vnatri gule.
V ugebnici J. D. Jackson: Classical Electrodynamics sa ukazuje, Ze prispevok (Eyon) k strednému pol'u od dipélov vonku
zo skimanej gule je rovny polu, ktoré tieto dipoly generuja v strede gule, t.j. v nasom pripade (Evon) = 0. Na druhej
strane, Jackson tiez ukazuje, Ze prispevok k strednému polu od dip6lu vnutri gule je vo(Ednu) = —%p. Makroskopické
pole teda treba stotoznit s polom (Eyon) + (Ednu), kym lokalne pole je totozné s (Eyon).
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Ak vyuzijeme definiéné vztahy pre oy, a o a Lorentzov vztah (89), pre makroskopicki susceptibilitu a,
dostaneme vyjadrenie pomocou lokélnej susceptibility al, ¢ize tzv. Clausiovu-Mossottiho formulu:

(07

Q= —%—.
1—3zad

Wl g ©

V&imnime si, 7e v systémoch s malou susceptibilitou a? < 1 plati a,, ~ a2, t.j. rozdiel medzi lokalnym
a makroskopickym polom moZno zanedbat. To sa tyka napriklad plynov, kde hustota n je mala. Ak
vyuzijeme defini¢ny vztah pre elektricktt permitivitu e(w) = €(1 + o), potom Clausiovu-Mossottiho
formulu moZno pisat alternativne v tvare

e oy _1
e(w) + 2¢o 3 3

Pripominame, Ze obe formy Clausiovej-Mossottiho formuly platia len pre kvapaliny, plyny a tie krys-
taly, pre ktoré plati Lorentzov vztah (89).

Polariza¢na katastrofa

Skumajme staticku dielektricka funkciu e, = €(0) systému polarizovatelnych ¢astic so statickou polari-
zovatelnostou ;. V limite riedkeho plynu mame a? = nys < 1 a vtedy as ~ al. Pri zahustovani plynu
lokélna susceptibilita o rastie. V pripade, kedy a2 — 3, makroskopicka susceptibilita a; diverguje a
hovorime o polariza¢nej katastrofe. Divergentné susceptibilita sa moZe realizovat dvomi sposobmi:

e Systém sa spontanne spolarizuje aj v nulovom externom poli: feroelektricka nestabilita.
e V bode prechodu zaniknu viazané stavy kladnych a zapornych ndbojov: prechod izolant-kov.

Mottov prechod kov-izolant
V tomto odstavci budeme prezentovat alternativny pohlad na Mottov prechod kov-izolant, pozri ka-
pitolu 14. UkaZeme, Ze tento prechod mozno chapat ako prejav polarizacnej katastrofy.

Pre konkrétnost sa obmedzime na dopovanie typu n. Nech koncentracia dopantov je n a nech v
izolujicom stave obsadzuju dopované elektrény vodiku podobny zékladny stav s atémovym polomerom

ap = ——ag,
kde ap je Bohrov polomer, €, je relativna permitivita izolujicej matrice a m, m* st hmotnosti elektrénu
vo vakuu a v krystali. Opét teda pracujeme s efektivnym hamiltonidnom pre obalkové vinové funkcie
v pribliZeni izotropnej efektivnej hmotnosti a zanedbdvame mozné degeneracie dna vodivostného pasu.

Dopovany polovodi¢ mozeme na dizkovych gkalach porovnatelnych s ap chipat ako kontinuum s
relativnou permitivitou €,, v ktorom sa nachadzaju polarizovatelné primesi. Medzi indukciou a inten-
zitou elektrického pola preto plati vztah D = €pesE + Pimp, kde Piy,p je prispevok k polarizacii od
primesi. Nagim cielom je najst relativnu permitivitu eg dopovaného polovodica, definovanii vztahom
D = ¢pegE. Porovnanim oboch vyrazov pre D pre izotrépne systémy dostéavame vztah

imp

EQE '

€ER = €5 +

Staticka polarizovatelnost vodiku podobnych viazanych stavov dopovanych elektronov, t.j. koefi-
cient Gimernosti v, vo vztahu p = ey, E'X, mozno pocitat pomocou poruchovej teorie. Ak predpokla-
dame, Ze dopované elektrony su v zakladnom stave, potom dostaneme (pozri cvi¢enia)

vs = 18me,(a’)3.
Preto pre prispevok k polarizacii od primesi plati

0galok
Pimp = e0esa EOF,

w O

kde sme zaviedli susceptibilitu primesi ol = 18wn(a})>.
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Na druhej strane, kedZe v nami Studovanom pripade st nabojové hustoty tienené faktorom e,
Lorentzov vztah (89) medzi lokdlnym a makroskopickym polom nadobudne tvar (pozri cvicenia)

1
Ef* = E+ — P,
+ 3epes P

Ak pomocou tohto vyrazu vylacime lokalne pole E°% zo vztahu pre Piy,p, pomocou vysledného vztahu
medzi Piyp a makroskopickym polom E napokon najdeme hladany vyraz pre relativnu permitivitu

dopovaného polovodica:
€Er=¢€s |1+ S) .
3 1-a9/3

Teda pri dosiahnuti hodnoty ag = 3 relativna permitivita diverguje, ¢o mozno interpretovat tak, Ze
elektrony prestavaji byt viazané k primesnym atémom a nastava prechod z izolantu do kovu. Prechod
nastane pri kritickej koncentracii n., ktortt mézeme odhadniit z podmienky o = 3. Tak dostaneme

1\ 1/3
n3ay = <67T> ~ 0.38.

Je pozoruhodné, Ze odhad vychadzajuci z predstavy o polarizacnej katastrofe (t.j. nestabilite izolantu)
je takmer totozny s odhadom n,l;/ 3a*B ~ 0.36, ktory bol v kapitole 14 odvodeny z tivah o nestabilite

kovu. Obrazok 32 ukazuje, Ze experimentéilne data pre mnozstvo dopovanych polovodicov s atémovymi

1/3

polomermi v rozmedzi 1 az 1000 A mozno velmi dobre fitovat formulou ng ap = 0.26, v kvalitativne;
zhode s jednoduchou tedriou zaloZenou na predstave polarizacnej katastrofy (alebo, ekvivalentne, na
Mottovej tedrii). Uvedeny fit plati pre zmeny koncentracie v rozmedzi 6smich radov!

Obr. 32: V rovine so stradnicami n. (t.j. kritickd koncentracia n. dopantov) a a}; (efektivny Bohrov polomer) st
znazornené experimentélne data pre rézne dopované polovodice v §irokom intervale n. a a. Experimentéilne data mozno

dobre fitovat formulou ni/g’a}g =0.26.%°

Cviéenia

1. Ukazte, ze vysledok vs ~ a% mozno odvodit aj z klasickej tedrie pre polarizovatelnost tesne viazanych elektronov,
2
podla ktorej s ~ Zj #, pozri napr. 1.22, ak za typicka energiu medzipasovych prechodov hw; vezmeme energiu
i
zéakladného stavu atéomu vodika a ak urobime odhad ¢; ~ e.
2. Pomocou makroskopickej elektrostatiky najdite vyrazy pre staticku polarizovatelnost: (a) dielektrickej gule s permi-
tivitou €g, (b) kovovej gule. Polomer gule nech je R. Vysledky porovnajte s polarizovatelnostou atoému.
3. Ako sa zmeni Lorentzov vztah, ak sa dipély nenachadzaji vo vakuu, ale v dielektriku s permitivitou €47
2
4. Pomocou poruchovej teorie skiimajte statickii polarizovatelnost primesného atému s hamiltonianom Hy = — an VAN
Tregeor Elektron nech sa nachadza v zakladnom stave a za poruchu vezmite interakciu atémového dipélu s vonkajsim
elektrickym polom. (a) Ukazte, Ze

_ 26" 5~ Olzin)(nl=10)
Vs = . E. — Eo y
n#0
kde suma bezi cez vietky excitované (aj delokalizované!) stavy primesného atému. (b) Pomocou tejto formuly zdovodnite

radovy odhad s ~ es(ajp)®. (c)* Ukazte, ze funkcia F(r,0,¢) = m;;?}% (r? 4 2a}r) cos 6 splita nasledovni identitu:

z|0) = [Ho, F]|0). Pomocou tejto identity dalej ukazte, ze vs = %<0|2F|0> a nakoniec odvod'te vysledok z prednasky.

858t0ji za zmienku, Ze obrazok 32 vyzera aZ prilis dobre: pouZita teéria polarizovatelnosti nezohl'adiiuje degeneracie
minim vodivostnych péasov ani anizotropiu disperznych zakonov. Dobry silad teoérie s experimentom moZze suvisiet s
metodikou odhadu aj, ¢o obvykle nie je priamo merané, ale iba odvodena veli¢ina.
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19 Optické vlastnosti i6novych krystalov

V tejto prednaske preskiimame optické vlastnosti iénovych krystalov, pricom sa zameriame na oblast
frekvencii, pri ktorych dominuje vizba elektromagnetického pola na iénové stupne volnosti. Z klasic-
kych tvah najprv odvodime formulu pre dielektrickt funkciu v dlhovlnnej limite a vo zvysku prednasky
analyzou tejto formuly ukiZzeme, Ze v i6novych krystaloch existuje novy typ kolektivnych excitacii -
polaritony. Zmienime sa tieZ o odrazivosti iénovych krystalov a o feroelektrickej nestabilite.

Susceptibilita i6novych krystalov

V tomto odstavci preskimame prispevok iénovych stupiiov volnosti k elektrickej susceptibilite i6-
novych kryStdlov. Obmedzime sa na Studium klasického modelu i6novych krystalov s dvomi opacne
nabitymi iébnmi v bunke. Pre konkrétnost majme na mysli krystal NaCl. Budeme skumat iba dlho-
vlnné optické fonony, kedy okamzitu konfigurdciu mriezky mozno popisat dvomi vektormi: vektorom
posunutia podmriezky atémov Na uy a vektorom posunutia podmriezky atémov Cl u_. Ak hmotnosti
ibnov oznac¢ime ako My, M_ a kratkodosahové sily medzi nimi popiSeme harmonickymi oscilatormi s
pruznostou K, potom pohybové rovnice pre iény nadobudnu tvar

My, = —-K(uy —u ) +QEP°, M i =-K(u_ —u,)— QE"°K

kde +@Q je i6novy naboj. Zavedme postupne relativhu vychylku u = uy — u_ podmriezky atémov
Na vocéi podmriezke atémov Cl, redukovanti hmotnost ﬁ = ﬁ + ﬁ a i6novu frekvenciu d)% = %

Pomocou tychto veli¢in sa pohybova rovnica redukuje na tvar

Q

i Elok _ 71-1,

= —Qfu+
kde posledny ¢len na pravej strane popisuje trenie, a teda konecéné straty. Ak teraz uvaZime, Ze v
pritomnosti kone¢nej vychylky u existuje v materiali nenulova polarizicia P = ni,,Qu, kde niop je
koncentréacia jedného typu ionov, a ak budeme predpokladat harmonicky ¢asovy priebeh EPK o e =%t
potom pre prispevok iénov k polarizacii dostaneme vyraz P" = eoa?onEIOk kde sme zaviedli lokalnu
ibnova susceptibilitu

0 o
o w) = on ,
fon () 02 — w(w +1i7)
pricom an = %32 Vsimnime si, Ze lokdlna iénova susceptibilita ma znamy rezonan¢ny tvar, ktory
je plne analogicky s vysledkom pre tesne viazané elektrony (pozri 1.22). Avsak, kedze frekvencie wr aj

% ~ 40 krat mensie neZ elektronové frekvencie.

Qion sU umerné ﬁ, ich hodnoty st zhruba
Dielektricka funkcia iénovych krystalov
V nasom vyklade sa obmedzime na stadium izolujtcich iénovych krystalov. K lokalnej susceptibilite
a? teda prispievajt tesne viazané elektrony a iony, ol = a2 . + ol . Ak sa dalej obmedzime na
stidium frekvencii porovnatelnych s iénovymi, potom ol ., moézeme povazovat za konstantu. Podla
Clausiovej-Mossottiho formuly preto pre dielektrickt funkciu plati, pozri cvi¢enia:

aO

er(w )_1_{—17(10/3

V&imnime si, ze funkcia egr(w) je charakterizovana tromi parametrami Qion, @7 a a2 ., ako aj tlmenim

7. Po jednoduchych, ale zdlhavych tpravach mozeme dielektrickt funkciu prepisat do tvaru

€swh — esow(w + i)
w? — w(w + i)

er(w) = , (90)

kde sme tri parametre Qjon, 07 a a?

core Nahradili tromi novymi parametrami €g, €50 a wr:

2 2 0 2
=1 Core + Q10n/(“)T . € -1 + Xeore . w2 o (:12 o an
— B 2 5 oo — 0 ) T — YT 0

1- 7agore - 7Qlon/ 1- acore/?’ 3 - Ccore
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Analyzou funkcie (90) l'ahko nahliadneme, Ze €5 oznacuje (staticki) hodnotu permitivity pri frekvencii
w = 0, kym €, oznacuje vysofrekvenéni permitivitu, pricom pod vysokymi frekvenciami tu rozumieme
frekvencie, ktoré su velké oproti fonénovym frekvenciam, ale malé oproti frekvenciam medzipasovych
prechodov. V&imnime si, ze vdaka kone¢nej hodnote frekvencie ;o plati nerovnost €5 > €. Fyzikalny
zmysel veli¢iny wp ozrejmime neskor.

&/()

E-3
i
&

Obr. 33: Optické vlastnosti iénovych krystalov. VIavo: frekvenéna zavislost redlnej ¢asti dielektrickej funkcie €'(w).
V strede: disperzné zakony w+(q) pre dva polariténové mody, ktoré vznikaju (pri fixovanom vlnovom vektore a smere
polarizacie) hybridizaciou dvoch inych moédov: prieénych optickych fonénov a foténov. Vpravo: frekvenéna zavislost
koeficientu odrazu R(w).

Kolektivne médy v iébnovych krystaloch

Teraz presktimame optické vlastnosti média s dielektrickou konstantou danou vztahom (90). Pre jed-
noduchost v nasich avahach zanedbame (obvykle malé) tlmenie a polozime v = 0. Za¢neme analyzou
kolektivnych médov:

Spontdnne pozdizne kmity sa deju pri takej frekvencii w, ktora je rieSenim rovnice eg(w) = 0, pozri
I.21. Frekvenciu spontannych pozdlznych kmitov oznacujeme wy, a plati pre fiu vztah

€
w% = e—sw%, (91)
oo

ktory sa nazyva Lyddaneho-Sachsovym-Tellerovym (LST) vztahom. KedZe €5 > €5, musi platit
wr, > Wwr.

Spontdnne priecne kmity s vlnovym vektorom q st mozné iba pri frekvencii, ktora spliia rovnicu
2 3

c2q? = w?er(w), pozri 1.21.85 Ak dielektrickt funkciu prepieme do tvaru ep(w) = ew%, dostaneme
T

nasledovné dve rieSenia pre w?:

1 622 202 2 2q2
A i\/<wi+q) — 2L

€0 €0 €

Riegenia w? (¢) sa redukuji na jednoduché vztahy v dvoch limitach:

(a) V extrémne dlhovlnnej limite ¢ < ¢*, kde ¢* ~ w%‘/a ~ 10° m~!, mame w4 (¢) = wr, t.j. horna

vetva ma charakter optického fononu, kym w_(q) = %, t.j. dolnéa vetva popisuje fotén v médiu s

indexom lomu /€.
(b) Mimo extrémne dlhovlnnej limity, t.j. pre ¢ > ¢*, mame w4 (¢q) = \/ceq;, t.j. horna vetva ma fotonovy

charakter, kym w_(g) = wr, t.j. dolné vetva zodpoveda optickému fononu.

Pri fixovanej polarizacii kolmej na smer Sirenia vlny q sme teda dostali dva prie¢ne mody, ktoré
maju zmiesany fotonovo-fondnovy charakter. Tieto dva nové médy nazyvame polaritéony. Ak uvazime,
ze pre dany vlnovy vektor q mame dve nezavislé polarizacie, spolu tak dostavame Styri mody.

Na zaver tohto odstavca poznamenajme, Ze vietky veli¢iny, ktoré vstupuju do Lyddaneho-Sachsovho-
Tellerovho (LST) vztahu, st meratelné. Tabulka 3 ukazuje, Ze tento vztah vyborne popisuje vztah

86Tato formulka plati, len ak mozeme zanedbat zavislost dielektrickej funkcie od q. Vo vieobecnejsom pripade plati
2¢* = w?e, (¢*,w), pozri linky.
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medzi vibraénymi a optickymi vlastnostami krystalov.

Si GaAs AlAs BN MgO AgF
wr/wr 1 1.07 112 124 181 1.88

Ves/eso 1 108 111 1.26 1.83 1.88

Tabulka 3: Experimentalne hodnoty veli¢in vstupujicich do LST vztahu. S rasticim i6novym charakterom krystalu
rastie aj pomer wy, /wr. Viimnime si, Ze pre kovalentne viazany kremik je v dlhovlnnej limite ¢ — 0 frekvencia pozdlznych
a prie¢nych optickych modov rovnaka, wr, = wr. Ide o formélny désledok faktu, ze “idonovy” naboj kremika je Q@ = 0 a
nasledne €, = €. Z fyzikalneho hladiska ide o velmi prirodzeny vysledok: v limite ¢ — 0 nemozno rozlisit pozdizne a
prieéne mody, kedZe neexistuje smer $irenia. Rovnaky vysledok dostavame aj v ibnovych krystaloch, avsak iba v extrémne
dlhovlnnej limite ¢ < ¢*: v tejto limite je frekvencia pozdlznych aj prie¢nych fonénov rovna wr .

Optické vlastnosti i6novych krystalov
Komplexny index lomu média je dany vztahom n(w) + ik(w) = /er(w). Koeficient odrazu R pre
ziarenie dopadajice z vakua kolmo na Studovany polonekoneény material je dany vztahom

(n —1)2 4 K2

R= (n+1)2 + K2

Podobnym postupom ako v 1.21,22 teraz preskimame frekven¢nu zavislost funkcie R(w).

Oblast w < wr: Index lomu je rasticou funkciou frekvencie w a meni sa od hodnoty n(0) = /es do
n(wr) — co. Spolu s indexom lomu s frekvenciou rastie aj odrazivost R. Absorpény koeficient k = 0,
preto material je priehladny.

Oblast wr < w < wr: V tejto oblasti je index lomu n = 0 a k > 0. Preto v celej oblasti je odrazivost
R =1 a material odraza Ziarenie podobne ako kov. Suvisi to s absenciou kolektivnych modov v tejto
oblasti frekvencii.

Oblast w > wr: Index lomu je rastticou funkciou w a meni sa od n(wr) = 0 do n(co0) = /€. Odrazivost
sa meni nemonotonne a pri frekvencii, pri ktorej je index lomu n = 1, je nulova. Absorbény koeficient
k = 0, preto materiél je priehladny.

Feroelektricka nestabilita
V niektorych materidloch su taziskd kladného a zaporného naboja navzajom posunuté. Takéto mate-
ridly teda maja spontdnnu nenulovi polarizaciu a nazyvame ich feroelektrika. V dalsom vyklade sa
obmedzime na popis tzv. posuvnej feroelektrickej nestability, aka sa typicky realizuje v materidloch so
Struktarou perovskitu.

Feroelektrickii nestabilitu mozno chéapat ak20 Specidlny priklad polariza¢nej katastrofy: akonahle

lokalna statické susceptibilita a®_, = a2 . + %3“ prekro¢i hodnotu o _, = 3, dielektricka funkcia e
diverguje a v materiali spontdnne vzniké polarizacia. Velkost polarizacie nemozno vypoditat z linearnej
teorie. Podla linearnej teorie, t.j. ak polarizacia je linearnou funkciou E, totiz pri Oég:o > 3 polarizécia
rastie nad v8etky medze. AvSak ked je polarizacia vel'ka, linearizovan4 teoria prestane platit a nelinearne
javy obvykle stabilizuju koneénd hodnotu polarizacie.

Alternativne mozno feroelektricka nestabilitu chapat ako tzv. nestabilitu s mikkym médom.
Vgimnime si totiz, ze ak €, rastie do velkych hodnét, potom podla Lyddaneovho-Sachsovho-Tellerovho
vztahu frekvencia prieénych optickych fonénov wr klesa do nuly. Mody s nizkymi frekvenciami vo-
lame makké. Akondhle wp = 0, fonénovy mod s touto frekvenciou moze byt obsadeny Tubovolnym
poc¢tom kvant. Spontédnna pritomnost takychto statickych (deforma¢nych) modov je v8ak ekvivalentna
nenulovej polarizacii.

Vysokoteplotna dielektrické faza perovskitov méa nulovi spontannu polarizaciu, P = 0. KedZe v niz-
koteplotnej feroelektrickej faze P # 0, polarizaciu P moZno povazovat za parameter usporiadania
prechodu dielektrikum-feroelektrikum. Obvykle je tento fazovy prechod druhého druhu, t.j. parameter
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usporiadania sa meni so zmenou teploty spojito. Teplotnu zavislost P moZno kvalitativne popisat po-
mocou Landauovej teérie fazovych prechodov.

Cvic¢enia
1. Skimajte material s dvomi polarizaénymi mechanizmami s lokalnymi susceptibilitami af a a3. Predpokladajte, ze pre
oba mechanizmy plati Lorentzov vztah. UkaZte, Ze pre makroskopicku susceptibilitu a takéhoto materialu plati

Oéo 0

_ _ 0 0
a—m, o = o + Qg

Najdite makroskopické susceptibility a1 a as.
2. Overte formulu Eq. (90).
3. Ukézte, e polaritonové frekvencie wi mozno chapat ako vysledok hybridizacie modov wi a ¢?q?/es. Najdite hybri-
dizaény Clen.
4. Ukazte, ze formulu Eq. (90) moZno pisat v tvare
()

1—adore/3
er(w) =14 (0o — 1) + m,
ktortt mozno interpretovat ako sucet prispevkov k indukcii postupne od elektromagnetického pola, od vnitornych elek-
tronov a od i6nov. Najdite, ako sa meni pomer prvého a tretieho ¢lena na oboch polariténovych vetvach pri zmene
vlnového vektora q. Vysledok interpretujte.
5. Ako zavisi podmienka pre vznik feroelektrickej nestability od izotopickej hmotnosti i6nov?
6. Skonstruujte klasicky mikroskopicky model pre zviazané kmity mriezky jednoduchého i6nového krystalu, povedzme
CsCl, a prieéneho elektromagnetického pola. V prvom kroku skiimajte dva nezviazané systémy: pruzinkovy model pre
CsCl a volné prie¢ne elektromagnetické pole s vektorovym potencidlom A(r,t). V druhom kroku zapnite vazbu medzi

oboma systémami.

20 Medzipasové prechody v izolantoch

Tato prednéska je pokracovanim vykladu o mechanizmoch polarizovatelnosti v 1.22. Obmedzime sa
pritom iba na Stadium prispevku od elektréonovych stupiiov volnosti. Na rozdiel od 1.22, latku intera-
gujucu so svetlom nebudeme popisovat klasickou, ale kvantovou mechanikou. Z pasovej teodrie vieme,
7e v krystali sa atémové hladiny rozstiepia na kvézispojité pasy dovolenych energii. Preto o¢akavame,
Ze namiesto absorpcie diskrétneho poctu frekvencii v systéme izolovanych atémov déjde v tuhej latke
k absorpcii v spojitom intervale frekvencii. Pre jednoduchost sa obmedzime na $tiudium izolantov a
stustredime sa na absorpciu svetla s energiou blizkou k sirke zakdzaného pasu. V takomto pripade je
vlnova dlzka Ziarenia obvykle ovela viicSia nez medziatomové vzdialenosti a preto budeme predpokla-
dat, ze elektromagnetické pole viny je priestorovo homogénne.

Kubova formula pre optickt vodivost
V 1.21 sa ukazuje, Ze namiesto relativnej permitivity er(w) mozno optické vlastnosti materidlov cha-
rakterizovat pomocou tzv. optickej vodivosti o(w), pretoze medzi obidvomi veli¢inami existuje vztah

io(w)

eR(w) =1+ weg .
Podla 1.21 sa pritom moZzeme obmedzit na $ttdium realnej casti optickej vodivosti o’ (w), pretoze
imaginarnu ¢ast ¢”(w) moZno zo znamej realnej Casti vypocitat pomocou Kramersovych-Kronigovych
vztahov.

Hamiltonidn systému nabitych Castic s nabojmi ¢; a hmotnostami m; v elektromagnetickom poli
popisanom skaldrnym potenciadlom ¢(r) a vektorovym potencidlom A(r) mozno pisat v tvare

B 1 i g A}
H@)=Ho—5 3 0 (b At A )+ 3 (Mwm : (92)
kde Hp je hamiltonidn systému v nulovom poli. Zaviedli sme pritom oznacenia A; = A(r;,t) a
¢; = ¢(r;,t) kde r; je saradnica i-tej castice. Budeme sa zaoberat odozvou systému na transver-

zélne elektromagnetické pole, ktoré popiseme v kalibraciis ¢ =0 a V-A = 0. Ak sa naviac obmedzime
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na slabé polia, mozeme zanedbat ¢leny timerné A? a (92) moézeme zapisat v tvare H(t) = Hy + V(t),
kde

e
Vi(t) = o Z (A;-pi+pi-Ay). (93)
(2
Obmedzili sme sa pritom iba na elektréonové stupne volnosti s ¢; = —e a m; = m. Zanedbali sme teda

odozvu i6nov, ktori vSak mozno analyzovat analogicky. Ak naviac zohladnime, Ze skimané vinové dlzky
st ovela vidgie nez medziatomové vzdialenosti, vektorovy potencial nadobudne tvar A; = A, (e™? +

e~ ™) rovnaky pre vietky elektrony a (93) sa zjednodusi nasledovne
A ) )
V(t) _ (& we . P(@zwt + e*lwt)7
m

kde P =), p; je operator celkovej hybnosti systému elektronov a e je polarizaény vektor elektromag-
netickej viny. Predpokladame naviac, Zze amplituda A, je realna.
Podla Fermiho zlatého pravidla bude pravdepodobnost absorpcie Ziarenia v systéme elektronov
dané vztahom
1 27T€2Aw

Tabs hm

D IBIP - ela)|? pad(Eg — Eo — hw),
a,8

kde |a), |B) st vlastné stavy elektronového problému s hamiltonidnom Hy a p, je tepelna pravdepo-
dobnost obsadenia stavu |a). Podobne pravdepodobnost emisie bude

1

27Te Aw
> _WBIP - ela)[* psd(Es — Eo — hw).
o.f

Temis

Celkové hustota absorpcie energie elektromagnetickej viny preto bude dané vztahom

. 1 ﬁw w 1 1
u pum— - .
V T V Tabs Temis

Na druhej strane, kedze E(t) = —0A /0t = iwA,e(e” ™t — ¢™!) pre v ¢ase ustredneny stratovy
vykon podl'a makroskopickej teorie plati @ = (j(t) - E(t)) = o'(w)(E2(t)) = 20'(w)A2. Porovnanim
oboch vyrazov pre @ dostaneme nasledovni Kubovu formulu pre opticka vodivost:

O'/(w) meV%;’ ﬁ|P‘a e| ( B)(S(Eﬂ—Ea—hw).

V nasledujicom vyklade sa obmedzime na skiimanie opticky izotrépnych materialov. V takom pripade
o'(w) nezavisi od smeru polariza¢ného vektora e, a preto mozeme Kubovu formulu prepisat v tvare

o' (W) = =5 > [(BIP[a)* (pa — pp)3(Ep — Eq — hw). (94)
3m Vﬁ;&a

Operator celkovej hybnosti
Podla vSeobecnych pravidiel pre prepis do druhého kvantovania (jednocasticovy) operator celkovej
hybnosti mozno v baze Blochovych stavov pisat v tvare

P =33 > K Iplnk)c, g, crico

nk mk/ o

kde cilkg, Cnko SU kreané a anihila¢né operatory pre elektréon v Blochovom stave |nko), pricom n je
pasovy index, k je kvazihybnost z 1. Brillouinovej zony a o je projekcia spinu na zvolent os.8”

87Zanedbavame teda spinovo-orbitalnu vizbu a predpokladame, Ze energia elektréonu v stave |nko) nezavisi od o.
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V krystali s A primitivnymi bunkami mozno N Blochovych vinovych funkcii n-tého pasu ¢,k (r) re-
prezentovat pomocou N’ Wannierovych orbitélov w, (r—R), t.j. orbitalov lokalizovanych okolo mriezko-
vych bodov R, pozri prednasku 3, 1,k (r) = ﬁ >R e® Ry, (r —R). Pomocou Wannierovych orbitalov
moZno maticovy element (mk’|p|nk) vyjadrit v tvare

1 . it T 1 . ’ o/
G g ek R-ik-R /d?’rwfn(r —R)pu,(r—R) = G E kKR E e’k 'x/dgrwfn(r + x)pwy(r),
R X

R,R/

kde v druhom kroku sme suméciu cez stradnicu R’ nahradili suméciou cez relativnu siradnicu x =
R — R’ a vyuzili sme transla¢nt invariantnost. Sumécia cez R vSak d4 nenulovy prispevok iba ak
k' = k, preto mozeme pisat (mk’|p|nk) = p(k)mndk k. Pre operator celkovej hybnosti tak napokon
dostavame

P= Z Z p(k)mncjnkacnko, P(K)mn = Z elkx / Prw?, (r + x)pwp,(r). (95)

nm ko

PribliZenie nezavislych elektrénov
V tomto pribliZzeni predpokladame, Ze hamiltonian systému elektrénov bez aplikovaného pola mé tvar

_ E T
Hy = EnkCpkoCnkos

nko

Pravdepodobnost obsadenia akéhokol'vek mnohocasticového stavu p, hamiltonianu Hy vo velkom
kénonickom stibore je dané st¢inom pravdepodobnosti f,i, pre obsadenie jednotlivych jednocastico-
vych stavov |nko). Nech napriklad A je mnozina obsadenych a B je mnozina neobsadenych Blochovych
stavov v mnohocasticovom stave a. Potom pre rovnovaznu pravdepodobnost p, plati

Pa = H frko H (1_fnka)7

nkoe A nko€B

kde f,ko je Fermiho-Diracovo rovnovazne rozdelenie.

K optickej vodivosti prispievaji také dvojice mnohocasticovych stavov a a 3, pre ktoré je maticovy
element (8|P|a) nenulovy. KedZe pripustné stavy « a § maju v jedno€asticovom pribliZzeni presne
zadané pocty elektréonov v jednotlivych Blochovych stavoch, nenulovost maticového elementu znamena,
7e mnohocasticové stavy a a (8 musia byt takmer identické: vSetky jednocasticové stavy su v oboch
stavoch « a  naraz obsadené alebo naraz prézdne, okrem obsadenia dvoch jednocasticovych stavov,
povedzme |nko) a |mko). Pre konkrétnost budeme predpokladat, ze v mnohoc¢asticovom stave « je
Blochov stav |nko) obsadeny a |mko) je prazdny, kym v mnohocasticovom stave [ je Blochov stav
|nko) prazdny a |mko) je obsadeny. VSimnime si, Ze musi byt m # n, pretoZe inak by stavy a a  boli
identické a zakon zachovania energie g — E, = hw by nemohol byt splneny pre fotény s kone¢nou
frekvenciou.

Nech A a B st mnoZiny rovnako obsadenych a rovnako neobsadenych Blochovych stavov v mno-
hocasticovych stavoch «, 5. Potom pravdepodobnosti mnohocasticovych stavov a a § st

Pa = [ H flKU H (1_flKU)] anko(l_fmka)a

IKoeA IKoeB

P = [ H flKU H (1_flKJ)] X(l_fnka)fmko-

IKoeA IKoeB

Sumaciu cez vSetky dvojice mnohocasticovych stavov a, § vo vyraze (94) mozeme vykonat nasle-
dovne. Najprv vyberme dvojicu Blochovych stavov |nko) a [mko), ¢im je zaroven definované zjedno-
tenie AU B mnozin A a B. V dalsom kroku s¢itajme cez vsetky rozklady AU B na A a B. Napokon
s¢itajme cez vetky dvojice Blochovych stavov [nko) a [mko). Po dosadeni vyrazov pre p, a pg do (94)
teda dostéavame

71'62
0/(W):mzz IP(K)mnl” (frko—finko) 3 (Emk—Enk—hw) Z [ H JiKo H (1 - fixo)|

ko m#n rozklady LIKoe€A IKoeB
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kde sme uvazili, ze Eg — Eo = ek — Enk @ (B|P|a) = p(K)mn. Pre sumu cez rozklady viak plati

ST fxe T O-txo)| = ][] Uixo+ (1= fiko) =1,

rozklady LIKoeA IKoeB IKoe AUB

kde v prvej rovnosti sme si uvedomili, Ze rozklady vzniknu explicitnym roznésobenim binomického
sucinu, V druhej rovnosti sme vyuzili, Ze binomicky suc¢in je si¢inom jednotiek.

Pre vodivost opticky izotropnych prostredi pri kone¢énych frekvencidch v priblizeni nezavislych
elektréonov napokon dostaneme

7T€2
J/(w) = 32777]72“}% Z Z ’p(k)mn‘z(fnk - fmk)5<€mk —&nk — hw); (96>
k m#n

kde sme vyuzili, Ze rovnovazne Fermiho-Diracovo rozdelenie nezavisi od projekcie spinu, a faktor 2
pochéidza od sumacie cez spinovy index.

Vsimnime si, Ze straty pri frekvencii w podla (96) vznikaji ako dosledok absorpcie foténov s ener-
giou hw, pricom jeden z elektrénov prejde z “hladiny” nk na “hladinu” mk. Prechody elektrénov sa teda
realizuju iba medzi Blochovymi stavmi s tou istou kvéazihybnostou k. Ide o prejav zachovania celkovej
kvézihybnosti pri foténmi vyvolanych prechodoch elektronov medzi jednocasticovymi stavmi. Naozaj,
hybnost foténu je ¢ < 7 a oproti kvézihybnostiam elektrénov ju mozno zanedbat.

Priame a nepriame prechody

(vodivostnym) péasom izolantov a polovodicov.®® Treba rozliSovat dva pripady: (i) maximum energie
valenéného pésu je v tom istom k-bode ako minimum energie vodivostného pésu; (ii) maxima a mi-
nimé s v roznych bodoch. V pripade (i) st optické prechody moZné uz pri energiach fiw infiniteziméalne
vacsich ako sirka zakdzaného pasu A. Takéto prechody nazyvame priame. V pripade (ii) je minimalna
energia fotonov potrebné na vykonanie ¢isto optickych prechodov véacsia nez A. Ak vSak pripustime
procesy, pri ktorych elektron zmeni hybnost (napr. v désledku vyZiarenia alebo absorpcie inej ¢astice-
fononu a pod.), optické prechody buda mozné uz pri energiach blizkych A. Takéto prechody nazyvame
nepriame. V nasom vyklade sa obmedzime na $tidium priamych prechodov.

FaNGN+ FoTEN

PRIMIE PRECHYDT NEPRIANE PRECHD DY

Obr. 34: Absorpcia svetla v izolantoch so &irkou zakézaného pasu A pri teplote T < A. VIavo: pasova struktira
¢ = e(k) priameho izolantu. Optické prechody st kinematicky dovolené pre frekvencie fuw 2 A. Vpravo: pasova strukttra
nepriameho izolantu. Absorpcia pri fiw 2 A je moZné napr. pri sticasnej emisii alebo absorpcii fononu.

Dovolené a zakdzané prechody
Sktimajme priame prechody v okoli bodu k = 0 medzi valenénym pasom s disperznym zdkonom
21,2 . . . 212 . 5
elektronov e,(k) = _gwl;;; a vodivostnym pasom s disperziou e.(k) = 27}; + A. Bude néas zaujimat
tvar funkcie o’(w) pri frekvenciach blizkych k tzv. absorp&nej hrane fuww = A.
Studujme najprv maticovy element p(k),,, definovany sumou (95) cez mriezkové vektory x, pre

malé hybnosti k ~ 0, ktoré su relevantné pre procesy pri energii hw 2 A. V nasom vyklade budeme

88Prechody medzi inymi dvojicami pasov sa obvykle deju pri frekvenciach vyssich ako frekvencia viditelného svetla.
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predpokladat, ze Wannierove funkcie wy,(r) st silno lokalizované. Maticové elementy [ d®rw}, (r +
X)pwy, (r) medzi Wannierovymi orbitalmi vo velkej vzdialenosti x st potom malé. Preto sa v (95) pri
sumacii obmedzime iba na prispevky od vzdialenosti x = 0 a od najkratsich nenulovych vektorov x,
ktoré spajaja najblizsich susedov na mriezke:

P(K)mn ~ /dSrw;(r)pwn(r) + Z eik'x/d?’rw:l(r + x)pwy(r). (97)

najbl.susedia

V dalsom vyklade opét rozlisime dva pripady:

1. ak [ d3rw}, (r)pw,(r) # 0, potom maticovy element p(k)y, moZno aproximovat prvym ¢lenom
rozvoja (97). Tento pripad nazyvame dovolenym prechodom. KedZze p = —ihV, optické prechody
st dovolené iba medzi Wannierovymi orbitalmi s opacnou paritou: napriklad medzi parnymi orbitalmi
typu s a neparnymi orbitdlmi typu p, podobne ako v atémovej fyzike.

2. ak [ d3rw,(r)pwy(r) = 0, potom v atémovej fyzike by bol takyto prechod nemozny a hovorime o
zakdzanom prechode. AvSak pretoze pravidla atomovej fyziky nehovoria ni¢ o maticovych elemen-
toch [ d3rw},(r + x)pw,(r) pre x # 0, v tuhej latke sa takyto prechod moéze realizovat s kone¢nou
pravdepodobnostou. Napriklad v atomarne zakdzanom pripade, kedy st Wannierove funkcie oboch
pasov parne, musi platit [ d®rwi,(r — x)pw,(r) = — [ Prw,(r + x)pw,(r).% Ak dalej uvazime, ze
Bravaisova mriezka obsahuje pary bodov x a —x, pre kone¢né vlnové vektory k dostaneme nenulovy
maticovy element
P(K)mn =i Z sin(k - x) / d*rw}, (v + x)pwy,(r).
najbl.susedia

Inymi slovami, atoméarne zakazany prechod moze byt v krystéli povoleny! Vdaka faktoru sin(k-x) vsak
pritom pre malé k plati p(k),,, x k, teda presne v bode k = 0 je prechod zakazany.

5'[’@ 61”5"—’}

Thoto-) 2

A +w 0 A o

Obr. 35: Predpovede jednoelektronovej teorie pre zavislost od frekvencie (v blizkosti absorpénej hrany A) redlnej Casti
optickej vodivosti v priamych izolantoch (v priblizeni nezavislych elektréonov). VIavo: izolant s dovolenymi prechodmi. Do
tejto skupiny patria polovodice typu III-V s valenénymi Wannierovymi orbitalmi typu p a vodivostnymi Wannierovymi
orbitalmi typu s, napriklad GaAs. Vpravo: izolant so zakdzanymi prechodmi. Do tejto skupiny patri napriklad Cu2O,
ktorého valen¢né aj vodivostné Wannierove orbitaly si parne.

Medzipasové prechody v priblizeni nezavislych elektrénov
Ak do Kubovej formuly (96) dosadime disperzné zékony elektrénov vo valenénom a vodivostnom pase
a ak d’alej nahradime sumu cez k integralom, dostaneme

;o 2me? [ d’k 5 R2K2
o' (w) = m/w’p(k)vc| (fox = fex)d <2m* +A - hw) :

kde n}b = T; + n%* je tzv. redukovana hmotnost paru elektron-+diera.

V nasej analyze sa obmedzime na skumanie (realistického) pripadu, kedy teplota T' < A. V takom

pripade mozeme pisat f,x — fac = 1. Trojrozmerntu integraciu cez k teraz vykonajme vo sférickych su-

n?

.. oo . ., . L . o . 2 pe .
radniciach, priCom namiesto radidlnej stradnice k zavedme energiu € = 2—1‘* Standardnym postupom

m
89P0 substiticii integra¢nej premennej r na —r totiz dostaneme [ &rw}, (r—x)pwn(r) = — rwl, (—r —x)pwn(—1),
kde sme uvazili, Ze hybnost p = —iAV sa zmeni na ihV. Ak d'alej vyuzijeme predpoklad o parnosti Wannierovych funkcif

Wi (1) = Wn(—T) & Wi (r) = Wi (—r), dostaneme — [ d°rw;, (—r — x)pw,(—r) = — [ d*rw}, (r + x)pwn (r), &.b.t.d.
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(pozri napr. 1.11,19) dostaneme

3k Q
[ G - [ aene [

kde d? je element priestorového uhla (v k-priestore) a N(e) = %\/ 2m*e je tzv. zdruzena hustota
stavov pre pary elektron+diera. Tak dostavame zjednoduSent formulu pre redlnu ¢ast optickej vodivosti

2e?

e’ / deN (&) [P(E)oel?0 (¢ + A — o).

/ —
U(w)_?)mw

Symbol |p(e)ye|? oznacuje maticovy element pri fixovanej energii € stredovany cez uhly.

Dovolené prechody
V tomto pripade pouZijeme aproximaciu |[p(e)ye|? ~ [P(0)ve|?, preto o’ (w) = vl 1P(0)we| 2N (hw — A)

3m2w
a v blizkosti absorpénej hrany dostavame nasledovnu zévislost optickej vodivosti od frekvencie:

o' (w) x (hw — A)Y2, dovolené prechody.

Zakdzané prechody
V tomto pripade plati [p(g)ue|? o< &, preto o’ (w) o [deN(e)ed (e + A — hw) a v blizkosti absorpéne;j
hrany dostavame nasledovni zavislost optickej vodivosti od frekvencie:

o' (w) x (hw — A)%/2, zakazané prechody.

Cvicenia

1. Susceptibilitu tesne viazanych elektronov sme v 1.22 charakterizovali pomocou fenomenologickych parametrov Q? a
wf. Z vysledku pre susceptibilitu v limite nulového tlmenia v — 0 najdite vyraz pre realnu ¢ast optickej vodivosti.

2. Vysledok cvicenia 1 porovnajte s Kubovou formulou (96). Ukazte, Ze pre prechody medzi extrémne tesne viazanymi
elektronmi v Kubovej formule mozno zanedbat vsetky zéavislosti od vlnového vektora k. Vypocitajte vahu Q? pre prechod
hw; = €m — €n medzi obsadenym pasom n a neobsadenym pasom m.

3. Pomocou Kubovej formuly (96) odhadnite prispevok k reélnej ¢asti optickej vodivosti o’ (w) kubického izolantu od
prechodov medzi valenénym pasom s disperznym zakonom &, (k) = —e, — 2, (cos kza + cos kya + cos k.a) a vodivostnym
pasom s disperznym zakonom e.(k) = e + 2t.(cos kga + cos kya + cos k.a). Predpokladajte, Ze ey, ec, tv,te > 0 a Ze Sirka
zakézaného pasu je omnoho vidsia neZ teplota. Zanedbajte zavislost maticového elementu p(k),. od k.

4. Ukézte, ze ak vo vyraze (96) ponechame ¢len m = n, potom realna ¢ast vodivosti bude obsahovat singularny prispevok:
o' (w) = Dé(w) + oyeq(w). UkaZte, ze v kovoch je tzv. Drudeho vaha D nenulova. Vypocitajte D v priblizeni volnych
elektréonov a vysledok porovnajte s Drudeho formulou v limite 7 — oo.

5. Rieste dlohu 3 pre pripad, ked valenény péas je zaplneny iba do polovice.

21 Absorpcia na exciténoch a primesnych stavoch

V prvej Casti tejto prednasky zavedieme pojem excitén a preskimame medzipasové prechody s uvaze-
nim interakénych efektov. V druhej ¢asti popiSeme absorpciu na primesnych stavoch.

Excitony
Vysledkom absorpéného procesu je vznik elektronu vo vodivostnom péase a diery vo valenénom pase.
Tieto dva objekty maju opa¢ny naboj a preto sa pritahuji coulombovskou silou. Moéze teda nastat
situécia, kedy elektréon a diera vytvoria viazany stav. Takyto stav je neutrdlnou Casticou a nazyva sa
exciton.

Skiimajme vizobnd energiu a vlnova funkciu excitéonu. Nech siradnica elektréonu je r. a sturad-
nica diery, ktortt budeme popisovat v dierovom jazyku,”° je r,. V kvéaziklasickom pribliZzeni mozno

90 Absenciu elektrénu s hybnostou ik, v dierovom jazyku popisujeme ako prltomnost’ diery s hybnostou hk; = —hke

h? kh

a ndbojom +e, pozri napr. 1.19. Energia takejto diery je eyn(kn) = —€v(ke) = 5.2 Poloha a aj rychlost Castice st v

elektréonovom aj dierovom jazyku rovnaké.
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hamiltonian systému elektrén-+diera v polovodici s energetickou medzerou A pisat v tvare

Hexc =

2mz Y 2mE ¢ Admepesr
kde sme zaviedli relativnu siradnicu r = r, — r..
Méme teda riesit Schrodingerovu rovnicu Hexct)(ry, re) = E(ry,r.). Tato rovnicu budeme riesit

prechodom od sidradnic r,, r. k dvojici novych stradnic: k relativnej stradnici r a k suradnici taziska
R - myr, + mare
my + m

Ak teraz zavedieme taziskova hybnost P = —iha% a relativnu hybnost p = —iﬁ%, potom hamiltonian
systému elektron-+diera mozno pisat v tvare
P2 . p2 o2
2M
kde M = m; 4+ m} je celkovd hmotnost a m* je redukovand hmotnost paru elektréon-+diera.

Vsimnime si, Zze hamiltonidn Hey. nezavisi explicitne od polohy taziska R. Preto celkova hybnost
excitonu je zachovavajtcou sa veli¢inou a Schrédingerovu rovnicu Hext) (R, r) = €t)(R, r) moZno riesit

ansatzom ¥(R,r) = ﬁeiK’Rgo(r), kde AK je hybnost excitonu ako celku. Interna vlnova funkcia

Hexc - + Aa

2m*  4dmwegesr

exciténu o(r) pritom musi spliat nasledovnii vodiku podobnii Schrédingerovu rovnicu

2 et =t (98)

2m*  Awepesr

L. . .. . €% * .

s vlastnymi energiami viazanych stavov &, = —-8 pre n = 1,2,..., kde e = ;5 x 13.6 eV. Celkova
. el K2 . e . . . . s e ° el .

energia exciténu e,k = 55 + A + €, je suctom kinetickej energie pohybu taziska excitonu a energie

vnttorného stavu exciténu. V zédkladnom stave je energia excitonu A — € a polomer exciténu ap =
Tsap, kde ap je Bohrov polomer.

Napriklad v priamom polovodi¢i GaAs maju hmotnosti elektréonov a dier hodnoty m; ~ 0.067m a
my &~ 0.2m, takze redukovana hmotnost paru elektron+diera je m* ~ 0.05m. KedZze statickd permiti-
vita GaAs je €, ~ 12.8, pre vizobnu energiu excitonu dostdvame €3 ~ 4 meV, ¢o je omnoho menej ako
Sirka zakazaného pasu A =~ 1.5 eV. Pre polomer excitéonu dostaneme odhad a; ~ 13 nm, ¢o je omnoho
viac ako mriezkova konstanta 0.56 nm."!

Ak je polomer exciténu aj; velky v porovnani s mriezkovou konstantou, kvaziklasické priblizenie je
opravnené. Takyto exciton nazyvame Wannierov. V opa¢nej limite mozno malé (tzv. Frenkel'ove)
excitony popisat ako vzbudeny stav jediného atéomu. V takom pripade nas odhad vézbovej energie
excitonu samozrejme neplati a vizbova energia je ovela vicsia.

Medzipasové prechody v izolantoch s uvaZenim exciténovych efektov?’?
V tomto odstavci ukdzeme, ze pri frekvenciach fiw < A bude existovat konecny prispevok k optickej
vodivosti od viazanych exciténovych stavov. UkaZeme tiez, Ze interakéné efekty zmenia aj absorpéné
kontinuum pri fww 2 A. Uvidime, Ze rozdiely oproti tedrii s neinteragujucimi elektronmi st velké
iba blizko absorpénej hrany, t.j. pre |iw — A| ~ ep, pozri obrazok 36. Excitony st preto opticky
pozorovatelné iba pri nizkych teplotach, kedy tepelna neurcitost energie T' < €7;.

Obmedzime sa na pripad dokonalého izolantu s priamymi dovolenymi optickymi prechodmi medzi
stavmi z valen¢ného pésu v a vodivostného pasu ¢ a budeme predpokladat, Ze teplota je omnoho
nizsia ako sirka zakazaného pasu A. V takom pripade bude v rovnovahe obsadeny iba mnohodasticovy
zékladny stav |0), ktory budeme aproximovat stavom s plne obsadenym valenénym pasom a prazdnym
vodivostnym pasom.?® Kubova formula (94) sa preto zjednodusi na tvar

2
e 2
o) = 5 %O: (BIP|0)[2 8(Es — Eo — hw),

9'Iny uéebnicovy priklad priameho dovoleného prechodu sa realizuje v CdTe s viizobnou energiou exciténu ey =
10.1 meV, pozri linky.

92Tento odstavec je napisany podla ¢lanku R. J. Elliott, Phys. Rev. 108, 1384 (1957).

93Je dobré si uvedomit, Ze tento stav nie je skutoénym vlastnym stavom systému, ak zahrnieme aj coulombovské
interakcie medzi elektronmi. Ak vSak energetickd medzera A je omnoho vac§ia nez coulombovské interakcie, potom nami
uvazovany stav bude dobrym priblizenim k skutoé¢nému zékladnému stavu.
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Obr. 36: VIavo: jednoéasticové disperzné zékony €., = &..(k) pre valenény a vodivostny pas priameho izolantu;
maximum valenéného pasu ma energiu e,(0) = 0. V tom istom obrazku si znazornené aj energie Wannierovych exciténov,
t.j. viazanych stavov Castica+diera. Vpravo: Realna ¢ast optickej vodivosti priameho polovodi¢a s dovolenym prechodom
v blizkosti absorp¢nej hrany (po uvazeni interakénych efektov medzi elektronom a dierou).

EXCITONY é =

kde sumacia bezi cez vSetky excitované stavy |5), pre ktoré je maticovy element (3|P|0) nenulovy.
Z explicitného tvaru operéatora celkovej hybnosti (95) a z postulovaného tvaru zakladného stavu |0)
vyplyva, Ze stavy |5) musia vzniknut zo stavu |0) excitovanim elektronu s danou hybnostou k z pasu
n do pasu m, t.j. musia byt typu Cink +Cnko|0). KedZe sa zaujimame o oblast frekvencii iw ~ A, pasové
indexy musime volit nasledovne: m = ¢ a n = v. Spinovy index méze nadobudat dve hodnoty o =1, |,
ale hodnota tohto indexu nijako neovlyvni naSe tvahy. Preto sa v dalsom vyklade pre jednoduchost
obmedzime na analyzu bezspinového problému a pritomnost spinu zahrnieme pomocou faktora 2 v
Kubovej formule.

Vlastné stavy |3) s jednym péarom elektron+diera zapiSme ako nasledovné linearne kombinéacie
stavov cikcvk|0>:

1
) = N Z wkCL(ckaO%
k

kde N je pocet elementarnych buniek v sktimanom krystéali. Z poziadavky normovanosti (5|8) = 1
vyplyva normovacia podmienka ﬁ >k lox? = 1. Ak Blochove stavy |nk) budeme reprezentovat ako
linearne kombinacie Wannierovych stavov [nR) v bunke R s im prislusnymi krea¢nymi a anihilagc-
nymi operatormi, dostaneme nasledovny vztah medzi blochovskymi a wannierovskymi kreaénymi a
anihila¢nymi operatormi:

zk R T

e g e e

7’Lk R

Pomocou wannierovskych operatorov preto mozno stav |3) zapisat nasledovne:

o(r )ty Cor, |0),

f Z r.Cor, |0)

kde ¢(r, — ry) = % S pre™ e je obalkova vinova funkcia paru s elektronom vo Wannierovom

orbitali typu ¢ v mriezkovom bode r. a dierou vo Wannierovom orbitali typu v v mriezkovom bode

r,. Vnutorna vlnova funkcia excitonu ¢(r, — r,) pritom zavisi len od relativnej polohy r = r, — r,

elektronu a diery®*. Pre systémy s redukovanou hmotnostou m* paru elektron+diera ju mozno urcit

rieSenfm Schrédingerovej rovnice (98) kde Eg — Ep = A + ¢ je excitacna energia paru Castica+diera.
Maticovy element (8|P|0) je urceny vlnovou funkciou paru, (8|P|0) = >, p(k)cv<ﬁ|clkcvk]0> =

\%ﬁzkp(k)cwﬂ- Ak dalej vyuzijeme, Ze prechod v — ¢ je dovoleny, a teda p(0)., # 0, odtialto

dostaneme?®

(6IP|0) = p(0 cv\ﬁchk )es VN (0),

9Kedze celkova hybnost stavu |8) je nulova, tazisko excitonu sa nachadza v stave s nulovou hybnostou. Vsimnime se
tiez, ze vlnova funkcia interného pohybu je normovana: Y |o(r)|* = N2 D kg PhPad € da-k)r — ¥ 2k le? = 1.

9Medzipasovy maticovy element p(k), sme pritom nahradili jeho hodnotou p(0)cy, # 0 pre k = 0. Predpokladali sme
totiz, ze amplituda @y je nezanedbatelna iba pre malé vinové vektory k = 0. Ked'Ze nezanedbatelny prispevok davajua iba
vlnové vektory porovnatelné s prevratenou hodnotou rozmeru internej vinovej funkcie ¢(r), tento predpoklad je splneny
pre rozptylové stavy alebo pre slabo viazané Wannierove excitony.
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pricom v druhej rovnici sme maticovy element prepisali pomocou obalkovej vnutornej vlnovej funkcie
o(r = 0). Ak stavy |B) ocislujeme indexom n, ich vnttorné vlnové funkcie oznacime ¢, (r) a ich
excita¢né energie ozna¢ime A + &,, potom pre optickt vodivost napokon dostaneme

, 27
5 _ 9 cv n A n ’
o'(w) = 3m oo | E lon (0 | 0(A + e, — hw) (99)

kde faktor 2 pochadza od sumécie cez spiny a vy = % je objem jednotkovej bunky krystalu.

Z kvantovej mechaniky vieme, Ze hamiltonian systému ¢astica+diera (98) ma vlastné stavy dvoch
typov: viazané stavy s energiou € < 0 a rozptylové stavy s energiou € > 0. Spektrum viazanych stavov
je pritom diskrétne a spektrum rozptylovych stavov je spojité. Prispevky oboch typov stavov k optickej
vodivosti (99) preskimame osobitne.

Prispevok od viazanijch stavov

Kedze uloha (98) ma sféricka symetriu, jej rieSenie je vhodné hladat prechodom k sférickym sarad-
niciam r = (7,9, ) v tvare nasledovného ansatzu: o(r) = R(r)Y;, (9, ), kde Y, (9, ¢) st sférické
funkcie. Schrodingerova rovnica pre radialnu vinova funkciu R(r) potom nadobudne tvar

1 d [ ,dR 2m* e? (+1
r2 dr (T dr>+ h2 <€+47T€0€5T>R_ r2 R =0.

Do formuly pre optickt vodivost vstupuje hodnota vlnovej funkcie pre r — 0, skiimajme preto spréavanie
funkcie R(r) v tejto limite. Hladajme rieSenie rovnice pre R(r) v tvare R(r) ~ r”. Aby bola rovnica
splnena, musi platit v(v + 1) = [(I + 1), t.j. musi byt v = [ alebo v = —(I + 1). Pre | > 1 sa vSak
zaporné hodnoty v daju vylacit, pretoze vedi k vilnovym funkcidm, ktoré nemozno normalizovat kvoli
divergencii v bode r = 0. Teda ak [ > 1, potom R(r) ~ 7! a vlnova funkcia je nulova v bode r = 0.
Ukézali sme teda, Ze k optickej vodivosti mdzu prispievat iba izotropne rieSenia s [ = 0, o(r) = R(r),
ktorych vlnové funkcie splhajt rovnicu

1 d [ ,dR\ 2m* e?
— = — — R=0. 100
r2dr (T dr) L (8 * 47T60€57’> (100)

Rovnica (100) je rovnicou pre vlastné stavy R(r) a vlastné energie . RieSenia rovnice (100) so zapornou
energiou vytvaraji dobre zname diskrétne spektrum atému vodika. Vlastne stavy a ich energie mozno

oc¢islovat indexom n = 1,2, ..., pricom pre vlastné energie plati €, = —-B. Prislusné vlnové funkcie st
obvykle normované ako f d3r|R (r)|> =1 a v takom pripade nadobudaju v bode r = 0 hodnoty
1
R, (0))
| TL( )| ( *B)3n3
My viak pracujeme s normalizaciou Y g |¢n(R)[* = 1, preto dostavame |¢,(0)? = vg|R,,(0)[%. Po do-
sadeni tychto vysledkov do (99) a vyuziti identity e}; = 5% pre optickd vodivost pri frekvenciach
hw < A napokon dostaneme
o (w) = STE0es ‘p Z 2535 —hw);  hw< A (101)
3w (mal) 2 2 ’ ’
n=1
K absorpcii svetla teda dochadza pri sade frekvencu hw=A — 2 , ktoré sa s rastom n nahustuja, ale
vaha jednotlivych prispevkov klesa ako ~ -5. Pri frekvencii hiw = A — ¢ v limite ¢ — 0% mo6Zeme sumu
v (101) odhadnuat ako integral:
o0
2eg €p 2eg €p 2 1
> 5(5—712)~/d -3 =P =1,
n=1 0 23
0
kde sme pri integrovani pouzili formulku [ dzf(z)d(g(z)) = >, | ;((:;i,))|, v ktorej sa sumuje cez rieSenia

*

. - v . . € . vl sz~ .
x; rovnice g(x) = 0; rieSenie rovnice € = —% sme pritom oznacili 2. To znamena, ze ked sa frekvencia hiw
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blizi zdola k naivne o¢akavanej absorpénej hrane A, opticka vodivost ¢’(w) nadobida koneéntt hodnotu.

Prispevok od rozptylovijch stavov
Ak v Schrédingerovej rovnici (98) zanedbame interakciu medzi elektronom a dierou, potom pohyb

elektronu a diery je tuplne nekorelovany a @y (r) = \/Lﬁeik'r je riesenim? s energiou e = f;l;f . Teda
méme |¢i(0)> = 4 a Kubova formula (99) sa redukuje na vysledok pre nezévislé elektrony uvedeny

v predoglej kapitole, podla ktoré¢ho o’(w) = 0 pre iw — AT. Aby sme dostali fyzikalne zmysluplne;js
vysledok so spojitou funkciou ¢/(w) v bode hw = A, musime preto zahrnut interakéné efekty aj pri
popise rozptylovych stavov.

Rozptylové rieSenia si moézeme predstavit ako spojito deformované rovinné viny, pricom deforméacia
je velka v oblasti malych vzdialenosti elektréon-diera a deformacia mizne v limite velkych vzdialenosti,
kde teda vlnova funkcia prechadza do rovinnej viny. Rozptylové rieSenia preto mdZzeme ocislovat vino-
vym vektorom k; t.j. mame skiamat funkcie ¢y (r). Viimnime si dalej, Ze kedZe interakény potencial
je nulovy v limite velkych vzdialenosti r, energia rieSenia @i(r) je totozna s energiou k nemu pri-
N(e) = %\/ 2m*e v neinteragujucom pripade.

To vSak neznamend, %e aj vlnova funkcia ¢k(r) je rovnaka ako v neinteragujicom pripade. Pre
coulombovsky rozptyl sa da ukazat, Ze hustota pravdepodobnosti |y (r)|> méa pre r = 0 hodnotu

slusnej rovinnej vilny, t.j. ex = Preto hustota rozptylovych stavov je totozna s hustotou stavov

(67

(ekO)F = 37 x fla)i  fla) =

sinh o’

kde parameter o = 77\/% zévisi od energie rozptylového stavu. Teda hustota pravdepodobnosti stcas-
ného vyskytu elektronu a diery v danom bode priestoru je v interagujicom pripade navysena faktorom
f(a) oproti voInym elektrénom a dieram, pre ktoré plati [y (0)|> = Nl- Navysenie pravdepodobnosti
zavisi iba od energie relativneho pohybu: pre vysoké energie v < 1 je korekény faktor f(a) ~ 1, ale
pre nizke energie a > 1 je f(«a) &~ 2a > 1. Tento vysledok je v zhode s intuitivnou predstavou, Ze pri
pomalom vzajomnom pohybe sa elektron preferencne zdrziava v blizkosti diery, ktora ho pritahuje.

Ak uvazime, Ze pre spojité spektrum treba vo vyraze (99) urobit substitaciu ), — >, =
V [ deN(e), potom s uvazenim korekéného faktora f(a) pre optickii vodivost v oblasti fiw > A dosté-
vame vysledok

 8meoes [P(0) el 1

o'(w) = —;
1 —exp [—271' hij]

3w (ma)? hw > A. (102)
B

Porovnanim vysledkov (101) a (102) Tahko nahliadneme, Ze vysledna funkcia o’(w) je spojitad na ab-
sorpCnej hrane, t.j. v bode fiw = A. Interakéné efekty kvalitativne menia tvar spektra v pripade, Ze
energia |fw — A| je porovnatelna s exciténovou vézbovou energiou €. V tomto frekvenénom intervale
pozorujeme dodatoéna absorpciu svetla oproti predpovedi pre neinteragujtce elektrony. Pokial v8ak
|hw — A| > e}, potom interakéné efekty mozno zanedbat.

Absorpcia na defektoch

V pripade, Ze zakdzany pas A medzi valenénym a vodivostnym pasom je Siroky a lezi v UV oblasti,
bude material bez defektov priehladny a bezfarebny. V okoli defektov v8ak moze vzniknut sada lo-
kalizovanych stavov a prechody medzi nimi sa moézu nachadzat vo viditelnej oblasti, ¢o povedie na
sfarbenie krystalu.

Typickym prikladom st tzv. F-centra (farebné centra) v iénovych krystaloch, ktoré si obvykle tvo-
rené vakanciami v podmriezke zapornych i6nov. Napriklad v NaCl vznikaji vakancie po atémoch Cl.
Kedze chlor opusta krystal ako neutralny atém, po jeho odchode ostéva v krystali jeden nadbytocny
elektron, ktory mal patrit ionu Cl~. Tento elektréon bude dominantne lokalizovany v (prazdnych) orbi-
taloch 3s na Siestich atémoch z podmriezky Na susediacich s vakanciou. Tunelovanim elektrénu medzi
tymito Siestimi orbitalmi vznikne sada lokalizovanych hladin pre nadbyto¢ny elektréon. Prechody medzi

90pit pracujeme v normalizécii Y g |¢n(R)|* = 1.
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zékladnou hladinou so symetriou s a tromi excitovanymi hladinami so symetriou p v F-centre krystalu
NaCl lezia pri hw =~ 2.7 €V, t.j. vo viditeInej oblasti.

Inym prikladom st primesné atomy s Ciastocne zaplnenou Supkou 3d. V tomto pripade sa (vdaka
rozstiepeniu krystalovym polom, pozri prednasku 14) vo viditelnej oblasti mozu nachadzat prechody
medzi roznymi elektréonovymi konfigurdciami &iastocne zaplnenej 3d supky.?” Napriklad ¢sty korund
Aly03 je bezfarebny izolant. AloO3 s primesou chrému sa nazyva rubin a je ¢erveny, pretoze prechody
v ramci 3d Supky iénu Cr3®t sa nachadzaju pri frekvenciach hw = 2.3 eV a fiw ~ 3.1 €V.

Cvicéenia

1. Pri akej celkovej hybnosti /K nadobuda minimum energia exciténu v nepriamych izolantoch?

2. Skimajme jednorozmerny izolant s dvomi orbitalmi v a ¢ na bod mriezky, delokalizaciou ktorych vzniknu pasy s
disperznymi zakonmi €, (k) = —e, — 2ty cos ka a e.(k) = ec + 2t. cos ka. Spinovy stupen volnosti elektronov neuvazujme.
Coulombovské odpudzovanie zohladnime iba ak sa dva elektrony nachadzajia v tom istom bode mriezky - v takom pri-
pade nech energia systému narastie o U. VInovua funkciu zékladného stavu ozna¢me |GS). Pod Frenkelovym excitonom
s hybnostou k rozumieme stav |k) = LN >, e*mclv,|GS). V limite U > t,, t. najdite energiu stavu |k).

3." Vysledky (101,102) popisuju idedlne meranie v idealizovanom systéme. Predpokladajte, ze experimentalnu optickt
vodivost ¢'(w) mozno z teoretickej vodivosti o(w) dostat pomocou vztahu 6'(w) = [F dvK(v — w)o(v), kde K(z)
popisuje “rozmazanie” experimentalnych dat, ktoré mozno popisat vhodne zvolenou funkciou podobnou Diracovej delta
funkcii §(z), napriklad lorentzidnom alebo gaussidnom so sirkou (rozmazanim) v, pricom [*_dvK(v) = 1. Preskimajte
tvar funkcie ¢’(w) pre rozne hodnoty fiy/e} a vysledky porovnajte s experimentalnymi datami pre CdTe, pozri linky.
4.V akej frekvencnej oblasti leZia prechody medzi r6znymi viazanymi stavmi elektrénov v primesnych atémoch v polo-
vodi¢och, napr. v systéme Si:P?

5. Skumajte nasledovny jednoduchy model pre F-centrum. Elektréon nech tuneluje medzi 3s stavmi na Siestich atémoch
Na okolo vakancie v podmriezke Cl. Amplitiudy tunelovania medzi vSetkymi dvojicami najblizsich atémov nech sa —t.
Néajdite spektrum elektronu v takomto primesnom stave. Rozhodnite medzi ktorymi stavmi budu existovat dovolené

prechody.

22 Luminiscencia 1

V tejto prednaske zacneme skiimat procesy inverzné k absorpcii svetla: budeme sa zaoberat emisiou
svetla materidlmi. Pri kone¢nej teplote sa kazdé teleso stava zdrojom tepelného elektromagnetického
ziarenia. O luminiscencii vSak hovorime iba v pripade, ak Ziari vzorka vzbudena do nerovnovazneho
stavu. Zdrojom vybudenia moze byt napr. chemicka reakcia (vtedy hovorime o chemoluminiscencii),
mechanické naméhanie (piezoluminiscencia), oziarenie vzorky (fotoluminiscencia), aplikované elektrické
pole (elektroluminiscencia), atd'.

Najprv z hladiska termodynamiky preskimame vztah medzi procesmi absorpcie a emisie, potom
sformulujeme kvantovi teériu svetla a pouzijeme ju pri vypocte doby zZivota excitovanych stavov, a
napokon kvalitativne popiSeme luminiscenciu v systémoch s lokalizovanymi elektrénmi.

Spontanna a stimulovana emisia
Najprv skiimajme modelovy systém pozostavajuci z elektronového podsystému a z foténového podsys-
tému, v ktorom elektrony moézu obsadzovat dve hladiny €1 < €9, kym fotény maja fixovani hybnost a
polarizaciu a nest energiu fiw = €9 — 1. Predpokladajme naviac, Ze foton mozu byt absorbovany za
stucasnej excitacie elektronov zo stavu 1 do stavu 2, t.j. Ze prislusny maticovy element je nenulovy.
Predpokladajme, Ze modelovy systém je v stave termodynamickej rovnovahy. To znamena, Ze pocet
fotonov sa nemoze menit v ¢ase. Rovnovahu treba chapat ako dynamick, t.j. procesy emisie a absorpcie
bezia, ale tak, Ze sa navzajom kompenzuja.
Pravdepodobnost absorpcie Pjs fotéonu bude tmerna poctu foténov, poctu elektronov na dolnej
hladine a poé¢tu volnych hornych hladin:

Pia = Bian(w) fi(1 = f2),

9"Tieto prechody sa stant dovolenymi, ak krystalové pole neméa centrum inverzie, pretoZe vtedy 3d orbitaly nebuda
popisané dokonale parnymi vinovymi funkciami.
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kde n(w) = % je Boseho-Einsteinova distribu¢na funkcia pre fotény a f; = ———=— st Fermiho
hw/T 1 i /T 4]
distribu¢né funkcie pre elektrony s chemickym potencialom p. Koeficient absorpcie Bys je imerny sile
vazby medzi elektrénmi a foténmi a nezavisi od teploty.
Pravdepodobnost emisie bude podla Einsteina pozostavat z dvoch ¢lenov:

Pyy = Afo(1 — f1) + Bain(w) f2(1 — f1).

Prvy ¢len je timerny poctu elektronov na hornej hladine a po¢tu volnych hladin. Tento ¢len popisuje
tzv. spontannu emisiu. Prislusny koeficient A je opét nezéavisly od teploty. Druhy ¢len, imerny poctu
fotonov, popisuje Einsteinom zavedeny proces stimulovanej emisie. Ako uvidime, existencia termo-
dynamickej rovnovéhy si vyzaduje pritomnost tohto netrividlneho ¢lena. Opét pritom predpokladame,
7e koeficient Bs; je nezavisly od teploty.

V termodynamickej rovnovihe musia byt procesy emisie a absorpcie v rovnovahe, t.j. musi platit
Py = Py;. Ak vyuZijeme identitu

f=f1) _ ot

e
Si(l = f2) ’
ktora vyplyva z explicitného tvaru funkcii fi, fo a z podmienky hw = €2 — €1, po Uprave mozeme

podmienku rovnovahy Pis = P»y zapisat v tvare

/T By — By
elw/T _ 1

Teraz vidno, Ze ak koeficient A mé byt nezavisly od teploty, potom musi byt Bis = By = B, t.j. musi
existovat stimulované emisia. Potom naviac plati A = B a pravdepodobnosti absorpcie a emisie mozno
zapisat v tvare

(Pia=Bn(w)fi(l—fo);  Pu=Bnw)+1]fo(1-f).|

Naucili sme sa teda, Ze nenulova absorpcia implikuje konefnu emisiu. Absorpcia je timerna n(w) a
emisia je tmerna n(w) + 1. Tento vysledok plati pre emisiu a absorpciu akejkol'vek bozénovej astice
(okrem fotonov napriklad pre fonény, magnony, atd.) a pre systém elektronov a fonénov sme ho v I11.8
odvodili bez odvolavok na termodynamiku metédou druhého kvantovania.

Kvantova teoéria svetla

Kvantovy popis svetla sa podobé na kvantova teériu fonénov. Hlavny technicky rozdiel je v tom, Ze v
pripade fonénov kmitd mriezka atémov, kym v pripade foténov kmité kontinuum. Preto najprv uka-
Zeme, ako mozno kvantovo popisat elastické kontinuum a az potom sa budeme venovat teodrii foténov.

Kmaty 1D kontinua
Skumajme 1D retiazku atémov s hmotnostami M, vychylkami u, a mriezkovou konstantou a. Lagran-
zidn ststavy nech mé tvar

M o MQ?
L= 5 Zn:ui —— (g1 — un)?.

n

Ak teraz budeme sumy interpretovat ako integraly, potom lagranzian mozeme zapisat ako integral z
hustoty lagranzianu £, L = [ dzL, kde

2 2
p [ Ou 1) ou
E:2<8t> _2U2<8x> ’ 10

pricom v = Qa je rychlost zvuku, p = M/a je hustota hmotnosti, u(x) je pole vychyliek a u' je
priestorova derivacia. Od hustoty lagranzianu, ktory je funkciou £ = £(u, '), prejdeme k hamiltonov-
skému formalizmu definovanim hustoty impulzu Il = g—ﬁ = pt. Pre hustotu hamiltonidnu H = Ila — £
dostavame

H= 112 + —02(u)?, (104)
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kde v = Qa je rychlost zvuku. Ku kvantovej tedrii prejdeme zavedenim komuta¢nych vztahov medzi
polohou a hybnostou. Namiesto [wy, prm| = ihdn, budeme v spojite] teorii ziadat

[u(x),1I(2")] = ihd(x — 2). (105)

Kvantovy problém (104,105) mozno pre vzorku dizky L riesit Fourierovou transforméciou podobne ako
v .10,

_ i eikz xl — L efum
u(z) = i3 Zk: Qre™”, (2 Ne zk: Pre™ " (106)

Celkovy hamiltonian H = [ da’H nadobudne v novych premennych Qi, Py tvar
= SR> R
2p - - 2 - k‘ —R>

kde wy, = vk je frekvencia fonénu s hybnostou k. Pomocou inverznej transformécie

1 [F " 1 L .
— dxu(x)e™ """, P:/ dxIl(x)e™™
77 ), L=V S )

Tahko nahliadneme, Ze [Qj, Py] = ihdy, 1. Kvantovy problém 1D kontinua teda v novych premennych
Qpr, Pr nadobuda rovnaky tvar ako pre diskrétnu 1D retiazku atémov. Jedinym rozdielom oproti vy-
kladu v 1.10 je, Ze namiesto M v .10 vo vyraze pre hamiltonian vystupuje p. Preto hamiltonian mozno
diagonalizovat transforméaciou

Qr =/ prk (ak + aT_k> ; Py, = iy/ (CLL a#s) ;
.|.

kde ay, a; st anihilacné a kreacné operatory pre fonony. Vysledny hamiltonidn mé znamy tvar pre

systém volnych fonénov, H =3, hwk(a;fcak + %), a operator vychylky méa tvar

u(x) = \/1Z ; \/QPTO’ch (ak + aik) etk (107)

Volné elektromagnetické pole
D4 sa ukazat (pozri cvicenia), Ze hustota lagranzianu pre volné EM pole je £ = %0E2 — ﬁBQ. Ak
budeme pracovat v kalibracii ¢ =0, V- A = 0, potom £ moZno zapisat v tvare analogickom k (103),

26 8.7}j a.ﬁj’

€0 <8A>2 €0 50A; DA

- 1
L - (108)

kde ¢ je rychlost svetla a v druhom ¢lene sme pouzili Einsteinovu sumaént konvenciu.?® Porovnanie s
(103) ukazuje, ze fotonovy problém je 3D analogom 1D kmitov, pri¢om rolu p hra ey. Preto rieenie

(107) nadobudne tvar
1 / ikx
= ﬁ Z ﬁ ((lks + aT—ks) ekselk s (109)
ks

kde wy = ck je frekvencia foténov a sumacia cez k sa vedie cez vlnové vektory kompatibilné s peri-
odickymi okrajovymi podmienkami aplikovanymi na normaliza¢ny objem V. Hoci A je trojrozmerné
pole, pre kazda hodnotu k st vdaka vol'be kalibracie V - A = 0 pripustné iba dve hodnoty polarizacie,
s = 1,2, pri¢om pre polarizacné vektory ey, plati exs -k = 0 a ey - exs = 0. Hamiltonian volného EM
pola preto nadobudne tvar
H =" hw(af axs + 3). (110)
ks

98Fundamentalnou veli¢inou je lagranzian L, &ize integral z hustoty L. Hustotu £ teda moéZeme zmenit, ak pri tom

nezmenime L. Pri odvodeni sme pouzili identitu [ d°x(V x A)*> = [d°x [g‘;‘ g‘;‘ (V- A)?] a vyuzili sme, ze V- A = 0.



105

Doba zivota excitovaného stavu
Zamyslime sa na chvilu nad skuto¢nostou, Ze (pre dovolené prechody) existuje nenulova pravdepodob-
nost emisie fotéonov excitovanymi stavmi. Tento fakt je v zdanlivom rozpore s predstavou skutocne
staciondrnych stavov, ako ich pozname z kvantovej mechaniky. Dévod vSak nespociva v rozpornosti
kvantovej mechaniky, ale v tom, Ze obvykle sa napr. pri stadiu spektra atému vodika uvazuje iba s
coulombovskou interakciou medzi elektrénom a proténom a neberie sa do ivahy vézba nabitych castic
s prieénymi elektromagnetickymi vlnami, ktorych kvantami st fotény. Ak zoberieme do tuvahy tato
mali, ale nenulovi viazbu, potom excitované stavy prestant byt skutocne stacionarnymi.

Na optickych frekvenciach mozno vizbu medzi elektronmi a fotonmi pisat v tvare H' = SP- A, kde
P je operator celkovej hybnosti elektronov. Ak pre konkrétnost budeme skimat doby Zivota elektronov
v excitovanych stavoch v jednoelektrénovom pribliZeni, potom interakény hamiltonian bude mat tvar

__ ¢ A f
H' = Y Z V 20w <“ks + a—ks) P €ks-
ks

Pocitajme dobu Zivota elektréonu v excitovanom stave |2) s energiou €2 pod vplyvom poruchy H'.
V podiatoénom stave |i) systému elektron-+fotéony nech naviac nie st pritomné ziadne fotony, teda
i) = [2) ® |0)phot, kde |0)phot je fotonové vakuum. Koncovym stavom elektréonu nech je stav |1) s
energiou €1 < €9 a prebyto¢na energiu nech odnesie fotén v stave qs, teda koncovym stavom systému
elektron-+fotony su stavy typu |f) = |1) ® a£s|0>ph0t. Potom podla Fermiho zlatého pravidla bude
pravdepodobnost prechodu elektréonu z hladiny 2 na hladinu 1 za jednotku ¢asu dana vztahom

™

! < 1 ) ! (2] 1) 75 ( heog)
= — - ce_ €9 — €1 — )
T 2¢0 V o “a p as 2 ! a

m

Explicitnym vypoctom sa da ukéazat (pozri cvicenia), Ze napr. doba Zivota elektronu v stave 2p, atomu
vodika je % ~ 6 x 108 s~1. Vo veobecnosti je typicka doba Zivota v excitovanej hladine (tzv. rekom-
binaény &as) radovo 7 ~ 107? — 1078 s. Z Heisenbergovho principu neuréitosti potom dostavame pre
sirku emitovanej éiary de ~ % ~ 1076 —1077 eV, teda hoci T vyzera na makroskopickej kale ako vel'mi
kratky ¢as, v skuto¢nosti ide o ¢as zhruba o 6-7 radov dlhsi nez typicky atomovy ¢as (ktorého typicka
energia je 1 eV).
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Obr. 37: Dve mo#né realizacie fotolumiscencie v systémoch s lokalizovanymi elektrénmi: po pumpovani elektréonu
fotéonom zo stavu 1 do stavu 2 moZe elektron vyziarit fotén rychlym prechodom medzi stavmi 2 a 1 (fluorescencia,
vlavo), alebo pomalym prechodom medzi stavmi 3 a 1 (fosforescencia, vpravo).

Luminiscencia v systémoch s lokalizovanymi elektrénmi

Pri studiu konkrétnych systémov sa budeme najprv venovat luminiscencii v systémoch s lokalizovanymi
elektronmi s diskrétnym spektrom, napriklad molekulam alebo primesnym stavom v krystaloch. V
nasom vyklade sa obmedzime na fotoluminiscenciu (pozri obrazok 37).% Predpokladajme, ze budiacim
Ziarenim vytvorime nerovnovazne obsadenie hladin 1 a 2 s energiami €9 > 1. Proces, pri ktorom po
vybudeni nerovnovazneho obsadenia stavov 1 a 2 sa rovnovaha nastoluje spiatnym vyzarovanim foténov
s energiou hw = €2 — €1, sa nazyva fluorescencia.

99 Aby sme predigli nedorozumeniam, pripomeiime, ze pri fotoluminiscencii nie je faza emitovaného Ziarenia v Ziadnom
kauzalnom vztahu s fazou dopadajiceho Ziarenia. Ide o tzv. nekoherentny proces.
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Existuje v8ak ind moznost: z nejakych dévodov sa systém z excitovaného stavu 2 neziarivym pre-
chodom dostane rychlejsie do iného stavu 3 nez do zékladného stavu 1 (t.j. proces premeny z 2 na 3 je
rychlejsi nez fluorescencia z 2 do 1). Ak je naviac prechod zo stavu 3 do stavu 1 zakazany,'® hovorime
o fosforescencii. Pri fosforescencii dochadza k pomalému vyZzarovaniu s typickymi ¢asmi, ktoré mozu
lezat v intervale 7 ~ 10* s az 10 s.

Cvic¢enia

1. Ukazte, ze hustota lagranzianu pre volné EM pole je £ = %’EQ - ﬁBQ. Névod: pracujte v kalibracii ¢ =0, V-A = 0.
2. Vyjadrite elektrické a magnetické pole pomocou kreac¢nych a anihila¢nych operatorov pre fonony. Skumajte dalej foto-
novy stav |®) s ostro definovanymi po¢tami foténov vo vetkych modoch ks. Ukaite, ze (P|E(x)|®) = (@|B(x)|®) = 0.
Ukazte d'alej, Ze energia skimaného stavu |®) je kone¢na. Vysvetlite tento paradox.

3. Vypocitajte dobu zivota elektrénu v stave 2p, atému vodika pri teplote T' = 0.

4. a) Ako mozno optickymi metédami ur¢it rozdiel medzi hladinami 1s a 2s atému vodika?

b) Aky typ budenia by ste pouzili, ak chcete pozorovat prechod z hladiny 3s na hladinu 2p atému vodika?

23 Luminiscencia 2

V tejto prednaske pokracujeme v Stidiu luminiscencie. Najprv popiSeme tzv. Franckov-Condonov jav
v systémoch s lokalizovanymi elektrénmi a vysvetlime ho pomocou jednoduchého modelu. V druhej
Casti prednagky popiSeme luminiscenciu v systémoch s delokalizovanymi elektréonmi a jej aplikacie.

Franckov-Condonov jav

Pri luminiscencii v systémoch s lokalizovanymi elektronmi moze dochadzat k posuvu frekvencie medzi
absorbovanym a emitovanym Zziarenim, pricom frekvencia emitovaného Ziarenia wg je systematicky
mensia neZ frekvencia absorbovaného Ziarenia w,. Pre F-centra v ionovych krystaloch moze byt tento
posuv dramaticky, pozri tabulku 4.

NaF NaCl KCl
hwa (eV) 3.72 277 231
hwg (V) 1.67 098 1.22

Tabulka 4: Absorpéné a emisné maximéa pre F-centra v krystaloch alkalickych halogenidov.

Tento jav mozno kvalitativne vysvetlit nasledovne. Hoci opticky prechod sa odohréva v elektréono-
vom systéme, i6novy systém pri fiom nie je tplne inertny. RovnovaZzna konfiguracia idonov pre elektrony
v zakladnom stave 1 totiz vo v8eobecnosti nie je totozna s rovnovaznou konfiguraciou iénov pre elek-
trony v excitovanom stave 2. Na druhej strane, proces emisie alebo absorpcie foténov je rychly, takze
konfiguracie i6nov tesne pred a tesne po emisnych alebo absorpénych procesoch si totozné.

Pri vyklade sa pre jednoduchost obmedzime na pripad nulovej teploty. Predpokladajme, Ze energie
stavov 1 a 2 v elektrénovom sektore st €1 a €2. Podobne nech energia n-tého fonénového stavu pre
elektrony v stave 1 je Uy, a pre elektrony v stave 2 je to Us,. Podla obrazku 38 potom absorpcia
prebieha medzi po¢iatoénym stavom s energiou €1+ Uy a (vo fonévom sektore excitovanym) koneénym
stavom s energiou €9 + Uay, tedal0l

hwa = (g2 —€1) + (Uan — Uig) > (2 — €1) + (U0 — Uho).

10047 akazanost” prechodu obvykle znamena nulovost maticového elementu iba v najnizSom rade poruchovej teérie -
zvyCajne v tzv. priblizeni elektrického dipolu, kedy zanedbavame koneénost vlnovej dizky svetla. Po zohladneni &lenov
radu (mriezkova konstanta/vinova dizka svetla)? st obvykle mozné aj zakazané prechody. V molekulovych systémoch st
stavy 1 a 2, medzi ktorymi st mozné priame prechody, obvykle singletné, t.j. ich spin je S = 0. Stav 3 je pritom casto
tripletnym stavom, t.j. jeho spin je S = 1, a prechod 3 — 1 je “zakazany”.

101 Ako ukazeme neskér, v skutoénosti koneénym stavom mézu byt vietky excitované stavy s energiami ez + Usy,, kazdy
s pravdepodobnostou P, pri¢om Zn P, = 1. Rozdelenie P, vykazuje maximum okolo nmax, pricom hodnota nmax aj
tvar rozdelenia zavisia od sily vizby medzi elektronmi a iénmi. Na§ zjednoduseny vyklad teda zodpoveda priblizeniu, v
ktorom P, = 1 a v8etky ostatné pravdepodobnosti st nulové.

Mmax
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Obr. 38: Zavislost energie Franckovho-Condonovho systému od zovieobecnenej fonénovej stradnice popisujicej defor-
maciu mriezky v okoli lokalizovaného elektronu. Zobrazené st energie pre dva stavy (1 a 2) lokalizovaného elektrénu.
Hruba sipka orientovana nahor popisuje absorpciu svetla pri energii hwa. éipka zaé¢ina v minime krivky pre elektronovy
stav 1 (pretoZze skumame pripad 7' = 0) a je zvisla, t.j. pri absorpcii sa nemeni konfiguricia mriezky. Hruba $ipka orien-
tovana nadol popisuje emisiu svetla pri energii Awg. éipka za¢ina v minime krivky pre elektronovy stav 2, t.j. emisia
prebieha zo zrelaxovanej mriezky.

Predpokladajme dalej, ze fluorescencia je pomald voci relazacnym procesom v idnovom systéme.
Potom prv, nez dojde k emisii, zrelaxuje iénové konfiguracia do optimalnej konfigurdcie zodpovedajice;j
elektréonu v stave 2. Teda pociatocny stav pred emisiou mé energiu €9 + Uy, kym koneCny stav po
emisii ma energiu €1 + Uy, kedZe podl'a obrazku 38 ide o excitovany stav vo fonénovom sektore. Potom
v8ak energia emitovaného Ziarenia bude

hwg = (g2 —e1) + (U2o — Urp) < (€2 — 1) + (U20 — Urop).

Porovnanim vyrazov pre hw, a hwg lahko nahliadneme, Ze wq > wg. VSimnime si, Ze kla¢ovym
predpokladom bola pomalost fluorescencie voéi relaxaénym procesom v i6novom systéme. Ak tato
podmienka nebude splnené, nebude existovat prakticky Ziaden rozdiel medzi w4 a wg, pretoze fonénovy
podsystém nebude menit svoju vlnova funkciu.

Stoji za zmienku, Ze tlohu i6nového systému moze hrat akykolvek iny stupenn volnosti naviazany
na elektrony, ktory je pomaly voci elektronom a v procese emisie/absorpcie sa nestihne prisposobit
zmene elektronového stavu. Relaxacné procesy tychto stupiiov volnosti v8ak musia byt dostatocne
rychle oproti ¢asu fluorescencie.

Dvojhladinovy systém s vizbou na fonénovy moéd
V tomto odstavci preskimame emisiu a absorpciu v nasledovnom modelovom systéme pri teplote
T = 0. Skimany systém nech pozostava z dvoch stupiiov volnosti, elektrénového a ionového. Elektron
nech sa moze nachadzat v dvoch stavoch |1) a |2) s energiami 1 < e9. I6novy stupeil volnosti nech
je popisany zovSeobecnenou sturadnicou x. Jeho hamiltonidn nech mé tvar harmonického oscilatora,
ktorého rovnovéazna poloha nech zavisi od toho, v akom stave sa nachidza elektron:

Pre elektron v stave |1) nech i6novy hamiltonian ma tvar

H = _ﬁiz + 1 2.2
2M Ox2 2

s rovnovaznou hodnotou = 0, vlastnymi funkciami ¢, (z) a im prislusnymi energiami fwo(n + 3).

Na druhej strane, pre elektron v stave |2) nech i6novy hamiltonian ma tvar posunutého oscilatora

~ R 92 1
H=_——_ - M 2 _ 2
IR )

s rovnovaznou hodnotou z = x¢, vlastnymi funkciami ¢, (x —x¢) a im prislusnymi energiami fiwg(n+ %)
Pomocou tedrie posunutého harmonického oscilatora sa daju ukéazat nasledovné vztahy medzi vl-
novymi funkciami neposunutého a posunutého harmonického oscilatora (pozri cvic¢enia),

/da:qﬁn(x—xo)*%(x) — () /2es, (111)

n

/dmn(x)*gbo(x—xo) = %6_%, (112)

kde o = ;21’0 je bezrozmerny parameter charakterizujuci silu vazby medzi elektrénom a i6nmi.
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Absorpény experiment

KedZe pracujeme pri nulovej teplote, poiatoénym stavom absorpéného experimentu je zékladny stav
elektronového aj i6nového stupia volnosti, t.j. stav ¢g(z) ® |1) s energiou €1 + %hwg. Budeme predpo-
kladat, ze absorpény proces prebehne tak rijchlo, Ze fondnovy stav sa pri absorpcii nezment, t.j. vinova
funkcia systému po absorpcii foténu nadobudne tvar ¢g(z) ® |2). Pokial sa v8ak elektron nachadza v
stave |2), vlastnymi stavmi iénov st vinové funkcie ¢, (x — z¢). Preto po absorpcii sa elektron ocitne
v linearnej superpozicii vlastnych stavov ¢ (2 — 29) ® |2) s energiami ea + Awg(n + 3):

G0(@) ©12) = andule - 20) @ |2,
n=0
kde sme vlnovi funkciu zakladného stavu neposunutého oscilatora ¢g(x) rozvinuli do tplného systému
funkeif ¢y, (z — zo) pre posunuty oscilétor, pricom a, = [ dad,(x — x0)*¢o(x) a prekryvovy maticovy
element pozname (112). Podl'a Fermiho zlatého pravidla preto hustota pravdepodobnosti absorpcie pri
frekvencii w bude imernéa funkcii

o n
o
_ _ _
P,(w)=c¢ g oy d(e2 — &1 + nhwy — hw),
n=0
teda absorpcia pri frekvencii hw = £9 —e1 +nhwg prebehne s poissonovskou pravdepodobnostou e_o‘—fﬁ: .

o« . P — n . ~
Vsimnime si, ze Y~ e~ *% = 1, ako aj ma byt.
V limite @ < 1 dominuje prispevok s n = 0, t.j. absorpcia prebehne rovnako, ako v systéme nenavia-
zanom na iény. Naopak, v limite o > 1 bude absorpcia rozloZena na vel'a prispevkov, pri¢om maximum

sa dosahuje pri po¢te vybudenych fonénov n ~ .19 Naviac, vaha v maxime je iba ~ 21m.103

Obr. 39: Schematicky naért emisného a absorpéného spektra dvojhladinového systému naviazaného na iénové stupne
volnosti pre a > 1 pri teplote T'= 0. Absorp¢né spektrum pozostava zo sady ¢iar pri iw = 2 — €1 + nhwo, kym emisné
spektrum pozostava zo sady ¢iar pri fiw = €2 —e1 —nhiwo. Pokial je Sirka ¢iar a/alebo rozlisovacia schopnost spektrometra
vasia nez hwo, potom pozorujeme iba Siroké obélkové funkcie pre emisiu a absorpciu.

Emisny experiment

Budeme predpokladat, Ze prv, nez dojde k emisii, i6novy systém zrelaxuje do zakladného stavu pre
elektron v stave |2), t.j. poiatoénym stavom emisného experimentu bude stav ¢g(z — xo) ® |2) s
energiou 52—1—%%0. Inymi slovami predpokladame, Ze relaxacny cas je kratsi neZ doba Zivota excitovaného
elektronového stavu. Naviac, opéat predpokladame, Ze emisny proces prebehne tak rychlo, Ze fonénovy
stav sa nestihne zmenit. Preto kone¢nym stavom emisného experimentu bude stav

¢0(1‘—x0 ®’1 an¢n ®|1>

kde sme vInova funkciu ¢g(x —xg) tentokrat rozlozili do uplného systému vlastnych stavov ionov ¢y, (),
ktoré su vlastnymi stavmi iénového systému, ak elektrony si v stave |1). Prekryvovy maticovy element
by = [ dxgn(x)*do(x — x0) je opt znamy (112). Kedze energia stavov ¢, () ® [1) je e1 + hwo(n + 3),
hustota pravdepodobnosti emisie pri frekvencii w bude timerna funkcii

o a™
P.(w)=¢* Z —0(e2 — &1 — nhwo — hw).
n=0 s
102p i prechode ’od n k n + 1 totiZz treba néasobit funkciu C:L—n faktorom ¢ = il, aby sme dostali @ 11), Pre malé n je
q > 1 a funkcia —',L rastie. Ale pri a & n je ¢ & 1 a pri dalSom raste n je ¢ < 1 a funkcia an— klesa.

103y blizkosti maxima mézeme pri odhadoch pouzivat Stirlingovu formulu n! ~ ( 2)"V21mn
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Vsimnime si, Ze pre a < 1, t.j. pre slabu vizbu medzi elektrénmi a i6onmi, je P,(w) ~ P.(w), teda
absorpéné a emisné spektra si rovnaké. Ale pre a > 1 je absorpéné spektrum posunuté nahor oproti
Cisto elektronovej hodnote €9 — €1, kym emisné spektrum je posunuté nadol a je zrkadlovym obrazom
absorpéného spektra s osou zrkadlenia pri energii e — ;.

Luminiscencia v polovodi¢och a izolantoch

Vo zvysku prednésky preskiimame luminiscenciu v systémoch s delokalizovanymi elektréonmi. Obme-
dzime sa pritom na sktimanie medzipasovej luminiscencie v polovodi¢och a izolantoch. Pri stadiu
luminiscencie v systémoch s lokalizovanymi elektronmi sme videli, Ze o charaktere emisného Ziarenia
rozhoduje porovnanie rychlosti rekombinécie s rychlostou alternativnych procesov. Skimajme pre kon-
krétnost fotoluminiscenciu s budiacou frekvenciou iw > A, kde A je §irka zakézaného pasu polovodica.
Po absorbovani foténu v polovodi¢i vznikne voIny elektron a volna diera,'% pozri obrazok 40. Exci-
tacné energia elektréonu, t.j. rozdiel medzi energiou elektréonu a energiou dna vodivostného pésu, je
pritom obvykle omnoho vacsia neZ teplota. Vdaka interakcii s fonénmi sa vak elektréon termalizuje,
t.j. jeho excita¢na energia sa stane porovnatelnou s teplotou. Podobné tvahy platia aj pre diery. Kedze
termaliza¢ny &as (obvykle ~ 10713 5) je omnoho kratsf nez rekombinaény ¢as (obvykle 1072—1078s),
najprv elektréony klesntt k minimam vodivostného pasu a diery vystipaji k maximém valené¢ného pasu,
a aZ potom moZe zacat rekombinécia.
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Obr. 40: Fotoluminiscencia v polovodi¢och. VIavo: priamy polovodié. Zobrazené st vietky tri &tadia procesu, t.j.
budenie, termalizéacia elektréonov a dier a rekombinécia. V strede: budenie a termalizacia elektronov a dier v nepriamom
polovodiéi. Vpravo: dvojkrokova rekombinécia v nepriamom polovodiéi prebiehajica prostrednictvom pévodne préazdnych
primesnych stavov.

V priamych polovodic¢och sa realizuje analég fluorescencie: termalizované elektréony a diery rekom-
binujd, pricom vyZzaruju fotony s energiou zhruba A. V nepriamych polovodi¢och nemdzu elektrony
a diery rekombinovat kvoli Pauliho vyludovaciemu principu a realizuje sa analog fosforescencie: Po-
dobne ako pri absorpcii, rekombinacia méze nastat iba s prispenim fonénov, primesnych stavov (pozri
obrézok 40), alebo viacelektréonovych procesov.!%® Preto je lumiscencia v nepriamych polovodicoch po-
malsia. Naviac, znacné Cast energie sa moze vyziarit na frekvencidch podstatne odlisnych ako Sirka
zakazaného pasu.19

LED diody (light emitting diodes)

Ak prilozime na p-n spoj napétie v priepustnom smere, transport ndboja cez spoj sa bude realizovat ako
rekombinaény prad dier a elektréonov, pozri 1.20 a obrazok 41. Teda napriklad diery pote¢t z p-oblasti,
kde st majoritnymi nosi¢mi néaboja, do n-oblasti, kde stt majoritnymi nosi¢mi naboja elektrony. Kedze
daleko od spoja je prid v n-oblasti neseny takmer vyhradne elektronmi, musia diery po prechode cez
spoj v n-oblasti rekombinovat s elektronmi. V priamych polovodi¢och je dominantnym rekombinad-

1041 yminiscenciu z exciténového stavu v tomto odstavci neanalyzujeme, pretoZe sa podoba na luminiscenciu v systémoch
s lokalizovanymi elektronmi.

105Pyi Juminiscencii cez neobsadené primesné stavy vodivostny elektrén v prvom kroku obsadi primesny stav a v druhom
kroku nastane rekombinécia elektrénu z primesného stavu s dierou vo valené¢nom pése. Kedze v systémoch s primesami
nemame do ¢inenia s transla¢ne invariantnym systémom, kvazihybnost elektronu k sa nemusi v tychto procesoch zachovat.
Dvojelektronové procesy st naopak mozné aj v dokonalom krystali: napriklad v kremiku elektrén z minima vodivostného
pasu v blizkosti ko spolu s inym elektronom z minima vodivostného pasu v blizkosti —ko mozu zrekombinovat s dvomi
dierami s hybnostami ~ 0 a kvazihybnost bude v takomto procese zachovana.

106Napriklad pri luminiscencii cez tzv. hlboké primesné hladiny, t.j. hladiny d'aleko od extrémov péasov.
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Obr. 41: Vyuzitie p-n spoja. Vlavo: princip fungovania LED diédy, t.j. generacie svetla z elektrickej energie. Vpravo:
princip fungovania foto¢lanku, t.j. generacie elektrickej energie zo svetla.

nym mechanizmom fluorescentny prechod; polovodi¢ sa stava zdrojom Ziarenia s frekvenciou priblizne
rovnakou, ako sirka zakazaného péasu.'0”

Uéinnost LED diéd ako zdrojov svetla, t.j. podiel svetelného vykonu vo viditelnej oblasti k elek-
trickému prikonu, je vys§ia neZz ucinnost obycajnych Ziaroviek. Bezné Ziarovky totiZz pracuju tak, Ze
ohmovské teplo generované te¢tcim pridom zahrieva vldkno. Vldkno potom vyZaruje svetlo vdaka
svojej vysokej teplote a vyzarované spektrum mozno aproximovat spektrom Ziarenia Cierneho telesa.
Preto velka cast ziarivého vykonu je emitovana v neviditelnej oblasti. Na druhej strane, LED diéda
moze vyzarovat prednostne pri energii zakdzaného pasu, ktorit mozno zvolit vo viditelnej oblasti. Na
podobnom principe ako LED di6édy pracuja aj polovodi¢ové lasery.

V ¢ase obrateny proces k procesu generacie svetla LED didédou moZno pouzit na generaciu napétia
(pozri obrazok 41): fotén pohlteny v p-n spoji kreuje ¢asticovo-dierovy par, pricom vdaka intrizickému
polu v p-n spoji diery driftuju do oblasti p a elektrony driftuju do oblasti n. Takto funguji polovodi-
cové fotoclanky.

Cvicenia
1.* Zavedme bezrozmernt stradnicu & = z/l, kde | = ,/MLWO je typicka vychylka harmonického oscilatora. Pomocou

& mozno i6novy hamiltonian zapisat ako H = h‘;(’ [7(;{5—22 + &2]. Po zavedeni anihilaéného operatora a = %(d% +£) a
kreagného operatora af = %(—d% + &) vlastné stavy i6nového hamiltonidnu H moZno zapisat v tvare [n) = \/%(aT)ﬂO),

kde |0) je stav bez €astic, t.j. a|0) = 0.

Na druhej strane, posunuty oscilator mozno zapisat ako H = h’%[—d% + (€ — v2a)?], kde a = %(%“)2 Teda H
ma4 ten isty tvar ako H, ak ho vyjadrime cez posunutt suradnicu £ = £ — v/2a. Naviac, pretoze d/d¢ = d/d€, posunuté
anihila¢né a kreagné operatory si @ = a — v/a, af = a’ — /& a vlastné stavy posunutého hamiltonianu H mozno zapisat
v tvare |n) = \/%(af)"ﬁ), kde |0) je posunuty stav bez astic, t.j. stav splhajaci podmienku @|0) = 0.

Podmienku @|0) = 0 moZno zapisat pomocou pdvodného anihilaéného operdtora ako al0) = +/«a|0). Ukaite, Ze
normovany vakuovy stav posunutého oscilatora mozno zapisat pomocou neposunutych operatorov ako tzv. koherentny
stav v tvare \6) — e~ 5evaal |0). Dalej vyjadrite stavy |6) a |n) pomocou neposunutych operatorov, exponentu evaal
rozviite do Taylorovho radu, a nasledne ukéazte, ze platia vztahy (112):

nl0) = e F(neV™|0) = /e F;

o) = ﬁe*%«n (a'—va) e M*|o>:(71>"\/%7’fe*%.

2. Skumajte fotoluminiscenciu v GaAs s budiacim Ziarenim s frekvenciou fiwog > A, kde A je Sirka zakazaného péasu.

a) Odhadnite poc¢et fononov, ktoré pri termalizéacii vyziari elektron-dierovy par.

b) Ukazte, Ze po termalizécii (a pred zaiatkom luminiscencie) je chemicky potenciél u, pre elektrony vo valenénom pése
rozny od chemického potencialu p. pre elektrény vo vodivostnom pase.

¢) Zdévodnite, preco luminiscencné spektrum I(w) pri teplote 7' mé tvar I(w) o< v/iw — A exp(“e=£e="2) Navod: pou-
zite Fermiho zlaté pravidlo pre spontannu emisiu a vyuzite, Ze GaAs je priamy polovodi¢ s dovolenym prechodom.

107Na generaciu Eerveného svetla 630-870 nm sa pouZivaji p-n spoje na baze priameho polovodica Al,Ga;_,As. Zvysni
spektralnu oblast pokryvaju diody na baze priameho polovodica Ga,Ini—,N. Obidve zliatiny patria medzi tzv. III-
V polovodice, t.j. polovodite pozostavajice z troj- a patmocnych prvkov. Materské materidly zliatin maja pri 300 K
zakdzané pasy Agaas = 1.42 €V, Acan = 3.4 eV a Amn = 1.9 eV. Zakidzané pasy zliatin interpoluja medzi tymito
hodnotami. Bohuzial, AlAs je nepriamy polovodi¢, preto zliatina Al;Gai—_,As je priamym polovodi¢om iba pre x < 0.45.
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3. Odhadnite rekombinaény ¢as pre elektréon na dne vodivostného pésu nepriameho polovodi¢a. Predpokladajte, Ze rych-

lost rekombinécie je kontrolovana ziarivym prechodom do prazdnych primesnych stavov s koncentraciou Cimp.

4. Nech 7 a p st rovnovazne koncentrécie elektronov a dier. Predpokladajme, Ze od Casu zavislé koncentracie elektronov a

dier st n = n+p a p = p+ p. Kinetiku generacie a rekombinécie parov elektrénov a dier moZno popisat fenomenologickou
dn __ dp _

rovnicou 7¢ = %% = A— Bnp. Néjdite vztah medzi koeficientmi generacie A a rekombinacie B. Vypocitajte rekombinacny

Cas pre malé odchylky p od rovnovéhy.

24 Rozptyl svetla a fotoemisia

Doteraz sme Studovali javy, pri ktorych fotony bud vstupovali do vzorky (absorpcia) alebo z nej vystu-
povali (emisia). V tejto prednaske stru¢ne opiSeme komplikovanejsie javy, pri ktorych ziarenie vstupuje
do vzorky a vzorku opusta modifikované Ziarenie. Za¢neme diskusiou o elastickom (Rayleighovom)
rozptyle a potom sa budeme venovat neelastickym rozptylom, pri ktorych sa meni frekvencia svetla.
Napokon kratko popiseme fotoemisni spektroskopiu.

Rayleighov rozptyl
Skumajme Sirenie elektromagnetickej viny Ege cez nehomogénne prostredie, ktorého permi-
tivita je modulovana v priestore okolo strednej hodnoty e, t.j. v mieste x je permitivita € + de(x),
pricom de(x) < e. O Rayleighovom rozptyle hovorime, ak je dizka viny A\ omnoho vicsia nez typicky
priestorovy rozmer fluktuacii de(x).1%®

Vyclenime v médiu objemovy element Vy(x) okolo bodu x, ktory je maly oproti A, ale dost velky na
to, aby sme médium v jeho vnutri mohli popisat makroskopickou permitivitou. Oproti priemernému
dipélovému momentu indukuje v tomto elemente dopadajtca vlna dodatkovy dipolovy moment

p = €0y (Vo)Egekox ™t

ikg-x—iwt

kde y(Vo) = fVo (x) d®>x6ep(x) je odchylka od priemernej polarizovatelnosti elementu Vo(x). Tento di-
polovy moment kmita na frekvencii w a vyZaruje energiu, preto sa naih mozno pozriet ako na roztylovag
Ziarenia. D4 sa ukéazat (pozri cvifenia), Ze u¢inny prierez pre rozptyl na takomto dipdle je

LU4 2
o(Vo) = g )P,

kde ¢ je rychlost svetla vo vakuu. Ak budeme predpokladat, Ze celkovy roztyl svetla je nekoherentnym
suctom rozptylov od jednotlivych objemovych elementov, Tahko mdZeme odhadnit koeficient utlmu
ziarenia v médiu.

Skimajme pre jednoduchost Sirenie Ziarenia v tenkom vlédkne s prierezom S. Smer Sirenia nech je
totozny s osou . Nech celkovy prud fotonov v priereze x je I(x) = jS, kde j je hustota priadu foténov.
7 tohto pradu na intervale dizky dz ubudne roztyleny prad dI = jdo, kde do je t&inny prierez pre
rozptyl na fluktuaciach v objeme Sdx. Uéinny prierez do je suc¢tom Sv—‘i’” fluktuujacich prispevkov o(Vy),

preto h(? mozno pisat ako sucin ich poc¢tu STde a strednej hodnoty (o (Vy)), t.j. c‘lo’ = w&”daj. Preto
I(z) splha diferencialnu rovnicu dTI = —d%, kde sme zaviedli tzv. extinkéni dlzku

L_(e0) _ o (hO)P)

14 Vo 61tV

z

Integraciou rovnice pre I(x) dostaneme I(z) = Ipe™ ¢, teda extinkéné dlzka ¢ meria, ako daleko sa Siri
Ziarenie tenkym vlaknom.!%? V&imnime si, Ze rozptyl Ziarenia narasta so Stvrtou mocninou frekvencie

108 Opacnym extrémom je pripad, kedy sa nehomogenita média realizuje striedanim opticky réznych oblasti, priom
rozmery tychto oblasti st velké oproti A\. V takom pripade si vystaéime s geometrickou optikou: svetlo sa odraza a
lame na rozhraniach medzi oblastami. S takouto situaciou sa stretavame v polykrystaloch (kde dochadza k odrazom na
hraniciach zfn) alebo v heterogénnych zmesiach. Hoci tieto priklady su prakticky dolezité, obvykle nenesd informéciu
o atomarnej Struktare a preto sa im v tomto kurze nevenujeme. Na zaver pripomenme, Ze najzlozitejSim pripadom je
situacia (Castd v koloidnych roztokoch - napr. v mlieku), kedy rozmer nehomogenit je porovnatelny s vinovou dizkou
svetla. V tomto pripade hovorime o Mieho rozptyle.

109Pgpis Sfrenia Ziarenia cez masivny nehomogénny material je zloZitejsi, pretoze rozptylené svetlo sa zo vzorky nestraca,
iba meni smer Sirenia. D4 sa ocakéavat, Ze na dostatoCne dlhych skalach sa v takomto médiu svetlo &iri difaziou.
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a s rastom fluktuacii vo vzorke.

Nakoniec ukdzme, Ze extinkéna dlzka £ je urovana iba intenzivnymi veli¢inami, t.j. Ze nezavisi od volby objemu V. Pre

jednoduchost predpokladajme, Ze permitivita je iba funkciou lokalnej hustoty p(x). Potom der(x) = aaef dp(x), a preto

pre odchylku polarizovatelnosti od priemernej hodnoty plati v(V) = 355 Iy dPxop(x) = 855 0N, kde N je fluktuacia

poctu ¢Eastic v objeme Vy. V dodatku ukazujeme, ze fluktuécie poctu castic <5N2> suvisia so stlacitelnostou systému

2
prostrednictvom vztahu % =Tp (@) . Preto
T

op
L_w'Tp (9er\* (9p
L 6mct \ Op o),
ap

V blizkosti kritického bodu (t.j. konca ¢iary koexistencie) kvapalina-plyn stlacitelnost tekutiny ((’Tp) diverguje. Pre-
T

javuje sa to narastom Rayleighovho rozptylu a hovorime o tzv. kritickej opalescencii. Treba v8ak poznamenat, Ze vo

vel'mi tesnej blizkosti kritického bodu bude typicky priestorovy rozmer fluktuécii hustoty porovnatelny s vinovou dizkou

a Rayleighovu teoriu preto nemoZno pouZit.

Obr. 42: Realna ¢ast n a imaginarna ¢ast & indexu lomu skla na baze SiOs ako funkcie frekvencie v. Rezonanéné piky v
infracervenej oblasti zodpovedaji optickym fonénom, kym rezonaény pik v ultrafialovej oblasti zodpoveda medzipasovému
prechodu. Vo viditelnej oblasti je n ~ 1.46 a k < 1.

Optické vlakna
Na prenos informécie sa pouzivaju optické vlakna, ktoré obvykle pozostavaji z jadra zo skla na baze
SiO9 s priemerom = 10pm a z plasta s niz8§im indexom lomu, ako mé jadro. Svetlo je potom uvéznené
v jadre totalnym odrazom. To, Ze v optike sa pouZiva amorfny material (sklo), nie je ndhoda. V
beznych polykrystalickych materialoch s rozmerom zrna aspoii porovnatelnym s vlnovou dlzkou svetla
A totiz dochadza k odrazom na rozhraniach zin, ¢o zhorsuje ich prenosové vlastnosti. Prenos svetla teda
mozno zlepsit dvomi spdsobmi: bud pouzivanim monokrystalov, alebo naopak zmenSenim rozmerov
priestorovych nehomogenit pod 8kéilu A, t.j. pouzivanim nanokrystalickych alebo amorfnych materialov.
Pracovna frekvencia v optickych vlaknach sa voli v oblasti s minimalnymi stratami skla, t.j. v infra-
Cervenej oblasti s frekvenciou blizkou k 1.94 x 10'* Hz, pozri obrazok 42. Pre mensie frekvencie straty
v skle rastid kvoli absorpcii na fonénoch. Pre vicsie frekvencie zas straty rastd kvoli Rayleighovmu
rozptylu sposobenému nehomogenitami polarizovatelnosti skla. V&imnime si, Ze nebyt Rayleighovho
rozptylu, na frekvencii 1.94 x 101 Hz (t.j. na vlnovej dlzke 1.55 um vo vakuu) by sklo nemalo vykazovat
ziaden ttlm svetla. Utlm svetla v bezne pouzivanych optickych vlaknach je iba 0.2 db/km, t.j. svetelny
vykon klesne na 1 km dlzky vlakna faktorom 1070-2/10 ~ 0.955.

Ramanov rozptyl
Skimajme Sirenie elektromagnetickej viny v médiu, ktoré mé vnatorné kmitavé stupne volnosti, napr.
mechanické. Vo vSeobecnosti mozno ocakavat, Zze polarizovatelnost takéhoto média zavisi od zovse-
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obecnenej suradnice u kmitavého moédu. V naSej diskusii sa obmedzime na jediny harmonicky interny
mod s frekvenciou wy a budeme predpokladat, Ze elektricka susceptibilita je imerné prvej mocnine
suradnice u (tzv. rozptyl prvého radu):

a(u) = ap + gu,

kde g je viazbova konstanta medzi elektrickym polom a internym kmitavym moédom. Pre konkrétnost si
mozeme predstavit médium ako sadu dielektrickych gl a interny mod ako kmitavy mod deformujici
gul'u na rota¢ny elipsoid oscilujici medzi pretiahnutym a splostenym tvarom (pri konstantnom objeme).
Ked7e polarizovatelnost elipsoidu zavisi od jeho tvaru (pozri cvi¢enia), @ bude funkciou w.

Vo v8eobecnosti je nutné u povazovat za kvantovomechanicky operator vychylky. V nasom vyklade
sa vSak najprv obmedzime na skimanie teplot T >> hwg, kedy interné kmity mozeme popisat klasicky:.
Pre harmonické interné kmity u(t) = ug coswot teda modzeme predpokladat, Ze susceptibilita zavisi od
¢asu podla

a(t) = ap + gup cos wot.
KedZe amplitiada kmitov je typicky mala oproti rozmerom polarizovatelnych entit, aj modulacia sus-

ceptibility gug je typicky mala, obvykle gug ~ 1073, Ak dopadajtca vlna ma tvar Eycoswt, potom
polarizacia vzorky bude P(t) = epa(t) Ep coswt, Cize

P(t) = ey Ey [ao cos wt + % cos(w + wp)t + % cos(w — wp)t| .

Teda vo vzorke sa okrem pévodnej frekvencie objavi aj Ziarenie pri tzv. Stokesovej frekvencii w —wy
a anti-Stokesovej frekvencii w + wy.

V kvantovomechanickej teérii zodpoveda anti-Stokesov proces absorpcii fonénu a preto pravdepo-
dobnost takéhoto procesu bude timerna n(wp). Podobne Stokesov proces zodpoveda emisii fonénu a
jeho pravdepodobnost je timerné n(wp) + 1. Preto podiel amplitad oboch signalov bude

Iw+w)  nlwo) o
Ilw—wy) nwy)+1

e

Pri vysokych teplotach T > hwy tento vysledok reprodukuje nas klasicky vysledok, podla ktorého
obidva procesy st rovnako pravdepodobné. Pri nizkych teplotach T' < fuwg st v8ak pozorovatelné iba
Stokesove procesy.

V transla¢ne invariantnom systéme sa v procese emisie alebo absorpcie fonénu musi okrem ener-
gie zachovavat aj hybnost.'? Pri optickych frekvenciach je viak hybnost fotonov omnoho mensia nez
typické hybnosti v Brillouinovej zone, teda aj emitovany alebo absorbovany fonén musi mat porovna-
telne mald hybnost. Preto meranim Ramanovho rozptylu mozno $tudovat iba fonénové médy v strede
Brillouinovej zony.

Vijberové pravidld pre Ramanov rozptyl
Nech zovseobecnené stradnica fonénového moédu je u. Z predchadzajiceho vykladu je zrejmé, ze Ra-
manov rozptyl moze nastat iba na takych fonénovych modoch, pre ktoré je derivacia tenzora elektricke;j
susceptibility a;; podla u nenulova:
80@
gij = ou # 0.
Iba na zaklade symetrie krystalu a symetrie fonénového modu vsak mozno ¢asto ukazat, ze dany mod
nie je ramanovsky aktivny. Ako priklad Studujme P-invariantné kryStaly alebo molekuly. V takychto
systémoch mozno fonénové mody rozdelit do dvoch skupin: na parne a neparne mody, pozri obrazok 43.
Podla Neumannovho principu sa pri inverzii susceptibilita P-invariantného systému nesmie zmenit,
Cize v invertovanej ststave musi platit o;; = ;. Pre nepdrne moédy sa zovSeobecnena stradnica fonénov
pri inverzii transformuje z w na ¥ = —u. Preto g;; = % = —agzj = —g;;. Na druhej strane vsak podla
Neumannovho principu mé platit g;; = g;;. Porovnanim oboch vyrazov pre g;; dostaneme vysledok
gij = 0, ¢iZe nepdrne fondnové mody v P-invariantnijch systémoch nie si ramanovsky aktivne. Naopak,

10y krystaloch sa namiesto hybnosti zachovava kvazihybnost.
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Obr. 43: Normalne vibraéné mody P-invariantnej molekuly SFg. Pri inverzii sa bod R zobrazi do bodu —R. Ak
vychylku atému v bode R oznac¢ime ako ur, potom za péarne oznac¢ime mody, pre ktoré plati u_r = —ur, kym
za neparne ozna¢ime mody, pre ktoré plati u_r = ur. VIavo: priklad parneho (ramanovsky aktivneho modu). Sipky
znézoriuju vychylky atémov v danom mode. ZovSeobecnena siradnica u tohto modu je povedzme kladna, ak sa molekula
nafikne, a zaporné, ak sa molekula zmrsti. V§imnime si, Ze zovSeobecnena suradnica parneho médu sa pri invertovani
nemeni, pretoZe naftiknutie sa pri inverzii transformuje na nafiknutie. Vpravo: priklad neparneho (IR aktivneho) moédu.
Zovseobecnena siuradnica tohto modu je kladna povedzme pre pohyb centralneho atému S nahor. Pre neparne mody
zovSeobecnend suradnica pri invertovani zmeni znamienko.

pre parne moédy sa zovSeobecnena siradnica fonénov pri inverzii transformuje z u na u a koeficient g;;
sa nemeni. Symetria voc¢i inverzii teda nekladie obmedzenia pre Ramanov rozptyl na parnych modoch.

Absorpcia svetla fononmi v P-invariantnych systémoch je komplementarna k Ramanovmu rozptylu.
Pre susceptibilitu totiz plati a;; = %35} kde P je hustota dipolov vyvolana fonénovym modom. Ale
pre pdrne fonénové mody je dipélovy moment od kazdej Struktirnej jednotky nulovy, pretoze k sume
> R YRUR Drispievaji inverziou zdruzené dvojice bodov R a —R s ndbojmi ¢_r = ¢r a vychylkami
U_R = —ug, pozri obrazok 43. Cize pdrne fononové mddy v P-invariantnych systémoch neprispievaji
k absorpcii, zatial ¢o symetria voc¢i inverzii nijako neobmedzuje absorpciu na neparnych modoch, ktoré
teda mozu prispievat k absorpcii svetla v IR oblasti.

Brillowinov rozptyl

V pripade, ak k neelastickému rozptylu dochadza za sicasnej emisie akustickych fonénov, hovorime o
Brillouinovom rozptyle. Ide tu o historizujtce nazvoslovie, pretoze medzi Brillouinovym a Ramanovym
rozptylom niet principialnych rozdielov. Pri analyze Brillouinovho rozptylu v8ak nemoézeme zanedbat
zmenu hybnosti foténu, pretoze nulovej hybnosti fonénu zodpovedéa nulové energia fonénu.

Do rozptylového procesu nech vstupuje fotén s energiou fiw. Hybnost tohto fotonu vo vakuu je hk,
pricom w = ck a c je rychlost svetla vo vakuu. Ak index lomu materidlu je n, potom hybnost toho
istého fotonu v materali je Aink. Podobne, nech energia rozptyleného fotéonu je hw' a jeho hybnost je
hk' vo vakuu a hnk’ v materiali, pricom w’ = ck’. Potom zékony zachovania hybnosti a energie v
rozptylovom procese (ktory sa realizuje vnitri materialu) nadobudnu tvar

hnk’ = hnk + hq, hw' = hw + hug, (113)

kde znamienko plus zodpovedé absorpcii a znamienko minus emisii fonénu s hybnostou iq a grupovou
rychlostou v.!''! KedZe v < ¢, zo zédkona zachovania energie (113b) zapisaného v tvare k' = k + =q
vidno, Ze k' ~ k, t.j. velkost hybnosti foténu v zrazke sa takmer nezmeni.

Preto v zakone zachovania hybnosti (113a) zanedbame rozdiel medzi velkostami k a k. Ak rozpty-
lovy uhol, t.j. uhol medzi k’ a k ozna¢ime 6, potom zo zakona zachovania hybnosti pre velkost hybnosti
fon6énu dostaneme ¢ = 2nk sin% = 2”7“’ sin g.

Po dosadeni vyrazu pre g do zdkona zachovania energie (113b) dostaneme kone¢ny vysledok pre
zmenu frekvencie foténov v rozptylovom procese:

Meranim frekvenéného posuvu Aw foténov rozptylenych o uhol 8 voé¢i primarnemu zvazku tak moZzno
urcit grupovi rychlost fonénov. Meranie Brillouinovho rozptylu je komplikovanejsie nez meranie bez-

H1INamiesto o zachovani hybnosti by sme mali hovorit o zachovani kvazihybnosti, t.j. zmenu hybnosti foténu pozname
iba modulo AG, kde G je vektor recipro¢nej mriezky. Ale kvoli zakonu zachovania energie musime volit G = 0.
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ného Ramanovho rozptylu na optickych fonénoch, pretoze frekvenény posuv Aw je obvykle mensi.

Zaverecné pozndamky

1. Ako pri fotoluminiscencii, tak aj pri Ramanovom rozptyle do vzorky vstupuje fotén a opusta ju
iny foton. O fotoluminiscencii hovorime, ak pohltenie a vyziarenie foténu st dva nezdvislé mikrosko-
pické procesy. Na druhej strane, o Ramanovom rozptyle hovorime, ak rozptylovy proces mozno popisat
jedingm mikroskopickym procesom. Inymi slovami, pri fotoluminiscencii existuje medzi absorpciou
a emisiou redlny elektréonovo-dierovy par, kym pri Ramanovom rozptyle existuji iba tzv. wvirtudine
elektréonovo-dierové péary.

2. Ramanovské posuvy energie st charakteristické pre jednotlivé molekuly. Ramanov rozptyl preto
mozno pouzit ako spektroskopickt metodu na uréovanie pritomnosti tej-ktorej molekuly v Studovanej
vzorke. 112

3. O elektronovom Ramanovom rozptyle hovorime, ak zmena energie fotonu nie je spdsobena emisiou
alebo absorbciou fonénu, ale excitaciou elektronovo-dierového péaru a jeho néslednou deexcitaciou do
iného elektronového stavu, nez bol pociatoény stav.

4. Forméalne velmi podobné javy k Ramanovmu rozptylu sa $tuduju v nelinearnej optike. V tomto pri-
pade v8ak nie je polarizovatelnost modulovani mechanickymi kmitmi, ale ich alohu preberé elektrické
pole svetelnej viny.

Fotoemisia

Pri fotoemisnom experimente sa skimané vzorka ozaruje monochromatickym Ziarenim s energiou hw
a skuma sa energetické spektrum vyletujucich elektréonov. Ak predpokladame, Ze elektron v procese
emisie zo vzorky neexcituje iné castice, potom energia vyletujiceho elektrénu % bude st¢tom energie
elektronu vo vzorke € a energie fotéonu: % = € 4+ hw. Dobre zndmym vysledkom je, Ze fotoelektrony
su emitované iba Ziarenim s frekvenciou fiw > A, kde A je tzv. vystupna praca, t.j. minimélna
energia, aku treba elektronu dodat, aby mohol opustit vzorku. Pri teplotach T' < e je v pripade
kovu vystupna praca A dané rozdielom medzi minimalnou energiou elektrénu vo vakuu (t.j. nulou)
a Fermiho energiou ep v kove, A = 0 — ep, pozri obrazok 44. Vsimnime si, Ze Fermiho energia musi
byt zaporna, ep < 0, inak by elektrony spontanne opustali vzorku. Preto musi byt A > 0. Z merania
pocetnosti fotoelektronov s energiou % mozno rekonstruovat pocet elektréonov vo vzorke s energiou ¢,
t.j. hustotu stavov vo vzorke.

Obr. 44: Vlavo: energetické spektrum elektrénov ako funkcia stradnice orientovanej kolmo na rovinny povrch kovu.
Vnutri kovu st (pri teplotach T' < er) obsadené stavy s energiou € < ep. Vonku kovu (vo vakuu) st pripustné iba stavy
s energiou £ > 0. Vpravo: kinematika fotoemisného experimentu. Poéiatoénym stavom je foton a elektron vo vzorke,
kone¢nym stavom je elektron mimo vzorky. Pociatoény a konecny stav maji rovnaka energiu a zlozku kvazihybnosti
rovnobezni s povrchom vzorky.

V tzv. uhlovo rozliSenych fotoemisnych experimentoch (ARPES) sa okrem energie fotoelek-
trénov meria aj smer ich Sirenia, teda vektor ich hybnosti. Ak opét predpokladame, Ze fotoelektréon
neexcituje iné Castice, a ak naviac uvazujeme, Ze povrch studovanej vzorky je dokonale hladky, potom
okrem zakona zachovania energie bude platit aj zadkon zachovania pre zlozku kvazihybnosti rovnobeznt
s povrchom, pretoze v tomto smere je skiimany systém invariantny vo¢i mriezkovym posunutiam. Pre
nie prili§ velké frekvencie Ziarenia mozno hybnost foténov zanedbat, preto zlozka hybnosti pj vyletu-

12Mame tu na mysli kvapalné a plynné vzorky, ako aj molekulové krystaly.
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juceho elektronu sa musf rovnat hybnosti elektronu vo vzorke Tk :

p|| = fik) + nK.

Zmeranim hybnosti vyletujiceho elektronu teda mozno jednoznac¢ne ur¢it hodnotu k). V pripade vrs-
tevnatych materidlov, v ktorych energia je iba funkciou zlozky hybnosti rovnobeznej s povrchom, potom
pomocou ARPES spektroskopie mozno zmerat disperzny zakon € = (k) pre obsadené elektrénové
stavy, t.j. pre stavy s energiou ¢ < u, kde p je chemicky potencial.

Medzi najvacsie tspechy fotoemisnej spektroskopie patri jej prispevok k stadiu vysokoteplotnych
supravodic¢ov, ktoré maju vrstevnatu Struktaru, a teda v nich mozno ARPES spektroskopiu jednoducho
interpretovat. Napriklad pri pouziti foténov s energiou 21.2 eV mozno dosiahnut energetické rozlisenie
1-2 meV a rozliSenie vlnového vektora ~ 1072 vektora inverznej mriezky (t.j. moZno rozlisit ~ 104
bodov v 1. Brillouinovej zéne). Toto rozliSenie umoziuje s velkou presnostou studovat zmeny spektra
elektronov medzi supravodivym a norméalnym stavom vysokoteplotnych supravodicov.

Cvicenia
1. D4 sa ukazat, ze v ¢ase oscilujuci dip6l pcoswt vyzaruje na velkych vzdialenostiach r = rn (kde n je jednotkovy
vektor v smere r) elektromagnetické pole s magnetickou zlozkou B = ‘ig:c”j (n X p) cos(kr — wt), kde k = w/c. Pomocou

Maxwellovych rovnic ukazte, ze pre elektricka zlozku pola plati E = ¢B x n. Dalej vyuzite vztah B 1 n a ukazte, Ze

Cf: n a pre (v ase ustredneny) ziarivy vykon dipélu plati P = “g‘;:(’fz. Napokon pred-

pokladajte, Ze dip6l je budeny elektromagnetickou vinou s elektrickou zlozkou s amplitidou Eo, t.j. Ze plati p = eoyEo

pre Poyntingov vektor plati S =

a vypoditajte €inny prierez dipolu definovany ako podiel ¢ = P/j, kde j = %Eg je v Case ustrednené hustota toku
energie v budiacej vlne.

2. Vypocitajte ucinny prierez o pre rozptyl svetla s vinovym vektorom k na kovovej gul6¢ke s polomerom a.

a) Pre ka < 1 pouzite vysledok pre polarizovatelnost kovovej gulo¢ky s objemom V', v = 3V, a ukazte, ze -7 = %(ka)4,
b) Pre ka > 1 pouzite geometrickd optiku a ukazte, ze —25 = 1.

3. Ukazte, Ze formulu pre extinkéna dlzku £ idealneho plynu polarizovatelnych Gastic s hustotou n mozno interpretovat
ako strednt volni drahu svetla ¢ = % v médiu s koncentraciou defektov n a u¢innym prierezom jedného defektu o.

4. Skumajme prechod svetla cez masivne nehomogénne materialy s lineArnym rozmerom L a so strednou volnou drahou
svetla £. Aky je charakter Sirenia svetla v pripade L < £ a v pripade L > ¢7 Odhadnite ¢ pre prechod viditelného svetla
cez atmosféru.

5. K Ramanovmu javu: presvedé¢te sa, Ze rotacné elipsoidy z rovnakého materidlu a s rovnakym objemom (ale roznym
tvarom) nesu v externom poli Eq rozne dip6lové momenty p. Podstatu javu vidno uz pri porovnani troch l'ahko analy-
zovatelnych tvarov: (i) tenkej ihly v smere Eo, (ii) gule a (iii) tenkej platne kolmej na Eq.

6. Cim sa 1i5i fotoemisia od absorpcie svetla?
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25 Dodatok

Priestorova Fourierova transformécia

Obvykle skimame systémy v tvare (velkého) rovnobeZznostenu s objemom V a s periodickymi okrajo-
vymi podmienkami. Dovolené hodnoty vlnovych vektorov q st potom diskrétne a Fourierove transfor-
mécie pre [ubovolnu veli¢inu F(r) definujeme vztahmi

1 A
F(r)= v Z Fye'r.
q

Fourierovsky transformovanu funkciu Fy teda obvykle oznac¢ujeme tym istym pismenom ako pévodni
funkciu F'(r). Aby sme tieto dve rozne funkcie rozlisili, zavislost od vlnovych vektorov q piSeme ako
index. Inverznéa Fourierova transforméacia mé tvar:

Fy = /d3rF(r)6_iq'r.

Casova Fourierova transformacia
K Tubovolnej ¢asovo zavislej veli¢ine F(t) definujeme jej Fourierovu transforméciu F,, vztahom

F(t) = / W et
2m

—0o0

Inverzné Fourierova transformaéacia ma tvar:

F,= / dtF(t)e™".

—00

Atémové jednogcky
dlzka: ap = 2290 —0.529A

4 2

E _ 1 me _ kR 1 e o
CNerglal EB = 3 zreoh)? — SmaZ 247r60a3*13'6 eV

Statisticka fyzika a termodynamika
Fluktudcie poctu castic
Pre systém pri teplote 1" s objemom V a chemickym potencidlom u, ktorého stavy sme oznacili n,

definujme velka Statisticktt sumu
Np—En
Z(TV,p) =) e T "
n
“Nn—En

Potom stredna hodnota poctu castic je (N) = = > Nye

dostaneme T' (%?)T = (N?%) — (N)2 = (§N?), kde sme uvazili, Ze Z je tiez funkciou . Ak zavedieme
(V)

hustotu p = 5%, tento vysledok mozno zapisat v tvare

v
2
6N _p (90
1% ow)
Termodynamickd identita

Voln4 energia systému je extenzivna veli¢ina. Preto pri konstantnej teplote mozeme pisat

. Explicitnym derivovanim podla u

N
F(N,V,T)=Vf (V,T> ,
kde f(p,T) je hustota volnej energie v systéme s hustotou p pri teplote T'. Odtialto vyplyva:
(i) Chemicky potencial je definovany vztahom p = (%)V,T = fo(p, T), preto plati <‘%)T = foo(p, T).

(ii) Tlak je dany vztahom p = — (%)T,N =—f(p,T)+ pf,(p,T), preto plati (g—’;)T = pfpp(0:T).
Porovnanim (i) a (ii) dostavame termodynamicki identitu

(e~ 7om — (5)
o) ll)lp(va) P Op T'
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