4. Kovova vizba

Fermiho plocha
V tejto prednaske zavedieme najjednoduchsi model tuhej latky. Budeme uvaZzovat o homogénnom kuse
materidlu. Latku si predstavime ako plyn elektrénov s danou hustotou n. Budeme predpokladat, ze
elektrony navzajom coulombovsky neinteraguji. Jadra! explicitne nezahrnieme do nagich tvah a ich
pritomnost opiseme tak, ze vytvaraju potencialovi jamu konitantnej hibky v celom objeme materialu.
Nasim ciefom nie je popisovat okrajové javy pri povrchu vzorky, ale jej objemové vlastnosti. Preto
mozeme zvolit tvar vzorky a také okrajové podmienky, s ktorymi sa Tahko pracuje. V literatture sa
Standardne voli kubick4 vzorka s hranou L a periodické okrajové podmienky,
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Vlnové funkcie elektronov vo vzorke musia spliiat Schrédingerovu rovnicu pre volné elektrony
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kde H je operator kinetickej energie elektréonov.
Uplny ortonormalny systém vlastnych stavov Schrédingerovej rovnice pre volné elektréony potom je
tvoreny systémom rovinnych vin
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kde Q = L3 je objem zvolenej kocky a vlnové vektory musia byt (kvoli okrajovym podmienkam) volené v
tvare
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kde m,n, [ sua celé Cisla. Kinetickd energia elektronu v stave s hybnostou ~h pritom je g = h;}f.

Uvazujme teraz pripad, kedy teplota 7' = 0. Kvoli Pauliho vylu¢ovaciemu principu vtedy N = nL3
elektronov zaplni N/2 stavov s najnizSou energiou, kazdy stav bude obsadeny elektrénom so spinom hore
aj dole. Celkova energia systému elektronov potom bude

E0)=2) e,
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pricom sumécia bezi cez obsadené stavy. Ak N > 1, ¢o predpokladame, obsadené stavy v k priestore
zaplnia utvar velmi podobny guli (Fermiho gula).

Pytajme sa teraz, aky je polomer Fermiho gule kp. Objem gule v k-priestore je V = (4/3)7k3..
Dovolené k-body vytvéraju kubickt mriezku, v ktorej na jeden bod mriezky pripada objem (27/L)3.
Vnutri gule je preto priblizne V/(27/L)? dovolenych k-bodov. Na druhej strane, pocet obsadenych k-
bodov ma byt N/2. Porovnanim oboch vyrazov najdeme

kp = (3n2n)'/3,

Kedze L mozno volit velmi velké, sietku dovolenych bodov moZno povazovat za spojiti. Body v k-
priestore, ktoré spliiaji podmienku |k| = kg, vytvaraji plochu v k priestore, ktora sa nazyva Fermiho
plochou.

Vdaka velkej hustote rozdelenia dovolenych k-bodov mozno integral cez k-priestor reprezentovat ako

Riemannovu sumu:
[ox-(3) % 0
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kde suma na pravej strane sa vedie cez dovolené k-body.

! Alebo i6ny, podla toho, & chceme hovorit o vietkych, alebo len o valenénych elektrénoch.



Energiu zakladného stavu elektrénového plynu potom mozno pisat v tvare
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kde sme zaviedli Fermiho energiu er = h?k%/(2m), t.j. energiu najvysiich este obsadenych stavov.

Zéavereéné poznamky: pojem Fermiho plochy ako plochy v k-priestore, ktora pri 7' = 0 oddeluje ob-
sadené a neobsadené stavy mozno definovat aj v redlnych kovoch. Tam Fermiho plocha nemusi mat tvar
gule. V redlnych kovoch ep ~ 1 eV.

Kovova vidzba
Teraz ukazeme, ze delokalizacia elektrénov znizuje celkovi energiu a teda vedie na pritazlivi interakciu
medzi atémami.

Nech kazdy z N atémov v kocke L3 ma 1 valen¢ny elektron. Modelujme pohyb elektrénu v atémoch
ako pohyb ¢astice v kockovej potencidlovej jame s hranou a = L/N 1/3 a nekoneénym potencialom mimo
jamy. Vlnova funkcia zakladného stavu atému je potom tmerna

Y(x,y, z) x sin(rz/a) sin(ry/a) sin(rz/a)
a preto energia zédkladného stavu IV izolovanych atémov je

Bk (0)  37* B
N 2 ma?

Energiu systému delokalizovanych elektréonov v8ak moZno pisat v tvare
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teda delokalizécia elektréonov znizuje celkovii energiu systému. KedZe takito delokalizacia je mo#néa iba
pre tesne natlacené atémy, dostdvame kovovid vizbu.

Hustota stavov
Zavedme najprv funkciu G(e) merajiucu pocet stavov s danou projekciou spinu v jednotkovom objeme,
ktorych energia je mensia nez e:

Gle) = ¢ 2 0(e — =)
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kde O(x) = 1 pre x > 0 a ina¢ #(x) = 0 (Heaviside). Derivacia tejto funkcie N(g) podla energie potom
meria hustotu po¢tu stavov na jednotkovy interval energie,
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kde d(x) je Diracova funkcia. V jednoduchom modeli s kvadratickym disperznym zakonom dostaneme
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Elektronovy plyn pri kone¢nych teplotach
Nakoniec ukadzeme, Ze pri izbovej teplote a pri nizsich teplotach je merné teplo kovov pri konstantnom

objeme
- (e
v=al\ar),

kovov urcované iba stavmi v blizkosti Fermiho plochy. Neskor uvidime, Ze aj transportné vlastnosti kovov,
supravodivost, atd, su ur¢ované stavmi v blizkosti Fermiho plochy.



Pri konec¢nej teplote budt pravdepodobnosti obsadenia elektréonovych hladin uréené Fermiho-Diracovou

distribu¢nou funkciou,
1

kde p je chemicky potencial, ktory treba nastavit tak, aby vo vzorke bola poZadovani koncentracia
elektréonov n, t.j. musi platit?

fole) =

=2 /_ O; deN () fO(c). (3)

Energia systému elektrénov pri konecnej teplote potom je
(e @]
E(T) = 20 / deN(e)ef(e).
—0oQ0
Pomocou tzv. Sommerfeldovho rozvoja mozno ukazat,? Ze

E(T) = E(0) + 7;2T2N(EF)Q, (4)

a teda merné teplo pri nizkych teplotach je

ov = N (er)T = . (5)
Merné teplo sa teda blizi k nule pre T'— 0.

Experimentélne ur¢ené merné teplo je vo vSeobecnosti su¢tom prispevkov od v8etkych stupiiov volnosti
(elektrony, i6ny, volné spiny, atd). V kovoch dominuje pri nizkych teplotach prispevok od elektronov. To
nam umoziuje urcit z merania koeficientu v hustotu stavov na Fermiho ploche.

Nakoniec budeme interpretovat vysledok (5) pre merné teplo. Ak pouZijeme vztah pre hustotu stavov
jednoduchého modelu volnych elektréonov, dostaneme pri nizkych teplotach T < ep
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Na druhej strane, pri teplotach T >> e sa plyn elektrénov sprava ako klasicky plyn, a preto vtedy merné

teplo nezavisi od teploty,
3

cy = —n.
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Pri nizkych teplotach je teda merné teplo zhruba T'/ep krat mensie ako pri vysokych teplotach. Je to-
mu tak preto, lebo tepelné excitacie menia pri nizkych teplotach rozlozenie iba tych elektrénov, ktorych
vzdialenost od Fermiho energie je nanajvys 7. Podiel takych elektréonov je zhruba T'/ep.

Dodatok 1: Sommerfeldov rozvoj
Pre funkcie K (¢), ktoré sa menia pomaly v blizkosti ¢ = p, plati

IRCE ( R )>—K(u)+7:T2K”(u)+O(T4) (6)

Doékaz mozno urobit pouzitim Taylorovho rozvoja funkcie K(e) v bode € = u a pocitanim integralov
2o, dee™ (—Lf;g(‘g)).

Predpokladajme teraz, ze funkciu K (¢) mozno reprezentovat ako K(e) = [ de’H(e'). Alternativnu
formu Sommerfeldovho rozvoja dostaneme, ak budeme pocitat integréal na avej strane rovnice (6) metodou
per partes. Po Gprave dostaneme

/ deH(e)fY(e) / deH (g) + 6T2H'( w) +O(Th) (7)

?Ked7e hustota stavov je nulova pre zaporné energie, dolnii medzu integracie mono polozit —oo
3Pozri dodatok na konci prednagky



Rozvoj (7) plati pre také funkcie H(¢), pre ktoré lim. .., K () f%(¢) = 0.

Dodatok 2: odvodenie rovnice (4)
Pouzime Sommerfeldov rozvoj (7) v rovnici (3). Do radu T? dostaneme

K m? 2 a1/ °r i 2 AT/

n=2 / deN (o) + TN () =2 / 4N (e) + 20uN (o) + T T*N'(ep)
0 0

V poslednej rovnici sme vyuzili predpoklad, 7ze chemicky potencial u = g 4+ du sa zmeni oproti svojej

hodnote pri nulovej teplote e o hodnotu du < ep, ktora je radu 72. KedZe koncentracia elektréonov pri

nulovej teplote je n = 2 fog F deN (), dostaneme porovnanim prvého a posledného vyrazu

12 2 V' (er)
6 N(&F)7

op=—

¢o potvrdzuje nas predpoklad §u oc T2. Sommerfeldov rozvoj (7) pre energiu potom do radu 72 dava

E(T €F 2 2
é) = 2/ deN(e)e + 20uN (ep)ep + %TzN’(EF)EF + %T2N(5F)
0

Ale sucet druhého a tretieho ¢lena je nula, &m sme dokazali (4).



