
4. Kovová väzba

Fermiho plocha

V tejto predná²ke zavedieme najjednoduch²í model tuhej látky. Budeme uvaºova´ o homogénnom kuse
materiálu. Látku si predstavíme ako plyn elektrónov s danou hustotou n. Budeme predpoklada´, ºe
elektróny navzájom coulombovsky neinteragujú. Jadrá1 explicitne nezahrnieme do na²ich úvah a ich
prítomnos´ opí²eme tak, ºe vytvárajú potenciálovú jamu kon²tantnej h¨bky v celom objeme materiálu.

Na²ím cie©om nie je popisova´ okrajové javy pri povrchu vzorky, ale jej objemové vlastnosti. Preto
môºeme zvoli´ tvar vzorky a také okrajové podmienky, s ktorými sa ©ahko pracuje. V literatúre sa
²tandardne volí kubická vzorka s hranou L a periodické okrajové podmienky,

ψ(x+ L, y, z) = ψ(x, y, z)
ψ(x, y + L, z) = ψ(x, y, z)
ψ(x, y, z + L) = ψ(x, y, z)

Vlnové funkcie elektrónov vo vzorke musia sp¨¬a´ Schrödingerovu rovnicu pre vo©né elektróny

Hψ(r) = εψ(r), H = − h̄2

2m
∇2

kde H je operátor kinetickej energie elektrónov.
Úplný ortonormálny systém vlastných stavov Schrödingerovej rovnice pre vo©né elektróny potom je

tvorený systémom rovinných v¨n

ψk(r) =
1√
Ω
eik·r

kde Ω = L3 je objem zvolenej kocky a vlnové vektory musia by´ (kvôli okrajovým podmienkam) volené v
tvare

k =
2π
L

(m,n, l)

kde m,n, l sú celé £ísla. Kinetická energia elektrónu v stave s hybnos´ou h̄h pritom je εk = h̄2k2

2m .
Uvaºujme teraz prípad, kedy teplota T = 0. Kvôli Pauliho vylu£ovaciemu princípu vtedy N = nL3

elektrónov zaplní N/2 stavov s najniº²ou energiou, kaºdý stav bude obsadený elektrónom so spinom hore
aj dole. Celková energia systému elektrónov potom bude

E(0) = 2
∑
k

εk,

pri£om sumácia beºí cez obsadené stavy. Ak N � 1, £o predpokladáme, obsadené stavy v k priestore
zaplnia útvar ve©mi podobný guli (Fermiho gu©a).

Pýtajme sa teraz, aký je polomer Fermiho gule kF . Objem gule v k-priestore je V = (4/3)πk3
F .

Dovolené k-body vytvárajú kubickú mrieºku, v ktorej na jeden bod mrieºky pripadá objem (2π/L)3.
Vnútri gule je preto pribliºne V/(2π/L)3 dovolených k-bodov. Na druhej strane, po£et obsadených k-
bodov má by´ N/2. Porovnaním oboch výrazov nájdeme

kF = (3π2n)1/3.

Ke¤ºe L moºno voli´ ve©mi ve©ké, sie´ku dovolených bodov moºno povaºova´ za spojitú. Body v k-
priestore, ktoré sp¨¬ajú podmienku |k| = kF , vytvárajú plochu v k priestore, ktorá sa nazýva Fermiho
plochou.

V¤aka ve©kej hustote rozdelenia dovolených k-bodov moºno integrál cez k-priestor reprezentova´ ako
Riemannovu sumu: ∫

d3k =
(

2π
L

)3∑
k

, (1)

kde suma na pravej strane sa vedie cez dovolené k-body.
1Alebo ióny, pod©a toho, £i chceme hovori´ o v²etkých, alebo len o valen£ných elektrónoch.



Energiu základného stavu elektrónového plynu potom moºno písa´ v tvare

E(0) = 2
∑

k<kF

εk = 2
(
L

2π

)3 ∫
k<kF

d3kεk =
Ω

5π2

h̄2k5
F

2m
=

3
5
NεF (2)

kde sme zaviedli Fermiho energiu εF = h̄2k2
F /(2m), t.j. energiu najvy²²ích e²te obsadených stavov.

Závere£né poznámky: pojem Fermiho plochy ako plochy v k-priestore, ktorá pri T = 0 odde©uje ob-
sadené a neobsadené stavy moºno de�nova´ aj v reálnych kovoch. Tam Fermiho plocha nemusí ma´ tvar
gule. V reálnych kovoch εF ∼ 1 eV.

Kovová väzba

Teraz ukáºeme, ºe delokalizácia elektrónov zniºuje celkovú energiu a teda vedie na prí´aºlivú interakciu
medzi atómami.

Nech kaºdý z N atómov v kocke L3 má 1 valen£ný elektrón. Modelujme pohyb elektrónu v atómoch
ako pohyb £astice v kockovej potenciálovej jame s hranou a = L/N1/3 a nekone£ným potenciálom mimo
jamy. Vlnová funkcia základného stavu atómu je potom úmerná

ψ(x, y, z) ∝ sin(πx/a) sin(πy/a) sin(πz/a)

a preto energia základného stavu N izolovaných atómov je

Elok(0)
N

=
3π2

2
h̄2

ma2
.

Energiu systému delokalizovaných elektrónov v²ak moºno písa´ v tvare

E(0)
N

=
3(3π2)2/3

10
h̄2

ma2
<
Elok(0)
N

,

teda delokalizácia elektrónov zniºuje celkovú energiu systému. Ke¤ºe takáto delokalizácia je moºná iba
pre tesne natla£ené atómy, dostávame kovovú väzbu.

Hustota stavov

Zave¤me najprv funkciu G(ε) merajúcu po£et stavov s danou projekciou spinu v jednotkovom objeme,
ktorých energia je men²ia neº ε:

G(ε) =
1
Ω

∑
k

θ(ε− εk),

kde θ(x) = 1 pre x > 0 a iná£ θ(x) = 0 (Heaviside). Derivácia tejto funkcie N(ε) pod©a energie potom
meria hustotu po£tu stavov na jednotkový interval energie,

N(ε) =
dG(ε)
dε

=
1
Ω

∑
k

δ(ε− εk) =
∫

d3k
(2π)3

δ(ε− εk),

kde δ(x) je Diracova funkcia. V jednoduchom modeli s kvadratickým disperzným zákonom dostaneme

N(ε) =
1

4π2

(
2m
h̄2

)3/2√
ε, N(εF ) =

3
4
n

εF

Elektrónový plyn pri kone£ných teplotách

Nakoniec ukáºeme, ºe pri izbovej teplote a pri niº²ích teplotách je merné teplo kovov pri kon²tantnom
objeme

cV =
1
Ω

(
∂E

∂T

)
Ω

kovov ur£ované iba stavmi v blízkosti Fermiho plochy. Neskôr uvidíme, ºe aj transportné vlastnosti kovov,
supravodivos´, at¤, sú ur£ované stavmi v blízkosti Fermiho plochy.



Pri kone£nej teplote budú pravdepodobnosti obsadenia elektrónových hladín ur£ené Fermiho-Diracovou
distribu£nou funkciou,

f0(ε) =
1

exp
(

ε−µ
T

)
+ 1

kde µ je chemický potenciál, ktorý treba nastavi´ tak, aby vo vzorke bola poºadovaná koncentrácia
elektrónov n, t.j. musí plati´2

n = 2
∫ ∞

−∞
dεN(ε)f0(ε). (3)

Energia systému elektrónov pri kone£nej teplote potom je

E(T ) = 2Ω
∫ ∞

−∞
dεN(ε)εf0(ε).

Pomocou tzv. Sommerfeldovho rozvoja moºno ukáza´,3 ºe

E(T ) = E(0) +
π2

3
T 2N(εF )Ω, (4)

a teda merné teplo pri nízkych teplotách je

cV =
2π2

3
N(εF )T = γT. (5)

Merné teplo sa teda blíºi k nule pre T → 0.
Experimentálne ur£ené merné teplo je vo v²eobecnosti sú£tom príspevkov od v²etkých stup¬ov vo©nosti

(elektróny, ióny, vo©né spiny, at¤). V kovoch dominuje pri nízkych teplotách príspevok od elektrónov. To
nám umoº¬uje ur£i´ z merania koe�cientu γ hustotu stavov na Fermiho ploche.

Nakoniec budeme interpretova´ výsledok (5) pre merné teplo. Ak pouºijeme vz´ah pre hustotu stavov
jednoduchého modelu vo©ných elektrónov, dostaneme pri nízkych teplotách T � εF

cV =
π2

2
T

εF
n.

Na druhej strane, pri teplotách T � εF sa plyn elektrónov správa ako klasický plyn, a preto vtedy merné
teplo nezávisí od teploty,

cV =
3
2
n.

Pri nízkych teplotách je teda merné teplo zhruba T/εF krát men²ie ako pri vysokých teplotách. Je to-
mu tak preto, lebo tepelné excitácie menia pri nízkych teplotách rozloºenie iba tých elektrónov, ktorých
vzdialenos´ od Fermiho energie je nanajvý² T . Podiel takých elektrónov je zhruba T/εF .

Dodatok 1: Sommerfeldov rozvoj

Pre funkcie K(ε), ktoré sa menia pomaly v blízkosti ε = µ, platí∫ ∞

−∞
dεK(ε)

(
−∂f

0(ε)
∂ε

)
= K(µ) +

π2

6
T 2K ′′(µ) +O(T 4) (6)

Dôkaz moºno urobi´ pouºitím Taylorovho rozvoja funkcie K(ε) v bode ε = µ a po£ítaním integrálov∫∞
−∞ dεεn

(
−∂f0(ε)

∂ε

)
.

Predpokladajme teraz, ºe funkciu K(ε) moºno reprezentova´ ako K(ε) =
∫ ε
−∞ dε′H(ε′). Alternatívnu

formu Sommerfeldovho rozvoja dostaneme, ak budeme po£íta´ integrál na ©avej strane rovnice (6) metódou
per partes. Po úprave dostaneme∫ ∞

−∞
dεH(ε)f0(ε) =

∫ µ

−∞
dεH(ε) +

π2

6
T 2H ′(µ) +O(T 4) (7)

2Ke¤ºe hustota stavov je nulová pre záporné energie, dolnú medzu integrácie moºno poloºi´ −∞.
3Pozri dodatok na konci predná²ky



Rozvoj (7) platí pre také funkcie H(ε), pre ktoré limε→∞K(ε)f0(ε) = 0.

Dodatok 2: odvodenie rovnice (4)

Pouºime Sommerfeldov rozvoj (7) v rovnici (3). Do rádu T 2 dostaneme

n = 2
∫ µ

0
dεN(ε) +

π2

3
T 2N ′(µ) = 2

∫ εF

0
dεN(ε) + 2δµN(εF ) +

π2

3
T 2N ′(εF )

V poslednej rovnici sme vyuºili predpoklad, ºe chemický potenciál µ = εF + δµ sa zmení oproti svojej
hodnote pri nulovej teplote εF o hodnotu δµ� εF , ktorá je rádu T 2. Ke¤ºe koncentrácia elektrónov pri
nulovej teplote je n = 2

∫ εF
0 dεN(ε), dostaneme porovnaním prvého a posledného výrazu

δµ = −π
2

6
T 2N

′(εF )
N(εF )

,

£o potvrdzuje ná² predpoklad δµ ∝ T 2. Sommerfeldov rozvoj (7) pre energiu potom do rádu T 2 dáva

E(T )
Ω

= 2
∫ εF

0
dεN(ε)ε+ 2δµN(εF )εF +

π2

3
T 2N ′(εF )εF +

π2

3
T 2N(εF )

Ale sú£et druhého a tretieho £lena je nula, £ím sme dokázali (4).


