
5. Kry²tály s iónovou a van der Waalsovou väzbou

Kry²tály inertných plynov

Budeme ²tudova´ ve©ký po£et atómov inertného plynu, povedzme Ar. Budeme predpoklada´, ºe atómy
interagujú výlu£ne v pároch, a síce cez Lennard-Jonesov potenciál. Obmedzíme sa na prípad T = 0 a
okrem tepelných �uktuácií zanedbáme aj kvantovomechanické �uktuácie. Na²ím cie©om bude bude nájs´
kon�guráciu atómov s minimálnou energiou.

Budeme predpoklada´, ºe kon�guráciou s minimálnou energiou je nejaký kry²tál, t.j. periodické uspo-
riadanie atómov. (Dôkaz neexistuje. Argument: v kry²táli sa to isté optimálne lokálne okolie stále
opakuje.)

Lennard-Jonesov potenciál sa s rastúcou vzdialenos´ou medzi atómami rýchlo blíºi k nule. Preto sa zdá
by´ rozumné v prvom priblíºení minimalizova´ interak£nú energiu blízkych atómov. Tá je minimálna, ak
majú blízke atómy optimálnu vzdialenos´ 21/6σ. Ak si atómy predstavíme ako gule s polomerom 2−5/6σ,
potom optimálnej kon�gurácii zodpovedajú dotýkajúce sa gule. Ke¤ºe v²etky vzdialenosti medzi gu©ami
sú aspo¬ 2−5/6σ, £ím budú gule tesnej²ie usporiadané, tým bude ich energia niº²ia. Teda minimalizácia
energie súvisí s úlohou o najtesnej²om usporiadaní gú©.1

H©adajme optimálnu kon�guráciu mechanickou analógiou: sypme gule do ²katule.2 Gule najprv zapl-
nia najniº²iu vrstvu a vytvoria trojuholníkové dláºdenie dna ²katule. Túto vrstvu ozna£me A. Pri sypaní
¤al²ich gú© za£nú gule zap¨¬a´ novú vrstvu v jamkách vytvorených spodnou vrstvou. V optimálnom
prípade je nová vrstva opä´ trojuholníková. Existujú dve moºnosti na výber takejto vrstvy - B alebo C.
Povedzme, ºe druhá vrstva bude typu B.

Obrázok 1: �iary: trojuholníková vrstva A. Plusy: vrstva typu B. Kolieska: vrstva typu C.

Tretia vrstva má opä´ na výber z dvoch moºností: môºe by´ typu A alebo C (jedinou podmienkou je,
ºe musí by´ rôzna od B). Teda radenie vrstiev môºe by´ ABA alebo ABC. Vzdialenosti atómov prvej a
tretej vrstvy budú zjavne iné v kon�guráciách ABA a ABC, preto ich energie budú vo v²eobecnosti iné.
Existujú teda dve moºnosti:

1Neskôr uvidíme, ºe rôznym kon�guráciám s rovnakou hustotou gú© zodpovedajú rôzne energie. Úlohy teda nie sú totoºné,
iba príbuzné.

2�katu©a nech je dostato£ne ve©ká, aby sme mohli zanedba´ vplyv jej okrajov na optimálne usporiadanie gú©.



• Interakcie �obvrstvu� preferujú rovnaké vrstvy. Výsledkom je kon�gurácia ABA. Aplikovaním ar-
gumentu o rovnakosti pre 4. vrstvu potom dostaneme ABAB a indukciou
...ABABAB... nazývame hcp (hexagonal close packed)

• Interakcie �obvrstvu� preferujú rôzne vrstvy. Výsledkom je kon�gurácia ABC. Aplikovaním argu-
mentu o rôznosti pre 4. vrstvu potom dostaneme ABCA a indukciou
...ABCABCABC... nazývame fcc (face centered cubic)

Kry²tál fcc patrí medzi kubické kry²tály. V²etky jeho body moºno dosta´ z jednoduchej kubickej
mrieºky pridaním stredov v²etkých elementárnych stien. (Najlep²ie to vidno pri poh©ade na elementárnu
kocku v smere jej telesovej uhloprie£ky.)

Obrázok 2: �ierne body: fcc mrieºka. �ervené £iary ukazujú tesne usporiadanú rovinu kolmú na telesovú
uhloprie£ku.

Kohézna energia kry²tálov inertných plynov

Energia kry²tálu inertného plynu je

E =
1
2

∑
i6=j

U(Rij) =
N

2

∑
R 6=0

U(|R|),

kde v druhej rovnici sme predpokladali, ºe v²etky body mrieºky majú rovnaký potenciál. Tento predpo-
klad je splnený napr. pre fcc a hcp mrieºky.

Nech a ozna£uje vzdialenos´ najbliº²ích susedov v mrieºke. Namiesto sady spojníc R zvoleného bodu
so v²etkými ostatnými bodmi mrieºky zave¤me bezrozmerné vektory x = R/a. Potom energiu kry²tálu
moºno písa´
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pre bezrozmerné mrieºkové sumy. Koe�cienty An sú dané iba geometriou mrieºky. Napríklad pre fcc
mrieºku, ktorej sa týkajú v²etky numerické odhady v tomto odstavci, A6 = 14.45, A12 = 12.13.

Rovnováºnu mrieºkovú kon²tantu moºno nájs´ minimalizáciou energie pod©a a, ∂E/∂a = 0. Dostáva-
me tak
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σ ≈ 1.09σ.

Kohéznu energiu kry²tálu de�nujeme ako energiu, ktorú treba doda´ na rozobranie kry²tálu na sadu
nekone£ne vzdialených atómov (energia tohto stavu je nulová). Preto kohézna energia na 1 £asticu je
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Modul objemovej stla£ite©nosti je de�novaný
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kde sme v druhej rovnici zaviedli objem na 1 £asticu v = V/N a v poslednej rovnici sme vyuºili p =
−∂E/∂V .

V fcc mrieºke v = a3/
√

2 a preto závislos´ energie kry²tálu od v moºno písa´ v tvare
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Výpo£tom druhej derivácie pod©a v v minime potom dostávame
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Porovnanie experimentálnych hodnôt rovnováºnej mrieºkovej kon²tanty, kohéznej energie a modulu
objemovej stla£ite©nosti s teoretickými predpove¤ami:

Ne Ar Kr Xe
a/(1.09σ) 1.05 1.01 1.00 1.00
|E|/(8.6ε) 0.74 0.90 0.92 0.99

B/(75ε/σ3) 0.61 0.85 1.01 0.95

�ím ´aº²ie prvky, tým lep²í súlad! Vysvetlenie: efekt kvantových �uktuácií je pre ´aºké prvky malý.
V He sú kvantové �uktuácie pri T = 0 tak ve©ké, ºe vedú k roztopeniu kry²tálu!

Iónové kry²tály

Prototypom je kry²tál NaCl, v ktorom atómy Na a Cl vytvárajú dve navzájom do seba vnorené fcc
mrieºky. Kaºdý atóm jedného druhu má 6 najbliº²ích susedov opa£ného druhu.

Podstata iónovej väzby je nasledovná: kvôli ve©kému rozdielu elektrónových a�nít sa sodík ionizuje na
katión Na+, kým chlór viaºe dodato£ný elektrón a vytvára anión Cl−. Nabité ióny sa následne pri´ahujú
elektrostatickými silami, £o vedie ku kone£nej kohéznej energii. Elektrostatická energia sa optimalizuje
pre minimálne vzdialenosti medzi iónmi. Proces zmr²´ovania kry²tálu sa zastaví, ke¤ sa ióny (model
tuhých gulí) za£nú dotýka´.

Energetická bilancia tvorby iónov je predmetom kvantovej chémie a tu uvádzame iba empirické dáta:

Na + 5.14 eV → Na+ + e
Cl + e → Cl− + 3.61 eV

t.j. na ionizáciu Na treba doda´ εi = 5.14 eV, kým pri záchyte vo©ného elektrónu atómom Cl sa uvo©ní
εa = 3.61 eV. Teda na prenesenie elektrónu z atómu Na na nekone£ne vzdialený atóm Cl treba doda´
εi − εa = 1.53 eV. Väzba vzniká aº priblíºením iónov na kone£nú vzdialenos´.

Predpokladajme teraz, ºe interak£ná energia dvoch iónov vo vzdialenosti R je
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Prvý £len popisuje odpudivé sily na malých vzdialenostiach. Zanedbali sme rozdiely v odpudzovaní Na-Na,
Cl-Cl a Na-Cl, pretoºe zjavne dominuje iba jeden z nich, a síce Na-Cl. Druhý £len popisuje coulombovské
sily medzi rovnakými (+) a rôznymi (-) iónmi.

Uvaºujme kry²tál s N atómami Na a N atómami Cl. Energia kry²tálu je
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V prvej rovnici sme uváºili fakt, ºe interak£ná energia 2N atómov = N× potenciál jedného iónu Na+. V
druhej rovnici sme ozna£ili najkrat²iu vzdialenos´ Na-Cl ako a a zaviedli sme
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kde x = R/a beºí cez spojnice zvoleného iónu so v²etkými ostatnými iónmi v mrieºke. Pre najbliº²ích
susedov Na-Cl teda platí |x| = 1. Znamienko v sume pre α sa volí kladné (záporné) pre spojnice s opa£ne
(rovnako) nabitými iónmi (vzh©adom k zvolenému iónu).

Kon²tanta α sa nazýva Madelungova. Suma, ktorá ju de�nuje, je formálne divergentná, a preto je
potrebné po£íta´ ju ve©mi pozorne. Pre kry²tál typu NaCl α = 1.748.

Minimalizáciou energie E(a) moºno ur£i´ rovnováºnu vzdialenos´ a, kohéznu energiu kry²tálu a modul
objemovej stla£ite©nosti. My sa touto úlohou nebudeme zaobera´. Experimentálne hodnoty pre NaCl sú:
a = 2.82 Å, E/N = −6.37 eV.


