5. Krystaly s iébnovou a van der Waalsovou vizbou

Krystaly inertnych plynov

Budeme studovat velky pocet atémov inertného plynu, povedzme Ar. Budeme predpokladat, Ze atomy
interaguji vylu¢ne v paroch, a sice cez Lennard-Jonesov potencidl. Obmedzime sa na pripad T = 0 a
okrem tepelnych fluktuacii zanedbame aj kvantovomechanické fluktuacie. Nagim cielom bude bude néajst
konfiguraciu atémov s minimélnou energiou.

Budeme predpokladat, Zze konfiguraciou s minimalnou energiou je nejaky krystal, t.j. periodické uspo-
riadanie atémov. (Dokaz neexistuje. Argument: v kryStali sa to isté optimalne lokdlne okolie stéle
opakuje.)

Lennard-Jonesov potenciél sa s rastticou vzdialenostou medzi atémami rychlo blizi k nule. Preto sa zda
byt rozumné v prvom priblizeni minimalizovat interaként energiu blizkych atémov. T4 je minimalna, ak
maju blizke atomy optimalnu vzdialenost 21/60. Ak si atomy predstavime ako gule s polomerom 2-%/64,
potom optimalnej konfiguracii zodpovedaju dotykajice sa gule. Ked7Ze vietky vzdialenosti medzi gulami
st aspoit 27%/6¢, &m buda gule tesnejsie usporiadané, tym bude ich energia niz§ia. Teda minimalizicia
energie stivisi s tllohou o najtesnejsom usporiadani gal.!

Hradajme optimalnu konfiguraciu mechanickou analégiou: sypme gule do Skatule.? Gule najprv zapl-
nia najniz8iu vrstvu a vytvoria trojuholnikové dldzdenie dna Skatule. Tuto vrstvu ozna¢me A. Pri sypani
dalgich gal za¢éna gule zapliat novii vrstvu v jamkach vytvorenych spodnou vrstvou. V optimalnom
pripade je nova vrstva opét trojuholnikova. Existujd dve moznosti na vyber takejto vrstvy - B alebo C.
Povedzme, 7e druh4 vrstva bude typu B.

Obrézok 1: éiary: trojuholnikova vrstva A. Plusy: vrstva typu B. Kolieska: vrstva typu C.

Tretia vrstva mé opét na vyber z dvoch moZnosti: méze byt typu A alebo C (jedinou podmienkou je,
ze musi byt rozna od B). Teda radenie vrstiev moze byt ABA alebo ABC. Vzdialenosti atémov prvej a
tretej vrstvy budu zjavne iné v konfiguraciach ABA a ABC, preto ich energie budu vo veobecnosti iné.
Existuju teda dve moznosti:

'Neskor uvidime, Ze roznym konfiguraciam s rovnakou hustotou gil zodpovedaji rozne energie. Ulohy teda nie st totozné,
iba pribuzné.
2Skatula nech je dostato¢ne velka, aby sme mohli zanedbat vplyv jej okrajov na optimalne usporiadanie gul.



e Interakcie “obvrstvu” preferuju rovnaké vrstvy. Vysledkom je konfiguracia ABA. Aplikovanim ar-
gumentu o rovnakosti pre 4. vrstvu potom dostaneme ABAB a indukciou
...ABABAB... nazyvame hcp (hexagonal close packed)

e Interakcie “obvrstvu” preferuju rézne vrstvy. Vysledkom je konfiguracia ABC. Aplikovanim argu-
mentu o roznosti pre 4. vrstvu potom dostaneme ABCA a indukciou
...,ABCABCABC... nazyvame fcc (face centered cubic)

Krystal fce patri medzi kubické krystaly. VsSetky jeho body moZno dostat z jednoduchej kubickej
mriezky pridanim stredov vSetkych elementarnych stien. (Najlepsie to vidno pri pohlade na elementarnu
kocku v smere jej telesovej uhlopriecky.)

Obrazok 2: Cierne body: fcc mriezka. Cervené ¢iary ukazuja tesne usporiadant rovinu kolmi na telesova
uhlopriecku.

Kohézna energia krystalov inertnych plynov
Energia krystalu inertného plynu je

1 N
E= §ZU(RU) =3 > U(IR)),
£ RA0

kde v druhej rovnici sme predpokladali, ze vSetky body mriezky maja rovnaky potenciil. Tento predpo-
klad je splneny napr. pre fcc a hcp mriezky.

Nech a oznacuje vzdialenost najbliz§ich susedov v mriezke. Namiesto sady spojnic R zvoleného bodu
so vSetkymi ostatnymi bodmi mriezky zavedme bezrozmerné vektory x = R/a. Potom energiu krystalu
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kde sme zaviedli oznadenie



pre bezrozmerné mriezkové sumy. Koeficienty A, sd dané iba geometriou mriezky. Napriklad pre fcc
mriezku, ktorej sa tykaju vSetky numerické odhady v tomto odstavci, Ag = 14.45, A1 = 12.13.
Rovnovaznu mriezkova konstantu mozno najst minimalizaciou energie podla a, 0E/0a = 0. Dostéava-
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Kohéznu energiu krystalu definujeme ako energiu, ktorti treba dodat na rozobranie krystalu na sadu
nekone¢ne vzdialenych atomov (energia tohto stavu je nulovad). Preto kohézna energia na 1 Casticu je
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Modul objemovej stlacitelnosti je definovany
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kde sme v druhej rovnici zaviedli objem na 1 ¢asticu v = V/N a v poslednej rovnici sme vyuzili p =
—0E/0V.
V fcc mriezke v = a®/+/2 a preto zavislost energie krystalu od v mozno pisat v tvare
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Vypoctom druhej derivicie podla v v minime potom dostavame
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Porovnanie experimentalnych hodn6t rovnovaznej mriezkovej konstanty, kohéznej energie a modulu
objemovej stlacitelnosti s teoretickymi predpovedami:

Ne Ar Kr Xe
a/(1.090) 1.05 1.01 1.00 1.00
|E|/(8.6e) 0.74 0.90 0.92 0.99
B/(T5¢/0%) 0.61 0.85 1.01 0.95

Cim tazsie prvky, tym lepsf stlad! Vysvetlenie: efekt kvantovych fluktuacii je pre tazké prvky maly.
V He s kvantové fluktuécie pri T = 0 tak velké, ze vedi k roztopeniu krystalu!

I6nové krystaly
Prototypom je krystal NaCl, v ktorom atémy Na a Cl vytvaraju dve navzdjom do seba vnorené fcc
mriezky. Kazdy atéom jedného druhu méa 6 najbliz§ich susedov opa¢ného druhu.

Podstata i6novej vazby je nasledovné: kvoli velkému rozdielu elektronovych afinit sa sodik ionizuje na
kation Na™, kym chlor viaze dodato¢ny elektron a vytvara anion Cl~. Nabité i6ny sa nasledne pritahuja
elektrostatickymi silami, ¢o vedie ku kone¢nej kohéznej energii. Elektrostatickd energia sa optimalizuje
pre minimélne vzdialenosti medzi i6nmi. Proces zmrstovania kry$talu sa zastavi, ked sa iony (model
tuhych guli) za¢na dotykat.

Energeticka bilancia tvorby iénov je predmetom kvantovej chémie a tu uvidzame iba empirické data:

Na+5.14eV — Na' +e
Cl+e — Cl”43.61eV

t.j. na ionizéciu Na treba dodat ¢; = 5.14 eV, kym pri zachyte volného elektronu atémom Cl sa uvolni
€q = 3.61 eV. Teda na prenesenie elektrénu z atému Na na nekonecne vzdialeny atém Cl treba dodat
€; — €q = 1.53 eV. Viézba vznikd aZ pribliZzenim iénov na kone¢na vzdialenost.

Predpokladajme teraz, Ze interakéné energia dvoch i6nov vo vzdialenosti R je
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Prvy ¢len popisuje odpudivé sily na malych vzdialenostiach. Zanedbali sme rozdiely v odpudzovani Na-Na,
Cl1-Cl a Na-Cl, pretoZe zjavne dominuje iba jeden z nich, a sice Na-Cl. Druhy ¢len popisuje coulombovské
sily medzi rovnakymi (+) a réznymi (-) iénmi.

Uvazujme krystal s N atéomami Na a N atéomami Cl. Energia krystalu je
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V prvej rovnici sme uvazili fakt, Ze interakéna energia 2N atémov = N x potenciél jedného i6nu Na™. V
druhej rovnici sme oznadili najkratsiu vzdialenost Na-Cl ako a a zaviedli sme
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kde x = R/a beZi cez spojnice zvoleného i6nu so vSetkymi ostatnymi iénmi v mriezke. Pre najblizsich
susedov Na-Cl teda plati |x| = 1. Znamienko v sume pre « sa voli kladné (zaporné) pre spojnice s opacne
(rovnako) nabitymi ionmi (vzhladom k zvolenému i6nu).

Konstanta o sa nazyva Madelungova. Suma, ktord ju definuje, je formalne divergentna, a preto je
potrebné pocitat ju velmi pozorne. Pre krystal typu NaCl o = 1.748.

Minimalizaciou energie E(a) mozno uré¢it rovnovaznu vzdialenost a, kohéznu energiu krystalu a modul
objemovej stlacitelnosti. My sa touto tlohou nebudeme zaoberat. Experimentéilne hodnoty pre NaCl st:
a=282A E/N=—-6.37¢V.



