6. Zaklady krystalografie

hlavny ciel: klasifikicia krystalov z hTadiska symetrie
hlavny vysledok: existuje koneény pocet réznych symetrii krystalov

Zakladné pojmy

grupa: mnozina prvkov G s operédciou nasobenia * s nasledovnymi vlastnostami:

1. uzavretost: pre vietky a,b € G plati axb € G

2. asociativnost: (a*xb)xc=ax (bxc)

3. jednotkovy prvok: existuje taky prvok e, Ze pre vietky a € G plati axe =exa=a

4. inverzny prvok: pre kazdy prvok a € G existuje taky prvok a~!, ze plati a * a~! 1

=a “*xa=e
operacia symetrie krystalu: nezmenf rozlozenie atémov v priestore

mnoZina operacii symetrie tvori grupu (o¢ividné) = priestorova grupa

bodova symetria krystalu: ponechéva asponn jeden bod krystédlu na mieste

bodova grupa: grupa bodovych symetrii
translacna grupa: grupa posunut{

symorfné priestorova grupa: kazdy jej prvok mozno pisat ako sucin prvku bodovej grupy a posunutia
nesymorfna priestorovd grupa: obsahuje prvky, ktoré nemozno pisat ako sucin prvku bodovej grupy a
posunutia

Obréazok 1: Priklady netrivialnych symetrii. Pohlad na hep kry$tal pozdlz trojnej osi. Plné &ary: rovina
A. Plusy: rovina B. Skrutkovéa os: otoCenie okolo S o 60° a posunutie v smere osi z (kolmo na obrazok)
o0 polovicu mriezkovej kongtanty. Sklzova rovina: zrkadlenie vzhladom na m a posunutie v smere osi z 0
polovicu mriezkovej konstanty:.

Bravaisova mriezka

Teraz zavedieme uzitoény pomocny pojem Bravaisovej mriezky.



Definicia 1:
Bravaisova mriezka je nekonedny diskrétny sibor bodov s tou vlastnostou, 7e pri pohlade z l'ubovolného
bodu vyzeré orientacia a usporiadanie ostatnych bodov rovnako.

Definicia 2:
Nech ay, as, a ag s tri nekoplanarne vektory, t.j. aj -ag X ag # 0. Sada bodov R = nja; + nsas + nsas,
kde ni,n9,ng si celé ¢isla, tvori Bravaisovu mriezku. a; st primitivne vektory mriezky

Poznamka 1. Definicie 1 a 2 st ekvivalentné. Je totiz o&ividné, Ze sada bodov sliajiica definiciu 2 splia
aj definiciu 1. Na druhej strane, nech sada bodov splita definiciu 1. Skonstruujeme vektory aj, as, a az a
ukézeme, Ze sada bodov R = njaj +nsags +nsas je totozna s poévodnou sadou bodov. To bude znamenat,
7e sada bodov splita definiciu 2.

Kongtrukcia a;: uvazujme o priamke p prechadzajicej cez dva body Bravaisovej mriezky. aj; nech je
vektor spajajuci najblizsie mriezkové body na tejto priamke.

Kongtrukcia as: uvazujme o rovine r prechadzajicej cez priamku p a bod Bravaisovej mriezky mimo
priamky p. as nech je vektor spajajuci najbliz§ie mriezkové body, z ktorych jeden je na priamke p a druhy
mimo priamky p, ale v rovine 7.

Konstrukcia as: ag nech je vektor spdjajici najblizSie mriezkové body, z ktorych jeden je v rovine r a
druhy mimo nej.

Kedze vEetky body Bravaisovej mriezky maju rovnaké okolie, a kedZe vektory aj, as, a ag spajaju
mriezkovy bod s mriezkovym bodom, budu vSetky body tvaru R = nja; + noas 4+ nsag lezat v pdvodne]
Bravaisovej mriezke. Sta¢i ukézat, Ze takto vygenerujeme vSetky body, t.j. ¢i mriezka bodov R =
niaj + nsas + nzas nie je pririedka. Ale v okoli priamky p a roviny r je novi mriezka akuratne husta.
Tym je dokaz hotovy.

Poznamka 2. Vyber a; je nejednoznacny.

Symetria Bravaisovych mriezok (BM)

1. Priestorova grupa symetrie BM je symorfné.

Dokaz. Nech U je akdkol'vek operacia symetrie BM. Nech U zobrazi bod r mriezky do bodu v’ =r + R
mriezky. Nech Tgr je posunutie o R. Zrejme plati Tgr * T_gr = e kde e je jednotkovy prvok, t.j. posunutie
tam a zasa naspat nie je posunutim. Potom tieZ musi platit

U:TR*T_R*U:TR*S,

kde sme zaviedli novi operdciu symetrie S = T g * U. V8imnime si, ze operacia S zobrazuje bod r do
seba samého, a teda je bodovou symetriou. Teda kazdy prvok priestorovej grupy symetrie vieme pisat
ako st¢in posunitia a prvku bodovej grupy. Tam je dékaz hotovy.

2. Bodova grupa symetrie BM obsahuje operaciu inverzie so stredom inverzie v l'ubovolnom bode mriezky.
(o¢ividné)

3. Bodova grupa symetrie BM moéZe obsahovat nanajvys 2,3,4 a 6 nasobné rotacie.

Dokaz urobime pre dvojrozmerni BM pre os prechddzajicu mriezZkovym bodom. Nech a je najkratsi
vektor BM. Nech otocenie o 6 je operdciou symetrie mriezky. Nech b vznikne otocenim a o 6. Podobne
nech ¢ vznikne otoCenim a o —@ (inverzny prvok). Vektor b + ¢ musi patrit do Bravaisovej mriezky. Na
druhej strane, vektor b + ¢ je rovnobezny s a, preto musi byt jeho nasobkom:

2a cosf = na

Kvo6li ohranicenosti kosinusu pripadaji do tivahy len rieSenia pre n = —2, —1,0,1,2. Dovolené uhly oto-
Cenia potom si 180°,120°,90°,60°,0°. Tym je ddkaz hotovy.

Klasifikacia Bravaisovych mriezok (Tvrdenia bez dokazu)
1. Ezistuje 7 bodovyjch grip pre BM. Zodpovedd im 7 krystdlovijch systémov.

Bodova, grupa kubického krystalového systému obsahuje 3 navzajom kolmé 4-né osi, 4 trojné osi pozdlz
telesovych uhloprietok a dvojné osi prechadzajuce cez stredy protilahlych hran, spolu 24 ¢istych rotacii.



Okrem nich obsahuje 24 sicinov istej rotacie a inverzie. Teda bodova grupa kubického kryStalového
systému obsahuje spolu 48 operacii symetrie.

Tetragonalny, ortorombicky, monoklinicky a triklinicky systém vznikaji z kubického postupnym znizova-
nim symetrie. Trigonalny systém si tiez mozno predstavit ako deformovany kubicky systém. Hexagonélny
systém je svojbytny, lebo obsahuje prvok symetrie, ktory absentuje v kubickom systéme: 6-nisobni os
symetrie.

2. Enistuje 14 priestorovijch grip pre BM. Zodpovedd im 14 Bravaisovich mrieZok.

Ako priklad uvadzame 3 kubické BM:

1. jednoduché kubicka mriezka: a; = (a,0,0), ag = (0,4a,0), az = (0,0, a)

2. objemovo centrovand kubickd mriezka: obsahuje okrem bodov jednoduchej kubickej mriezky aj stredy
elementarnych kociek; z definicie 1 vidno, ze ide o BM; primitivne vektory mozno zvolit takto:

a; = (a/2,a/2,—a/2), az = (a/2,—a/2,a/2), a3 = (—a/2,a/2,a/2)

3. plosne centrovana kubickid mriezka: obsahuje okrem bodov jednoduchej kubickej mriezky aj stredy
stien elementarnych kociek; primitivne vektory mozno zvolit takto:

a; = (a/2,a/2,0), ag = (a/2,0,a/2), ag = (0,a/2,a/2)

Lahko vidno, ze vSetky kubické BM maju tu ista bodovi grupu.
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Obréazok 2: Obrazok demonstruje existenciu inverzie voéi bodu S obdiznikovej centrovanej mriezky. (Bod
A sa zobrazi do bodu B.) Jednoduch4 (necentrovana) obdlznikova mriezka tito symetriu nemé. Treba si
v8imnit, Ze inverzia vodi bodu S nie je bodovou symetriou.

Primitivna bunka Bravaisovej mriezky:

definujeme ju ako “dlazdicu”, ktorit mozno asociovat s bodom BM; podmienky dlaZdenia:

1. dlazdenie vyplia cely priestor

2. dlazdice sa neprekryvaju

Nech koncentracia bodov BM je n. Potom objem primitivnej jednotkovej bunky musi byt v = 1/n.

Tvar primitivnej jednotkovej bunky nie je jednoznacéne uréeny.

Wignerova-Seitzova primitivna bunka: primitivna bunka so vSetkymi symetriami BM

Konstrukcia: do Wignerovej-Seitzovej bunky prislusnej k bodu X Bravaisovej mriezky patria tie body
priestoru, ktorych vzdialenost od bodu X je mensia nez vzdialenost od hociktorého iného bodu BM.

Klasifikacia krystalov
Idealne krystély (t.j. nekonecné krystaly bez poruch) mozno “skonstruovat” nasledovnym sposobom: zo-

berme motiv (t.j. sadu atémov), pripravme nekonecne vela jeho replik a periodicky ich rozmiestnime v
bodoch nejakej Bravaisovej mriezky. Je jasné, Ze takto dostaneme krystal. UkaZzeme, Ze takto mozno



krystalovy systém Bravaisove mriezky geometria

kubicky sc,bec,fee a=b=c, a=0p=v=90°
tetragonalny st,bct a=b a=0=v=90°
ortorombicky so,Bco,bco,fco a=p=v=90°
monoklinicky sm, Bem a==90°
triklinicky 1 ziadne symetrie
trigonalny 1 a=b=c,a=0=v7#90°
hexagonalny 1 a=>b a=L3=90°~v=060°
> 14
Tabulka 1: Klasifikicia Bravaisovych mrieZok.  sc,bcefcc=jednoducha, objemovo centrovand a

plosne centrovana kubickd mriezka; st,bct=jednoduch& a objemovo centrovana tetragonilna mriez-
ka;so,Bco,bco,fco=jednoduché, bazalne centrované, objemovo centrovand a plo$ne centrovana ortorom-
bick4d mriezka;sm, Bcm= jednoduché a bazalne centrovand monoklinickd mriezka

skongtruovat kazdy krystal. Naozaj, uvazujme krystal obsahujuci atom typu A. Pre jednoduchost pred-
pokladajme, Ze vietky atomy typu A maju v krystali rovnaké okolie.! ? Sada atémov A musi vytvorit
Bravaisovu mriezku, lebo sii¢astou okolia atému A st aj v8etky ostatné atomy typu A. Argument mozno
pouzit na akykolvek typ atomu, preto kazdy typ atému by mal obsadif nejakt Bravaisovu mriezku.?
Teraz uz staci iba ukézat, ze Bravaisove mriezky pre vSetky typy atomov musia byt rovnaké. Ale to je
intutivne zrejme, lebo keby napr. BM pre atomy typu A bola ind ako pre atémy typu B, potom by okolie
kazdého z atémov typu A nemohlo byt rovnaké. Teda rekapitulujme:

idediny krystdl=Bravaisova mrieZka+bdza

Priklad. Krystal NaCl s mriezkovou konstantou a mozno zostrojit z fcc Bravaisovej mriezky vlozenim
dvojatémovej bazy:

atom Na v bode (0,0,0)

atom Cl v bode (a/2,0,0)

Nejednoznagnost rozkladu na BM a bazu:
Napriklad bee krystal si moZno predstavit alebo ako bee Bravaisovu mriezku s jednoatémovou bézou,
alebo ako jednoduchu kubickd Bravaisovu mriezku s dvojatémovou bazou.

Tvrdenia bez dokazu:

Ezxistuje 32 bodovijch grip symetrie pre krystdly

Toto mozno chapat nasledovne. Existuje 7 bodovych grap pre BM. Po vlozeni do kazdého bodu BM
objektu s danou symetriou niektoré z prvkov symetrie BM moézu vymiznat. Preto symetria mriezok
s bazou moze byt nizsia ako symetria BM. Existuje vela moznosti vyberu (vhodnou volbou symetrie
vloZenej bazy) bodovej symetrie krystalu.

Eristuje 230 priestorovijch grip symetrie pre krystdly

(Fedorov, Schonflies 1891-95)

'"Nemusela by to byt pravda napriklad pre atomy kyslika v krystali pozostavajicom z molekil Os.

2Ak by taka sada atomov s rovnakym okolim neexistovala, zoskupenie atémov by sme nevolali kry§talom.

3Kysliky v molekularnom krystali pozostavajicom z molekil Oz by sme mohli oindexovat. Mali by sme dva typy atémov:
atom O, a atém Oy,.



