7. Rozptylové (difrakéné) experimenty 1

Metody Studia Struktary latok

Klasické mikroskopické metody zalozené na pouziti viditelného svetla neumozituju Stadium atomérnej
struktary latok, pretoze rozliSovacia schopnost takychto mikroskopov je dané vlnovou dlzkou viditelného
svetla, ktord je omnoho vic§ia ako rozmer atému. Aby sme ziskali potrebni rozliSovaciu schopnost,
musime preto pouzit namiesto foténov viditelného svetla iné astice, ktorych vinova dizka je porovnatelna
s rozmermi atému:

Castice disperzny zakon  energia pri A = 1A interakcia s: hibka vniku
fotony € = hck 12 keV hustota elektréonov 1 mm
neutrony = (hk)?/(2m,) 0.1 eV jadra; spiny elektréonov 5 cm
elektrony ¢ = (hk)?/(2m) 100 eV elektrostaticky potencidl 1 pm

Fotony sa ziskavaja z tzv. andédového Zziarenia (vysokoenergeticky elektron naraza na anodu, excituje
atomy anody, ktoré potom relaxuji do zakl. stavu - typicka je napr. Ko ¢iara medi pri 8.98 keV; az 99%
energie sa spotrebuje na teplo!, kvoli chladeniu sa pouziva rotujuca anoda) alebo zo synchrotréonového
Ziarenia.

Zdrojom neutrénov je typicky jadrovy reaktor. Neutrony treba spomalit na energiu porovnatelna s
tepelnou energiou - tzv. termalne neutrony.

Treti stlpec ukazuje, ze energiu porovnatelni s energiou kmitov mriezky ~ 0.1 eV maji neutrény
a energiu porovnatelnu s chemickou energiou ~ 1 ¢V maja elektrony. Pomocou nepruzného rozptylu
neutrénov mozno preto merat excita¢né energie kmitov mriezky a z nepruzného rozptylu elektrénov mozno
urcit energiu kolektivnych kmitov elektréonov - tzv. plazménov.

Posledny stlpec tabulky je v zhode s predstavou, Ze najsilnejsie s latkou interaguju elektricky nabité
elektrény, ktoré preto prenikaji len cez mala hrabku materidlu. Interpretécia elektrénovej mikroskopie
je komplikovana a nebudeme sa jej venovat.

Kvoli kratkosti vinovej dizky obraz latky nemo#no interpretovaf pomocou geometrickej optiky. Ako
uvidime negkor, interakcia kratkovinného Zziarenia nam déva iba nepriamu informaciu o Struktire hmoty.
Dostavame v8ak priamu informéciu v tzv. recipro¢nom priestore.

Reciproéna mriezka
Uvazujme o Bravaisovej mriezke bodov R = nja; 4+ neas + nsgas s primitivnymi vektormi aj, as, ag a
objemom primitivnej bunky

Vo = ay - (a2 X ag)

Recipro¢nou mriezkou k danej Bravaisovej mriezke nazyvame mnozinu vietkych bodov K v priestore
vlnovych vektorov, pre ktoré plati

KR —q pre vsetky R

Tvrdenie: primitfvnymi vektormi reciproénej mriezky st vlnové vektory

ag X ajs az X ap

b1:27T b2:27r

al-(agxag)’ a1~(a2><a3)’

Dokaz. Priamym vypoc¢tom lahko overime platnost vztahu
bi . aj = 27‘(’(5,7‘,
kde d;; je Kroneckerova delta. Preto pre kazdy celo¢iselny nasobok by, ba, bz plati

KR — Zmi(mimitmanatmans) _ pre K = mib; + mabg 4+ msbs

Teda vsetky celodiselné nasobky b1, bo, bs patria do recipro¢nej mriezky. Na druhej strane, lahko vidno,
7e ak aspoii jedno z ¢isel my, ma, ms nie je celé, mozno vybrat R tak, aby e®R =£ 1. Takto sme ukazali,
7e recipro¢né mriezka neobsahuje iné ako celo¢iselné nasobky by, bg, bg.

Tvrdenia bez dokazu (vid cvicenia).
1. Objem primitivnej bunky recipro¢nej mriezky je by - (by x bz) = (27)3 /vo.



2. K recipro¢nej mriezke, kedze je Bravaisovou mriezkou, moZno definovat jej recipro¢nti mriezku. Re-
cipro¢nd mriezka recipro¢nej mriezky je pé6vodna Bravaisova mriezka.
3. Recipro¢na mriezka sc mriezky s a; = (a,0,0), ag = (0,a,0), ag = (0,0, a) je sc mriezka:

9 9 2
by = (f,o,o) by = (0, ;ﬂ,o) bs = (0,0, f)

4. Recipro¢nd mriezka bee mriezky s a; = §(1,1,—1), ag = §(—1,1,1), a3 = (1, —1,1) je fcc mriezka:
27 27 27
b, =—(1,1,0 b, =—(0,1,1 bs; = —(1,0,1
1 a ( y Ly ) 2 a ( ) ) 3 a ( » Uy )

5. Reciprocna mriezka fcc mriezky s a1 = §(1,1,0), ag = §(0,1,1), ag = §(1,0,1) je bec mriezka:

2T 2T 2T
bi=—(1,1,-1 by = —(-1,1,1 by = —(1,-1.1
1 a(77 ) 2 Cl( 77) 3 a(’ 7)

1. Brillouinova zona: je to Wignerova-Seitzova bunka recipro¢nej mriezky.

Millerove indexy mrieZkovijch rovin. UvaZzujme o bode reciprocnej mriezky K = hb; + kby + (bs. Pred-
pokladajme, Ze h, k,l nemaji netrividlneho spolo¢ného delitela.! Potom K definuje systém mriezkovych
rovin v pévodnej Bravaisovej mriezke s nasledovnymi vlastnostami:

1. Kazdy mriezkovy bod patri do préave jednej mriezkovej roviny.

2. Mriezkové roviny st kolmé na vektor K.

3. Vzdialenost mriezkovych rovin je d = 27 /K.

Indexy h, k,l sa nazyvaju Millerovymi indexami zodpovedajiceho systému mriezkovych rovin. Systém
takychto rovin sa oznacuje (h, k,1). 2

Dokaz. Uvazujme rovinnd vlnu e’ 7 v redlnom (nie recipro¢nom) priestore. Rovnica e = 1 definuje
v realnom priestore sadu rovin (vlnoploch), ktoré sa kolmé na K a ktorych vzdialenost je d = 27 /K.
Kedze vietky mriezkové body R Bravaisovej mriezky spliiaju rovnicu e® = 1, musia sa vietky z nich
nachéadzat v niektorej z vydelenych rovin. Ostava ukazat, Ze vSetky vydelené roviny st rovnako obsadené.
KedZe ide o Bravaisovu mriezku, ak je nejaka rovina obsadena mriezkovymi bodmi, musi byt obsadena
rovnako ako kazda ind rovina. Stale vSak existuje moznost, ze len kazda n-t4 vydelend rovina je obsade-
na. Potom vSak spolu s vektorom K musi reciprona mriezka obsahovat aj vektor K/n, ¢o je v spore s
predpokladom, Ze K je najkratsi vektor reciproénej mriezky v danom smere. Tym je dékaz ukonceny.

iK-r

Vypoéet Bravaisovej sumy Y g ¢/9R
Uvazujme pre jednoduchost krystil s N = N;iNoN3 elementarnymi bunkami. Hrany kryStalu teda sd
Niay, Noas, Nsas. Predpokladame Ny, No, N3 > 1.

Predpokladajme najprv, Ze povolené hodnoty vlnového vektora si

kde m; su celé &isla. Kedze Ny, No, N3 > 1, povolené hodnoty q st potom takmer spojito rozloZené.
Mame teda, kedze R = nia; + ngas + nsas,

Ni—1 No—1 N3—1 2mwimy 2mime 2mims
Z claR _ Z ginia-al Z pin2a-as Z ginsaas _ l—e l—e l—e
- - 1 _ eQﬂ'iml/Nl 1 —_ eQﬂ'img/NQ 1 _ eQTrimg/Ng ’
R n1=0 no=0 n3=0

kde sme v druhej rovnici vyuzili vzorec pre sumu geometrického radu N; ¢lenov. Lahko vidno, ze ak m;
nie st nasobkami NN;, potom suma je rovna nule. Ak v8ak m; st ndsobkami N;, potom q je totozné s
nejakym vektorom recipro¢nej mriezky a preto vSetky ¢leny sumy si rovné 1. Sumérne teda mozno pisat

SR = N Y bk,
R K

nymi slovami, nech K je najkratsi z vektorov inverznej mriezky v danom smere.
2V kubickych krystaloch (aj centrovanych) sa Millerove indexy volia vzhladom na zodpovedajicu jednoduchi kubickd
mriezku.




kde dqk je Kroneckerova delta.
Prepisme teraz tento vysledok pre spojito rozlozené q. Je zrejmé, ze Kroneckerovu deltu musi v tomto
pripade nahradit Diracova delta funkcia. UkaZzeme, Ze plati

SR NS =
R K

Staci ukazat, ze multiplikativny faktor pred Diracovou delta funkciou je zvoleny spravne. Naozaj, po-
¢itajme integral [q d3q z posledného vyrazu, kde S je oblast v hybnostnom priestore obsahujiica préve

T 3
(2 0) Y 6(q - K). 1)
K

[y

jeden bod recipro¢nej mriezky: [g cl?’q(27r)3 Ykolq—K) = % Na druhej strane, pocitajme ten isty

o
integral z druhého vyrazu v (1). Najprv si uvedomme, Ze integral mozeme nahradit Riemannovou sumou

27)3
diq= 2T g
/ 4 N Vo Z
a
Preto [g PN Yk SqK = % Normy oboch vyrazov si rovnaké. Dokaz je hotovy.

Rozptylové experimenty

Uvazujme o rozptyle vin na dokonalom krystali. Nech na vzorku dopad4 monochromaticka rovinna vina
s vilnovym vektorom k. Skumajme intenzitu elasticky rozptyleného ziarenia vo vzdialenom detektore, ku
ktorému sa Ziarenie musi §irit s vinovym vektorom k’. Z elasticity rozptylu pritom plynie |k| = |K'| = 27 /A,
kde X je vlnova dlzka Ziarenia. UkaZzeme, Ze zmena vlnového vektora Ziarenia k/ — k nesie informéciu o
geometrii krystalu.

Braggova formulacia
Predstavme si krystal ako sadu mriezkovych rovin so vzdialenostou d medzi susednymi rovinami. Nech
dopadajuice Ziarenie sa odraza od jednotlivych rovin z danej sady podla zdkona dopadu a odrazu z optiky.
Ak oznadime uhol, ktory zviera dopadajici la¢ s mriezkovou rovinou ako 0,2, potom drahovy rozdiel lucov,
ktoré sa odrazaju od susednych mriezkovych rovin, je 2dsin 8. Kongtruktivna interferencia preto nastane,
ak

2dsin 0 = n, Braggova podmienka

kde n je celé &islo.

Pre dant orientaciu krystalu a pre dany smer a vlnovia dizku dopadajuceho Ziarenia treba preskamat
vietky myslitelné sady mriezkovych rovin (t.j. v8etky myslitelné hodnoty 6) a zistit, ¢i pre niektoru z
nich nie je splnené Braggova podmienka. Zakazdym ked je tato podmienka splnené, dochadza k rozptylu
dopadajiceho Ziarenia o uhol 26.
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3Na rozdiel od optiky, uhol dopadu nemeriame od kolmice.



