8. Rozptylové (difrakéné) experimenty 2

von Laueho formulacia

Tato formulécia chape rozptylovy proces ako interferenciu nie od myslenych mriezkovych rovin, ale od
jednotlivych atémov. Uvidime, Ze ide o vSeobecnejsi pristup, ktory pre krystily reprodukuje Braggovu
podmienku, ale umoziuje analyzu rozptylu napr. aj na kvapalinach.

Zaoberajme sa otézkou, akd bude amplitada pravdepodobnosti rozptylu do monochromatickej viny s
vlnovym vektorom k’ pre pripad rozptylu monochromatickej vlny s vlnovym vektorom k na dvoch rozp-
tylovych centrach v bodoch 0 a R. Nech amplitida rozptylu na centre v bode 0 je f. Potom amplitida
rozptylu na centre v bode R bude okrem f obsahovat aj fazové faktory zodpovedajice rozdielnym dré-
ham, ktoré musia rovinné viny absolvovat k bodom 0 a R a saet oboch amplitad bude f + fei(k-k¥)R
ZovSeobecnime teraz tento vysledok na pripad rozptylu na mnohych réznych casticiach v polohach R,
s individualnymi rozptylovymi amplitadami f,, 3, f,e’9B» kde sme zaviedli tzv. prenesenti hybnost
q=k K. ' V experimentoch sa meria intenzita Ziarenia na tienidle, ktora je dana &tvorcom amplitady

pravdepodobnosti:
2

I(q) = (1)

f e'aRn
Xn: n

Vztah (1) pre §truktiarnu funkciu I(q) plati pre difrakciu na akomkol'vek materiéli (tuha latka, kvapalina,
sklo,...).2

Ekvivalencia Braggovej a von Laueho formulicie
Pre mriezku s b4dzou mozno polohy atémov vyjadrit v tvare R,, = R + rj, kde R je polohovy vektor v
Bravaisovej mriezke a r; je poloha atomu (s formfaktorom f;) v baze. Potom mozeme pisat
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Teda intenzita Ziarenia s prenesenou hybnostou q je dana sac¢inom dvoch faktorov: faktora suvisiaceho s
tvarom bazy a faktora savisiaceho s typom Bravaisovej mriezky. Zo vztahu pre mriezkové sumy je zrejmé,
7e suma cez body Bravaisovej mriezky je nenulové iba pre prenesené hybnosti rovné vektorom inverznej
mriezky,

q=k-k =K. (2)

Faktor suvisiaci s tvarom bazy sposobuje rézne intenzity difrakcii povolenych von Laueho difrakénou
podmienkou (2).

Teraz ukézeme, Ze rovnica (2) je ekvivalentna s Braggovou podmienkou. Najprv si uvedomme, Zze
vektor K definuje systém mriezkovych rovin k nemu kolmych so vzdialenostami d, pricom K = 27n/d a

'Podla de Broglieho m4 &astica s vinovym vektorom k hybnost p = ik. Preto budeme (v stilade s beZnou praxou) vlnovy
vektor a hybnost chapat ako synonyma.
2Po ustredneni cez vietky mozné konfiguracie R.,, vid diskusiu truktirneho faktora.



n je celé ¢islo. Braggovu rovnicu dostaneme ak uvazime, ze |k| = |k’| = 27/)\ a ak napiSeme namiesto
vektorovej rovnice (2) iba rovnicu pre komponentu rovnobeznt s K.

Experimentilna realizacia rozptylového experimentu

Ewaldova kongtrukcia: uvazujme o recipro¢nej mriezke. Do pociatku mriezky 0 umiestnime zaciatok vek-
tora k. Zostrojme gulu G so stredom v koncovom bode vektora k a s polomerom |k| = k. Z podmienky
zachovania hybnosti K = k — k’ a z elasticity rozptylu |k’| = k vyplyva, Ze pociatoény bod A vektora
k/ musi lezat na guli G. Zaroven musi byt bod A koncovym bodom vektora K, ktorého zaciatok sme
polozili do bodu 0. Inymi slovami, gula G musi okrem bodu 0 obsahovat este aspofi jeden bod recipro¢nej
mriezky, aby bol moZny netrividlny rozptyl zo stavu k do stavu k’. Obrazok vsak ukazuje, Ze to vo
vieobecnosti nie je mozné. Teda pre vieobecne natoteny krystal pri danej vlnovej dizke Ziarenia rozptyl
vo v8eobecnosti nenastane. Tomuto problému sa da vyhnit nasledovnymi spésobmi.

—F
] G '
]
L [-J
e P
BobY KEC|MROLNE)D
HeIE KT

von Laueho metdda

Namiesto monochromatického Ziarenia sa pouzije Ziarenie s vlnovymi vektormi v intervale (Kpyin, kmax).?’
Ewaldovu kongtrukciu potom treba urobit pre vietky dopadajice vinové dlzky. Gula G sa tak nahradi
grafovanym medzigulim na obrazku. Pre dostato¢ne Siroky interval (Kmin, kmax) potom medzigulie zaruce-
ne obsahuje nenulové body recipro¢nej mriezky a nastava Braggov rozptyl. BohuZzial, pokial nevykoname
dodato¢né merania, nevieme, ktora z vlnovych dlzok bola rozptylena. Preto metoda nie je kvantitativna.

Metoda rotujiceho krystalu

Pouzivame monochromatické ziarenie, ale kry$tal nechame rotovat okolo pevnej osi. Ked7Ze reciprotna
mriezka otoceného kryStalu sa pritom tiez otaca, vSetky netrividlne body recipro¢nej mriezky pritom
krizia po kruhovych drahach. Niektoré z tychto drah vsak zarudene pretnt Ewaldovu gulu. V oka-
mihu kedy sa tak stane je vSak splend Braggova podmienka a nastava difrakcia Ziarenia. Na tienidle za

3Smer dopadajtceho Ziarenia sa predpoklada pre vsetky vlnové dizky rovnaky.



krystalom pozorujeme sadu diskrétnych bodov, ktoré vznikaju dopadom Ziarenia v smeroch k’ od krystélu.
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Prdaskovd metoda

Tato metdda je podobné metode rotujaceho krystalu. Ak rozomelieme krystal na malé krystaliky s nahod-
nymi orientdciami krystaklickych osi, potom difrakény obraz z takejto vzorky bude identicky s difrakénym
obrazom od nerozomletého krystalu, ktory vSak nahodne rotujeme o I'ubovolné uhly okolo I'ubovolnych
osi. Pritom zrejme kazdy netrivialny bod recipro¢nej mriezky opise gulu. Ewaldova kongtrukcia nam opit
zarudi, ze budu existovat prieseéniky gule G s gulovymi trajektoriami bodov K. Teda budu existovat
netrivialne difrakcie (od vhodne zvolenych zrniek). Naviac, kedZe priesecnice dvoch guli si kruznice, na
tienidle za krystdlom budeme pozorovat sadu koncentrickych kruznic.

Struktarny faktor a korelaéna funkcia
V tejto zavereénej Casti sa obmedzime na latky pozostavajuce z rovnakého druhu ¢astic (atomov) s hus-
totou n. Budeme studovaf tzv. struktarny faktor:*

S(q) = |f|12N<I(q)> = %Z( ia(Ri—Ry))y /d3 /di”yezq (x=y) — Z(é(X—RZ)é(y*Rl/»
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V tretej rovnici sme vyuzili definiciu Diracovej delta funkcie. Na rozdiel od vyrazu (1), do ktorého
vstupuje momentalna konfiguracia atémov, Strukturny faktor je tmerny ¢asovo ustrednenému I(q) a
symbol (X)) oznaluje ¢asové ustrednenie veli¢iny X. V pripade dokonalych krystalov nepovedie ¢asové
ustrednenie k zmene vysledkov, kym v pripade kvapalin je ustrednenie klucové. Fyzikalnym dévodom
nutnosti stredovat v Case je t4 skutocnost, ze typicky difrakény experiment sa realizuje akumuléciou dat
za Cas dlhy v porovnani s typickymi fluktuaénymi ¢asmi vo vzorke.

Dalej si vSimnime fyzikalny vyznam veliciny p(x) = ¥, 6(x — Ry). Je zrejmé, ze p(x) = 0 v bodoch
x priestoru, v ktorych niet ¢astic, kym p(x) integrované cez maly objem okolo jednej ¢astice da 1. Teda
p(x) méa vyznam hustoty ¢astic. Pomocou p(x) mozeme Strukturny faktor pisat v tvare

/ d3x / By x=y) < / d3re~aT — / d3x( +1))

kde sme v poslednej rovnici polozili y = x + r a namiesto integracie cez y sme integrovali cez relativnu
vzdialenost bodov x, y. Teda Struktirny faktor je Fourierovou transforméciou:

= [@reimEe) Fo) = 5 [ dxipoptx+ )

“Ide v podstate o Struktarnu funkciu, aviak bez formfaktora |f|?, inak normovani a ustrednent v Case.




kde tzv. Pattersonova funkcia F(r) je korela¢nou funkciou hustot ¢astic v dvoch bodoch, ktora vsak zavisi
iba od relativnej vzdialenosti bodov r. Ak sa vratime k definiénym vztahom pre hustoty, Pattersonovu
funkciu mézeme pisat v tvare
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kde sme v poslednej rovnici oddelili prispevky od toho istého a od réznych atémov. Zaviedli sme pritom
funkciu v
9(r) = 5z D_0[r = Ry —Ry))),
1Al
ktorej fyzikalny vyznam je nasledovny. Fixujme vzdialenost r a vypocéitajme pre vietky dvojice atémov
ich relativnu vzdialenost Ry — R;. Ak pre dané r existuje nejaka dvojica so vzdialenostou Ry — Ry =r,
potom integral funkcie g(r) cez malé okolie bodu r d& kone¢ny prispevok. Teda g(r) je tumerné hustote
poctu parov s relativnou vzdialenostou r a je normované nasledovnym sposobom: [ d®rg(r) = V.
Strukturny faktor savisi s korelatnou funkciou g(r) nasledovnym sposobom:

Sta) =1+ [ drg)e e
Teda zo znameho $truktirneho faktora mozno Fourierovou transformaciou uréit korela¢na funkciu g(r).

gpecialne pripady:
1. krystal s Bravaisovou mriezkou:

V 1
g(r) = N2 Y (0 — (Ry — Ry)]) = - > 6(r-R)
12U R#£0
(vyuzili sme fakt, ze v Bravaisovej mriezke mozno sumu cez R; nahradit nasobenim poctom bodov).
2. idealny plyn:
g(r) =1

(funkcia musi byt konstantna, lebo polohy atémov v idedlnom plyne su nekorelované; velkost konstanty
je dana normalizaciou funkcie g(r)).
3. kvapalina:

g(r) = g(r)

je iba funkciou vzdialenosti ¢astic r (radidlna distribu¢na funkcia). Na velkych vzdialenostiach g(r) = 1
ako v plyne. Na malych vzdialenostiach g(r — 0) — 0, pretoZe Castice sa spravaju ako tuhé (nepre-
niknutelné) gule. Funkcia ¢g(r) mé& maximum > 1 pri r & rg, kde 7y je stredna vzdialenost Castic v
kvapaline.
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