
8. Rozptylové (difrak£né) experimenty 2

von Laueho formulácia
Táto formulácia chápe rozptylový proces ako interferenciu nie od myslených mrieºkových rovín, ale od
jednotlivých atómov. Uvidíme, ºe ide o v²eobecnej²í prístup, ktorý pre kry²tály reprodukuje Braggovu
podmienku, ale umoº¬uje analýzu rozptylu napr. aj na kvapalinách.

Zaoberajme sa otázkou, aká bude amplitúda pravdepodobnosti rozptylu do monochromatickej vlny s
vlnovým vektorom k′ pre prípad rozptylu monochromatickej vlny s vlnovým vektorom k na dvoch rozp-
tylových centrách v bodoch 0 a R. Nech amplitúda rozptylu na centre v bode 0 je f . Potom amplitúda
rozptylu na centre v bode R bude okrem f obsahova´ aj fázové faktory zodpovedajúce rozdielnym drá-
ham, ktoré musia rovinné vlny absolvova´ k bodom 0 a R a sú£et oboch amplitúd bude f + fei(k−k′)·R.
Zov²eobecnime teraz tento výsledok na prípad rozptylu na mnohých rôznych £asticiach v polohách Rn

s individuálnymi rozptylovými amplitúdami fn,
∑

n fneiq·Rn , kde sme zaviedli tzv. prenesenú hybnos´
q = k− k′. 1 V experimentoch sa meria intenzita ºiarenia na tienidle, ktorá je daná ²tvorcom amplitúdy
pravdepodobnosti:
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Vz´ah (1) pre ²truktúrnu funkciu I(q) platí pre difrakciu na akomko©vek materiáli (tuhá látka, kvapalina,
sklo,...).2

Ekvivalencia Braggovej a von Laueho formulácie
Pre mrieºku s bázou moºno polohy atómov vyjadri´ v tvare Rn = R + rj , kde R je polohový vektor v
Bravaisovej mrieºke a rj je poloha atómu (s formfaktorom fj) v báze. Potom môºeme písa´
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Teda intenzita ºiarenia s prenesenou hybnos´ou q je daná sú£inom dvoch faktorov: faktora súvisiaceho s
tvarom bázy a faktora súvisiaceho s typom Bravaisovej mrieºky. Zo vz´ahu pre mrieºkové sumy je zrejmé,
ºe suma cez body Bravaisovej mrieºky je nenulová iba pre prenesené hybnosti rovné vektorom inverznej
mrieºky,

q = k− k′ = K. (2)

Faktor súvisiaci s tvarom bázy spôsobuje rôzne intenzity difrakcií povolených von Laueho difrak£nou
podmienkou (2).

Teraz ukáºeme, ºe rovnica (2) je ekvivalentná s Braggovou podmienkou. Najprv si uvedomme, ºe
vektor K de�nuje systém mrieºkových rovín k nemu kolmých so vzdialenos´ami d, pri£om K = 2πn/d a

1Pod©a de Broglieho má £astica s vlnovým vektorom k hybnos´ p = h̄k. Preto budeme (v súlade s beºnou praxou) vlnový
vektor a hybnos´ chápa´ ako synonymá.

2Po ustrednení cez v²etky moºné kon�gurácie Rn, vi¤ diskusiu ²truktúrneho faktora.



n je celé £íslo. Braggovu rovnicu dostaneme ak uváºime, ºe |k| = |k′| = 2π/λ a ak napí²eme namiesto
vektorovej rovnice (2) iba rovnicu pre komponentu rovnobeºnú s K.

Experimentálna realizácia rozptylového experimentu
Ewaldova kon²trukcia: uvaºujme o recipro£nej mrieºke. Do po£iatku mrieºky 0 umiestnime za£iatok vek-
tora k. Zostrojme gu©u G so stredom v koncovom bode vektora k a s polomerom |k| = k. Z podmienky
zachovania hybnosti K = k − k′ a z elasticity rozptylu |k′| = k vyplýva, ºe po£iato£ný bod A vektora
k′ musí leºa´ na guli G. Zárove¬ musí by´ bod A koncovým bodom vektora K, ktorého za£iatok sme
poloºili do bodu 0. Inými slovami, gu©a G musí okrem bodu 0 obsahova´ e²te aspo¬ jeden bod recipro£nej
mrieºky, aby bol moºný netriviálny rozptyl zo stavu k do stavu k′. Obrázok v²ak ukazuje, ºe to vo
v²eobecnosti nie je moºné. Teda pre v²eobecne nato£ený kry²tál pri danej vlnovej d¨ºke ºiarenia rozptyl
vo v²eobecnosti nenastane. Tomuto problému sa dá vyhnú´ nasledovnými spôsobmi.

von Laueho metóda

Namiesto monochromatického ºiarenia sa pouºije ºiarenie s vlnovými vektormi v intervale (kmin, kmax).3

Ewaldovu kon²trukciu potom treba urobi´ pre v²etky dopadajúce vlnové d¨ºky. Gu©a G sa tak nahradí
²ráfovaným medzigulím na obrázku. Pre dostato£ne ²iroký interval (kmin, kmax) potom medzigulie zaru£e-
ne obsahuje nenulové body recipro£nej mrieºky a nastáva Braggov rozptyl. Bohuºia©, pokia© nevykonáme
dodato£né merania, nevieme, ktorá z vlnových d¨ºok bola rozptýlená. Preto metóda nie je kvantitatívna.

Metóda rotujúceho kry²tálu

Pouºívame monochromatické ºiarenie, ale kry²tál necháme rotova´ okolo pevnej osi. Ke¤ºe recipro£ná
mrieºka oto£eného kry²tálu sa pritom tieº otá£a, v²etky netriviálne body recipro£nej mrieºky pritom
krúºia po kruhových dráhach. Niektoré z týchto dráh v²ak zaru£ene pretnú Ewaldovu gu©u. V oka-
mihu kedy sa tak stane je v²ak splená Braggova podmienka a nastáva difrakcia ºiarenia. Na tienidle za

3Smer dopadajúceho ºiarenia sa predpokladá pre v²etky vlnové d¨ºky rovnaký.



kry²tálom pozorujeme sadu diskrétnych bodov, ktoré vznikajú dopadom ºiarenia v smeroch k′ od kry²tálu.

Prá²ková metóda

Táto metóda je podobná metóde rotujúceho kry²tálu. Ak rozomelieme kry²tál na malé kry²táliky s náhod-
nými orientáciami kry²taklických osí, potom difrak£ný obraz z takejto vzorky bude identický s difrak£ným
obrazom od nerozomletého kry²tálu, ktorý v²ak náhodne rotujeme o ©ubovo©né uhly okolo ©ubovo©ných
osí. Pritom zrejme kaºdý netriviálny bod recipro£nej mrieºky opí²e gu©u. Ewaldova kon²trukcia nám opä´
zaru£í, ºe budú existova´ priese£níky gule G s gu©ovými trajektóriami bodov K. Teda budú existova´
netriviálne difrakcie (od vhodne zvolených zrniek). Naviac, ke¤ºe priese£nice dvoch gulí sú kruºnice, na
tienidle za kry²tálom budeme pozorova´ sadu koncentrických kruºníc.

�truktúrny faktor a korela£ná funkcia
V tejto závere£nej £asti sa obmedzíme na látky pozostávajúce z rovnakého druhu £astíc (atómov) s hus-
totou n. Budeme ²tudova´ tzv. ²truktúrny faktor:4

S(q) =
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V tretej rovnici sme vyuºili de�níciu Diracovej delta funkcie. Na rozdiel od výrazu (1), do ktorého
vstupuje momentálna kon�gurácia atómov, ²truktúrny faktor je úmerný £asovo ustrednenému I(q) a
symbol 〈X〉 ozna£uje £asové ustrednenie veli£iny X. V prípade dokonalých kry²tálov nepovedie £asové
ustrednenie k zmene výsledkov, kým v prípade kvapalín je ustrednenie k©ú£ové. Fyzikálnym dôvodom
nutnosti stredova´ v £ase je tá skuto£nos´, ºe typický difrak£ný experiment sa realizuje akumuláciou dát
za £as dlhý v porovnaní s typickými �uktua£nými £asmi vo vzorke.

�alej si v²imnime fyzikálny význam veli£iny ρ(x) =
∑

l δ(x −Rl). Je zrejmé, ºe ρ(x) = 0 v bodoch
x priestoru, v ktorých niet £astíc, kým ρ(x) integrované cez malý objem okolo jednej £astice dá 1. Teda
ρ(x) má význam hustoty £astíc. Pomocou ρ(x) môºeme ²truktúrny faktor písa´ v tvare
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∫
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∫

d3yeiq·(x−y) 1
N
〈ρ(x)ρ(y)〉 =

∫
d3re−iq·r 1

N

∫
d3x〈ρ(x)ρ(x + r)〉

kde sme v poslednej rovnici poloºili y = x + r a namiesto integrácie cez y sme integrovali cez relatívnu
vzdialenos´ bodov x, y. Teda ²truktúrny faktor je Fourierovou transformáciou:

S(q) =
∫
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4Ide v podstate o ²truktúrnu funkciu, av²ak bez formfaktora |f |2, inak normovanú a ustrednenú v £ase.



kde tzv. Pattersonova funkcia F (r) je korela£nou funkciou hustôt £astíc v dvoch bodoch, ktorá v²ak závisí
iba od relatívnej vzdialenosti bodov r. Ak sa vrátime k de�ni£ným vz´ahom pre hustoty, Pattersonovu
funkciu môºeme písa´ v tvare
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kde sme v poslednej rovnici oddelili príspevky od toho istého a od rôznych atómov. Zaviedli sme pritom
funkciu

g(r) =
V
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ktorej fyzikálny význam je nasledovný. Fixujme vzdialenos´ r a vypo£ítajme pre v²etky dvojice atómov
ich relatívnu vzdialenos´ Rl′ −Rl. Ak pre dané r existuje nejaká dvojica so vzdialenos´ou Rl′ −Rl = r,
potom integrál funkcie g(r) cez malé okolie bodu r dá kone£ný príspevok. Teda g(r) je úmerná hustote
po£tu párov s relatívnou vzdialenos´ou r a je normovaná nasledovným spôsobom:

∫
d3rg(r) = V .

�truktúrny faktor súvisí s korela£nou funkciou g(r) nasledovným spôsobom:

S(q) = 1 + n

∫
d3rg(r)e−iq·r

Teda zo známeho ²truktúrneho faktora moºno Fourierovou transformáciou ur£i´ korela£nú funkciu g(r).

�peciálne prípady:
1. kry²tál s Bravaisovou mrieºkou:

g(r) =
V
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∑
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〈δ [r− (Rl′ −Rl)]〉 =
1
n

∑
R 6=0

δ(r−R)

(vyuºili sme fakt, ºe v Bravaisovej mrieºke moºno sumu cez Rl nahradi´ násobením po£tom bodov).
2. ideálny plyn:

g(r) = 1

(funkcia musí by´ kon²tantná, lebo polohy atómov v ideálnom plyne sú nekorelované; ve©kos´ kon²tanty
je daná normalizáciou funkcie g(r)).
3. kvapalina:

g(r) = g(r)

je iba funkciou vzdialenosti £astíc r (radiálna distribu£ná funkcia). Na ve©kých vzdialenostiach g(r) = 1
ako v plyne. Na malých vzdialenostiach g(r → 0) → 0, pretoºe £astice sa správajú ako tuhé (nepre-
niknute©né) gule. Funkcia g(r) má maximum > 1 pri r ≈ r0, kde r0 je stredná vzdialenos´ £astíc v
kvapaline.




