9. Elastické vlastnosti kryStalov

Cielom tejto prednagky je zhrnat zakladné poznatky z mechaniky kontinua. Ulohou je uréif, ako sa de-
formuje dany kus latky pri zadanych mechanickych pésobeniach. Budeme predpokladat, ze deformécie
st elastické, t.j. pri odstraneni vonkajsich posobeni sa materiél vrati do pévodného tvaru. Je empirickym
faktom, Ze pre kazdy material moZno definovat tzv. kritické napétie, pri prekroceni ktorého sa material
zaCina deformovat plasticky, t.j. nevratne. Obmedzime sa teda na oblast aplikovanych napdti mengich
nez kritické napéatie. Hlavnym vysledkom bude identifikacia tych elastickych konstant, ktoré odlisuju tuhé
latky od kvapalin. Inymi slovami, vyjasnime si otazku, ktoré elasticka konstanta je zodpovednd za staly
tvar tuhych latok (a absencia ktorej sposobuje nestéaly tvar kvapalin).

Tenzor deformécie

Predpokladajme, Ze pri deformécii atém povodne sediaci v mieste r prejde do miesta r + u(r). Hladajme
veli¢inu, ktora bude mierou deformacie materialu. Vektor posunutia u(r) zjavne nie je dobrym meradlom
deformécie: napriklad pri homogénnom natiahnuti tyée s dizkou L v smere osi o AL bude u, funkciou
polohy v kry&tali. Na Tavom konci tyce bude povedzme u, = 0, kym na pravom konci u, = AL. Pre
dlha ty¢ méze byt u, velké aj pri malej deformécii. Vhodnej$ou mierou relativnej deformacie je teda
Uge = Ou, /Ox. Existuje v8ak aj iny typ deformacii, pri ktorom nedochadza k zmene objemu: deformacie

tvaru. UvaZzujme napriklad deformaciu Stvorca na kosoStvorec: u, = 0y, uy, = 6x. Relativnu deforméciu
8uz 8Uy

by sme mohli popisat vyrazmi 5y = o = 0. Na druhej strane, ¢istej rotacii Stvorca zodpoveda pole
vychyliek u, = 6y, u, = —0x. Preto pri Cistej rotacii %“y“ = —% = 0. Preto ako mieru relativnej

deformacie materidlu definujeme symetrizovany tenzor deformaécie

1 Guz + 8Uj
Uii = — Ui = Uis
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ktory je pre Cisté rotacie nulovy, ako aj ma byt. Zlozky tenzora deformaécie su bezrozmerné a pri Studiu
elastickych vlastnosti predpokladame, Ze |u;;]| < 1.

Teraz si ozrejmime fyzikdlny vyznam stopy tenzora deformécie u; = V -u.! Za tym tcéelom uvazujme
dvojicu atémov v bodoch r a r + d# v nedeformovanom materiali, kde d je vektor v smere osi z s dizkou
dx. V deformovanom krystali sa tieto atomy premiestnia do bodov r + u(r) a r + dz + u(r + dz). Preto

'Pouzivame Einsteinovu konvenciu, podla ktorej treba cez opakujice sa indexy sumovat.



povodny vektor relativnej vzdialenosti oboch atémov dZ sa zmeni v deformovanom krystali takto:

Ou;
d = (8;1 + =—2)d
x, dz; = (61 + 8x) x

du
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Podobne sa transformuji aj elementérne vzdialenosti dif’ a d2’ v smeroch y a z. Teda elementarny objem
dV = dxdydz sa transformuje takto:

ou Ou; Ouy,

dV — dv' = di' - (d:l]/ X dél) = Eijk(éil + 871’1)((%2 + aiy)(ék?’ + E)dv

Ak v tomto vyraze ponechame ¢leny do prvého radu v u, po Gprave dostaneme

dv’ ou Ou;
o €ijk (0110203 + 51'153'267; + 51'151@387; + 952013
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Teda u;; ma vyznam relativneho prirastku objemu. V nestlaéitelnych meédiach teda musi platit u; = 0.

Tenzor napitia

Predstavme si teleso, ktoré deformujeme pésobenim vonkajsich sil na jeho povrch. Vyclenme v telese
objemovy element a pytajme sa, aka sila nafi posobi. Zrejme jedinou silou,” ktora posobi na zvoleny
element, je povrchova sila, ktorou nan posobia susedné elementy. Definujme tenzor napitia o;; ako tlak
posobiaci v smere ¢ od okolitych elementov na stenu v smere k zvoleného elementu. Potom celkova sila
na element s povrchom S bude

f oindS), = 0%k 1
S v 0z

kde sme zaviedli vektor dS = dSn ako vektor v smere vonkajSej normaly n k niSmu elementu a dS je
element povrchu. Pri uprave sme pouzili Gaussovu vetu na prepisanie povrchového integralu na integral
cez objem V zvoleného elementu.

Znamienkova konvencia je nasledovna: o > 0 zodpovedd natahovaniu, kym o < 0 popisuje stldcanie
elementu. Potom napriklad ak jedinou nenulovou komponentou tenzora napétia je o, > 0 a celkova sila
v smere osi « na kockovy element s hranou dz je (0. (z + dz) — 04 (z))d2?.

Podobne ako sme vylacili ¢isté rotécie z tenzora napétia, budeme predpokladat, Ze tenzor deformécie
je symetricky, o;; = 0;;, aby sme zaru¢ili, Ze moment sil od napétového pola je nulovy.

Okrajovd podmienka pre tenzor napitia. Najprv si uvedomme, Ze na kazdom myslenom rozhrani v
kontinuu posobia tlaky na material na oboch stranach od rozhrania, ktoré si podla zakona akcie a reakcie
rovnako vel'ké, ale opacne orientované. Tito tvahu mozno uplatnit aj pre samotny povrch materidlu. Ak
budeme uvazovat iba hydrostaticky vonkajsi tlak, t.j. ak zanedbdme moZné Smykové zlozky tenzora
napitia na rozhrani, potom na povrchu materidlu s vonkajsou normalou n musi platit

OikNg = —PNy,

pretoze nenulovy tlak p > 0 napr. v plyne obklopujiicom teleso stld¢a toto teleso a to tak, ze sila pdsobi
v smere normaly k povrchu. Naopak, pri natahovani by sme dostali o;pn; = png.

Pohybova rovnica
V&imnime si, ze divergencia tenzora napédtia mé vyznam objemovej sily. Preto Newtonova pohybova

rovnica bude mat tvar
80’%

il =
pU; D2y
kde sme hustotu hmotnosti média oznacili ako p a pripustili sme, Ze okrem napétovych sil v médiu pdsobia
aj objemové sily f, napriklad gravitacna sila f = pg.

+fi7

Termodynamika deformacie
Pocitajme teraz zmenu energie kontinua pri premiestneni bodu r o du(r). Ak v médiu existuje napétove

2Ak zatial zanedbame gravitainé a iné objemové sily.



pole, ktoré generuje objemovi hustotu sily f, potom pri takomto posunuti médium vykond pracu (t.j.
strati energiu)

/dei(Sui = /dV@kUikéui = /dV@k(Uikéui) — /dVaik(S(@kui) = —/dVUikéuik

kde sme parcidlnu derivaciu oznadili Oy = 0/0x) a v druhej rovnici sme integrovali per partes. V tretej
rovnici sme uvazili, ze [ dVOy(opdu;) = [ dSpoadu;, kde integrujeme cez povrch vzorky. Kedze uvazu-
jeme iba prerozdelenie hmoty v médiu bez stii¢asného posunutia hranic vzorky, na povrchu vzorky musi
byt du = 0 a tento ¢len vypadne. Pouzili sme tiez vztah [ dVo0(0ku;) = [ dVojduk, ktory vyplyva zo
symetrie tenzora o;;. Preto zmenu hustoty volnej energie F' mozno pisat v tvare dF = o dug, — SdT a
teda tenzor napitia mozno urdit z prirastku F":

e (),

Sktimajme Taylorov rozvoj hustoty volnej energie F' pre malé deformécie u;;. Ozna¢me hustotu volnej
energie nedeformovaného krystalu Fy. KedZe nedeformovany krystal s uw;; = 0 ma& minimalnu energiu,
musia linedrne ¢leny Taylorovho rozvoja absentovat a do druhého radu v u;; mozno pisat

Hookov zakon

1
F = Fy+ §Cz‘j,kluijukl- (2)

Kedze tenzor deformacie je symetricky, mozno ziadat Cjju = Cjii = Cijuk- Teda namiesto deviatich
dvojic prvych indexov stadi uvazovat Sest rozligitelnych dvojic: 11, 22, 33, 12=21, 13=31, 23=32. To isté
samozrejme plati aje pre druhii dvojicu indexov. Preto existuje maximélne 6 x 6 roznych koeficientov
Cijki-

Naviac, kvadratickt formu pre F' mozno symetrizovat a preto bez ujmy na vSeobecnosti mozno ziadat
Cijki = Criij. Teda matica Cyjp typu 6 x 6 je symetrickd a ako taka obsahuje maximélne 6 + 5+ 4 +
342+ 1 = 21 roznych prvkov. D4 sa ukazat, Ze zvySovanim symetrie média od najniz8ej moznej, t.j.
triklinickej, aZ po kubicki, pocet nezavislych komponent matice Cj; ; klesd z 21 aZ na 3 komponenty.

kryStalovy systém pocet nezavislych komponent tenzora Cj;
triklinicky 21
monoklinicky 13
ortorombicky 9
tetragonalny 7 alebo 6
trigondlny 7 alebo 6
hexagonalny )
kubicky 3
izotrépne kontinuum 2

Ked v definicii tenzora napétia (1) pouZzijeme rozvoj (2) volnej energie kontinua, dostaneme zovse-
obecneny Hookov zakon:
oij = Cij kiU,

t.j. napdtie je linedrne tmerné tenzoru deformécie. Tenzor Cjjx; nazyvame tenzorom tuhosti: ¢im je
Cij. k1 VacSie, tym vacSie napétie je potrebné na vytvorenie danej deformacie.

Izotropne kontinuum
Skumajme teraz elastické vlastnosti izotrépnych médii. Prikladom takych materidlov mézu byt napriklad
skla, t.j. amorfné latky, alebo tzv. polykry&talické materidly - t.j. materidly pozostavajice z monokrys-
talickych zrniek s ndhodnymi orientaciami.?

VoIna energia je skalarna veli¢ina: nezévisi od volby stradnicového systému. 7 druhych mocnin
zloziek symetrického tenzora u;; mozno vytvorit dva nezavislé skalary: (u”)2 a ui;u;;. Preto v materiali

3Sktmajme maly objem polykrystalického materialu, ktory je vSak dostato¢ne velky, aby obsahoval vela monokry&talic-
kych zrniek. Takyto objem naozaj nema vyznacné smery - ide o izotrépny material.



existuju iba dve nezéavislé tuhosti, tzv. Lamého koeficienty A a p, a rovnica (2) sa zjednodusi na tvar

A
2
F =Fy+ 5(11”) + U U5
Cvicenie. Pri otodeni stradnicového systému sa transformuje tenzor deformacie. Overte, Ze velkost
volnej energie nezavisi od volby stradnicového systému.
Hookov zékon pre izotrépne médium dostaneme pouZzitim rovnice (1):

Oij = )\(Sl]v -u+ 2,U,Uij

V situéciach, kedy je dané napétové pole, je vyhodné poznat inverzni formu Hookovho zédkona, t.j.
vyjadrit u;; ako funkciu oj;. Za tym tcelom najprv vypocitajme stopu o;; podla Hookovho zakona:
oii = (3\ + 2u)uy;. Potom dostaneme

1 A3

Y9 9% T 90BN + 2p)

ajl.

Homogénne deformacie

Na objasnenie zmyslu Lamého koeficientov budeme Studovat statické deformacie bez nalozeného vonkaj-
gieho pola. Teda hTadédme rieSenie rovnice dxo; = 0. Kvoli jednoduchosti budeme $tudovat iba situdcie,
v ktorych o, =kongtanta a teda deformécia je homogénna.

Hydrostatickyj tlak Nech teleso je vystavené hydrostatickému tlaku p. Okrajovt podmienku oj;n; = —pn,,
ktord ma platif na celom povrchu vzorky, mozno splnit volbou o;; = —pd;;. Z Hookovho zédkona potom
dostaneme w;; = —pdi;/(3X + 2p). Teda teleso pri deformécii meni svoj objem, 6V = w; V. Modul
objemovej stladitelnosti K definujeme vztahom

1 1(av
K Vv

3]3>T’ preto K=+ gu
Teda k modulu objemovej stlacitelnosti prispievaji obidva Lamého koeficienty.

Uniazidlny tlak Skimajme pripad, kedy teleso v tvare tyce vystavime tlaku povedzme v smere osi z.
Na boénych stenach telesa neposobi ziaden tlak, teda st volné. Okrajova podmienka je potom splnena
vol'bou 0, # 0 a ostatné komponenty o;; = 0. Z Hookovho zakona vyplyva, Ze nediagonalne komponenty
tenzora deformécie st nulové a

1 A

Uzz = Egzz; Ugr = Uyy = _mazz
kde sme zaviedli tzv. Youngov modul pruznosti

G2z _ 1(3A + 2p)
Uzz A+ p

E = ;
ktory udava velkost napétia potrebni na vyvolanie danej deformacie v smere silového posobenia. Uvazuj-
me napriklad uniaxidlne stlacenie, o,, < 0. Ak takémuto posobeniu vystavime kvapalinu, treba o¢akavat
velku deforméciu u,, < 0, pretoze kvapalina (pévodne v tvare tyce) z priestoru medzi stla¢ajicimi piestmi
jednoducho vytecie. Teda v kvapaline musi byt £ = 0. V kvapaline absentuju Smykové moduly pruznosti,
pretoze p = 0.

Namiesto Lamého koeficientov mozeme elastické vlastnosti charakterizovat dvoma inymi koeficientmi:
Youngovym modulom pruZznosti a tzv. Poissonovym koeficientom

(I A
Uy 2N+ p)

v=—

V materiéloch, v ktorych §mykovy modul p je omnoho mensi ako A,* je Poissonov koeficient v = 1/2.

“napriklad v kvapalinach



material E (GPa) v

guma 0.00056 0.5
olovo 5 0.5
sklo 55 0.16
zelezo 110 0.3
ocel 200 0.3
wolfram 400 0.3

Tabulka 1: Tabulka elastickych konstant vybranych izotrépnych materidlov. Réadovy odhad velkosti
A, 1o dostaneme z rovnice (2), ak odhadneme chemicki energiu na atémovia bunku ako ~ 1 eV: A\ p ~
1 eéV/1A3 ~ 10?2 GPa.



