
9. Elastické vlastnosti kry²tálov

Cie©om tejto predná²ky je zhrnú´ základné poznatky z mechaniky kontinua. Úlohou je ur£i´, ako sa de-
formuje daný kus látky pri zadaných mechanických pôsobeniach. Budeme predpoklada´, ºe deformácie
sú elastické, t.j. pri odstránení vonkaj²ích pôsobení sa materiál vráti do pôvodného tvaru. Je empirickým
faktom, ºe pre kaºdý materiál moºno de�nova´ tzv. kritické napätie, pri prekro£ení ktorého sa materiál
za£ína deformova´ plasticky, t.j. nevratne. Obmedzíme sa teda na oblas´ aplikovaných napätí men²ích
neº kritické napätie. Hlavným výsledkom bude identi�kácia tých elastických kon²tánt, ktoré odli²ujú tuhé
látky od kvapalín. Inými slovami, vyjasníme si otázku, ktorá elastická kon²tanta je zodpovedná za stály
tvar tuhých látok (a absencia ktorej spôsobuje nestály tvar kvapalín).

Tenzor deformácie

Predpokladajme, ºe pri deformácii atóm pôvodne sediaci v mieste r prejde do miesta r+u(r). H©adajme
veli£inu, ktorá bude mierou deformácie materiálu. Vektor posunutia u(r) zjavne nie je dobrým meradlom
deformácie: napríklad pri homogénnom natiahnutí ty£e s d¨ºkou L v smere osi x o ∆L bude ux funkciou
polohy v kry²táli. Na ©avom konci ty£e bude povedzme ux = 0, kým na pravom konci ux = ∆L. Pre
dlhú ty£ môºe by´ ux ve©ké aj pri malej deformácii. Vhodnej²ou mierou relatívnej deformácie je teda
uxx = ∂ux/∂x. Existuje v²ak aj iný typ deformácií, pri ktorom nedochádza k zmene objemu: deformácie
tvaru. Uvaºujme napríklad deformáciu ²tvorca na koso²tvorec: ux = θy, uy = θx. Relatívnu deformáciu
by sme mohli popísa´ výrazmi ∂ux

∂y = ∂uy

∂x = θ. Na druhej strane, £istej rotácii ²tvorca zodpovedá pole

výchyliek ux = θy, uy = −θx. Preto pri £istej rotácii ∂ux
∂y = −∂uy

∂x = θ. Preto ako mieru relatívnej
deformácie materiálu de�nujeme symetrizovaný tenzor deformácie

uij =
1
2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
, uij = uji

ktorý je pre £isté rotácie nulový, ako aj má by´. Zloºky tenzora deformácie sú bezrozmerné a pri ²túdiu
elastických vlastností predpokladáme, ºe |uij | � 1.

Teraz si ozrejmíme fyzikálny význam stopy tenzora deformácie uii = ∇ ·u.1 Za tým ú£elom uvaºujme
dvojicu atómov v bodoch r a r+ dx̂ v nedeformovanom materiáli, kde dx̂ je vektor v smere osi x s d¨ºkou
dx. V deformovanom kry²táli sa tieto atómy premiestnia do bodov r + u(r) a r + dx̂ + u(r + dx̂). Preto

1Pouºívame Einsteinovu konvenciu, pod©a ktorej treba cez opakujúce sa indexy sumova´.



pôvodný vektor relatívnej vzdialenosti oboch atómov dx̂ sa zmení v deformovanom kry²táli takto:

dx̂ → dx̂′ = dx̂ +
∂u
∂x

dx, dx̂′
i = (δi1 +

∂ui

∂x
)dx

Podobne sa transformujú aj elementárne vzdialenosti dŷ′ a dẑ′ v smeroch y a z. Teda elementárny objem
dV = dxdydz sa transformuje takto:

dV → dV ′ = dx̂′ · (dŷ′ × dẑ′) = εijk(δi1 +
∂ui

∂x
)(δj2 +

∂uj

∂y
)(δk3 +

∂uk

∂z
)dV

Ak v tomto výraze ponecháme £leny do prvého rádu v u, po úprave dostaneme

dV ′

dV
= εijk(δi1δj2δk3 + δi1δj2

∂uk

∂z
+ δi1δk3

∂uj

∂y
+ δj2δk3

∂ui

∂x
) = 1 +∇ · u

Teda uii má význam relatívneho prírastku objemu. V nestla£ite©ných médiách teda musí plati´ uii = 0.

Tenzor napätia

Predstavme si teleso, ktoré deformujeme pôsobením vonkaj²ích síl na jeho povrch. Vy£le¬me v telese
objemový element a pýtajme sa, aká sila na¬ pôsobí. Zrejme jedinou silou,2 ktorá pôsobí na zvolený
element, je povrchová sila, ktorou na¬ pôsobia susedné elementy. De�nujme tenzor napätia σik ako tlak
pôsobiaci v smere i od okolitých elementov na stenu v smere k zvoleného elementu. Potom celková sila
na element s povrchom S bude ∮

S
σikdSk =

∫
V

∂σik

∂xk
dV

kde sme zaviedli vektor dS = dSn ako vektor v smere vonkaj²ej normály n k ná²mu elementu a dS je
element povrchu. Pri úprave sme pouºili Gaussovu vetu na prepísanie povrchového integrálu na integrál
cez objem V zvoleného elementu.

Znamienková konvencia je nasledovná: σ > 0 zodpovedá na´ahovaniu, kým σ < 0 popisuje stlá£anie
elementu. Potom napríklad ak jedinou nenulovou komponentou tenzora napätia je σxx > 0 a celková sila
v smere osi x na kockový element s hranou dx je (σxx(x + dx)− σxx(x))dx2.

Podobne ako sme vylú£ili £isté rotácie z tenzora napätia, budeme predpoklada´, ºe tenzor deformácie
je symetrický, σij = σji, aby sme zaru£ili, ºe moment síl od napätového po©a je nulový.

Okrajová podmienka pre tenzor napätia. Najprv si uvedomme, ºe na kaºdom myslenom rozhraní v
kontinuu pôsobia tlaky na materiál na oboch stranách od rozhrania, ktoré sú pod©a zákona akcie a reakcie
rovnako ve©ké, ale opa£ne orientované. Túto úvahu moºno uplatni´ aj pre samotný povrch materiálu. Ak
budeme uvaºova´ iba hydrostatický vonkaj²í tlak, t.j. ak zanedbáme moºné ²mykové zloºky tenzora
napätia na rozhraní, potom na povrchu materiálu s vonkaj²ou normálou n musí plati´

σiknk = −pni,

pretoºe nenulový tlak p > 0 napr. v plyne obklopujúcom teleso stlá£a toto teleso a to tak, ºe sila pôsobí
v smere normály k povrchu. Naopak, pri na´ahovaní by sme dostali σiknk = pnk.

Pohybová rovnica

V²imnime si, ºe divergencia tenzora napätia má význam objemovej sily. Preto Newtonova pohybová
rovnica bude ma´ tvar

ρüi =
∂σik

∂xk
+ fi,

kde sme hustotu hmotnosti média ozna£ili ako ρ a pripustili sme, ºe okrem napä´ových síl v médiu pôsobia
aj objemové sily f , napríklad gravita£ná sila f = ρg.

Termodynamika deformácie

Po£ítajme teraz zmenu energie kontinua pri premiestnení bodu r o δu(r). Ak v médiu existuje napä´ové

2Ak zatia© zanedbáme gravita£né a iné objemové sily.



pole, ktoré generuje objemovú hustotu sily f , potom pri takomto posunutí médium vykoná prácu (t.j.
stratí energiu)∫

dV fiδui =
∫

dV ∂kσikδui =
∫

dV ∂k(σikδui)−
∫

dV σikδ(∂kui) = −
∫

dV σikδuik

kde sme parciálnu deriváciu ozna£ili ∂k = ∂/∂xk a v druhej rovnici sme integrovali per partes. V tretej
rovnici sme uváºili, ºe

∫
dV ∂k(σikδui) =

∫
S dSkσikδui, kde integrujeme cez povrch vzorky. Ke¤ºe uvaºu-

jeme iba prerozdelenie hmoty v médiu bez sú£asného posunutia hraníc vzorky, na povrchu vzorky musí
by´ δu = 0 a tento £len vypadne. Pouºili sme tieº vz´ah

∫
dV σikδ(∂kui) =

∫
dV σikδuik, ktorý vyplýva zo

symetrie tenzora σik. Preto zmenu hustoty vo©nej energie F moºno písa´ v tvare dF = σikduik − SdT a
teda tenzor napätia moºno ur£i´ z prírastku F :

σik =
(

∂F

∂uik

)
T

. (1)

Hookov zákon

Skúmajme Taylorov rozvoj hustoty vo©nej energie F pre malé deformácie uij . Ozna£me hustotu vo©nej
energie nedeformovaného kry²tálu F0. Ke¤ºe nedeformovaný kry²tál s uij = 0 má minimálnu energiu,
musia lineárne £leny Taylorovho rozvoja absentova´ a do druhého rádu v uij moºno písa´

F = F0 +
1
2
Cij,kluijukl. (2)

Ke¤ºe tenzor deformácie je symetrický, moºno ºiada´ Cij,kl = Cji,kl = Cij,lk. Teda namiesto deviatich
dvojíc prvých indexov sta£í uvaºova´ ²es´ rozlí²ite©ných dvojíc: 11, 22, 33, 12=21, 13=31, 23=32. To isté
samozrejme platí aje pre druhú dvojicu indexov. Preto existuje maximálne 6 × 6 rôznych koe�cientov
Cij,kl.

Naviac, kvadratickú formu pre F moºno symetrizova´ a preto bez ujmy na v²eobecnosti moºno ºiada´
Cij,kl = Ckl,ij . Teda matica Cij,kl typu 6 × 6 je symetrická a ako taká obsahuje maximálne 6 + 5 + 4 +
3 + 2 + 1 = 21 rôznych prvkov. Dá sa ukáza´, ºe zvy²ovaním symetrie média od najniº²ej moºnej, t.j.
triklinickej, aº po kubickú, po£et nezávislých komponent matice Cij,kl klesá z 21 aº na 3 komponenty.

kry²tálový systém po£et nezávislých komponent tenzora Cij,kl

triklinický 21
monoklinický 13
ortorombický 9
tetragonálny 7 alebo 6
trigonálny 7 alebo 6
hexagonálny 5
kubický 3
izotrópne kontinuum 2

Ke¤ v de�nícii tenzora napätia (1) pouºijeme rozvoj (2) vo©nej energie kontinua, dostaneme zov²e-
obecnený Hookov zákon:

σij = Cij,klukl,

t.j. napätie je lineárne úmerné tenzoru deformácie. Tenzor Cij,kl nazývame tenzorom tuhosti: £ím je
Cij,kl vä£²ie, tým vä£²ie napätie je potrebné na vytvorenie danej deformácie.

Izotrópne kontinuum

Skúmajme teraz elastické vlastnosti izotrópnych médií. Príkladom takých materiálov môºu by´ napríklad
sklá, t.j. amorfné látky, alebo tzv. polykry²talické materiály - t.j. materiály pozostávajúce z monokry²-
talických zrniek s náhodnými orientáciami.3

Vo©ná energia je skalárna veli£ina: nezávisí od vo©by súradnicového systému. Z druhých mocnín
zloºiek symetrického tenzora uij moºno vytvori´ dva nezávislé skaláry: (uii)2 a uijuij . Preto v materiáli

3Skúmajme malý objem polykry²talického materiálu, ktorý je v²ak dostato£ne ve©ký, aby obsahoval ve©a monokry²talic-

kých zrniek. Takýto objem naozaj nemá význa£né smery - ide o izotrópny materiál.



existujú iba dve nezávislé tuhosti, tzv. Lamého koe�cienty λ a µ, a rovnica (2) sa zjednodu²í na tvar

F = F0 +
λ

2
(uii)2 + µuijuij .

Cvi£enie. Pri oto£ení súradnicového systému sa transformuje tenzor deformácie. Overte, ºe ve©kos´
vo©nej energie nezávisí od vo©by súradnicového systému.

Hookov zákon pre izotrópne médium dostaneme pouºitím rovnice (1):

σij = λδij∇ · u + 2µuij

V situáciách, kedy je dané napä´ové pole, je výhodné pozna´ inverznú formu Hookovho zákona, t.j.
vyjadri´ uij ako funkciu σij . Za tým ú£elom najprv vypo£ítajme stopu σij pod©a Hookovho zákona:
σii = (3λ + 2µ)uii. Potom dostaneme

uij =
1
2µ

σij −
λδij

2µ(3λ + 2µ)
σll.

Homogénne deformácie

Na objasnenie zmyslu Lamého koe�cientov budeme ²tudova´ statické deformácie bez naloºeného vonkaj-
²ieho po©a. Teda h©adáme rie²enie rovnice ∂kσik = 0. Kvôli jednoduchosti budeme ²tudova´ iba situácie,
v ktorých σik =kon²tanta a teda deformácia je homogénna.
Hydrostatický tlak Nech teleso je vystavené hydrostatickému tlaku p. Okrajovú podmienku σijnj = −pni,
ktorá má plati´ na celom povrchu vzorky, moºno splni´ vo©bou σij = −pδij . Z Hookovho zákona potom
dostaneme uij = −pδij/(3λ + 2µ). Teda teleso pri deformácii mení svoj objem, δV = uiiV . Modul
objemovej stla£ite©nosti K de�nujeme vz´ahom

1
K

= − 1
V

(
∂V

∂p

)
T

, preto K = λ +
2
3
µ

Teda k modulu objemovej stla£ite©nosti prispievajú obidva Lamého koe�cienty.
Uniaxiálny tlak Skúmajme prípad, kedy teleso v tvare ty£e vystavíme tlaku povedzme v smere osi z.
Na bo£ných stenách telesa nepôsobí ºiaden tlak, teda sú vo©né. Okrajová podmienka je potom splnená
vo©bou σzz 6= 0 a ostatné komponenty σij = 0. Z Hookovho zákona vyplýva, ºe nediagonálne komponenty
tenzora deformácie sú nulové a

uzz =
1
E

σzz, uxx = uyy = − λ

2µ(3λ + 2µ)
σzz

kde sme zaviedli tzv. Youngov modul pruºnosti

E =
σzz

uzz
=

µ(3λ + 2µ)
λ + µ

,

ktorý udáva ve©kos´ napätia potrebnú na vyvolanie danej deformácie v smere silového pôsobenia. Uvaºuj-
me napríklad uniaxiálne stla£enie, σzz < 0. Ak takémuto pôsobeniu vystavíme kvapalinu, treba o£akáva´
ve©kú deformáciu uzz < 0, pretoºe kvapalina (pôvodne v tvare ty£e) z priestoru medzi stlá£ajúcimi piestmi
jednoducho vyte£ie. Teda v kvapaline musí by´ E = 0. V kvapaline absentujú ²mykové moduly pruºnosti,
pretoºe µ = 0.

Namiesto Lamého koe�cientov môºeme elastické vlastnosti charakterizova´ dvoma inými koe�cientmi:
Youngovým modulom pruºnosti a tzv. Poissonovým koe�cientom

ν = −uxx

uzz
=

λ

2(λ + µ)
.

V materiáloch, v ktorých ²mykový modul µ je omnoho men²í ako λ,4 je Poissonov koe�cient ν = 1/2.

4napríklad v kvapalinách



materiál E (GPa) ν

guma 0.0005 0.5
olovo 5 0.5
sklo 55 0.16
ºelezo 110 0.3
oce© 200 0.3
wolfrám 400 0.3

Tabu©ka 1: Tabu©ka elastických kon²tánt vybraných izotrópnych materiálov. Rádový odhad ve©kosti
λ, µ dostaneme z rovnice (2), ak odhadneme chemickú energiu na atómovú bunku ako ∼ 1 eV: λ, µ ∼
1 eV/1Å3 ∼ 102 GPa.


