
10. Plastické vlastnosti kry²tálov

Plastické deformácie obvykle nemenia objem, ale tvar telesa. Preto ich vysvetlenie treba h©ada´ v ²túdiu
²mykových deformácií. Je experimentálnym faktom, ºe pri prekro£ení kritického ²mykového napätia σc

dochádza k plastickému (nevratnému) posunu atómových rovín. Hovoríme o vzájomnom sklze atómových
rovín. Geometria sklzu (tzv. sklzový systém) je daná jednak rovinou sklzu a jednak smerom sklzu, t.j.
vektorom posunutia rovín navzájom. Smer sklzu leºí v rovine sklzu. Hodnota σc závisí od sklzového
systému. Najniº²ie hodnoty σc sa realizujú v tých sklzových rovinách, v ktorých sú atómy husto usporia-
dané. V tejto predná²ke ukáºeme, ºe v reálnych kry²táloch je σc ur£ované prítomnos´ou £iarových porúch
v kry²táloch - dislokácií.

Odhad σc v dokonalom kry²táli
Skúmajme σc v tetragonálnom kry²táli s mrieºkovou kon²tantou a v tesne usporiadanej ²tvorcovej mrieºke
v rovine x, y a so vzdialenos´ou atómových rovín d v smere osi z. Skúmajme ²mykovú deformáciu, pri
ktorej sa dve susedné roviny posunú o u v smere jednej z osí ²tvorcovej podstavy (povedzme v smere x).
Pre malé posunutia u/a � 1 potom máme uxz = u/(2d) a z Hookovho zákona σxz = 2µuxz = µu/d.
Pri zvä£²ovaní u sa bude rast σ spoma©ova´ a pri u = a/2 bude dokonca ²mykové napätie zo symetrie
nulové.1 Argument o nulovosti σ moºno uplatni´ pre v²etky hodnoty u = 0,±a/2,±a, . . .. Nasledovná
formula pre σ ako funkciu u reprodukuje známe nulové body a naviac pre malé hodnoty u je zhodná s
odhadom pomocou Hookovho zákona:
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Pod©a tejto formuly pri prekro£ení hodnoty σc sa materiál za£ne plasticky deformova´. Teda v dokonalom
kry²táli by sme mali o£akáva´ σc ∼ µ/10. Experimentálne hodnoty sú v²ak rádovo men²ie. Ukazuje sa,
ºe plastické vlastnosti kry²tálov sú ur£ované prítomnos´ou defektov v kry²táli.

Pojem dislokácie
Volterrova kon²trukcia Predstavme si v kry²táli uzavretú £iaru D. Na £iare D si predstavme natiahnutú
plochu S. Pozd¨º plochy S kry²tál rozreºme a materiál na oboch stranách rezu posu¬me o vektor b, ktorý
je vektorom Bravaisovej mrieºky. Ak je to potrebné, okrem posunutia odstrá¬me alebo naopak pridaj-
me potrebné mnoºstvo materiálu. Nakoniec kry²tál pozd¨º plochy S zlepme. Atómom kry²tálu, ktoré
boli doteraz �xované, nakoniec dovo©me relaxova´ k energeticky najvýhodnej²ej kon�gurácii. Vznikne
deformovaný kry²tál, pri£om pole deformácií je najvä£²ie okolo £iary D. Takto deformovaný kry²tál na-
zveme kry²tálom obsahujúcim disloka£nú £iaru D. Vektor b nazveme Burgersovým vektorom dislokácie D.

Poznámka 1. Plocha S hrala len pomocnú úlohu. Kone£ná kon�gurácia kry²tálu nezávisí od vo©by S.

Poznámka 2. �iara D nemôºe kon£i´ vnútri kry²tálu, ale môºe ma´ obidva konce (ozna£me ich A,B) na
povrchu kry²tálu. V takom prípade v²ak £iaru D moºno doplni´ £iarou D′ po povrchu kry²tálu, spájajú-
cou body A a B. Tento prípad teda moºno chápa´ ako ²peciálny prípad uzavretej disloka£nej £iary.

Poznámka 3. Burgersov vektor musí by´ niektorým z vektorov Bravaisovej mrieºky, iná£ by kry²tál ne-
bolo moºné po posunutí �zlepi´�.2 Ke¤ºe existuje len diskrétny po£et dovolených Burgersových vektorov,

1Odteraz namiesto σxz budeme písa´ jednoducho σ.
2Presnej²ie povedané, iná£ by energia kry²tálu po zlepení musela by´ úmerná ploche S.



dislokácie sú stabilnými excitáciami kry²tálu: nemôºu totiº ubúda´ po tro²ke, ale iba skokom.

Poznámka 4. Znamienko Burgersovho vektora. De�nujme najprv jednotkový vektor n v smere disloka£nej
£iary.3 De�nujme ¤alej orientovanú £iaru C obopínajúcu disloka£nú £iaru. Orientácia obehu po C nech
je daná pomocou vektora n pravidlom pravej ruky.4 Ke¤ºe C je uzavretá £iara, platí

∮
c dr = 0. Nech bod

r z £iary C je v prítomnosti dislokácie posunutý do bodu r′ = r + u(r). V teórii kontinua potom máme∮
C

dr′ =
∮

C
du = −b,

t.j. nedeformovaná uzavretá dráha C sa v prítomnosti dislokácie transformuje na ovorenú dráhu, ktorú
moºno uzavrie´ pripo£ítaním vektora b k jej koncovému bodu. Vektor b nazývame Burgersovým vektorom.

Skrutková dislokácia Ak Burgersov vektor je rovnobeºný s disloka£nou £iarou, b ‖ n, potom dislokáciu
nazývame skrutkovou. Skrutkovú dislokáciu si najjednoduch²ie moºno predstavi´ nasledovne: uvaºujme
kry²tál v tvare valca. Nech existuje vektor recipro£nej mrieºky rovnobeºný s osou valca. Rozreºme kry²tál
pozd¨º rovinnej plochy obsahujúcej os valca, pri£om koniec zárezu je totoºný s osou valca. Plochy pozd¨º
rezu posu¬me jednu vo£i druhej o b pozd¨º osi valca. Vznikne ²pirálovito deformovaný kry²tál obsahujúci
skrutkovú dislokáciu na osi valca.

Hranová dislokácia Ak je Burgersov vektor kolmý na disloka£nú £iaru, b ⊥ n, potom dislokáciu nazývame
hranovou. Ak si hranovú dislokáciu na obrázku predstavíme ako výsledok Volterrovej kon²trukcie, potom
po posunutí kry²tálu o b musíme do kry²tálu vloºi´ jednu dodato£nú mrieºkovú polrovinu.

Poznámka 5. Alternatívna de�nícia Burgersovho vektora. Uvaºujme dráhu C obopínajúcu orientovanú
dislokáciu.5 Nech dráha spája mrieºkové body a nech pozostáva z takého po£tu krokov, ktorý v dokonalom
kry²táli zodpovedá uzavretej dráhe. V prípade na obrázku dráha za£ína v bode A a obsahuje 5 krokov

3Vektor n je jednozna£ne daný geometriou dislokácie (aº na znamienko).
4T.j. pri poh©ade zo ²pi£ky vektora n obiehame dráhu C proti smeru hodinových ru£i£iek.
5Dráha by mala leºa´ dostato£ne ¤aleko od disloka£nej £iary.



nadol, 3 kroky doprava, 5 krokov nahor a 3 kroky do©ava. Burgersovým vektorom nazývame vektor,
ktorým treba dráhu doplni´, aby vznikla uzavretá dráha.

Poznámka 6. V²eobecná dislokácia D má zmie²aný hranovo-skrutkový charakter.

Energia skrutkovej dislokácie
Uvaºujme o skrutkovej dislokácii pozd¨º osi valcovej vzorky s polomerom R. Nech Burgersov vektor
dislokácie je b = (0, 0,−b). Potom pole deformácií vo vzorke moºno písa´

u(x, y) =
(
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2π

)
, kde θ = arctan
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Pre tenzor deformácie teda dostávame uxx = uyy = uzz = uxy = uyx = 0 a jediné nenulové zloºky sú
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Ak predpokladáme, ºe elastické vlastnosti telesa sú dané teóriou pre izotrópne médiá,6 potom energia
deformácie valca s d¨ºkou L je
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∫
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V²imnime si, ºe pri integrovaní cez súradnicu r nemôºeme dolnú hranicu poloºi´ rovnú nule a hornú
hranicu nekone£nu. V oboch prípadoch by sme dostali divergentný integrál. Dolnú hranicu sme preto
nahradili rozmerom jadra dislokácie R0, ktorý je porovnate©ný s mrieºkovou kon²tantou. Blízko k jadru
dislokácie je totiº tenzor deformácie ve©ký a, striktne vzaté, v tejto oblasti nemoºno pouºi´ poznatky
teórie kontinua. Kontrolovaný výpo£et v tejto oblasti vyºaduje atomárny prístup. Výsledky takéhoto
prístupu v²ak moºno zahrnú´ vhodnou vo©bou ve©kosti jadra R0 v na²ej formule.

Neobmedzený rast energie s polomerom valca R je síce reálny jav, ale logaritmus je ve©mi pomaly
rastúca funkcia, napríklad ln 1010 ≈ 23. Preto energia na jednotku d¨ºky dislokácie je ε = αµb2, kde α je
£íslo rádu 1. Pri pred¨ºení dislokácie o dL narastie jej energia o dE = εdL=sila × dráha. Preto dislokáciu
moºno chápa´ ako pruºnú strunu napínanú silou ε.

Pohyb dislokácií
Z Volterrovej kon²trukcie vidno, ºe element dislokácie dx sa môºe k¨za´ v rovine de�novanej vektormi dx
a b. Pohyb v smere kolmom na túto rovinu (tzv. ²plhanie dislokácií) totiº vyºaduje pridávanie alebo
uberanie materiálu z oblasti dislokácie. Takýto transport hmoty je moºný len pomocou difúzie atómov a
preto je ²plhanie dislokácií pri nízkych teplotách málo pravdepodobné.

Ukáºeme teraz, ºe plastická deformácia sa môºe realizova´ pohybom dislokácií. Naozaj, zmena tvaru
sa napríklad môºe realizova´ vznikom a zánikom stupienkov na povrchu kry²tálu, ktoré moºno spôsobi´
pohybom atómovej polroviny, t.j. pohybom hranovej dislokácie, vi¤ obrázok.

Pri pohybe dislokácie v sklzovej rovine je jej energia modulovaná. Ak ozna£íme ve©kos´ modulácie
energie dislokácie jednotkovej d¨ºky ako εPN (Peierlsova-Nabarrova energia), potom, ke¤ºe energia dislo-
kácie je modulovaná s periódou a, na posunutie dislokácie je potrebné pôsobi´ na jednotku d¨ºky dislokácie

6Izotrópne médium nemoºe by´ tvorené monokry²tálom. Správny popis by teda mal vyuºiva´ výsledky teórie kontinua
pre kry²tály.



silou f ∼ εPN/a.

Silové pôsobenie napä´ového po©a na dislokáciu
Uvaºujme o kry²táli v tvare hranola s podstavou Lx×Ly. Kry²tál nech je vystavený pôsobeniu ²mykového
napätia σxz = σ, následkom ktorého je horná £as´ kry²tálu posunutá oproti dolnej £asti v sklzovej rovine
rovnobeºnej s podstavou kry²tálu. Nech sklz prebieha v smere osi x a jeho ve©kos´ je b. Práca, ktorú
vykoná napä´ové pole potom je δE = Fb = σLxLyb, pretoºe pôsobiaca sila je F = σLxLy. Na druhej
strane, deformáciu si moºno predstavi´ ako premiestnenie dislokácie d¨ºky Ly o Lx v smere osi x. Ak silu
na jednotku d¨ºky dislokácie ozna£íme f , potom musí by´ δE = (fLy)Lx. Porovnaním oboch výrazov pre
prácu dostávame

f = σb,

teda sila na jednotku d¨ºky dislokácie je daná sú£inom aplikovaného napätia a Burgersovho vektora.

Teraz odvodíme v²eobecnú formulu pre vektor sily pôsobiacej na jednotku d¨ºky dislokácie. Budeme
vychádza´ z Volterrovej kon²trukcie. Nech teda D je uzavretá disloka£ná £iara, S nech je na ¬u natiahnutá
plocha a b je Burgersov vektor dislokácie. Energia disloka£nej £iary v danom vonkaj²om napä´ovom poli
σkj potom je E = −bk

∫
S dSjσkj . Skúmajme teraz, o ko©ko sa zmení energia disloka£nej slu£ky, ak jej

element dx posunieme o δR. Pri takomto posunutí k ploche S pribudne nový plo²ný element δS = δR×dx,
alebo δSj = εjlmδRldxm. Preto prírastok energie disloka£nej slu£ky je

δE = −bkσkjδSj = −εmjldxmσkjbkδRl = −dFlδRl,

kde v poslednej rovnici sme δE interpretovali ako sú£in sily dFl pôsobiacej na element dx a dráhy δR jeho
premiestnenia. Ak napí²eme element disloka£nej £iary dx = ndx kde n je jednotkový vektor v smere dx,
potom nakoniec dostávame tzv. Kohlerovu-Peachovu formulu pre vektor sily na jednotku d¨ºky dislokácie,

fl =
dFl

dx
= εlmjnmσjkbk, f = n× (~~σ · b) (1)

kde v druhej forme sme de�novali pôsobenie tenzora na vektor nasledovne: (~~σ · b)j = σjkbk. Teda sila
pôsobiaca na dislokáciu je kolmá na disloka£nú £iaru. Vektor n je ur£ený aº na znamienko. Pri zmene



znamienka n v²ak znamienko zmení aj b, a teda sila f nezávisí od konvencií pouºitých pri popise disloká-
cie, ako samozrejme aj má by´.

Kritické napätie za prítomnosti dislokácie
Teraz sme pripravení ukáza´, ºe prítomnos´ dislokácií zniºuje kritické napätie σc. Naozaj, rovnica f ∼
εPN/a de�nuje minimálnu hustotu sily potrebnú na posun dislokácie a rovnica (1) ukazuje, akou silou
pôsobí dané napä´ové pole na dislokáciu. Porovnaním oboch rovníc dostaneme odhad kritického sklzového
napätia za prítomnosti dislokácie,

σc ∼
εPN

ab
� µa

2πd
.

Posledná silná nerovnos´, ktorá porovnáva σc s kritickým sklzovým napätím dokonalého kry²tálu, je dô-
sledkom malej hodnoty Peierlsovej-Nabarrovej hustoty energie εPN .

Poznámka 1. Hodnota εPN závisí od typu väzby v kry²táli. V kovoch je energia dominantne ur£ovaná
hustotou atómov. Ke¤ºe táto nie je výrazne modulovaná pri pohybe dislokácie cez kry²tál, je v kovoch
εPN malé a kovy sú kujné, t.j. plasticky deformovate©né. V kovalentne viazaných materiáloch treba
o£akáva´ ve©ké hodnoty εPN , lebo pri pohybe dislokácie cez kry²tál sa významne menia koordina£né £ísla
atómov. Dislokácie sú preto takmer nepohyblivé, aplikácia ve©kých napätí sa neuvo©¬uje sklzom, ale lo-
mom.7 Preto kovalentne viazané kry²tály sú obvykle krehké.

Poznámka 2. Kritické sklzové napätie moºno zvý²i´ blokovaním pohybu dislokácií. Dislokácie moºno v
kry²táloch ukotvi´ napr. zavedením prímesí. Hovoríme pritom o spev¬ovaní materiálov. Tejto téme,
diskutovanej predov²etkým v inºinierskej literatúre, sa nebudeme venova´.

7Mechanizmus lomu nebudeme v týchto predná²kach analyzova´.


