
11. Klasická teória kmitov mrieºky

Harmonická aproximácia

�tudujme kmity kry²tálu, ktorého bunky Bravaisovej mrieºky budeme ozna£ova´ indexom n a typ atómu
v bunke budeme ozna£ova´ indexom s. Predpokladajme, ºe minimum energie sa realizuje pre polohy iónov
R0

ns. Predpokladajme ¤alej, ºe pre kaºdú kon�guráciu iónov Rns = R0
ns + uns vieme v adiabatickom

priblíºení vypo£íta´ energiu kry²tálu U({Rns}). Z predpokladu rovnováºnosti kon�gurácie R0
ns vyplýva,

ºe Taylorov rozvoj U({Rns}) okolo rovnováºnej polohy neobsahuje lineárne mocniny výchyliek uns:
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(indexy α, β ozna£ujú kartézske súradnice vektora výchyliek uns). Priblíºenie, v ktorom sa obmedzíme na
£leny druhého rádu v uns nazývame harmonickým priblíºením, pretoºe, ako uvidíme, v tomto priblíºení
moºno kmity kry²tálu rozloºi´ na sadu nezávislých harmonických oscilátorov.

Kmity jednorozmerného kry²tálu

Namiesto v²eobecnej analýzy kmitov kry²tálu sa v nasledujúcich paragrafoch obmedzíme na ²túdium
dvoch jednoduchých modelov. Za£neme s najjednoduch²ím modelom lineárnej retiazky atómov s hmot-
nos´ou M v rovnováºnych vzdialenostiach a. Budeme prepoklada´ extrémne krátkodosahové sily medzi
atómami:

U =
K

2

∑
n

(un+1 − un)2,

t.j. potenciálna energia kry²tálu závisí iba od vzdialeností najbliº²ích susedov. Newtonova pohybová
rovnica pre n-tý atóm má potom tvar

Mün = K(un+1 + un−1 − 2un),

t.j. zväzuje pohyb n-tého atómu s pohybom v²etkých ostatných atómov.
Realistické kry²tály majú kone£né rozmery a o£akávame, ºe spektrum kmitov mrieºky je iné v blízkosti

povrchov a iné v objeme kry²tálu, t.j. ¤aleko od povrchov. V tejto predná²ke nás zaujímajú objemové
vlastnosti. Preto budeme postupova´ podobne ako pri analýze elektrónového plynu: v kry²táli budeme
²tudova´ kmity N � 1 atómov, pri£om budeme predpoklada´, ºe výchylky atómov sp¨¬ajú periodické
okrajové podmienky:

un+N = un

H©adajme rie²enie pohybových rovníc v tvare un(t) = ueikna−iωt. Pripomíname pritom, ºe periodická
okrajová podmienka je splnená, ak eikNa = 1, £iºe pre

k =
2π

Na
m

kde m je celé £íslo. Naviac, ©ahko sa presved£íme, ºe pri posunutí vlnového vektora k o ©ubovo©ný násobok
2π/a sa pole výchyliek un(t) nezmení. Preto pri analýze ná²ho N -atómového re´azca sa môºeme obmedzi´
na k vektory v intervale s d¨ºkou 2π/a. Obvykle sa volí symetrický interval okolo k = 0, t.j. 〈−π/a, π/a).
V tomto intervale sa nachádza N dovolených k-bodov, teda po£et módov je rovnaký ako po£et atómov,
ak aj má by´.

Dosadením ansatzu pre un(t) do pohybových rovníc sa ©ahko presved£íme, ºe v²etky rovnice sú splnené,
ak pre dané k zvolíme frekvenciu kmitov

ω(k) =

√
2K

M
(1− cos ka)

V limite dlhých v¨n k → 0 sa tento výsledok redukuje na lineárny disperzný zákon pre zvukové vlny
ω(k) = v0k, kde v0 = a

√
K/M je rýchlos´ zvuku. Ak vytvoríme vlnový balík z v¨n okolo vlnového

vektora k, potom tento balík sa cez kry²tál ²íri grupovou rýchlos´ou
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∂k
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V²imnime si, ºe rýchlos´ je funkciou vlnového vektora a napr. na hranici Brillouinovej zóny, t.j. pri
k = π/a, je rýchlos´ v¨n nulová.

Kmity jednorozmerného kry²tálu s dvojatómovou bázou

�tudujme ¤alej kmity retiazky atómov typov 1 a 2 s hmotnos´ami M1 a M2. Nech mrieºková kon²tanta
je opä´ a a nech atóm jedného typu má za najbliº²ích susedov atómy opa£ného typu vo vzdialenostiach
a/2. Ozna£me výchylky atómov typu 1 a 2 v elementárnej bunke n ako un a vn. Predpokladajme, ºe
potenciálna energia kry²tálu opä´ závisí iba od vzdialeností najbliº²ích susedov:

U =
K
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∑
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[
(vn − un)2 + (un+1 − vn)2

]
Newtonove pohybové rovnice pre atómy v elementárnej bunke n potom sú

M1ün = K(vn + vn−1 − 2un)
M2v̈n = K(un + un+1 − 2vn)

Rie²enie h©adáme opä´ v tvare rovinných v¨n, un = ueikna−iωt a vn = veikna−iωt. Nekone£ný systém zvia-
zaných pohybových rovníc sa tak redukuje na systém dvoch lineárnych rovníc pre dve neznáme amplitúdy
u, v: (

M1ω
2 − 2K, (1 + e−ika)K

(1 + eika)K, M2ω
2 − 2K

)(
u
v

)
= 0

Netriviálne rie²enie potom existuje iba ak determinant matice je nulový, tj. pre frekvencie ω sp¨¬ajúce
rovnicu M1M2ω

4 − 2K(M1 + M2)ω2 + 2K2(1− cos ka) = 0. Rie²enia tejto rovnice sú

ω2(k)
Ω2

= 1±
√

1− α(1− cos ka), kde Ω−2 =
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, α =
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Teda spektrum pozostáva z dvoch vetiev. Analyzujme najprv dlhovlnnú limitu. Dolná vetva má charakter
zvukových v¨n, ω−(k) = v0k, a preto sa nazýva akustickou vetvou. V tomto móde sú výchylky oboch
podmrieºok vo fáze, v ≈ u, preto vzdialenosti atómov sú málo modulované a frekvencia módu je nízka.
Frekvencia hornej vetvy je ω+(k) = Ω

√
2. V tomto móde kmitajú atómy v protifáze, v ≈ −uM1/M2,

preto vzdialenosti atómov sú silno modulované a frekvencia módu je vysoká. Ak náboj na atómoch typu
1 a 2 je opa£ný, potom takéto kmity moºno vybudi´ elektromagnetickým po©om a preto sa tento mód
nazýva optickým módom.

Na hranici Brillouinovej zóny, t.j. pre k = π/a, sú frekvencie oboch módov
√

2K/M1 a
√

2K/M2. Za-
kázaný pás energií teda vymizne pre M1 = M2, ako aj má by´, pretoºe vtedy je ná² problém ekvivalentný
jednoduchej mrieºke s mrieºkovou kon²tantou a/2.

Trojrozmerné izotrópne kontinuum

Kmity v kontinuu moºno popísa´ kombináciou pohybovej rovnice a Hookovho zákona:

ρüi = ∂jσij , σij = λδijull + 2µuij



Ak vyuºijeme de�níciu tenzora deformácie uij = 1
2(∂iuj + ∂jui), môºeme pohybovú rovnicu písa´ v tvare

ρü = (λ + µ)∇(∇ · u) + µ4u

Rie²enie h©adajme v tvare rovinnej vlny u(r, t) = Ueik·r−iωt. Po dosadení do pohybovej rovnice potom
máme ρω2U = (λ + µ)q(q ·U) + µq2U. Pre kaºdý vlnový vektor existujú tri lineárne nezávislé rie²enia:
jeden pozd¨ºny mód U ‖ q a dva prie£ne módy U ⊥ q. Frekvencia vlnenia je lineárnou funkciou vlnového
vektora ω = v|q|, kde rýchlosti pozd¨ºneho a prie£neho vlnenia sú dané vz´ahmi

v‖ =

√
λ + 2µ

ρ
, v⊥ =

√
µ

ρ
.

Pripomíname, ºe v tekutinách (t.j. kvapalinách a plynoch) je ²mykový modul µ = 0, a preto v nich
existuje len pozd¨ºny zvuk.

Trojrozmerná mrieºka s r atómami bázy

Teraz skúmajme kmity v²eobecného kry²tálu. Skúmajme kry²tál s N Bravaisovými bunkami, teda s
Nr atómami a 3Nr stup¬ami vo©nosti. V takomto kry²táli potom bude N vlnových vektorov a preto
na kaºdý vlnový vektor musí pripada´ 3r rôznych módov.1 Preto bude existova´ 3r vetiev disperzného
zákona. Spomedzi týchto vetiev budú 3 vetvy zodpoveda´ akustickým módom (t.j. v dlhovlnnej limite
budú totoºné so zvukovými vlnami) a zvy²ných 3r − 3 vetiev budú optické módy, t.j. módy s kone£nou
frekvenciou pre k = 0.

Rôzne vetvy vibra£ného spektra kry²tálov budeme ozna£ova´ indexom λ, ktorý teda nadobúda hodnoty
1, . . . , 3r. Podobne ako pre elektróny, de�nujme hustotu stavov pre kmity mrieºky ako po£et stavov v
jednotkovom objeme na jednotkový interval energie:

N(ω) =
1
Ω

∑
k

∑
λ

δ[ω − ωλ(k)],
∫

dωN(ω) =
3Nr

Ω

V reálnych kry²táloch má funkcia N(ω) obvykle komplikovaný priebeh. Funkcia je nulová pre ω > ωmax,
kde ωmax je maximálna frekvencia. V limite nízkych frekvencií, kedy k funkcii N(ω) prispievajú iba
akustické vetvy, v²ak moºno nájs´ nasledovný univerzálny výsledok:
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∫ ∞
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kde sme zaviedli strednú rýchlos´ zvuku, stredovanú cez tri akustické vetvy a cez v²etky smery 1
v3 =

1
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λ
〉.2

1Predpokladáme, ºe N � 1 a preto nemusíme bra´ do úvahy, ºe medzi 3Nr módmi budú aj 3 módy zodpovedajúce £istým

transláciám a 3 módy zodpovedajúce £istým rotáciám kry²tálu ako celku. Tieto stupne vo©nosti by sme nemali klasi�kova´

ako módy vlnenia.
2Na rozdiel od izotrópneho kontinua, v kry²táli rýchlos´ zvuku vo v²eobecnosti závisí od smeru ²írenia.




