11. Klasicka teéria kmitov mriezky

Harmonicki aproximaécia

Studujme kmity krystalu, ktorého bunky Bravaisovej mriezky budeme oznafovat indexom n a typ atému
v bunke budeme oznacovat indexom s. Predpokladajme, Ze minimum energie sa realizuje pre polohy iénov
R?,. Predpokladajme dalej, Zze pre kazdi konfiguraciu ionov R,s = RY, + u,, vieme v adiabatickom
priblizeni vypoditat energiu krystalu U({Rps}). Z predpokladu rovnovaznosti konfiguracie RY, vyplyva,
ze Taylorov rozvoj U({Rys}) okolo rovnovaznej polohy neobsahuje linedrne mocniny vychyliek u,:
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(indexy a, B oznacuju kartézske suradnice vektora vychyliek u,s). Priblizenie, v ktorom sa obmedzime na
¢leny druhého raddu v u,s nazyvame harmonickym priblizenim, pretoze, ako uvidime, v tomto pribliZeni

mozno kmity kry$talu rozlozit na sadu nezévislych harmonickych oscilatorov.

Kmity jednorozmerného krystalu

Namiesto v8eobecnej analyzy kmitov krystalu sa v nasledujucich paragrafoch obmedzime na Stidium
dvoch jednoduchych modelov. Zaéneme s najjednoduch$im modelom linedrnej retiazky atémov s hmot-
nostou M v rovnovaznych vzdialenostiach a. Budeme prepokladat extrémne kratkodosahové sily medzi
atoémami:

U = 5 Z(un+1 — Un)g,
n

t.j. potencidlna energia krystalu zavisi iba od vzdialenosti najblizSich susedov. Newtonova pohybova

rovnica pre n-ty atém ma potom tvar

Miiy, = K(UTL+1 + Up—1 — 2un)7

t.j. zvizuje pohyb n-tého atému s pohybom vSetkych ostatnych atémov.

Realistické krystaly maja konecné rozmery a ofakavame, Ze spektrum kmitov mriezky je iné v blizkosti
povrchov a iné v objeme krygtalu, t.j. daleko od povrchov. V tejto prednaske néas zaujimaju objemové
vlastnosti. Preto budeme postupovat podobne ako pri analyze elektrénového plynu: v krystali budeme
studovat kmity N > 1 atémov, pricom budeme predpokladat, ze vychylky atomov splhaju periodické
okrajové podmienky:

Up+N = Unp

Hladajme rieSenie pohybovych rovnic v tvare u,(t) = ue’*"?~*!  Pripominame pritom, ze periodicka

okrajova podmienka je splnend, ak e*N® = 1, ¢ize pre
2w
k=—m
Na

kde m je celé ¢islo. Naviac, lahko sa presved¢ime, Ze pri posunuti vinového vektora k o I'ubovolny nasobok
27 /a sa pole vychyliek u, (t) nezmeni. Preto pri analyze nasho N-atomového retazca sa moézeme obmedzit
na k vektory v intervale s dlzkou 27 /a. Obvykle sa voli symetricky interval okolo k = 0, t.j. (—7/a,7/a).
V tomto intervale sa nachadza N dovolenych k-bodov, teda pocet médov je rovnaky ako pocet atémov,
ak aj ma byt.

Dosadenim ansatzu pre u,, (t) do pohybovych rovnic sa l'ahko presvedéime, Ze vSetky rovnice st splnené,
ak pre dané k zvolime frekvenciu kmitov

w(k) = \/2]\[;(1 — coska)

V limite dlhych vin & — 0 sa tento vysledok redukuje na linedrny disperzny zakon pre zvukové viny
w(k) = wok, kde vo = a\/K/M je rychlost zvuku. Ak vytvorime vlnovy balik z vin okolo vlnového
vektora k, potom tento balik sa cez krystal §iri grupovou rychlostou

Oow v sin ka

v(k) = ok 2(1 — coska)



V&imnime si, 7e rychlost je funkciou vinového vektora a napr. na hranici Brillouinovej zény, t.j. pri
k = 7/a, je rychlost vin nulova.

Kmity jednorozmerného krystalu s dvojatémovou bazou

Studujme d'alej kmity retiazky atomov typov 1 a 2 s hmotnostami My a My. Nech mriezkova konstanta
je opit a a nech atém jedného typu mé za najbliz§ich susedov atémy opa¢ného typu vo vzdialenostiach
a/2. Oznafme vychylky atémov typu 1 a 2 v elementarnej bunke n ako u, a v,. Predpokladajme, Ze
potencialna energia krystalu opét zavis{ iba od vzdialenosti najbliz§ich susedov:

U =% 3 [(0n =) + (s = vn?]

n

Newtonove pohybové rovnice pre atémy v elementérnej bunke n potom si

Myii, = K(vn+ vn—1—2uy)
Myv, = K(up~+ tny1 — 20,)

Rieenie hladame opit v tvare rovinnych vin, u, = ue*"e=%t 3 v, = ve’kme=!  Nekoneény systém zvia-
zanych pohybovych rovnic sa tak redukuje na systém dvoch linearnych rovnic pre dve nezname amplitidy

U, V-
Miw? — 2K, (1+e *K vl _,
(14K, Myw? —2K v )
Netrivialne riefenie potom existuje iba ak determinant matice je nulovy, tj. pre frekvencie w splitajuce

rovnicu My Mow* — 2K (M7 + Ms)w? + 2K?(1 — coska) = 0. RieSenia tejto rovnice st

w?(k)
02

_ M7 Moy 2M My
=144/1— (1l —coska), kde 0?2=——">"=_ 0= —"_
\/ ( ) K(M; + Ms) (M + M>)?

Teda spektrum pozostava z dvoch vetiev. Analyzujme najprv dlhovlnna limitu. Dolné vetva mé charakter
zvukovych vin, w_ (k) = vok, a preto sa nazyva akustickou vetvou. V tomto méde st vychylky oboch
podmriezok vo fize, v &~ wu, preto vzdialenosti atémov st méalo modulované a frekvencia médu je nizka.
Frekvencia hornej vetvy je wy (k) = Qv/2. V tomto méde kmitaji atomy v protifaze, v ~ —uMy/Ms,
preto vzdialenosti atémov st silno modulované a frekvencia modu je vysoka. Ak naboj na atomoch typu
1 a 2 je opaény, potom takéto kmity mozno vybudit elektromagnetickym polom a preto sa tento mod
nazyva optickym médom.

Na hranici Brillouinovej zony, t.j. pre k = m/a, st frekvencie oboch médov /2K /My a /2K /Ms. Za-
kédzany pas energii teda vymizne pre My = M>, ako aj méa byt, pretoZze vtedy je nas problém ekvivalentny
jednoduchej mriezke s mriezkovou konstantou a/2.

Trojrozmerné izotropne kontinuum
Kmity v kontinuu mozno popisat kombinaciou pohybovej rovnice a Hookovho zakona:

pﬁi = ajUij, Oij = )\&ju” + 2uuij



—

Ak vyuzijeme definiciu tenzora deformacie u;; = %(&-uj + 0ju;), mozeme pohybovi rovnicu pisat v tvare
pi= A+ p)V(V-u)+ pAu

RieSenie hladajme v tvare rovinnej viny u(r,t) = UekT=%!  Po dosadeni do pohybovej rovnice potom
méme pw?U = (A + p)q(q - U) + uq?U. Pre kazdy vinovy vektor existuju tri linedrne nezdvislé riegenia:
jeden pozdlzny méd U || q a dva prie¢ne médy U L q. Frekvencia vlnenia je linearnou funkciou vlnového
vektora w = v|q|, kde rychlosti pozdizneho a prie¢neho vinenia st dané vztahmi

A+ 2 I
v = , V] =4[ —.
p p

Pripominame, ze v tekutinich (t.j. kvapalinach a plynoch) je Smykovy modul g = 0, a preto v nich
existuje len pozdizny zvuk.

Trojrozmerni mriezka s r atémami bazy
Teraz skimajme kinity vSeobecného krystalu. Skdmajme krystal s N Bravaisovymi bunkami, teda s
Nr atémami a 3Nr stupfami volnosti. V takomto krystali potom bude N vinovych vektorov a preto
na kazdy vlnovy vektor musi pripadat 3r roznych modov.! Preto bude existovat 3r vetiev disperzného
zédkona. Spomedzi tychto vetiev budu 3 vetvy zodpovedat akustickym modom (t.j. v dlhovinnej limite
budi totozné so zvukovymi vinami) a zvy$nych 3r — 3 vetiev budu optické médy, t.j. mody s kone¢nou
frekvenciou pre k = 0.

Roézne vetvy vibracného spektra krystalov budeme oznacovat indexom A, ktory teda nadobida hodnoty
1,...,3r. Podobne ako pre elektrény, definujme hustotu stavov pre kmity mriezky ako pocet stavov v
jednotkovom objeme na jednotkovy interval energie:

N(w) = é Zk: z; 5w — wr (K], /dwN(w) - 3]5’"

V realnych krystéloch ma funkcia N(w) obvykle komplikovany priebeh. Funkcia je nulova pre w > wmax,
kde wmax je maximalna frekvencia. V limite nizkych frekvencii, kedy k funkcii N(w) prispievaju iba
akustické vetvy, v8ak mozno najst nasledovny univerzalny vysledok:

3w?

1 00 w2 d’n w2 3 1
N(w) = @np %:/cﬂn/o dkk?S[w — vy (n)k] = GE %:/w(n)?’ - ng(@ -

kde sme zaviedli stredna rychlost zvuku, stredovant cez tri akustické vetvy a cez vSetky smery v%, =
153 12
3 20=1 <g>~

'Predpokladame, Ze N > 1 a preto nemusime brat do Gvahy, 7e medzi 3N médmi budi aj 3 mody zodpovedajice Cistym
translaciam a 3 mody zodpovedajice Cistym rotaciam krystalu ako celku. Tieto stupne volnosti by sme nemali klasifikovat
ako moédy vlnenia.

2Na rozdiel od izotropneho kontinua, v krystali rychlost zvuku vo vieobecnosti zavisi od smeru irenia.
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