
12. Kvantová teória kmitov mrieºky

V tejto predná²ke ukáºeme, ºe v kvanovej teórii harmonického kry²tálu je spektrum kmitov mrieºky to-
toºné s klasickým výsledkom, ale amplitúda kmitov je kvantovaná: energia kmitavého stavu v móde λ s
vlnovým vektorom k môºe by´ iba celo£íselným násobkom h̄ωλk. Preto kmitavý stav interpretujeme ako
stav obsahujúci daný po£et £astíc nesúcich energiu h̄ωλk, tzv. fonónov. Budeme diskutova´ experimenty,
ktoré potvrdzujú takúto interpretáciu.

Kvantová teória kmitov jednorozmerného kry²tálu

Pre jednoduchos´ budeme opä´ skúma´ najjednoduch²í model, t.j. lineárnu retiazku atómov s hmotnos´ou
M , s mrieºkovou kon²tantou a a s harmonickým potenciálom s kon²tantou pruºnosti K. Výchylku atómu
n budeme ozna£ova´ un. Budeme uvaºova´ kry²tál s N atómami a budeme ºiada´ periodické okrajové
podmienky un+N = un. Lagranºián systému potom je
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Videli sme, ºe normálne módy majú povahu rovinných v¨n. Preto prejdime od amplitúd výchyliek v
bodoch mrieºky un k amplitúdam rovinných v¨n Qk s vlnovými vektormi k = 2π

Nam, kde m je celé £íslo:
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V²imnime si, ºe súbor posunutí un je totoºný pre vlny s vlnovými vektormi k a k +2π/a. Preto sa obme-
dzíme na súbor rovinných v¨n leºiacich v intervale 〈−π/a, π/a). Potom N súradníc un bude nahradených
N súradnicami Qk. Vyjadrime teraz lagranºián v nových premenných:∑
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Pri výpo£toch sme pritom pouºili vz´ah 1
N

∑
n eiqna = δq0, ktorý sme odvodili pri analýze difrak£ných

experimentov.1 V²imnime si, ºe v premenných Qk má lagranºián jednoduchý tvar: módy s rôznymi
vlnovými vektormi sú nezávislé.2

Na²ím cie©om je kvantový popis kry²tálu, preto potrebujeme problém formulova´ v hamiltonovskom
formalizme. De�nujme zov²eobecnenú hybnos´ zdruºenú k súradnici Qk,
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kde sme zaviedli hybnos´ atómu n, pn = Mu̇n. Potom hamiltonián kry²tálu je
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kde sme zaviedli klasickú frekvenciu kmitov ωk =
√
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Teraz sme pripravení sformulova´ kvantovú teóriu. Pouºijeme pritom metódu kánonického kvan-
tovania, t.j. klasické súradnice a im zdruºené hybnosti nahradíme operátormi sp¨¬ajúcimi kánonické
komuta£né vz´ahy,

[Qk, Pk′ ] = ih̄δkk′

1V skuto£nosti sme odvodili vz´ah 1
N

∑
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∑

K
δqK , kde K je vektor inverznej mrieºky, t.j. K = 2πm/a. Ke¤ºe

obidva vektory k, k′ patria do 1. Brillouinovej zóny, sú£et k + k′ môºe by´ totoºný iba s vektorom K = 0 inverznej mrieºky.
Túto skuto£nos´ sme pouºili v hlavnom texte. Ve©mi presne hovoriac, ak k = k′ = −π/a, potom k + k′ = −2π/a, t.j.
dostaneme vektor inverznej mrieºky. Na druhej strane ak k = −π/a, potom −k = π/a, t.j. −k leºí mimo 1.BZ. Preto v
prípade k = −π/a treba namiesto −k zobra´ −π/a a v²etky výsledky zostávajú v platnosti.

2Okrem väzby medzi k a −k, ktorej sa budeme venova´ neskôr.



Pri tejto operácii nahradíme klasický hamiltonián operátorom H. Ak teória má by´ zmysluplná, potom
H musí by´ hermitovský operátor. Skúmajme, £i je tomu tak. Z rovnice (1) vyplýva3 Q†

k = Q−k, t.j.
operátor zov²eobecnenej súradnice (ktorá nie je merate©ná), nie je hermitovský. Podobne z rovnice (2)
vyplýva P †

k = P−k. Potom hamiltonián moºno písa´ v tvare
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Vz´ah (3) explicitne ukazuje, ºe harmonický kry²tál moºno chápa´ ako sadu nezávislých lineárnych harmo-
nických operátorov (s hermitovskými hamiltoniánmi).4 Z kvantovej mechaniky vieme, ºe jednotlivé módy
moºno diagonalizova´ nasledovnou reprezentáciou Qk a Pk pomocou krea£ných a anihila£ných operátorov:
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pri£om krea£né operátory a†k a anihila£né operátory ak sp¨¬ajú komuta£né vz´ahy (ktoré sa tieº nazývajú
kánonickými)
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Cvi£enie. Ukáºte, ºe ak krea£né a anihila£né operátory sp¨¬ajú kánonické komuta£né vz´ahy, potom aj
operátory Qk a Pk reprezentované cez ak a a†k sp¨¬ajú komuta£né vz´ahy.

Poznámka k vo©be indexov. Je zrejmé, ºe operátor Qk treba reprezentova´ cez krea£né a anihila£né
operátory závislé od vlnového vektora k. Povedzme, ºe anihila£ný operátor ponesie index k. Zo vz´ahu
Q†

k = Q−k potom vyplýva, ºe krea£ný operátor v reprezentácii operátora Q−k ponesie index k. Preto

operátor Qk musí by´ úmerný ak + a†−k. Z poºiadavky nenulovosti komutátora [Qk, Pk] a zo vz´ahu

P †
k = P−k potom vyplýva úmernos´ oprátora Pk kombinácii −a−k + a†k.
Ak reprezentujeme Pk a Qk pomocou krea£ných a anihila£ných operátorov a vyuºijeme komuta£né

vz´ahy pre a, a†, dostaneme

1
2M

PkP
†
k +

Mω2
k

2
QkQ

†
k =

h̄ωk

4
(a†kak + aka

†
k + a†−ka−k + a−ka

†
−k) =

h̄ωk

2
(a†kak + a†−ka−k + 1).

Ke¤ºe ω−k = ωk, môºeme potom hamiltonián kry²tálu písa´ v tvare
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Toto je hlavný výsledok tohto paragrafu: kmity kry²tálu moºno reprezentova´ ako systém nezávislých har-
monických operátorov. Vlastné stavy hamiltoniánu moºno charakterizova´ po£tom nk excitácií v stave s
hybnos´ou k. Energia takýchto stavov potom je E =

∑
k h̄ωk(nk +1/2). Túto formulu interpretujeme ako

energiu nk £astíc k-teho typu. Tieto £astice nazývame fonóny. V²imnime si tieº, ºe minimálna energia
kmitov mrieºky (ktorá sa realizuje ke¤ nk = 0 pre v²etky k) je rôzna od nuly. To znamená, ºe oscilátory
vykonávajú tzv. nulové kmity aj pri teplote T = 0.5

Vlastnosti fonónov

1. Ku kaºdému vlnovému vektoru k existuje vlastný typ £astíc (fonónov).
2. Energia fonónu s vlnovým vektorom k je h̄ωk.
3. Hybnos´ fonónu s vlnovým vektorom k je h̄k. Ke¤ºe vlnový vektor moºno de�nova´ iba modulo vektor
inverznej mrieºky K, aj hybnos´ fonónu je potom de�novaná modulo h̄K. Niekedy preto rad²ej hovoríme
o kvázihybnosti fonónov.

3Ke¤ºe operátor výchylky je hermitovský, u†n = un.
4Mód −k je pritom v tesnom vz´ahu s módom k, pretoºe platí
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5Keby sa oscilátor nachádzal v absolútnom minime potenciálnej energie, jeho hybnos´ by musela ma´ ve©kú nepresnos´.



4. Vlnový balík z fonónov s hybnos´ami blízkymi ku k sa ²íri rýchlos´ou vk = ∂ω/∂k.

Operátory výchylky a hybnosti atómu n moºno reprezentova´ pomocou fonónových krea£ných a ani-
hila£ných operátorov nasledovne:
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Na základe týchto vz´ahov moºno v²etky pozorovate©né veli£iny vyjadri´ pomocou fonónových krea£ných
a anihila£ných operátorov.

Fonóny v trojrozmerných kry²táloch (bez dôkazu)
1. Pre kaºdú vetvu vibra£ného spektra λ a ku kaºdému vlnovému vektoru k existuje vlastný typ £astíc
(fonónov).
2. Energia fonónu s kvantovými £íslami λ a k je h̄ωλk. Vibra£ný hamiltonián kry²tálu je
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∑
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3. Hybnos´ fonónu s kvantovými £íslami λ a k je h̄k. Ke¤ºe vlnový vektor moºno de�nova´ iba modulo
vektor inverznej mrieºky K, aj hybnos´ fonónu je potom de�novaná modulo h̄K. Niekedy preto rad²ej
hovoríme o kvázihybnosti fonónov.
4. Vlnový balík z fonónov s hybnos´ami blízkymi ku k sa ²íri rýchlos´ou vk = ∂ω/∂k.

Príspevok kmitov mrieºky k mernému teplu kry²tálov

Skúmajme merné teplo pri kon²tantnom objeme cV = 1
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)
Ω
. Pri teplote T je rovnováºna energia

vibra£ného stavu mrieºky daná vz´ahom
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kde E(0) =
∑

λk h̄ωλk/2 je energia nulových kmitov mrieºky, N(ω) je hustota stavov pre fonóny a ωmax

je maximálna fonónová frekvencia. Rovnováºny po£et fonónov je daný Boseho-Einsteinovým rozdelením
n(ω).6 V limite vysokých teplôt T � h̄ωmax môºeme pouºi´ aproximáciu n(ω) ≈ T/h̄ω a vtedy pre
energiu dostaneme
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Ke¤ºe n = Nr/Ω je koncentrácia atómov, vo vysokoteplotnej limite sme teda dostali klasický výsledok
cV = 3n.7 V limite nízkych teplôt budú k energii prispieva´ iba malé frekvencie, môºeme preto pouºi´
N(ω) ≈ 3ω2/(2π2v3) a dostávame
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Výsledok, pod©a ktorého mrieºkové merné teplo pri nízkych teplotách je úmerné T 3, patrí Debyeovi a
je v dobrej zhode s experimentom. Pri odvodení sme najprv zamenili hornú hranicu integrovania na
nekone£no, ke¤ºe príspevok ve©kých frekvencií je odrezaný Boseho-Einsteinovou funkciou. Okrem toho
sme zaviedli bezrozmernú premennú x = h̄ω/T a pouºili sme identitu

∫∞
0 dxx3/(ex − 1) = π4/15.

6Podobne ako pre fotóny, aj pre fonóny je chemický potenciál µ = 0, pretoºe po£et fonónov nijako nie je ohrani£ený.
7V klasickej teórii pripadá na kaºdý stupe¬ vo©nosti (v konven£ných jednotkách) kB/2. Kaºdý atóm má 3 kinetické a 3

potenciálové stupne vo©nosti. Preto cV = 3nkB (Dulong a Petit).



Debyeova teplota θD je (ve©mi zhruba) de�novaná ako teplota, pri ktorej mrieºkové merné teplo
dosiahne zhruba 95% klasickej hodnoty. θD je pribliºným meradlom sily väzby:

C Si LiF NaCl Na Pb
θD (K) 1860 625 730 321 150 88

Nepruºný rozptyl neutrónov na kry²táli

Priamo£iary dôkaz £asticovej povahy fonónov podávajú experimenty, v ktorých sa ²tuduje rozptyl mo-
nochromatických neutrónov s hybnos´ou p nalietavajúcich na kry²tál. Je experimentálnym faktom, ºe ak
�xujeme smer neutrónov vylietavajúcich zo vzorky, potom energia takýchto neutrónov sa môºe lí²i´ od
energie nalietavajúcich neutrónov ε = p2

2mn
iba o diskrétne hodnoty energie. V rámci klasickej teórie, v

ktorej sa amplitúda kmitov mení spojito, takýto výsledok nemoºno vysvetli´.
Kvantová interpretácia rozptylových experimentov je nasledovná. Rozptylový proces si moºno pred-

stavi´ ako zráºku neutrónu s fonónom. Nech hybnos´ a energia neutrónu po zráºke sú p′ a ε′ = p′2

2mn

a nech kvázihybnos´ fonónu a jeho energia sú h̄q a h̄ωλ(q). Pri zráºke musia plati´ zákony zachovania
energie a hybnosti:

p′ = p± (h̄q + h̄K), ε′ = ε± h̄ωλ(q)

kde sme uváºili, ºe skuto£ná hybnos´ fonónu je h̄q + h̄K kde K je vektor inverznej mrieºky. Znamienko
plus popisuje absorbciu fonónu, znamienko mínus emisiu. Ak zo zákona zachovania hybnosti vyjadríme
h̄q+h̄K a vyuºijeme periodicitu disperzie fonónov, ωλ(q+K) = ωλ(q), obidva zákony zachovania môºeme
zapísa´

p′2

2mn
=

p2

2mn
± h̄ωλ(p′ − p)

Pre �xovanú po£iato£nú hybnos´ neutrónov p a �xovanú orientáciu kry²tálu udávajú rie²enia p′ tejto rov-
nice moºné hybnosti vylietavajúcich neutrónov. Máme teda jednu rovnicu pre 3 neznáme zloºky p′, preto
rie²enia sa budú nachádza´ (pre rôzne fonónové vetvy λ) na plochách v hybnostnom priestore. Fixujme
teraz smer vylietavajúcich neutrónov. V danom smere bude vo v²eobecnosti existova´ iba diskrétny po£et
rie²ení, t.j. bude moºných iba diskrétne ve©a d¨ºok vektorov p′ v danom smere. Teda neutrón vylietava-
júci v danom smere môºe strati´ len nieko©ko hodnôt energie. Výsledkom merania energetického spektra
neutrónov vylietavajúcich v danom smere by teda mala by´ sada delta funkcií. Z takého spektrálneho
merania teda moºno ur£i´ energiu a hybnos´ fonónu. Zmenou po£iato£nej energie neutrónov a ich smeru,
ako aj zmenou smeru detekcie vylietavajúcich neutrónov moºno mapova´ celé fonónové spektrum.

Cvi£enie. Neutrón v rozptylovom experimente môºe utrpie´ aj viacero zráºok, kým opustí vzorku.
Presved£te sa, ºe takéto zráºky sa v spektre neutrónov vylietavajúcich v danom smere prejavia ako
spojité pozadie.


