2. Kvantova tedria kmitov mriezky

V tejto prednéske ukdzeme, ze v kvanovej teérii harmonického krystalu je spektrum kmitov mriezky to-
tozné s klasickym vysledkom, ale amplitida kmitov je kvantovana: energia kmitavého stavu v méde A s
vlnovym vektorom k méze byt iba celoéiselnym nasobkom hwyy. Preto kmitavy stav interpretujeme ako
stav obsahujici dany pocet astic nestucich energiu hwyk, tzv. fononov. Budeme diskutovat experimenty,
ktoré potvrdzujua takidto interpretéciu.

Kvantova tedria kmitov jednorozmerného krys$talu

Pre jednoduchost budeme opat skimat najjednoduchsi model, t.j. linedrnu retiazku atémov s hmotnostou
M, s mriezkovou konstantou a a s harmonickym potencidlom s konstantou pruznosti K. Vychylku atému
n budeme oznacovat u,. Budeme uvazovat krystal s N atomami a budeme Ziadat periodické okrajové
podmienky u, N = un. Lagranzian systému potom je
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Videli sme, ze normélne mody majia povahu rovinnych vin. Preto prejdime od amplitad vychyliek v
bodoch mriezky u, k amplitdtdam rovinnych vin Qj, s vinovymi vektormi k = N m, kde m je celé ¢islo:
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V&imnime si, ze stubor posunuti u,, je totozny pre vlny s vinovymi vektormi k a k + 27 /a. Preto sa obme-
dzime na stibor rovinnych vin leziacich v intervale (—7/a, 7 /a). Potom N stradnic u,, bude nahradenych
N sturadnicami Q. Vyjadrime teraz lagranZian v novych premennych:
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Pri vypoctoch sme pritom pouZili vztah % S, € = 5.0, ktory sme odvodili pri analyze difrakénych
experimentov.! V&imnime si, Ze v premennych @) mé lagranzian jednoduchy tvar: mody s roznymi
vlnovymi vektormi st nezavislé.?

Nagim cielom je kvantovy popis krystalu, preto potrebujeme problém formulovat v hamiltonovskom
formalizme. Definujme zovSeobecnentu hybnost’ zdruzend k stradnici Q,
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kde sme zaviedli hybnost atému n, p, = Mu,. Potom hamiltonian krystalu je
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kde sme zaviedli klasickn frekvenciu kmitov wy, = \/% 1 — coska.

Teraz sme pripraveni sformulovat kvantovi teériu. PouZijeme pritom metédu kanonického kvan-
tovania, t.j. klasické stradnice a im zdruZzené hybnosti nahradime operatormi splitajucimi kénonické
komutacéné vztahy,

(Qk, Pir] = ihopp

1V skuto¢nosti sme odvodili vztah % Zn eline = ZK dqx, kde K je vektor inverznej mriezky, t.j. K = 27rm/a. KedZze
obidva vektory k, k' patria do 1. Brillouinovej zény, stéet k + k' méZe byt totozny iba s vektorom K = 0 inverznej mrieZzky.

Tito skutocnost sme pouzili v hlavnom texte. Velmi presne hovoriac, ak k = k' = —x/a, potom k + k' = —27/a, t.j.
dostaneme vektor inverznej mriezky. Na druhej strane ak k = —m/a, potom —k = 7/a, t.j. —k lezi mimo 1.BZ. Preto v
pripade k = —m/a treba namiesto —k zobrat —m/a a v8etky vysledky zostavajui v platnosti.

2Okrem vizby medzi k a —k, ktorej sa budeme venovat neskor.



Pri tejto operédcii nahradime klasicky hamiltonidn operatorom H. Ak tedria ma byt zmysluplna, potom
H musi byt hermitovsky operator. Skimajme, & je tomu tak. Z rovnice (1) vyplyva® QL = Q_g, t..
operator zovieobecnenej stradnice (ktord nie je meratelnd), nie je hermitovsky. Podobne z rovnice (2)
vyplyva Pl = P_j. Potom hamiltonidn mozno pisat v tvare
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Vztah (3) explicitne ukazuje, ze harmonicky krystal mozno chapat ako sadu nezavislych linearnych harmo-
nickych operatorov (s hermitovskymi hamiltonianmi).* 7 kvantovej mechaniky vieme, Ze jednotlivé mody
mozno diagonalizovat nasledovnou reprezentaciou Qi a P, pomocou kreatnych a anihila¢énych operatorov:

Qk:,/mj%(awf_k), Po= iM% (g + af)

pri¢om kreacné operatory aL a anihilaéné operatory a, splitaju komutaéné vztahy (ktoré sa tiez nazyvaju

kanonickymi)

[ak, al,] = Sk, lak, ap] = [a},al,] =0

Cvicenie. Ukézte, ze ak kreatné a anihilacné operatory splhaju kanonické komutacné vztahy, potom aj
operatory Qi a Py reprezentované cez aj a a}; splhaju komutacné vztahy.

Poznamka k volbe indexov. Je zrejmé, Ze operator @y treba reprezentovat cez kreafné a anihilaéné
operatory zavislé od vlnového vektora k. Povedzme, Ze anihila¢ny operator ponesie index k. Zo vztahu

L = (Q_p potom vyplyva, Ze krealny operator v reprezentécii operdtora (J_p ponesie index k. Preto

operator Qr musi byt Gmerny ap + aT_,C. Z poziadavky nenulovosti komutatora [Q, Px] a zo vztahu

P,I = P_j potom vyplyva tmernost opratora P, kombinécii —a_j + a};.

Ak reprezentujeme P, a (Qp pomocou kreac¢nych a anihilatnych operatorov a vyuZijeme komutacné
vztahy pre a,al, dostaneme
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Kedze w_i = wg, mozeme potom hamiltonian krystalu pisat v tvare
$ 1
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Toto je hlavny vysledok tohto paragrafu: kmity krystalu mozno reprezentovat ako systém nezavislych har-
monickych operatorov. Vlastné stavy hamiltonidnu mozno charakterizovat po¢tom ny excitacii v stave s
hybnostou k. Energia takychto stavov potom je E = Y, hwg(ng+1/2). Tuto formulu interpretujeme ako
energiu ni Castic k-teho typu. Tieto Castice nazyvame fonény. VSimnime si tieZ, Ze minimélna energia
kmitov mriezky (ktoréa sa realizuje ked ng = 0 pre vSetky k) je rozna od nuly. To znamen4, Ze oscilatory
vykonavaju tzv. nulové kmity aj pri teplote 7' = 0.5

Vlastnosti fononov

1. Ku kazdému vlnovému vektoru k existuje vlastny typ ¢astic (fonénov).

2. Energia fonénu s vlnovym vektorom k je hwg.

3. Hybnost fonénu s vlnovym vektorom k je hk. KedzZe vinovy vektor mozno definovat iba modulo vektor
inverznej mriezky K, aj hybnost fonénu je potom definovand modulo AK. Niekedy preto radSej hovorime
o kvazihybnosti fonénov.

3Ked7e operator vychylky je hermitovsky, u! = u,.

4Mo6d —k je pritom v tesnom vzfahu s médom k, pretoze plati
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Q_rQ', = WP;Pk + QLQk.

®Keby sa oscilator nachadzal v absolitnom minime potencialnej energie, jeho hybnost by musela mat velkd nepresnost.



4. Vlnovy balik z fonénov s hybnostami blizkymi ku & sa &iri rychlostou vy, = dw/0k.

Operatory vychylky a hybnosti atému n mozno reprezentovat pomocou fonénovych krea¢nych a ani-
hila¢nych operatorov nasledovne:
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Na zéaklade tychto vztahov mozno vEetky pozorovatelné veli¢iny vyjadrit pomocou fonénovych kreaénych
a anihila¢nych operatorov.

Fonony v trojrozmernych krystaloch (bez dokazu)

1. Pre kazdu vetvu vibracného spektra A a ku kazdému vlnovému vektoru k existuje vlastny typ Castic
(fononov).

2. Energia fonénu s kvantovymi ¢islami A a k je hwyk. Vibra¢ny hamiltonian krystalu je

1
H = Z hwyk <a:r\ka>\k + 2)
Ak

3. Hybnost fononu s kvantovymi ¢islami A a k je hik. KedZe vlnovy vektor mozno definovat iba modulo
vektor inverznej mriezky K, aj hybnost fonénu je potom definovand modulo AK. Niekedy preto radsej
hovorime o kvazihybnosti fonénov.

4. Vlnovy balik z fononov s hybnostami blizkymi ku k sa $iri rychlostou v = dw/0k.

Prispevok kmitov mriezky k mernému teplu krystalov
Skumajme merné teplo pri kon§tantnom objeme cy = % (%)Q. Pri teplote T' je rovnovazna energia

vibra¢ného stavu mriezky dana vztahom

E(T) 1 1 E(0) wmax dw N (w)hw

0 —q %{: hew i (mk + 2) = —I—/O ReT 1

kde E(0) = >k hwyk/2 je energia nulovych kmitov mriezky, N(w) je hustota stavov pre fonény a wmax
je maximalna fonénova frekvencia. Rovnovazny pocet fonénov je dany Boseho-Einsteinovym rozdelenim
n(w).b V limite vysokych teplot T' > Awmayx moZeme pouzif aproximéciu n(w) ~ T/hw a vtedy pre
energiu dostaneme

E(T) — E(0) Wmax 3NrT 3Nr
——— = =T N(w) = = —.
5 [N = =
KedZe n = N7/ je koncentracia atomov, vo vysokoteplotnej limite sme teda dostali klasicky vysledok
cy = 3n.” V limite nizkych teplot buda k energii prispievat iba malé frekvencie, mézeme preto pouzit
N(w) ~ 3w?/(27%v3) a dostavame

E(T)—E0) 3k [® dww®  3T* [ dgz® w* T? ort /TN

Q T 2723 /0 ew/T — 1 272(hv)3 /0 er—1 10 (hw)3’ V=75 (hv)
Vysledok, podla ktorého mriezkové merné teplo pri nizkych teplotich je timerné T3, patri Debyeovi a
je v dobrej zhode s experimentom. Pri odvodeni sme najprv zamenili hornd hranicu integrovania na
nekone¢no, kedze prispevok velkych frekvencii je odrezany Boseho-Einsteinovou funkciou. Okrem toho
sme zaviedli bezrozmernt premennt z = fiw/T a pouzili sme identitu [;° dzz3/(e® — 1) = 7t /15.

5Podobne ako pre fotony, aj pre fonény je chemicky potencial o = 0, pretoze pocet fonénov nijako nie je ohraniceny.
TV klasickej teorii pripada na kazdy stupeii volnosti (v konvenénych jednotkach) kg /2. Kazdy atom ma 3 kinetické a 3
potencialové stupne volnosti. Preto ¢y = 3nkp (Dulong a Petit).



Debyeova teplota p je (velmi zhruba) definované ako teplota, pri ktorej mriezkové merné teplo
dosiahne zhruba 95% klasickej hodnoty. 6p je pribliznym meradlom sily véizby:

C Si  LiF NaCl Na Pb
fp (K) 1860 625 730 321 150 88

Nepruzny rozptyl neutrénov na krystali

Priamociary dokaz ¢asticovej povahy fonénov podévaji experimenty, v ktorych sa studuje rozptyl mo-
nochromatickych neutrénov s hybnostou p nalietavajacich na krystal. Je experimentélnym faktom, ze ak
fixujeme smer neutrénov vylietavajicich zo vzorky, potom energia takychto neutrénov sa méze 1isit od
energie nalietavajucich neutrénov ¢ = % iba o diskrétne hodnoty energie. V ramci klasickej teorie, v
ktorej sa amplitada kmitov meni spojito, takyto vysledok nemozno vysvetlit.

Kvantova interpretacia rozptylovych experimentov je nasledovna. Rozptylovy proces si mozno pred-
stavit ako zrazku neutréonu s fonéomom. Nech hybnost a energia neutrénu po zrazke sa p’ a & = %
a nech kvéazihybnost fonénu a jeho energia st hq a hwy(q). Pri zrazke musia platit zdkony zachovania
energie a hybnosti:

p’ = p £ (iq + hK), g = e+ hwy(q)

kde sme uvazili, ze skuto¢néd hybnost fononu je hq + RK kde K je vektor inverznej mriezky. Znamienko
plus popisuje absorbciu fononu, znamienko minus emisiu. Ak zo zakona zachovania hybnosti vyjadrime
hq+hK a vyuzijeme periodicitu disperzie fonénov, wy(q+K) = wy(q), obidva zakony zachovania mozeme
zapisat

p/2 p2

2my, - 2my,

+ hwx(p' — p)

Pre fixovanti poc¢iato¢ni hybnost neutrénov p a fixovant orientéciu krystalu udavaja riesenia p’ tejto rov-
nice mozné hybnosti vylietavajucich neutrénov. Mame teda jednu rovnicu pre 3 nezname zlozky p’, preto
rieSenia sa buda nachéadzat (pre rozne fonénové vetvy A) na plochach v hybnostnom priestore. Fixujme
teraz smer vylietavajacich neutrénov. V danom smere bude vo vSeobecnosti existovat iba diskrétny pocet
riegent, t.j. bude moznych iba diskrétne vela dlzok vektorov p’ v danom smere. Teda neutrén vylietava-
jaci v danom smere moze stratit len niekolko hodnot energie. Vysledkom merania energetického spektra
neutréonov vylietavajicich v danom smere by teda mala byt sada delta funkcii. 7 takého spektralneho
merania teda mozno ur¢it energiu a hybnost fonénu. Zmenou poc¢iato¢nej energie neutréonov a ich smeru,
ako aj zmenou smeru detekcie vylietavajicich neutrénov mozno mapovat celé fonénové spektrum.

Cvicenie. Neutron v rozptylovom experimente moéze utrpiet aj viacero zrazok, kym opusti vzorku.
Presvedéte sa, ze takéto zrazky sa v spektre neutréomov vylietavajucich v danom smere prejavia ako
spojité pozadie.



