13. Spektrum elektréonov v idedlnom krystali

V tejto prednéaske budeme skiimat spektrum elektronov v idedlnom krystali (t.j. v krystéali bez defektov
a za predpokladu nekone¢ne tazkych jadier). Naviac, nebudeme riesit mnohoelektronovi ulohu, ale iba
oby¢ajnu Schrédingerovu rovnicu (SchR) pre 1 elektron v danom periodickom potenciali, ktory popisuje
interakciu elektronu s iénmi, ako aj so strednym polom generovanym ostatnymi elektronmi. Hamiltonian
pre elektron budeme postulovat v tvare

R,

H=-—V"+V(r),
57 (r)

kde V(r) je efektivny potencial, v ktorom sa elektrén pohybuje.!

V(r) je periodickou funkciou s periodicitou krystélovej mriezky,

Budeme predpokladat, Ze potencial

Vir+R)=V(r) pre R =mnja; + nsas+ nzas

kde a; st primitivne vektory Bravaisovej mriezky kry$talu a n; su celé ¢isla.

Hlavnym vysledkom je poznatok, Ze spektrum dovolenych energii elektrénov v idedlnom krystéli €,k
pozostéva z kvazispojitych pasov energie, oddelenych pasmi zakdzanych energii. Tento vysledok mozno
chapat ako zovSeobecnenie spektier atémov na pripad krystalov.

Okrajové podmienky
Uvazujme krystal obsahujtci N = N; No N3 primitivnych buniek s periodickymi okrajovymi podmienkami,

Y(r+ Nia1) = (r)
Y(r 4+ Noag) = (r)
Y(r+ Nzaz) = (r)

Oznafme primitivne vektory reciprokej mriezky ako b;. Potom Tlahko vidno, Ze periodické okrajové
podmienky budd splnené sadou rovinnych vin s vlnovymi vektormi

ni no ns
k=—b —b —b
N, 1+ i 2+ N 3

kde ny,no,ng su celé ¢isla. Kedze Ny, No, N3 > 1, dovolené hodnoty vlnovych vektorov k su rozlozené
kvézispojito.

Vlastnosti potencialu
Ked7e potencial V(r) je podla predpokladu periodicky, jeho Fourierov rozvoj ma tvar

. 1 .
Vir) = Z Vke'®T Vg = ﬁ/d?’rV(r)e_ZK'r,
K

kde suma beZi iba cez vektory recipro¢nej mriezky
K = m1by + maba + msbs,

t.j. m; su celé ¢isla. Toto tvrdenie mozno chapat ako zovSeobecnenie Fourierovho rozvoja periodickych
funkcii na pripad trojrozmernych periodickych funkci{ a intuitivne je zrejmé. Vsimnime si naviac, Ze
kedze V(r) je realny potencial, musi platit

Vi = Vok.

Stoji za zmienku, Ze mriezka bodov K je omnoho redsia nez kvazispojita mriezka bodov k.

Blochova veta
Rozviiime vlnovi funkciu elektrénu do uplného systému stavov

vlr) = 7= e
k

!Okrem iného sme predpokladali, Ze potencial je lokalny.



kde suma bezi cez vietky k spliiajuce okrajovi podmienku. Dosadme tento rozvoj do SchR He = €.
Dostavame
Zggckeik-r + Z Vchez’(p+K).r — . Z Ckez’k‘r
Kk p,K Kk

. . . , 3 2 e 2 2
kde sme zaviedli disperzny zakon pre elektréony vo vakuu, z—:?{ = %

dostavame rovnicu

. Porovnanim koeficientov pri e*¥T

8?(61( + Z Vkek—K = ecx
K
Teda SchR zvizuje koeficient ¢y v rozvoji vinovej funkcie nie so vSetkymi ostatnymi koeficientmi ako by
sme naivne mohli o¢akavat, ale iba s koeficientmi posunutymi o vektor inverznej mriezky K. To vSak
potom znamend, ze pre dané k je rieSenim SchR nasledovna funkcia

1 (K—IK). I —iK-
¢k(r> - Z Ck_Kez(k K)r _ 7611{ r Z Cr_KE iK-r
VQ K vV K
Ak si viimneme, Ze Yk ck ke KT je periodicka funkcia s periodou mriezky, a ak tto funkciu oznacime

uk(r) aby sme zdoraznili jej parametricka zavislost od k, potom mozeme vinova funkciu pisat v tvare

1 ik-r
k(') = ——¢€ Uk(r).
k() = e T ()
Teda sa ukazalo, ze vlastné stavy elektronov v idedlnom krystéli mozno pisat ako sacéin rovinnej viny a
modulacnej funkcie, ktord mé td istd periodu, ako krystal. Tento vysledok sa nazyva Blochova veta a
vlnova funkcia ¥y (r) sa nazyva Blochova vinova funkcia.

Existencia pasov
Dosadme Blochovu vinova funkciu do SchR. Po jednoduchej tiprave dostaneme

2
QFL(_N + k)2 + V(r)| uk(r) = e(k)uk(r)

m
Ide tu o rovnicu (parametricky zavisiacu od k) pre vlastné ¢isla (k) a vlastné vektory ux(r), ktoré maja
splhat okrajov podmienku uy(r) = uy(r + R). Z kvantovej mechaniky vieme, Ze takito tloha vedie k
diskrétnemu spektru

denk(r) = ‘Sn(k)wnk(r)

Teda vlastné stavy a prislusné vlastné energie mozno indexovat dvomi indexmi: kvézispojito sa menia-
cim pseudovlnovym vektorom k leziacim v prvej Brillouinovej zéne reciprocnej mriezky a diskrétnym
(pasovym) indexom n, pricom vlnova funkciu ¥,k (r) mozno pisat v tvare

Prie(F) = —— ey (1),

VQ
kde Q je objem krystalu a un(r) je funkcia s periodicitou mriezky, unk(r + R) = upi(r).

Analyza Blochovej vety
1. Disperzny zékon je periodickou funkciou k:

enk+ K) =e,(k).
Dokaz. V&imnime si najprv, ze ak wu, (r) je rieSenim SchR pre dané k s energiou &, (k), potom u, (r)e &+
je rieSenfm pre k + K s tou istou energiou. Teda kazdé z rieSenf v 1.Brillouinovej zéne mozno s tou istou
energiou posunut do dalsich zoén, ¢ize vetvy mozno v roznych zonach ocislovat tak, aby e, (k) bola peri-
odicka funkcia k.

2. Ortogonalita Blochovych funkcii:

[ A0k p6) = S



Dokaz. Integral cez cely kry$tal mozno chapat ako sumu integralov cez primitivne bunky s objemom wy:
[d3r = S Joo d3p, kde R st polohové vektory primitivnych buniek. Ak naviac vyuZijeme Blochovu
vetu, mozeme pisat
1 i(p—k)R 3 ‘5kp 3
gc | unp)ump(p) = 0% | @ pun(p)umie(p).

R

[ drbia)dmp(r) =

kde sme v druhej rovnici vyuzili ortogonalitu roznych rovinnych vin, 3" g 4R = N 37 dgk . Ortogona-
lita funkcii u,x(p) pre rovnaké indexy k a rozne pasové indexy plynie z toho, Ze ide o riesenia toho istého

problému vlastnych &isel.

3. Pocet stavov v pase (t.j. pocet dovolenych k-bodov v 1. Brillouinovej zéne) je rovny po¢tu primitiv-
nych buniek v reidlnom priestore.

4. V krystali s N primitivnymi bunkami definujeme pre kazdy pas n tzv. Wannierove funkcie nasledovnym
sposobom:

_ L efik-R r
’LUn(I'—R) = \/Ngk: wnk< )

Ocakavame, ze Wannierova funkcia w,(r — R) je lokalizovana v primitivnej bunke R kry$talu. Teda v
ramci jedného pasu mozno namiesto o N Blochovych funkcidch hovorit o N Wannierovych funkciach.
Kym v8ak Blochove funkcie su vlastnymi stavmi hamiltonidnu elektrénu v ideadlnom krystali, Wannierove
funkcie nie s energetickymi vlastnymi stavmi. Inverznt transforméciu

Yk (r \/; > e Ruy,(r —R)

mozno interpretovat tak, ze Blochovu vlnu vytvorime postupnym (vhodne sfazovanym) rozmiestnenim
elektrénov v jednotlivych mriezkovych bodoch.

PribliZenie tesnej viizby

V pripade, Ze elektronové stavy atémov st méalo ovplyvnené pritomnostou krystalického usporiadania
(napr. pre hlboké elektronové hladiny) moézeme Wannierove orbitaly aproximovat atomérnymi vinovymi
funkciami u(r),

wk I' ZkR R)

\F de
Strednit hodnotu energie elektréonu v stave s vlnovou funkciou ¥k (r) pocitame podla

(x| H 1)
(V)

Ak vyuzijeme explicitny tvar Blochovej viny, dostaneme

W) = 7 32 B[ (e - Rule —R) = e es (o)

N 2w/ P

W Hlbe) = > e ™r(p)

e(k) =

kde p numeruje polohové vektory primitivnych buniek v krystali a kde sme zaviedli prekryvove (S) a
preskokoveé (t) koeficienty

S(p) = /vo dBru*(r — p)u(r), t(p) = /vo d3ru*(r — p)Hu(r).

Ked7e podla predpokladu u(r — R) zodpoveda atoméarnej funkeii silno lokalizovanej okolo bodu R, budu
koeficienty S(p) a t(p) rychlo klesat k nule s rastiucim p. Najvicsie ¢leny sa S(0) =1 a ¢(0). Druhé naj-
vicgie ¢leny zodpovedajd najbliz§im susedom na mriezke. Predpokladajme pre jednoduchost jednoduchu



kubickt mriezku a sféricky symetrické orbitaly. Potom vSetky prekryvové integraly sa S(1) < 1 a v8etky
preskokové integrély su t(1) < ¢(0). Potom energia v stave ¢y je

t(0) + 2t(1)(cos kya + cos kya + cos k,a)
1+ 25(1)(cos kya + cos kya + cos k,a)

ek) = ~ t(0) + 2t(cos kya + cos kya + cos k.a),
kde ¢t = t(1) — S(1)t(0).

Explicitne sme teda ukazali, ze v krystali s IV primitivnymi bunkami sa kazda atémova hladina rozstiepi
na pas (s po¢tom NN) dovolenych energii. Velkost rozstiepenia hladiny (v na§om modeli 12¢) je dominantne
urcéend prekryvovymi a preskokovymi integralmi medzi najbliz§imi susedmi. Pre hlboké hladiny bude
rozdiel medzi dovolenymi atomovymi hladinami velky a naopak ¢ bude malé (lebo hlboké hladiny maja
malé prekryvy a preskoky). Preto hlboké hladiny budi rozstiepené omnoho menej, ako vzdialenost medzi
nimi.

Naopak, vysoké hladiny buda uZ v izolovanych atémoch blizko seba. Ked7e pre tieto hladiny ocaka-
vame velké prekryvy a preskoky, Sirka tychto hladin bude vicSia nez vzdialenost medzi nimi a preto pri
vysokych energiach nebudi existovat zakazané energie, pripadne zakizané pasy budi velmi tizke. Tito
situaciu moZno lepSie popisat z aplne opacného Startovacieho bodu: pritomnost nenulového potencialu
je vtedy vyhodné zahrnut v ramci poruchovej teérie, v ktorej sa za neporuSeny problém vezme pohyb
elektrénu vo vakuu.



