15. Vodivost kovov

Boltzmannova rovnica
Ustrednou veli¢inou kvaziklasickej teorie transportnych vlastnosti je tzv. distribuéna funkeia f(r,k,t),
ktord udava rozloZenie vlnovych balikov v 6-rozmernom fazovom priestore. Distribu¢ni funkciu mozno
definovat pre akykolvek typ Castic, napr. pre elektrony, fonony, atd. Pre konkrétnost budeme Studovat
distribuént funkciu pre elektrony, pretoZze nagim ciefom je opis transportnych vlastnosti kovov, a v kovoch
elektrénovy prispevok dominuje. Okrem toho elektrickd vodivost je takmer vylu¢ne dana prenosom naboja
elektréonmi, dokonca aj v izolantoch.

Skumajme pohyb elektronov vo vzorke. Predpokladajme, 7ze v Case t — dt sa elektrén nachéddza v bode
r — vidt a jeho vinovy vektor je k — %dt. Okamzita rychlost elektronu je vy a sila, ktord nai posobi,
je F. Po uplynuti ¢asu dt sa preto elektrén premiestni do bodu r a jeho vinovy vektor bude k. Preto
distribu¢né funkcia musi splitat rovnicu

f(r)ka t) = f (I‘ — vidt, k — Edt,t — dt> + <0f) dt
h ot coll

Posledny (tzv. zrazkovy) ¢len opisuje zrazkové procesy: elektron v stave k, r sa moze pod vplyvom zrazky
s nejakou poruchou (alebo s inym elektronom) rozptylit do iného stavu, alebo naopak elektron z iného
stavu moze po zrazke skoncit v stave k,r. Rovnicu pre Casovy vyvoj distribu¢nej funkcie mozno pisat v
diferencialnom tvare (Boltzmannova rovnica)
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Venujme sa teraz analyze zrazkového ¢lena. Obmedzime sa pritom na rozptyl elektrénov na primesnych
atémoch alebo na kmitoch mriezky.! K zrazkovému ¢lenu prispievaji aj zrazky elektréonov. V takom
pripade ma zrazkovy ¢élen zloZitejsi tvar, preto sa elektrén-elektréonovymi rozptylmi nebudeme zaoberat.
Budeme predpokladat, ze zrazka je lokdlna v r priestore. Zrazkovy ¢len dostaneme v tvare

<aaftk>cou - ; Wik fie (1 = fi) = Wiae f(1 = fi)]

Pravdepodobnost rozptylu z k do k/ sme oznacili ako Wy a zapoditali sme Pauliho vylucovaci princip:
rozptyl z k do k’ je imerny pravdepodobnosti fi obsadenia stavu k, ako aj pravdepodobnosti toho, ze
stav k’ je volny, 1 — fi.

1V obidvoch prikladoch totiz mozno poruchu popisat ako dodatoény potencial, ktory je vyrazne odlisny od nuly iba v
blizkosti poruchy, napr. primesného atému alebo fonénového vlnového balika.



Vsimnime si, ze Boltzmannova rovnica je vo vSeobecnosti zloZitou nelinedrnou integro-diferencidlnou
rovnicou pre funkciu f(r,k,1).

Linearizovana Boltzmannova rovnica

Ak st aplikované polia malé oproti internym poliam, bude distribu¢né funkcia elektronov f(r,k,t) iba
malo odlisna od lokalnej rovnovainej Fermiho-Diracovej distribuénej funkcie f = [exp(ex — p)/T + 1] 71
Budeme predpokladat, Ze ako teplota T', tak aj chemicky potencidl g moézu byt pomaly sa meniacimi
funkciami polohy r. Budeme §tudovat odchylky distribuénej funkcie od f, ktoré oznacime g(r, k, t):

fr.kt) = f +g(r,k,t)

Odchylkové funkcia gx bude aspofi linearnou funkciou aplikovanych poli E,B, VT, Vu. Nadim ciefom
bude zjednodusit Boltzmannovu rovnicu zanedbanim druhej a vy$$ich mocnin aplikovanych poli. Na lave]
strane Boltzmannovej rovnice vyuzijeme, ze s presnostou do linearnych ¢lenov v aplikovanych poliach
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Preto linearizovant Boltzmannovu rovnicu pre stacionarne (¢asovo nezavislé) javy mozno pisat v tvare
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Na Tavej strane uz nevystupuje nevystupuje nezndma funkcia gy, ide teda o integrilnu rovnicu pre gy.
Uloha sa teda vyrazne zjednodusila, ale este stéle nie je priamodiara.

PribliZzenie relaxa¢ného ¢asu
V pribliZzeni relaxa¢ného ¢asu nahradime zrazkovy ¢len vyrazom
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kde 7 je tzv. relaxacny cas. Fyzikdlny zmysel relaxa¢ného ¢asu vidno z nasledovnej ivahy. Predpo-
kladajme, Ze Studovany systém sa nenachadza v ziadnom externom poli, ale vznikne v fiom odchylka od
rovnovahy gi. Potom ¢asovy vyvoj tejto odchylky bude dany Boltzmannovou rovnicou dgy /0t = —gi/Tk
s riesenim gy (t) = gk (0) exp(—t/7k), teda odchylka zanikd na casovej gkéle 7.2

V priblizeni relaxa¢ného ¢asu mozno linearizovant Boltzmannovu rovnicu explicitne rieSit. RieSenie
mé tvar
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Vsimnime si, 7ze vdaka faktoru —df/de je odchylkova funkcia lokalizované na blizke okolie Fermiho plochy.
Elektricka vodivost

Analyzujme najprv pripad, kedy systém je priestorovo homogénny a jedinym aplikovanym polom je
elektrické pole E. V systéme tecie elektricky prad
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Transformujme teraz sumu cez k na trojrozmerny integral, ktory pocitame ako integral cez ekvienergetickd
plochu pri energii € krat integral v smere k; kolmom na ekvienergetickd plochu:

25 o ®

kde sme vyuzili vztah pre prirastok energie de = hvydk .

’Relaxalny Cas moze zavisiet od tvaru funkcie gx. Roznym procesom (napr. elektrickej vodivosti, tepelnej vodivosti,
atd.) zodpovedaji rozne odchylky od rovnovahy gk, preto im treba priradit rozne relaxa¢né casy.



Definujme tenzor elektrickej vodivosti vztahom j; = 0;; E;. Potom mame
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kde ¢pg d’k oznacuje integraciu pozdlz Fermiho plochy. Vyuzili sme, Ze integral cez sucin derivacie
—0f%/0e a pomaly sa meniacej funkcie F() mozno poéitat cez Sommerfeldov rozvoj:

0 7.‘_2
/ deF (e ( aaf ) = F(u) + KF"(M)T2 +... (2)

v ktorom sme sa obmedzili na prvy ¢len.

Symetria tenzora o;; je diktovand symetriou kry$talu. V kubickych krystaloch je tenzor vodivosti
izotropny, 0;; = 0d;5, ale v kryStaloch s nizSou symetriou vodivost nie je izotrépna a prid vo vSeobecnosti
nemd smer aplikovaného pola. 7 formuly pre o;; v8ak vidno, Ze tenzor o;; je vidy symetricky, o;; = 0j;.

Cvicenie. Ukazte, 7Ze pre izotropny disperzny zdkon ¢ = girlff
plynu elektrénov s koncentraciou n popisand izotrépnym tenzorom vodivosti o;; = 0d;;, kde velkost
vodivosti je dana Drudeho formulou

a izotrépny relaxadny cas 7 je vodivost

Hoci vo v8eobecnom pripade Drudeho formula kvantitativne neplati, ¢asto sa pouziva na kvalitativnu
analyzu transportnych merani. Teplotna zavislost vodivosti sa napr. interpretuje teplotnou zavislostou
relaxacného ¢asu 7: ¢im vysSia teplota, tym viac vybudenych fonénov, tym viac rozptylovych procesov,
tym kratsi relaxa¢ny ¢as. Takto mozno jednoducho vysvetlit, pre¢o merny odpor kovov rastie s teplotou.

Tepelna vodivost

Predpokladajme teraz, ze na vzorku je aplikovany koneény teplotny gradient VT, ale eE+Vu =0, t.j. vo
vzorke je konStantny elektrochemicky potencial. Po¢itajme prad tepla generovany vo vzorke. Zo zdkona
zachovania energie T'dS = dU — udN vyplyva, 7Ze tok tepla treba pocitat ako tok energie zmengeny o tok
Castic nésobeny u,
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kde v poslednej rovnici sme pouzili vztah pre gk odvodeny v priblizeni relaxa¢ného ¢asu. Definujme tenzor
tepelnej vodivosti vztahom jl-Q = ki;j(—0;T). Ak opat pouzijeme vztah (1), dostaneme

kde o;;(e) je vodivost systému s Fermiho hladinou posunutou na hodnotu e. Vyuzijuc Sommerfeldov
rozvoj (2) pre funkciu F(g) = (¢ — p)%045(¢), dostaneme napokon
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Teda tepelna vodivost je s elektrickou vodivostou zviazana cez fundamentalne kongtanty a teplotu. Tento
vztah medzi tepelnou a elektrickou vodivostou sa nazyva Wiedemannov-Franzov vztah.

Kij = Oij

Termoelektrické javy

V pritomnosti nenulového gradientu elektrochemického potencidlu E' = E+Vu/e = V(—¢ + u/e) okrem
elektrického pradu méze v principe tiect aj nenulovy tepelny prid, a tak sa stane v pripade, kedy elektricky
prad je neseny v roznej miere elektronmi nad a pod Fermiho plochou. Podobne v pritomnosti teplotného
gradientu moze tiect elektricky prud. Preto okrem elektrickej a tepelnej vodivosti musime definovat dva
dalsie tenzory vodivosti K, L:

i = oE+K(-VT)
j9 = LE +k(-VT)



Cvi¢enie. Pouzitim defini¢nych vztahov pre j a j9 a vztahu pre gi v priblizeni relaxa¢ného Gasu ukazte,
7e tenzory K, L nie st nezévislé, ale ze plati L = T K. Zaroven ukézte, ze
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kde v poslednom kroku treba pouzit Sommerfeldov rozvoj (2) pre funkciu F'(¢) = (¢ — p)oy;(e).

Termonapdtie. Skimajme kus materidlu, povedzme v tvare tyCe, s aplikovanym teplotnym gradientom
VT. Teplotny gradient vyvola elektricky prid. Predpokladajme, Ze material je elektricky izolovany, preto
na jeho koncoch sa nahromadi ndboj, ktory vyvola pole E’ vo vzorke. Hromadenie naboja sa ukon¢i, ked
silové posobenie pola E’ presne vykompenzuje tepelne generovany prad. V rovnovahe teda j = 0 vnatri
vzorky a vo vzorke je generované pole E' = SVT, kde S je tzv. Seebeckov koeficient. Preto
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Ak vodivost je dominovana elektrénmi s energiou € > p, potom ¢’ > 0 a termonapitie je zaporné, S < 0.
Naopak, ak je vodivost dominované elektronmi s energiou ¢ < p (t.j. dierami pod Fermiho plochou),
potom S > 0. Znamienko termonapitia je teda meradlom znamienka naboja volnych nosi¢ov. Typicka
hodnota Seebeckovho koeficientu pri izbovej teplote je 1-10 uV /K.

Seebeckov jav mozno pouZzit na generaciu napitia pomocou gradientu teplot. Naozaj, uvazujme dva
droty a, b z réznych kovov so Seebeckovymi koeficientmi S, a Sp. Nech dréty st na jednom konci vodivo
spojené a teplota spoja nech je T7. Druhé konce drétov nech st obidva v oblasti s teplotou 75, ale nech
tieto konce nie st vodivo spojené. Po ustaleni rovnovahy v systéme neteca prady, a preto pozdlz oboch
drotov musi platit E' = S, ,VT. Ak tato rovnicu integrujeme pozdlz drétu a, dostaneme

2a 2
E"dr:Sa/ VT -dr, Uy — Uzq = Sa(To — T1)
1 1
pretoze E' = —VU. Koniec 2 drotu a sme oznalili 2a. Podobne pre drot b dostaneme Uy — Uy, =
Sp(To — T1). Odéitanim rovnic pre oba droty dostaneme

Uy — Uzq = (Sa — Sp)(To —T1)

¢ize medzi koncami 2a a 2b spojeného drétu existuje konecné napitie, ktoré je generované aplikovanym
rozdielom teplot T — T1. Inverzny jav mozno pouzif na generaciu teplotného rozdielu aplikovanim von-
kajsieho napétia (napr. v chladnicke).



