18. Kvantovy Hallov jav

Klasicky Hallov jav

Skumajme vodivost materidlov v pritomnosti aplikovaného magnetického pola B = (0,0, B). Tuto tlo-
hu moZno riegit vo formalizme Boltzmannovej transportnej rovnice, v tejto prednaske v8ak pouzijeme
formalne jednoduchsiu predstavu o transporte. D& sa ukazat, Ze v pripade systému s izotrépnou Fer-
miho plochou a efektivnou hmotnostou m* vysledky nasej zjednodugenej analyzy reprodukuji vysledky
boltzmannovskej teorie (v pribliZeni relaxatného ¢asu).

Budeme definovat tzv. driftova rychlost elektrénov v, pod ktorou budeme rozumiet stredni efektivnu
rychlost elektronu (po odé&itani interného pohybu vnutri Fermiho plochy). Inymi slovami, driftova rych-
lost bude taka rychlost, pomocou ktorej mozno pradovi hustotu vyjadrif v tvare! j = —nev. Budeme
predpokladat, ze driftova rychlost splita Newtonovu pohybovi rovnicu

m* (V+X) = —¢(E+vxB),
T

kde 7 je relaxa¢ny cas, ktorého vyznam je podobny ako v pripade Boltzmannovej rovnice, ako mozno
vidiet pri analyze pohybovej rovnice pri nulovych aplikovanych poliach, kedy pociatotna rychlost v(0)
relaxuje v ¢ase, v(t) = v(0)e~*/7. V stacionarnom stave je rieSenim pohybovej rovnice
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Predpokladajme teraz, ze nenulové zlozky elektrického pola existuju len v rovine xy kolmej na magnetické
pole E = (E,, Ey,0). Potom oc¢akdvame v = (v, vy,0) a moézeme pisat
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kde w. = eB/m* je tzv. cyklotréonova frekvencia.? Ak vyuZijeme vztah medzi v a j a definiciu tenzoru
merného odporu p;, E; = pirji, dostaneme odtial'to
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kde og = ne?r/m* je Drudeho vodivost a o;;, = (p~ 1) je tenzor mernej vodivosti.
Uvazujme teraz vzorku tvaru hranola s hranami rovnobeznymi s osami x,y, z. Nech cez vzorku tecie
prad s hustotou j = (4,0,0).% Potom zo vztahu E; = p;rji dostaneme
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Nech rozmery hranola st Ly, Ly, L,. Potom v pritomnosti magnetického pola nenulovy prad indukuje
prie¢ne (tzv. Hallovo) napéitie V. Pre tzv. Hallov odpor plati
Vw -E,L, B B
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!Pripominame,ze naboj elektréonu je —e, t.j. e > 0.
2w, je frekvenciou klasického kruhového pohybu nabitej Castice v magnetickom poli.
3V smeroch y, z vzorka nie je vodivo spojené s okolim a preto v tychto smeroch prad netetie.



kde ng je koncentrécia elektronov na jednotku plochy v rovine xy. Ako vidno, klasicky Hallov jav mozno
pouzit na meranie koncentracie nosi¢ov naboja n. Naviac, v klasickej oblasti je odpor Ry priamo imerny
aplikovanému polu B. Vsimnime si tieZ zavislost Ry len od prvej mocniny e, ktora umoziiuje zmerat
znamienko nosi¢ov naboja.

Dvojrozmerny elektréonovy plyn

Nech hranol z predchadzajiceho vykladu mé tvar tenkej vrstvy, t.j. nech L, a L, nadobudaju makro-
skopické hodnoty, kym L, nech je velmi malé. V takom pripade energetické spektrum elektrénov mozno
pisat v tvare - )
he(kz +k
ex(kz, ky) = (;m*y) + By

t.j. kineticka energia v smeroch x, y je kvazispojita, kym energia pohybu v smere kolmom na film ) je dis-
krétne premenliva. Ak rozdiel najnizsich energii By — Ej je dostato¢ne velky, t.j. ak A2k%/(2m*)+Ey < E;
kde kp je polomer (dvojrozmernej) Fermiho kruznice, potom je energeticky vyhodné, aby pri nulovej tep-
lote boli obsadené iba stavy s A = 0. Takyto stav nazyvame dvojrozmernym (2D) elektronovym plynom.
2D elektréonovy plyn mozno realizovat napriklad vo vodivostnom kanali FET tranzistora.

Kvantovy Hallov jav

Hallov odpor 2D elektrénového plynu v malych magnetickych poliach spliia klasickt predpoved (1). V
silnych magnetickych poliach a pri nizkych teplotach v8ak vznikaji odchylky od klasickej predpovede a
krivka Ry = Ry (B) pozostava zo sady schodikov pri hodnotach

1 h
B =y
kde N je celé ¢fslo. Tento jav nazyvame kvantovym Hallovym javom. Na kvantovom Hallovom jave st
fascinujice minimélne dve veci:
1. Na rozdiel od klasickej predpovede (1), v silnych poliach Ry nezéavisi od materidlovych parametrov
(hustota elektronov), ale je uplne dany iba fundamentalnymi konstantami.
2. Meranie Hallovho odporu umoziuje presne zmerat tzv. von Klitzingovu kongtantu:

h
3 = 25.812807557(18) kO
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Hranové stavy
Kvantovy Hallov jav sa pozoruje vo vzorkich, pre ktoré plati w.m > 1, t.j. pocas doby zivota by elektrén
vykonal jednu klasickd otocku. Preto v tomto rezime nemozno vplyv magnetického pola popisat ako malu
korekciu k rovinnym vlnadm, ale je potrebné riesit Schrédingerovu rovnicu pre elektrén v magnetickom
poli:
51 (S + eAPu(z,y) + Uly)(e,y) = b (z,y)
Spinovy stupen volnosti elektronu v naom vyklade neuvaZzujeme, pretoZe pre pochopenie kvantovania
Hallovho javu nie je podstatny. Dalsi postup vyzaduje volbu vektorového potencidlu reprodukujauceho
magnetické pole, B=V x A = (0,0, B). Volime tzv. Landauovu kalibraciu A = (—yB,0,0).

Budeme 3tudovat spektrum 2D elektrénov v obdlzniku s rozmermi L, >> Ly, t.j. vzorka je dlha v
smere tecenia pridu a kratka, avSak stale makroskopickd, v smere nan kolmom. Potencial U(y) popisuje
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vplyv kone¢nosti vzorky v smere y: vnutri vzorky je zhruba kongtantny a pri krajoch vzorky (t.j. pre
+L,/2) prudko rastie. Teda SchR nadobudne tvar

2
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V&imnime si, Ze hamiltonian nezavisi od suradnice x, preto rieSenie mozno hladat v tvare ¢(x,y) =
e ¢(y). Po dosadenf do SchR a tiprave dostaneme rovnicu pre ¢(y):
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Clen v hranatej zatvorke je hamiltonian harmonického oscilatora v smere y so stredom v bode yj. Za-
nedbajme na chvilu pritomnost ¢lena U(y) v SchR. VInové funkcie zodpovedajice stavom ¢, s nizkymi
energiami potom budi lokalizované okolo yj, na vzdialenosti tzv. magnetickej dizky* I = \/h/(eB). Pre
silné magnetické polia je tato dlzka mala, napr. pre B = 10 T je | ~ 8 nm. Budeme predpokladaf, 7e
funkcia U(y) sa na vzdialenosti [ takmer nemeni. Preto vlastné funkcie a im prislu$né vlastné energie
nasho problému st

osl9) X 0,0 =), o= (- 3) + U

Riegenia s teda delokalizované pozdlz drotu a lokalizované v smere 3. Vlastné stavy s indexom n vytvaraja
tzv. n-ti Landauovu hladinu.

V ideélnej vzorke bez okrajov je U(y) = 0 a energia vSetkych stavov n-tej Landauovej hladiny je
rovnaka. Teraz vypocitame degenerdciu Landauovej hladiny, t.j. pocet stavov s energiou hw, (n + %)
V smere osi ¢ predpokladame periodické okrajové podmienky, preto vlnovy vektor k nadobtida hodnoty,
ktoré su celodiselnym nésobkom 27/L,. VSimnime si, Zze zmena k posiva tazisko y, = hk/(eB) vlnovej
funkcie ¢, (y — yr). Teda yg sa celo€iselnymi nasobkami 0y = h/(eBL,) = ®q/(BL,), kde &9 = h/e je
tzv. kvantum magnetického toku. Ale tazisko y, musi lezat vnutri vzorky, teda medzi —L,/2 a L,/2.
Preto dovolenych je L,/dy poloh taziska, ¢ize degeneracia Landauovej hladiny je L,/dy = ®/®q, kde
® = BL,L, je celkovy magneticky tok cez vzorku.

Nakoniec po¢itajme grupovii rychlost pozdlz drotu v stave

185nk . 18U8yk. - 1 oU

Unk = 5Bk T hog 0k eB ay "

Teda vnutri vzorky, kde U(y) ~ const, je grupova rychlost nulové, kym pre yi ~ —Ly/2 je v, <0 a pre
yr = Ly/2 je v, > 0. Stavy v blizkosti hran su teda nositelmi pradu. Pozdlz protilahlych hran teca
protibezné prady, v stlade s klasickou predstavou elektrénov bisiacich do stien nadoby.

Vplyv necéistot

Skumajme vplyv necistot na spektrum Hallovej vzorky. Vplyv necistét popiSseme dodatocnou potencidlnou
energiou V(x,y) v SchR pre elektron. V limite w.r > 1, kedy sa kvantovy Hallov jav pozoruje, sa pri
analyze vplyvu necistét modzeme obmedzit na analyzu jednej Landauovej hladiny.

4Magnetickt dlzku definujeme ako dlzku typickych kmitov harmonického oscilatora a odhadujeme ju z rovnosti kinetickej
a potencialnej energie /%/(ml?) = mw?2i®.



Pre jednoduchost budeme predpokladat, Zze potencial V(z,y) je pomaly sa meniacou funkciou na
skale magnetickej dizky 1. Elektrén z Landauovej hladiny n s energiou e sa bude pohybovat po ekvi-
potencialnych &arach celkového potencialu V(z,y) + U(y) = € — hw.(n + 1/2), kedZze (podobne ako pri
hranovych stavoch) mézeme pouzit klasicka predstavu o busiace] trajektorii elektronu. Celkovy potencial
V(x,y)+U(y) si mozno predstavit ako zl'ab s hrbolatym dnom. V zlabovej analégii potom vinové funkcie
budt lokalizované okolo brehov jazierok alebo ostrovéekov, ktoré vzniknt po naliati malého mnozstva vody
do zl'abu do presne stanovenej vysky. Ak teraz ¢ < hw.(n+1/2), potom vlnové funkcie buda lokalizované
okolo lokalnych minim potencialu V (x,y), ¢ize budu lokalizované. Ak naopak ¢ > fiw.(n+1/2), potom vl-
nové funkcie buda dvoch typov: jednak buda existovat lokalizované stavy kraziace okolo lokdlnych maxim
V(x,y), jednak budu existovat (pre dané n) dva hranové stavy, pri kazdej stene zlabu jeden. Tieto stavy
uZ nebudu priamkové, ako v ¢istom systéme, ale napriek tomu budua delokalizované, t.j. buda bezat pozdiz
celého 7labu. ZniZovanim energie stavov s € > hw(n + 1/2) bude polomer lokalizacie® rast (vrstevnice
tesne pod vrcholmi sa kratSie ako nizsie polozené vrstevnice). Podobne pri zvySovani energie stavov s
£ < hwe(n + 1/2) bude polomer lokalizacie rast. Pri 8pecialnej energii e.(n) ~ hw.(n + 1/2) sa topologia
trajektorii bude menit: vrcholové trajektorie sa zmenia na dolinové. Zmena sa udeje cez delokalizovany
stav. Ukazali sme teda, ze pokial chemicky potencidl u nelezi v blizkosti niektorej z energii e.(n), potom
k vodivosti prispievaju iba hranové stavy.

Kvantovanie vodivosti

Pocitajme teraz prispevok k vodivosti od hranovych stavov prislusnych k jednej Landauovej hladine.
Budeme predpokladat, ze pocet elektronov vstupujicich z elektrody 1 (pri « = 0) do hranového stavu
v blizkosti hrany y = L,/2 je dany Fermiho-Diracovou distribu¢nou funkciou f(ey — p1), kde pq je
chemicky potenciél v elektrode 1. Dalej budeme predpokladat, ze kazdy elektron, ktory vosiel z elektrody
1 do hranového stavu, prejde s ur¢itostou celym hranovym stavom az do elektrody 2 (pri x = L, ). Naviac
budeme predpokladat, Ze sa pritom elektron nezucastni ziadnej neelastickej zrdzky, t.j. Ze jeho energia
zostane konstantnou pozdlz celej vzorky. Vzorku dlzky L, prebehne elektrén v hranovom stave k za ¢as
L, /vy, preto celkovy tok elektronov neseny stavmi v blizkosti hrany y = L, /2 je
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kde sme uvazili, ze minimélna energia hranového stavu je e.(n). Ak dalej uvazime, Ze tok elektronov z
2 do 1 neseny hranovymi stavmi v blizkosti y = —L,/2 je Jo—y = h™! fec(n) def(e — u2), potom celkovy
elektricky prad (od jednej Landauovej hladiny) te¢uci vo vzorke z 1 do 2 bude

& € 62 2

I=e(hoa=hon) =~ | ) = Fe =) = =) = s~ a) = TV

kde V je rozdiel potencidlov medzi 1 a 2.° Pre N zaplnenych hranovych stavov potom dostévame
I/V = N(e?/h). Véimnime si dalej, ze Hallovo napétie Viy = V, kedZe podla predpokladu o absencii
neelastickych rozptylov je chemicky potencial pozdlz hrany y = L, /2 totozny s chemickym potencidlom
v elektrode 1 a teda rovny p; = —ep;. Podobne pozdlz hrany y = —L,/2 je chemicky potencidl rovny
2 = —ews. Tak dostavame Ry = VTH = %e% v stlade s experimentom.

Treba podotknut, Ze naSa analyza plati, len ak chemicky potenciél u je dostatocne vzdialeny od e.(n).
V opacnom pripade sa elektréon v jednom hranovom stave moze roztylit do protibezného hranového stavu
prostrednictvom stavov pri energii blizkej k e.(n), ktorych polomer lokalizacie je aspoi L.

Vratme sa na chvilu k analyze systému bez necistot. Vtedy e.(n) je presne rovné energii Landauovej
hladiny hw.(n+1/2), pretoze z nekonecne vela degenerovanych vlnovych funkeii ¥, mozno vytvorit line-
arnu superpoziciu, ktora je delokalizovana v smere y. Teda Hallova vodivost moze nadobidat kvantovant
hodnotu, iba ked sa chemicky potencidl nachiddza medzi Landauovymi hladinami. V &stom systéme je
to vSak mozné iba pre nekone¢ne tizky interval magnetickych poli, pretoze pocet hranovych stavov oproti
poc¢tu vietkych stavov v danej Landauovej hladine je zanedbatelne maly. Inymi slovami, takmer pre viet-
ky hodnoty B lezi p v jednej z Landauovych hladin. Dostali sme paradoxny vysledok: kvantovy Hallov
jav je mozny iba v nedokonalych vzorkéch!

5T j. rozmer lokalizovangch vinovych funkcii.
5Tento vysledok plati aje ak teploty v elektrodach 1 a 2 si rozne.



