
18. Kvantový Hallov jav

Klasický Hallov jav

Skúmajme vodivos´ materiálov v prítomnosti aplikovaného magnetického po©a B = (0, 0, B). Túto úlo-
hu moºno rie²i´ vo formalizme Boltzmannovej transportnej rovnice, v tejto predná²ke v²ak pouºijeme
formálne jednoduch²iu predstavu o transporte. Dá sa ukáza´, ºe v prípade systému s izotrópnou Fer-
miho plochou a efektívnou hmotnos´ou m∗ výsledky na²ej zjednodu²enej analýzy reprodukujú výsledky
boltzmannovskej teórie (v priblíºení relaxa£ného £asu).

Budeme de�nova´ tzv. driftovú rýchlos´ elektrónov v, pod ktorou budeme rozumie´ strednú efektívnu
rýchlos´ elektrónu (po od£ítaní interného pohybu vnútri Fermiho plochy). Inými slovami, driftová rých-
los´ bude taká rýchlos´, pomocou ktorej moºno prúdovú hustotu vyjadri´ v tvare1 j = −nev. Budeme
predpoklada´, ºe driftová rýchlos´ sp¨¬a Newtonovu pohybovú rovnicu

m∗
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v
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)
= −e(E + v ×B),

kde τ je relaxa£ný £as, ktorého význam je podobný ako v prípade Boltzmannovej rovnice, ako moºno
vidie´ pri analýze pohybovej rovnice pri nulových aplikovaných poliach, kedy po£iato£ná rýchlos´ v(0)
relaxuje v £ase, v(t) = v(0)e−t/τ . V stacionárnom stave je rie²ením pohybovej rovnice

v = − eτ

m∗
(E + v ×B)

Predpokladajme teraz, ºe nenulové zloºky elektrického po©a existujú len v rovine xy kolmej na magnetické
pole E = (Ex, Ey, 0). Potom o£akávame v = (vx, vy, 0) a môºeme písa´(
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kde ωc = eB/m∗ je tzv. cyklotrónová frekvencia.2 Ak vyuºijeme vz´ah medzi v a j a de�níciu tenzoru
merného odporu ρik, Ei = ρikjk, dostaneme odtia©to
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)
kde σ0 = ne2τ/m∗ je Drudeho vodivos´ a σik = (ρ−1)ik je tenzor mernej vodivosti.

Uvaºujme teraz vzorku tvaru hranola s hranami rovnobeºnými s osami x, y, z. Nech cez vzorku te£ie
prúd s hustotou j = (j, 0, 0).3 Potom zo vz´ahu Ei = ρikjk dostaneme

Ex = j/σ0, Ey = −ωcτ

σ0
j = − B

ne
j

Nech rozmery hranola sú Lx, Ly, Lz. Potom v prítomnosti magnetického po©a nenulový prúd indukuje
prie£ne (tzv. Hallovo) napätie VH . Pre tzv. Hallov odpor platí
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1Pripomíname,ºe náboj elektrónu je −e, t.j. e > 0.
2ωc je frekvenciou klasického kruhového pohybu nabitej £astice v magnetickom poli.
3V smeroch y, z vzorka nie je vodivo spojená s okolím a preto v týchto smeroch prúd nete£ie.



kde n� je koncentrácia elektrónov na jednotku plochy v rovine xy. Ako vidno, klasický Hallov jav moºno
pouºi´ na meranie koncentrácie nosi£ov náboja n. Naviac, v klasickej oblasti je odpor RH priamo úmerný
aplikovanému po©u B. V²imnime si tieº závislos´ RH len od prvej mocniny e, ktorá umoº¬uje zmera´
znamienko nosi£ov náboja.

Dvojrozmerný elektrónový plyn

Nech hranol z predchádzajúceho výkladu má tvar tenkej vrstvy, t.j. nech Lx a Ly nadobúdajú makro-
skopické hodnoty, kým Lz nech je ve©mi malé. V takom prípade energetické spektrum elektrónov moºno
písa´ v tvare

ελ(kx, ky) =
~2(k2

x + k2
y)

2m∗
+ Eλ

t.j. kinetická energia v smeroch x, y je kvázispojitá, kým energia pohybu v smere kolmom na �lm Eλ je dis-
krétne premenlivá. Ak rozdiel najniº²ích energií E1−E0 je dostato£ne ve©ký, t.j. ak ~2k2

F /(2m
∗)+E0 < E1

kde kF je polomer (dvojrozmernej) Fermiho kruºnice, potom je energeticky výhodné, aby pri nulovej tep-
lote boli obsadené iba stavy s λ = 0. Takýto stav nazývame dvojrozmerným (2D) elektrónovým plynom.
2D elektrónový plyn moºno realizova´ napríklad vo vodivostnom kanáli FET tranzistora.

Kvantový Hallov jav

Hallov odpor 2D elektrónového plynu v malých magnetických poliach sp¨¬a klasickú predpove¤ (1). V
silných magnetických poliach a pri nízkych teplotách v²ak vznikajú odchýlky od klasickej predpovede a
krivka RH = RH(B) pozostáva zo sady schodíkov pri hodnotách

RH =
1
N

h

e2

kde N je celé £íslo. Tento jav nazývame kvantovým Hallovým javom. Na kvantovom Hallovom jave sú
fascinujúce minimálne dve veci:
1. Na rozdiel od klasickej predpovede (1), v silných poliach RH nezávisí od materiálových parametrov
(hustota elektrónov), ale je úplne daný iba fundamentálnymi kon²tantami.
2. Meranie Hallovho odporu umoº¬uje presne zmera´ tzv. von Klitzingovu kon²tantu:

h

e2
= 25.812807557(18) kΩ

Hranové stavy

Kvantový Hallov jav sa pozoruje vo vzorkách, pre ktoré platí ωcτ > 1, t.j. po£as doby ºivota by elektrón
vykonal jednu klasickú oto£ku. Preto v tomto reºime nemoºno vplyv magnetického po©a popísa´ ako malú
korekciu k rovinným vlnám, ale je potrebné rie²i´ Schrödingerovu rovnicu pre elektrón v magnetickom
poli:

1
2m

(−i~∇+ eA)2ψ(x, y) + U(y)ψ(x, y) = εψ(x, y)

Spinový stupe¬ vo©nosti elektrónu v na²om výklade neuvaºujeme, pretoºe pre pochopenie kvantovania
Hallovho javu nie je podstatný. �al²í postup vyºaduje vo©bu vektorového potenciálu reprodukujúceho
magnetické pole, B = ∇×A = (0, 0, B). Volíme tzv. Landauovu kalibráciu A = (−yB, 0, 0).

Budeme ²tudova´ spektrum 2D elektrónov v obd¨ºniku s rozmermi Lx � Ly, t.j. vzorka je dlhá v
smere te£enia prúdu a krátka, av²ak stále makroskopická, v smere na¬ kolmom. Potenciál U(y) popisuje



vplyv kone£nosti vzorky v smere y: vnútri vzorky je zhruba kon²tantný a pri krajoch vzorky (t.j. pre
±Ly/2) prudko rastie. Teda SchR nadobudne tvar
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ψ(x, y) + U(y)ψ(x, y) = εψ(x, y)

V²imnime si, ºe hamiltonián nezávisí od súradnice x, preto rie²enie moºno h©ada´ v tvare ψ(x, y) =
eikxφ(y). Po dosadení do SchR a úprave dostaneme rovnicu pre φ(y):[
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φ(y) + U(y)φ(y) = εφ(y), yk =
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�len v hranatej zátvorke je hamiltonián harmonického oscilátora v smere y so stredom v bode yk. Za-
nedbajme na chví©u prítomnos´ £lena U(y) v SchR. Vlnové funkcie zodpovedajúce stavom φn s nízkymi
energiami potom budú lokalizované okolo yk na vzdialenosti tzv. magnetickej d¨ºky4 l =

√
~/(eB). Pre

silné magnetické polia je táto d¨ºka malá, napr. pre B = 10 T je l ≈ 8 nm. Budeme predpoklada´, ºe
funkcia U(y) sa na vzdialenosti l takmer nemení. Preto vlastné funkcie a im príslu²né vlastné energie
ná²ho problému sú

ψnk(x, y) ∝ eikxφn(y − yk), εnk = ~ωc

(
n+

1
2

)
+ U(yk)

Rie²enia sú teda delokalizované pozd¨º drôtu a lokalizované v smere y. Vlastné stavy s indexom n vytvárajú
tzv. n-tú Landauovu hladinu.

V ideálnej vzorke bez okrajov je U(y) = 0 a energia v²etkých stavov n-tej Landauovej hladiny je
rovnaká. Teraz vypo£ítame degeneráciu Landauovej hladiny, t.j. po£et stavov s energiou ~ωc

(
n+ 1

2

)
.

V smere osi x predpokladáme periodické okrajové podmienky, preto vlnový vektor k nadobúda hodnoty,
ktoré sú celo£íselným násobkom 2π/Lx. V²imnime si, ºe zmena k posúva ´aºisko yk = ~k/(eB) vlnovej
funkcie φn(y − yk). Teda yk sú celo£íselnými násobkami δy = h/(eBLx) = Φ0/(BLx), kde Φ0 = h/e je
tzv. kvantum magnetického toku. Ale ´aºisko yk musí leºa´ vnútri vzorky, teda medzi −Ly/2 a Ly/2.
Preto dovolených je Ly/δy polôh ´aºiska, £iºe degenerácia Landauovej hladiny je Ly/δy = Φ/Φ0, kde
Φ = BLxLy je celkový magnetický tok cez vzorku.

Nakoniec po£ítajme grupovú rýchlos´ pozd¨º drôtu v stave ψnk:
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Teda vnútri vzorky, kde U(y) ≈ const, je grupová rýchlos´ nulová, kým pre yk ≈ −Ly/2 je vk < 0 a pre
yk ≈ Ly/2 je vk > 0. Stavy v blízkosti hrán sú teda nosite©mi prúdu. Pozd¨º proti©ahlých hrán te£ú
protibeºné prúdy, v súlade s klasickou predstavou elektrónov bú²iacich do stien nádoby.

Vplyv ne£istôt

Skúmajme vplyv ne£istôt na spektrum Hallovej vzorky. Vplyv ne£istôt popí²eme dodato£nou potenciálnou
energiou V (x, y) v SchR pre elektrón. V limite ωcτ > 1, kedy sa kvantový Hallov jav pozoruje, sa pri
analýze vplyvu ne£istôt môºeme obmedzi´ na analýzu jednej Landauovej hladiny.

4Magnetickú d¨ºku de�nujeme ako d¨ºku typických kmitov harmonického oscilátora a odhadujeme ju z rovnosti kinetickej
a potenciálnej energie ~2/(ml2) = mω2

c l2.



Pre jednoduchos´ budeme predpoklada´, ºe potenciál V (x, y) je pomaly sa meniacou funkciou na
²kále magnetickej d¨ºky l. Elektrón z Landauovej hladiny n s energiou ε sa bude pohybova´ po ekvi-
potenciálnych £iarach celkového potenciálu V (x, y) + U(y) = ε − ~ωc(n + 1/2), ke¤ºe (podobne ako pri
hranových stavoch) môºeme pouºi´ klasickú predstavu o bú²iacej trajektórii elektrónu. Celkový potenciál
V (x, y)+U(y) si moºno predstavi´ ako º©ab s hrbo©atým dnom. V º©abovej analógii potom vlnové funkcie
budú lokalizované okolo brehov jazierok alebo ostrov£ekov, ktoré vzniknú po naliatí malého mnoºstva vody
do º©abu do presne stanovenej vý²ky. Ak teraz ε < ~ωc(n+1/2), potom vlnové funkcie budú lokalizované
okolo lokálnych miním potenciálu V (x, y), £iºe budú lokalizované. Ak naopak ε > ~ωc(n+1/2), potom vl-
nové funkcie budú dvoch typov: jednak budú existova´ lokalizované stavy krúºiace okolo lokálnych maxím
V (x, y), jednak budú existova´ (pre dané n) dva hranové stavy, pri kaºdej stene º©abu jeden. Tieto stavy
uº nebudú priamkové, ako v £istom systéme, ale napriek tomu budú delokalizované, t.j. budú beºa´ pozd¨º
celého º©abu. Zniºovaním energie stavov s ε > ~ωc(n + 1/2) bude polomer lokalizácie5 rás´ (vrstevnice
tesne pod vrcholmi sú krat²ie ako niº²ie poloºené vrstevnice). Podobne pri zvy²ovaní energie stavov s
ε < ~ωc(n+ 1/2) bude polomer lokalizácie rás´. Pri ²peciálnej energii εc(n) ≈ ~ωc(n+ 1/2) sa topológia
trajektórií bude meni´: vrcholové trajektórie sa zmenia na dolinové. Zmena sa udeje cez delokalizovaný
stav. Ukázali sme teda, ºe pokia© chemický potenciál µ neleºí v blízkosti niektorej z energií εc(n), potom
k vodivosti prispievajú iba hranové stavy.

Kvantovanie vodivosti

Po£ítajme teraz príspevok k vodivosti od hranových stavov príslu²ných k jednej Landauovej hladine.
Budeme predpoklada´, ºe po£et elektrónov vstupujúcich z elektródy 1 (pri x = 0) do hranového stavu
v blízkosti hrany y = Ly/2 je daný Fermiho-Diracovou distribu£nou funkciou f(εk − µ1), kde µ1 je
chemický potenciál v elektróde 1. �alej budeme predpoklada´, ºe kaºdý elektrón, ktorý vo²iel z elektródy
1 do hranového stavu, prejde s ur£itos´ou celým hranovým stavom aº do elektródy 2 (pri x = Lx). Naviac
budeme predpoklada´, ºe sa pritom elektrón nezú£astní ºiadnej neelastickej zráºky, t.j. ºe jeho energia
zostane kon²tantnou pozd¨º celej vzorky. Vzorku d¨ºky Lx prebehne elektrón v hranovom stave k za £as
Lx/vk, preto celkový tok elektrónov nesený stavmi v blízkosti hrany y = Ly/2 je
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∑
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∑
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∫
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∂k
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∫
εc(n)

dεf(ε− µ1)

kde sme uváºili, ºe minimálna energia hranového stavu je εc(n). Ak ¤alej uváºime, ºe tok elektrónov z
2 do 1 nesený hranovými stavmi v blízkosti y = −Ly/2 je J2→1 = h−1

∫
εc(n) dεf(ε − µ2), potom celkový

elektrický prúd (od jednej Landauovej hladiny) te£úci vo vzorke z 1 do 2 bude

I = −e(J1→2 − J2→1) = − e
h

∫
εc(n)

dε [f(ε− µ1)− f(ε− µ2)] = − e
h

(µ1 − µ2) =
e2

h
(ϕ1 − ϕ2) =

e2

h
V

kde V je rozdiel potenciálov medzi 1 a 2.6 Pre N zaplnených hranových stavov potom dostávame
I/V = N(e2/h). V²imnime si ¤alej, ºe Hallovo napätie VH = V , ke¤ºe pod©a predpokladu o absencii
neelastických rozptylov je chemický potenciál pozd¨º hrany y = Ly/2 totoºný s chemickým potenciálom
v elektróde 1 a teda rovný µ1 = −eϕ1. Podobne pozd¨º hrany y = −Ly/2 je chemický potenciál rovný
µ2 = −eϕ2. Tak dostávame RH = VH

I = 1
N

h
e2 v súlade s experimentom.

Treba podotknú´, ºe na²a analýza platí, len ak chemický potenciál µ je dostato£ne vzdialený od εc(n).
V opa£nom prípade sa elektrón v jednom hranovom stave môºe roztýli´ do protibeºného hranového stavu
prostredníctvom stavov pri energii blízkej k εc(n), ktorých polomer lokalizácie je aspo¬ Ly.

Vrá´me sa na chví©u k analýze systému bez ne£istôt. Vtedy εc(n) je presne rovné energii Landauovej
hladiny ~ωc(n+1/2), pretoºe z nekone£ne ve©a degenerovaných vlnových funkcií ψnk moºno vytvori´ line-
árnu superpozíciu, ktorá je delokalizovaná v smere y. Teda Hallova vodivos´ môºe nadobúda´ kvantovanú
hodnotu, iba ke¤ sa chemický potenciál nachádza medzi Landauovými hladinami. V £istom systéme je
to v²ak moºné iba pre nekone£ne úzky interval magnetických polí, pretoºe po£et hranových stavov oproti
po£tu v²etkých stavov v danej Landauovej hladine je zanedbate©ne malý. Inými slovami, takmer pre v²et-
ky hodnoty B leºí µ v jednej z Landauových hladín. Dostali sme paradoxný výsledok: kvantový Hallov
jav je moºný iba v nedokonalých vzorkách!

5T.j. rozmer lokalizovaných vlnových funkcií.
6Tento výsledok platí aje ak teploty v elektródach 1 a 2 sú rôzne.


