
19. Odozva na £asovo premenlivé polia

V tejto predná²ke budeme ²tudova´ v²eobecné vlastnosti relatívnej permitivity a jej súvis so spontánnymi
osciláciami v materiáloch. Preskúmame tieº najjednoduch²í spôsob merania relatívnej permitivity.

Polarizovate©nos´
V prítomnosti elektromagnetického po©a E(r, t) vzniká v materiáloch nenulová polarizácia1 P(r, t). Pre
dostato£ne slabé polia je vz´ah medzi oboma veli£inami lineárny, ale vo v²eobecnosti tento vz´ah nie je
lokálny (t.j. P(r, t) závisí od ve©kosti po©a E v bodoch rôznych od r), okamºitý (t.j. P(r, t) závisí aj od
ve©kosti po©a E v minulosti), ani izotrópny (t.j. P(r, t) nemusí by´ rovnobeºné s E):

Pi(r, t) = ε0

∫
d3R

∫ ∞

0
dταij(R, τ)Ej(r−R, t− τ), P(r, t) = ε0

∫
d3R

∫ ∞

0
dτα(R, τ)E(r−R, t− τ)

Druhá rovnica popisuje odozvu izotrópnych médií, na ²túdium ktorých sa v tejto predná²ke obmedzíme.
Funkcia α(R, τ) popisuje vplyv elektrického po©a vo vzdialenosti R a v £ase o τ skor²om ako je ²tudovaný
priestoro£asový bod. V reálnych médiách existuje charakteristická vzdialenos´ R0 a charakteristický £as
τ0, pri prekro£ení ktorých je funkcia α(R, τ) zanedbate©ne malá. V tejto predná²ke sa ¤alej obmedzíme
na ²túdium elektromagnetických v¨n s vlnovou d¨ºkou λ � R0. V takom prípade bude vz´ah medzi P a
E lokálny:

P(r, t) = ε0

∫ ∞

0
dτχ(τ)E(r, t− τ), χ(τ) =

∫
d3Rα(R, τ)

Bezrozmernú funkciu χ(τ) nazývame polarizovate©nos´ou. Teraz ukáºeme, ºe vz´ah medzi elektrickým
po©om a polarizáciou sa zjednodu²í Fourierovou transformáciou. �asovú Fourierovu transformáciu a
transformáciu k nej inverznú de�nujme nasledovne:

x(t) =
∫ ∞

−∞

dω

2π
xωe−iωt xω =

∫ ∞

−∞
dtx(t)eiωt

Po£ítajme £asovú Fourierovu transformáciu polarizácie:

Pω(r) = ε0

∫ ∞

−∞
dteiωt

∫ ∞

0
dτχ(τ)E(r, t− τ) = ε0

∫ ∞

0
dτeiωτχ(τ)

∫ ∞

−∞
dteiω(t−τ)E(r, t− τ)

Preto môºeme písa´

Pω(r) = ε0χωEω(r), χω =
∫ ∞

0
dτeiωτχ(τ)

Teda pre �xnú frekvenciu ω je vz´ah medzi polarizáciou a elektrickým po©om lokálny.2 3 Diskusiu v tomto
odstavci moºno zov²eobecni´ na ²túdium závislosti medzi ©ubovo©ným silovým po©om [v na²om prípade
E(r, t)] a príslu²nou odozvou [v na²om prípade P(r, t)]. Vo v²eobecnom prípade nazývame veli£inu, ktorá
je analógom polarizovate©nosti, funkciou odozvy.

Kramersove-Kronigove vz´ahy
Budeme ²tudova´ vlastnosti komplexnej funkcie χω = χ′ω + iχ′′ω. Najprv si v²imnime, ºe platí χ′−ω = χ′ω a
χ′′−ω = −χ′′ω. Teraz roz²írme reálnu os ω na celú komplexnú rovinu ω = ω1 + iω2. Funkcia χω je analytická
v hornej polrovine ω2 > 0, pretoºe integrál

χω =
∫ ∞

0
dτχ(τ)eiω1τe−ω2τ

je konvergentný.4 V²imnime si, ºe analyti£nos´ funkcie χω vyplýva z toho, ºe funkcia odozvy χ(τ) je
nenulová iba pre τ > 0, t.j. z kauzality.

1T.j. hustota dipólov.
2Toto je v²eobecný výsledok. Vz´ah medzi P a E je daný konvolúciou. Fourierova transformácia konvolúcie je sú£in

Fourierových transformácií.
3V²imnime si, ºe ak funkciu χ(τ) pre τ > 0 pred¨ºime o funkciu identicky rovnú nule pre τ < 0, potom v²etky integrály∫∞

0
dτ moºno nahradi´ integrálmi

∫∞
−∞ dτ a de�nícia χω je totoºná so v²eobecnou de�níciou xω.

4Fyzikálne akceptovate©ná funkcia odozvy totiº klesá do nuly, χ(τ)→ 0, pre τ →∞.



Uvaºujme uzavretú krivku C v komplexnej rovine, pozostávajúcu z poloblúka v nekone£ne v hornej
polrovine a z reálnej osi, pri£om bod ω reálnej osi sa obchádza in�nitezimálnym poloblú£ikom v hornej
polrovine. �tudujme integrál

∮
C

dsχs

s−ω pozd¨º uzavretej krivky C. Pod©a Cauchyho vety je tento integrál
nulový, pretoºe funkcia χs/(s − ω) je na oblasti vnútri krivky C analytická. Budeme predpoklada´, ºe
polarizovate©nos´ je nulová pre rýchle procesy, t.j. χs → 0 pre |s| → ∞. Potom príspevok poloblúka
v nekone£ne ku krivkovému integrálu cez C bude nulový. Integrál cez reálnu os mínus nekone£ne malý
interval 〈ω− δ, ω + δ〉 (kde δ → 0) sa nazýva integrálom v zmysle vlastnej hodnoty P

∫∞
−∞ dsχs/(s−ω) a

integrál cez malý oblú£ik okolo ω dáva∫
dsχs

s− ω
=

∫
dzχω+z

z
= χω

∫ 0

π

iδeiφdφ

δeiφ
= −iπχω

kde v 1.kroku sme pouºili substitúciu s = ω + z a v 2.kroku sme premennú z nahradili premennou φ,
z = δeiφ kde δ je in�nitezimálny polomer oblú£ika, a predpokladali sme, ºe funkcia χs sa pomaly mení v
blízkosti s = ω. Preto Cauchyho vetu moºno písa´ v tvare

χω =
1
πi

P

∫ ∞

−∞

dsχs

s− ω
, χ′ω =

1
π

P

∫ ∞

−∞

dsχ′′s
s− ω

, χ′′ω = − 1
π

P

∫ ∞

−∞

dsχ′s
s− ω

Druhú a tretiu rovnicu sme dostali prepísaním reálnej a imaginárnej £asti prvej rovnice. Tieto rovnice sa
nazývajú Kramersove-Kronigove (alebo disperzné) vz´ahy a podstatným predpokladom pri ich odvodení
bola analyti£nos´ funkcie χs v hornej polrovine, t.j. kauzalita odozvy. Disperzné vz´ahy umoº¬ujú ur-
£i´ reálnu £as´ polarizovate©nosti (alebo akejko©vek inej funkcie odozvy) zo znalosti imaginárnej £asti na
celej reálnej osi, alebo naopak. Na konci tejto predná²ky ukáºeme jeden príklad ich netriviálneho pouºitia.

Relatívna permitivita
Skúmajme teraz elektromagnetické pole vybudené vo vzorke vonkaj²ou nábojovou hustotou ρ a vonkaj-
²ou prúdovou hustotou j. Polariza£né pole vybudené celkovým po©om E vo vzorke indukuje dodato£né
nábojové a prúdové hustoty:

ρind = −∇ ·P, jind = ∂P/∂t

Preto celkové nábojové a prúdové hustoty vo vzorke sú ρtot = ρ−∇ ·P a jtot = j + ∂P/∂t a elektromag-
netické polia vo vzorke sp¨¬ajú Maxwellove rovnice

∇×B− 1
c2

∂E
∂t

= µ0jtot ∇ ·E =
1
ε0

ρtot

∇×E +
∂B
∂t

= 0 ∇ ·B = 0

Zavedením vektora elektrickej indukcie D = ε0E + P moºno rovnice z prvého riadku písa´ v tvare

∇×B− µ0
∂D
∂t

= µ0j ∇ ·D = ρ

Predpokladajme teraz, ºe v²etky polia majú tú istú £asovú závislos´ e−iωt.5 V takom prípade vz´ah
medzi D a E nebude daný v²eobecným výrazom s retardáciou, ale redukuje sa na lokálny vz´ah Dω(r) =
ε0(1 + χω)Eω(r). Obvykle tento vz´ah pí²eme v tvare Dω(r) = ε0εR(ω)Eω(r), kde εR(ω) = 1 + χω je
bezrozmerná tzv. relatívna permitivita. Indukovaná prúdová hustota je jω = −iωPω = −iωε0χωEω.

5Pôsobenie operátora ∂/∂t potom moºno nahradi´ násobením faktorom −iω.



Ke¤ tento výraz porovnáme s de�níciou vodivosti jω = σ(ω)Eω, dostaneme vz´ah medzi relatívnou
permitivitou a vodivos´ou:

εR(ω) = 1 + χω = 1 +
iσ(ω)
ωε0

Teda imaginárna £as´ permitivity ε′′R je daná reálnou £as´ou vodivosti σ′(ω) a naopak. Hustota tepelných
strát v médiu v poli E(t) = E cos ωt je

j(t) ·E(t) = σ′(ω)E2 cos2 ωt + σ′′(ω)E2 cos ωt sinωt → 1
2
σ′(ω)E2

kde posledné priradenie je dôsledkom stredovania cez £as. Ke¤ºe entropia systému musí narasta´, musí
by´

σ′(ω) > 0, ε′′R(ω) > 0 pre ω > 0

Reálna £as´ permitivity ε′R(ω) môºe by´ kladná aj záporná. Zo vz´ahu εR = 1 + χω a z vlastností funkcie
χω ¤alej vyplýva ε′R(−ω) = ε′R(ω) a ε′′R(−ω) = −ε′′R(ω).

Kolektívne módy
Skúmajme teraz spontánne harmonické kmity v objeme homogénneho kusa materiálu. V absencii vonkaj-
²ích budiacich nábojov a prúdov moºno Maxwellove rovnice redukova´ na dve rovnice, jednu pre pozd¨ºne
polia a jednu pre prie£ne polia:

εR(ω)∇ ·Eω = 0,

[
∇2 +

ω2

c2
εR(ω)

]
Bω = 0

Transverzálnu £as´ elektrického po©a moºno zo známeho Bω ur£i´ pomocou ∇×Bω + ic−2ωεR(ω)Eω = 0.
Z rovnice pre longitudinálne pole vidno, ºe nenulové rie²enia sú moºné len pre frekvencie, ktoré sp¨¬ajú

rovnicu
εR(ω) = 0

V²etky dlhovlnné spontánne kmity mrieºky, pri ktorých je modulovaná hustota náboja, sú rie²eniami tejto
rovnice. V prípade kolektívnych kmitov elektrónovej kvapaliny príslu²né módy nazývame plazmónmi.

Ak v rovnici pre transverzálne polia predpokladáme rie²enie pre £asový priebeh e−iωt v tvare rovinnej
vlny eiq·r, potom nenulové rie²enia sú moºné len pre

c2q2 = ω2εR(ω)

£o moºno písa´ tieº v tvare q = ωñ(ω)/c, kde sme zaviedli komplexný index lomu

ñ(ω) = n(ω) + iκ(ω) =
√

εR(ω) =
√

ε′R(ω) + iε′′R(ω)

Vlna ²íriaca sa v smere x v médiu s indexom lomu n + iκ má priestoro£asový priebeh ei(qx−ωt)e−x/δ kde
q = ωn/c a δ = c/(ωκ) je h¨bka vniku. Teda reálna £as´ indexu lomu ur£uje grupovú rýchlos´ v¨n a
imaginárna £as´ popisuje ich tlmenie. Obvykle sa indexom lomu nazýva iba reálna £as´ n. Znamienko n
zodpovedá smeru ²írenia vlny. Preto volíme n(−ω) = n(ω). Z inverzných vz´ahov ε′R(ω) = n2(ω)−κ2(ω)
a ε′′R(ω) = 2n(ω)κ(ω) potom vyplýva κ(−ω) = −κ(ω).

Meranie indexu lomu
Medzi základné optické merania patria merania koe�cientu odrazu a prechodu svetla danej frekvencie
ω. V najjednoduch²ej geometrii ²tudujeme svetlo dopadajúce kolmo na tenkú platni£ku zo skúmaného
materiálu. �asto je jedinou merate©nou veli£inou iba koe�cient odrazu, pretoºe pohlcovanie vo vzorke je
ve©ké a nie je moºné vyrobi´ dostato£ne tenkú platni£ku, cez ktorú prejde merate©ná intenzita ºiarenia.
Obmedzíme sa preto na ²túdium kolmého odrazu od polroviny s permitivitou εR(ω). V tomto prípade je
amplitúda odrazu r(ω) daná Fresnelovým vz´ahom6

r(ω) =
1− ñ(ω)
1 + ñ(ω)

=
1− n− iκ

1 + n + iκ

6Predpokladali sme rozhranie medzi vákuom a ²tudovaným materiálom. Vzorec moºno ©ahko odvodi´ zo²ívaním dopada-
júcej vlny E0e

iω(x/c−t) a odrazenej vlny rE0e
iω(−x/c−t) na jednej strane rozhrania a prejdenej vlny tE0e

iω(ñx/c−t) na druhej
strane rozhrania, ak ºiadame spojitos´ elektrického a magnetického po©a.



Meranou veli£inou je v²ak obvykle iba pravdepodobnos´ odrazu, ktorá je ²tvorcom amplitúdy odrazu:

R(ω) = r∗(ω)r(ω) =
(n− 1)2 + κ2

(n + 1)2 + κ2

Zdalo by sa teda, ºe z merania odrazivosti R (1 údaj) nemoºno ur£i´ komplexný index lomu ñ (2 údaje).
Ukáºeme v²ak, ºe ak zmeriame R(ω) pre v²etky frekvencie ω, potom dostaneme úplnú informáciu o ñ(ω).
Za tým ú£elom napí²me komplexnú amplitúdu odrazu v tvare r(ω) =

√
R(ω)eiθ(ω). Logaritmovaním tejto

rovnice dostaneme
ln r(ω) =

1
2

lnR(ω) + iθ(ω)

Aplikovaním Kramersových-Kronigových vz´ahov na funkciu odozvy ln r(ω) dostaneme

θ(ω) = − 1
2π

P

∫ ∞

−∞

ds lnR(s)
s− ω

= −ω

π
P

∫ ∞

0

ds lnR(s)
s2 − ω2

= − 1
2π

P

∫ ∞

0
ds ln

∣∣∣∣s + ω

s− ω

∣∣∣∣ dR(s)/ds

R(s)

V druhej rovnici sme vyuºili, ºe R(s) = R(−s) a v tretej rovnici sme integrovali per partes. V reálnom
experimente sa meria odrazivos´ na kone£nom intervale frekvencií 〈ωmin, ωmax〉. Aby sme mohli pouºi´
Kramersovu-Kronigovu analýzu, sadu experimentálnych dát je potrebné pred¨ºi´ do oblasti nízkych frek-
vencií 〈0, ωmin〉 a vysokých frekvencií 〈ωmin,∞) vhodnými interpola£nými vzorcami. Zo známych R(ω) a
θ(ω) nakoniec ©ahko ur£íme ñ(ω) alebo εR(ω) = ñ2(ω).


