19. Odozva na ¢asovo premenlivé polia

V tejto prednaske budeme studovat vSeobecné vlastnosti relativnej permitivity a jej sivis so spontannymi
oscildciami v materidloch. Preskiimame tieZ najjednoduchsi sposob merania relativnej permitivity.

Polarizovatelnost

V pritomnosti elektromagnetického pola E(r,t) vznikd v materidloch nenulova polarizicial P(r,t). Pre
dostatocne slabé polia je vztah medzi oboma veli¢inami linearny, ale vo v8eobecnosti tento vztah nie je
lokalny (t.j. P(r,t) zavisi od velkosti pola E v bodoch roznych od r), okamzity (t.j. P(r,t) zavisi aj od
velkosti pola E v minulosti), ani izotrépny (t.j. P(r,t) nemusi byt rovnobezné s E):

Pi(r,t) = eo/d3R/ draij(R,7)E;(r —R,t—7),  P(r,t) = eo/d?’R/ dra(R,7)E(r —R,t —7)
0 0

Druh4 rovnica popisuje odozvu izotrépnych médii, na stidium ktorych sa v tejto prednaske obmedzime.
Funkcia a(R, 7) popisuje vplyv elektrického pola vo vzdialenosti R a v ¢ase o 7 skorSom ako je §tudovany
priestoro¢asovy bod. V redlnych médiach existuje charakteristickd vzdialenost Ry a charakteristicky ¢as
70, pri prekroceni ktorych je funkcia a(R, 7) zanedbatelne mala. V tejto prednaske sa dalej obmedzime
na §tadium elektromagnetickych vin s vlnovou dizkou A > Ry. V takom pripade bude vzfah medzi P a
E lokalny:

P(r, 1) = e /0 (Bt —7),  x(r) = / PRa(R, 7)

Bezrozmerni funkciu x(7) nazyvame polarizovatelnostou. Teraz ukdzeme, Ze vztah medzi elektrickym
polom a polarizaciou sa zjednodusi Fourierovou transforméaciou. Casova Fourierovu transforméaciu a
transforméciu k nej inverzni definujme nasledovne:

* dw

x(t) :/ — e Wt Ty :/ dtz(t)e™!

oo 2T

Pocitajme ¢asova Fourierovu transforméciu polarizacie:

P,(r)= eo/ dtei”t/ drx(T)E(r,t —7) = 60/ dTeinX(T)/ dte“ T E(r,t — 1)
—00 0 0 —oo

Preto méZeme pisat
oo .
P,(r) = eoxuwEu(r), Xow = /0 dre™Tx ()

Teda pre fixnu frekvenciu w je vztah medzi polarizaciou a elektrickym polom lokalny.? 3 Diskusiu v tomto
odstavci mozno zovseobecnit na $tadium zavislosti medzi Tubovolnym silovym polom |[v nasom pripade
E(r,t)| a prislusnou odozvou |v nasom pripade P(r,t)|. Vo v§eobecnom pripade nazyvame veli¢inu, ktora
je analégom polarizovatelnosti, funkciou odozvy.

Kramersove-Kronigove vztahy

Budeme studovat vlastnosti komplexnej funkcie x,, = x/, +ix/,. Najprv si v§imnime, ze plati x'_, = x/, a
X", = =X/ . Teraz roz&irme realnu os w na celi komplexni rovinu w = wy +iwy. Funkcia y,, je analyticka
v hornej polrovine wy > 0, pretoze integral

0 .
o = / dTX(T)ezwlTefsz
0

je konvergentny.* Vgimnime si, ze analyti¢nost funkcie y, vyplyva z toho, ze funkcia odozvy x(7) je
nenulova iba pre 7 > 0, t.j. z kauzality.

T j. hustota dipélov.

2Toto je vieobecny vysledok. Vztah medzi P a E je dany konvoltciou. Fourierova transformacia konvolicie je sacin
Fourierovych transformacii.

3Viimnime si, ze ak funkciu x(7) pre 7 > 0 predizime o funkciu identicky rovnt nule pre 7 < 0, potom vietky integraly
fooo dt mozno nahradit integralmi ffooo dr a definicia y,, je totoZzna so vSeobecnou definiciou .

*Fyzikalne akceptovatelna funkcia odozvy totiz klesa do nuly, x(7) — 0, pre 7 — oo.
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Uvazujme uzavretu krivku C' v komplexnej rovine, pozostavajicu z poloblika v nekonecne v hornej
polrovine a z redlnej osi, pricom bod w realnej osi sa obchadza infinitezimalnym poloblucikom v hornej
polrovine. Studujme integral b Ssxj pozdlz uzavretej krivky C. Podla Cauchyho vety je tento integral
nulovy, pretoze funkcia ys/(s — w) je na oblasti vnatri krivky C analytickd. Budeme predpokladat, Ze
polarizovatelnost je nulova pre rychle procesy, t.j. xs — 0 pre |s| — oo. Potom prispevok poloblika
v nekone¢ne ku krivkovému integralu cez C' bude nulovy. Integral cez redlnu os minus nekonecne maly
interval (w — 6, w +6) (kde 6 — 0) sa nazyva integralom v zmysle vlastnej hodnoty P [ dsxs/(s —w) a
integral cez maly oblucik okolo w dava

/ dsxs / A2 X w2 / 266’¢dq§
= = Xw — 1T Xw
S —w z = 0el?

kde v 1.kroku sme pouzili substiticiu s = w 4+ z a v 2.kroku sme premennd z nahradili premennou ¢,
z = 0€'? kde § je infiniteziméalny polomer oblucika, a predpokladali sme, Ze funkcia xs sa pomaly meni v
blizkosti s = w. Preto Cauchyho vetu mozno pisat v tvare

77P/ dsXS 77P/ dSX :_7P/ dsXs
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Druhd a tretiu rovnicu sme dostali prepisanim redlnej a imaginirnej ¢asti prvej rovnice. Tieto rovnice sa
nazyvaji Kramersove-Kronigove (alebo disperzné) vztahy a podstatnym predpokladom pri ich odvodeni
bola analyti¢nost funkcie xs v hornej polrovine, t.j. kauzalita odozvy. Disperzné vztahy umoziuja ur-
Cit redlnu cast polarizovatelnosti (alebo akejkol'vek inej funkcie odozvy) zo znalosti imaginarnej ¢asti na
celej realnej osi, alebo naopak. Na konci tejto prednagky ukazeme jeden priklad ich netrividlneho pouzitia.

Relativna permitivita
Skumajme teraz elektromagnetické pole vybudené vo vzorke vonkajsou nabojovou hustotou p a vonkaj-
Sou prudovou hustotou j. Polarizatné pole vybudené celkovym polom E vo vzorke indukuje dodatocné
nabojové a prudové hustoty:

Pind = -V P7 jind = 8P/8t

Preto celkové ndbojové a pridové hustoty vo vzorke s pior = p— V- P a jior = j + OP /0t a elektromag-
netické polia vo vzorke spliaji Maxwellove rovnice

1 OE . 1
VXB—fQE = pojtot V'E:%Ptot
0B
E+2> = 0 B=0
V X +8t \Y%

Zavedenim vektora elektrickej indukcie D = ¢gE + P mozno rovnice z prvého riadku pisat v tvare
oD )
VxB—uoE:qu V-D=p

Predpokladajme teraz, Ze vietky polia maji tu istn ¢asovi zavislost e~®*.5 V takom pripade vztah
medzi D a E nebude dany vieobecnym vyrazom s retardaciou, ale redukuje sa na lokilny vztah D, (r) =
€0(1 + xw)Ew(r). Obvykle tento vztah piSeme v tvare Dy (r) = €per(w)Ey(r), kde er(w) = 1 + xu je
bezrozmerna tzv. relativna permitivita. Indukované pradova hustota je j, = —iwP, = —iwegxuEey-

*Posobenie operatora 9/9t potom mozno nahradit nasobenim faktorom —iw.



Ked tento vyraz porovname s definiciou vodivosti j, = o(w)E,, dostaneme vztah medzi relativnou
permitivitou a vodivostou:
io(w)

GR(W):1+Xw:1+T€0

Teda imaginarna Cast permitivity €} je dana realnou castou vodivosti ¢’(w) a naopak. Hustota tepelnych
strat v médiu v poli E(t) = Ecoswt je

1
i) - E(t) = o' (w)E? cos® wt + 0" (w)E? cos wt sin wt — 50’(w)E2

kde posledné priradenie je désledkom stredovania cez ¢as. KedZe entropia systému musi narastat, musi
byt

o' (w) > 0, €h(w) >0 pre w>0
Realna cast permitivity €j(w) moze byt kladna aj zaporna. Zo vztahu eg = 1+ x., a z vlastnosti funkcie
Xw dalej vyplyva €h(—w) = €R(w) a €h(—w) = —€f(w).

Kolektivne mody

Skumajme teraz spontanne harmonické kmity v objeme homogénneho kusa materidlu. V absencii vonkaj-
sich budiacich nabojov a priadov mozno Maxwellove rovnice redukovat na dve rovnice, jednu pre pozdlzne
polia a jednu pre priec¢ne polia:

2

er(w)V-E, =0, v?+ (;GR(w)] B, =0

Transverzalnu ¢ast elektrického pola mozno zo znameho By, ur¢it pomocou V x By, +ic 2we r(W)E, = 0.
Z rovnice pre longitudinalne pole vidno, Ze nenulové rieSenia st mozné len pre frekvencie, ktoré splhaja
rovnicu

er(w) =0

Vsetky dlhovlnné spontanne kmity mriezky, pri ktorych je modulovana hustota naboja, st rieSeniami tejto
rovnice. V pripade kolektivnych kmitov elektrénovej kvapaliny prislusné moédy nazyvame plazmoénmi.

Ak v rovnici pre transverzalne polia predpokladame rieSenie pre ¢asovy priebeh e ™! v tvare rovinnej
vlny €@ potom nenulové rieSenia st mozné len pre

Aq? = wleg(w)

¢o mozno pisat tiez v tvare ¢ = wn(w)/c, kde sme zaviedli komplexny index lomu

iw) = n(w) + im(w) = \/er(w) = \/ep(w) +ich(w)

Vlna Siriaca sa v smere z v médiu s indexom lomu n + ik ma priestoro¢asovy priebeh (2=t e=2/0 kde
q = wn/c ad = c/(wk) je hibka vniku. Teda redlna ¢ast indexu lomu uréuje grupovi rychlost vin a
imagindrna ¢ast popisuje ich tlmenie. Obvykle sa indexom lomu nazyva iba redlna ¢ast n. Znamienko n
zodpovedd smeru §irenia viny. Preto volime n(—w) = n(w). Z inverznych vztahov ¢y(w) = n?(w) — k?(w)
a €h(w) = 2n(w)k(w) potom vyplyva k(—w) = —k(w).

Meranie indexu lomu

Medzi zdkladné optické merania patria merania koeficientu odrazu a prechodu svetla danej frekvencie
w. V najjednoduchsej geometrii tudujeme svetlo dopadajice kolmo na tenku platnicku zo sktimaného
materialu. Casto je jedinou meratelnou veli¢inou iba koeficient odrazu, pretoze pohlcovanie vo vzorke je
velké a nie je mozné vyrobit dostato¢ne tenkil platnicku, cez ktorda prejde meratelna intenzita Ziarenia.
Obmedzime sa preto na $tadium kolmého odrazu od polroviny s permitivitou eg(w). V tomto pripade je
amplitida odrazu r(w) dana Fresnelovym vztahom®

1-nw) 1-n-—ik

"W =15 Ew) T Tents

5Predpokladali sme rozhranie medzi vékuom a $tudovanym materidlom. Vzorec mozno Tahko odvodit zogivanim dopada-
jucej viny Eoe? /™Y g odrazenej viny rEoe’ "%/~ na jednej strane rozhrania a prejdenej viny tEoe /=% na druhej
strane rozhrania, ak ziadame spojitost elektrického a magnetického pola.



Meranou veli¢inou je v8ak obvykle iba pravdepodobnost odrazu, ktora je Stvorcom amplitudy odrazu:

(n—1)% + K2

R(w) =r*(w)r(w) = m

Zdalo by sa teda, Ze z merania odrazivosti R (1 udaj) nemozno ur¢it komplexny index lomu 7 (2 udaje).
Ukéazeme v8ak, ze ak zmeriame R(w) pre v8etky frekvencie w, potom dostaneme uplnt informaciu o n(w).
Za tym tcelom napidme komplexni amplitidu odrazu v tvare 7(w) = /R(w)e?“@). Logaritmovanim tejto
rovnice dostaneme

Inr(w) = %ln R(w) + i0(w)

Aplikovanim Kramersovych-Kronigovych vztahov na funkciu odozvy Inr(w) dostaneme

Ow) = 1 P/ dsln R(s) :—EP/ dsln R(s) :—LP dsln
0

2 Jooe S—w T 52 — w? o Jo

s+ w’ dR(s)/ds
R(s)

S —w

V druhej rovnici sme vyuzili, ze R(s) = R(—s) a v tretej rovnici sme integrovali per partes. V redlnom
experimente sa meria odrazivost na konefnom intervale frekvencii (Wmin, Wmax). Aby sme mohli pouzit
Kramersovu-Kronigovu analyzu, sadu experimentalnych dat je potrebné predlzit do oblasti nizkych frek-
vencii (0, wmin) a vysokych frekvencii (wpyin, 00) vhodnymi interpola¢nymi vzorcami. Zo znamych R(w) a
6(w) nakoniec I'ahko uréime 7i(w) alebo eg(w) = n?(w).



