
21. Magnetizmus: nezávislé magnetky

Magnetizácia

Podobne ako v prípade dielektrických médií, kde rozli²ujeme medzi nábojmi ρ na vodi£och a indukovanými
nábojmi ρind, pri ²túdiu magnetizmu je obvyklé rozli²ova´ medzi prúdmi j te£úcimi v cievkach generu-
júcich magnetické polia a viazanými prúdmi jind v materiáloch. Viazané prúdy moºno vo v²eobecnosti
reprezentova´ ako sú£et polariza£ných a magnetiza£ných prúdov:

jind =
∂P
∂t

+∇×M

kde P je polarizácia a M je vektor tzv. magnetizácie. Mikroskopické Maxwellove rovnice

∇×B = µ0jtot +
1
c2

∂E
∂t

; ∇ ·E =
1
ε0

ρtot

(kde ρtot = ρ + ρind je celková nábojová hustota a jtot = j + jind je celkový mikroskopický prúd) môºeme
po zavedení magnetickej intenzity µ0H = B− µ0M písa´ v tvare

∇×H = j +
∂D
∂t

; ∇ ·D = ρ

Z Maxwellových rovníc moºno odvodi´ zákon zachovania energie v tvare
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kde S = E×H je tzv. Poyntingov vektor s významom hustoty toku energie. Hustota energie u pozostáva
z príspevku od elektromagnetického po©a a z mechanickej energie nábojov.

Odteraz sa pre jednoduchos´ obmedzíme na analýzu magnetických £lenov. Z výrazu pre prírastok
energie po©a δupole = H · δB dostávame H = ∂upole/∂B. Hustota energie po©a pozostáva z dvoch
príspevkov: z energie samotného po©a a z interak£nej energie medzi po©om a hmotou, upole = 1

2µ0
B2+uint,

preto H = 1
µ0

B+∂uint/∂B. Ke¤ tento výraz porovnáme s de�ni£ným vz´ahom H = 1
µ0

B−M, dostaneme
napokon
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Druhý výraz platí pre homogénny systém s celkovou energiou Uint a objemom V . Skúmajme teraz
magnetizáciu pri kone£ných teplotách. Nech energia vlastného stavu n vzorky v magnetickom poli B je
En(B). Potom magnetizáciu vzorky v tomto stave môºeme po£íta´ zo vz´ahu Mn(B) = − 1

V
∂En(B)

∂B a
magnetizácia pri teplote T je daná strednou hodnotou

M(B, T ) =
∑

n Mn(B)e−En(B)/T∑
n e−En(B)/T

De�nujme ²tatistickú sumu Z =
∑

n e−En(B)/T a vo©nú energiu F = −T lnZ. Potom vz´ah pre magneti-
záciu moºno písa´ v tvare

M(B, T ) = − 1
V

∂F (B, T )
∂B

V nemagnetických materiáloch je v nulovom magnetickom poli magnetizácia nulová. Pre malé aplikované
polia preto o£akávame lineárnu závislos´ µ0M = χB, kde χ je tzv. magnetická susceptibilita. Vo v²eobec-
nom prípade je χ tenzorová veli£ina. My sa obmedzíme na skúmanie magneticky izotrópnych materiálov,
v ktorých χ je skalár. Susceptibilitu teda môºeme po£íta´ zo vz´ahu

χ = µ0
∂M

∂B
= −µ0

V

∂2F

∂B2
(1)

Veta Bohra a van Leeuwenovej

Pre klasické nerelativistické elektróny platí nasledovný výsledok: Rovnováºna magnetizácia v kone£nom

magnetickom poli je pri kone£nej teplote je nulová. To znamená, ºe nemôºe existova´ klasická teória
magnetizmu.



Dôkaz. Uvaºujme systém elektrónov s nábojmi q = −e vo vonkaj²om magnetickom poli s hamiltoniánom

H =
1

2m

∑
i

[pi + eA(ri)]
2 + U({ri})

kde U({ri}) je potenciálna energia závislá len od polôh elektrónov. A(ri) je vektorový potenciál v mieste
i-teho elektrónu, ktorý môºe obsahova´ príspevky od vonkaj²ieho po©a, ako aj od magnetických polí
generovaných ostatnými elektrónmi. V klasickej fyzike je ²tatistická suma daná vz´ahom
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∫
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]
v ktorom pre jednoduchos´ nepí²eme nepodstatné multiplikatívne faktory. Podstatným bodom je, ºe od

magnetického po©a sú závislé len integrály cez hybnosti £astíc
∫

d3pie
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2mT
[pi+eA(ri)]
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. �ahko v²ak na-
hliadneme, ºe tieto integrály nezávisia od A(ri) a teda ani od aplikovaného magnetického po©a. Preto
vo©ná energia nezávisí od magnetického po©a a M = 0. Veta je dokázaná.

Magnetický hamiltonián atómov

Z relativistickej kvantovomechanickej teórie vyplýva, ºe Schrödingerova rovnica pre elektrón i v magne-
tickom poli s uváºením vlastného momentu hybnosti (spinu) elektrónu h̄Si sa v nerelativistickej limite
redukuje na tvar

Hi =
1

2m
[pi + eA(ri)]

2 − eφ(ri) + 2µBB · Si

kde sme zaviedli tzv. Bohrov magnetón µB = eh̄
2m ≈ 9.3× 10−24 J/T.

Skúmajme teraz atóm v homogénnom vonkaj²om magnetickom poli B, ktoré popí²eme vektorovým
potenciálom A = 1

2B× r. Potom Hi moºno písa´ v tvare

Hi =
p2

i

2m
− eφ(ri) +

e2

8m
(B× ri)

2 + µBB · (Li + 2Si)

kde h̄Li = ri × pi je moment hybnosti elektrónu. Za pov²imnutie stojí, ºe posledný £len moºno interpre-
tova´ ako energiu magnetiek v magnetickom poli −(~µL

i + ~µS
i ) ·B. Pritom musíme elektrónu s orbitálnym

momentom hybnosti h̄Li = ri×pi priradi´ magnetku ~µL
i = −µBLi, kým vz´ah medzi vlastným momentom

hybnosti h̄Si a vlastným magnetickým momentom je ~µS
i = −2µBSi.

Hamiltonián H atómu so Z elektrónmi moºno písa´ ako sú£et hamiltoniánov Hi jednotlivých elek-
trónov plus coulombovské interakcie medzi elektrónmi. Pí²me H ako sú£et £lenu popisujúceho atóm v
nulovom magnetickom poli a £lenu H ′ popisujúceho interakciu atómu s po©om. Potom interak£ný £len
H ′ nadobudne tvar

H ′ =
e2

8m

∑
i

(B× ri)
2 + µBB · (L + 2S) (2)

kde L =
∑

i Li a S =
∑

i Si sú operátory celkového momentu hybnosti a celkového spinu elektrónov v
atóme.

Diamagnetizmus

Skúmajme najprv magnetické vlastnosti súboru atómov s plne obsadenými orbitálmi. V základnom stave
|0〉 takýchto atómov L|0〉 = S|0〉 = 0. Ke¤ºe obvykle je rozdiel medzi energiami (nedegenerovaného)
základného a prvého excitovaného stavu atómu omnoho vä£²í neº teplota T , pri aplikácii rovnice (1) moºno
vo©nú energiu nahradi´ energiou základného stavu. V aplikovanom poli B = (0, 0, B) tak dostaneme

〈0|H ′|0〉 =
e2B2

8m

∑
i

(x2
i + y2

i ) =
2Z

3
e2B2

8m
〈r2〉; χ = −Zne2〈r2〉

6mε0c2
; Langevin

kde sme predpokladali koncentráciu atómov n. V²imnime si najprv, ºe χ < 0, £o znamená, ºe magnetizácia
má opa£ný smer ako aplikované pole, v súlade s Le Chatelierovým pravidlom. Takúto odozvu nazývame
diamagnetickou. Ak hustotu atómov odhadneme ako n ∼ a−3 a uváºime, ºe 〈r2〉 ∼ a2, dostaneme odhad

susceptibility |χ| ∼ Ze2/(ε0a)
mc2

∼ 10 eV
106 eV

∼ 10−5 � 1, teda diamagnetická odozva je obvykle slabá. Stojí tieº
za zmienku, ºe diamagnetická susceptibilita nezávisí od teploty.



Výsledok pre nezávislé atómy s plne obsadenými orbitálmi moºno zov²eobecni´ na prípad izolantov s
plne obsadeným valen£ným pásom. Preto napr. Si, ktorý má nezaplnenú atomárnu vrstvu 3s2 3p2, je v
kry²talickej fáze diamagnetický.

Hundove pravidlá

Teraz skúmajme magnetizmus atómov s £iasto£ne zaplnenými orbitálmi.1 Najprv sa zaoberajme atómom
v nulovom aplikovanom poli. Ak je orbitál s kvantovým £íslom l obsadený n elektrónmi, potom jednotlivé

mikrostavy moºno obsadi´

(
2(2l + 1)

n

)
rôznymi spôsobmi. Coulombovské odpudzovanie elektrónov

vedie k roz²tiepeniu týchto hladín. Hund sformuloval nasledovné pravidlá:
1. základný stav má maximálny moºný celkový spin S
2. pri danom S sa energia minimalizuje pre maximálny celkový orbitálny moment hybnosti L
3. celkový moment hybnosti J = L + S je �xovaný spinovo-orbitálnou väzbou takto:

J = |L− S| pre n ≤ 2l + 1
J = L + S pre n ≥ 2l + 1

Prvé Hundovo pravidlo moºno jednoducho zdôvodni´ nasledovným spôsobom. Energia coulombovského
odpudzovania je minimálna, ak sa elektróny navzájom vyhýbajú. To je ale automaticky zaru£ené, ak
majú rovnaký spin. Teda

Pauli + Coulomb → Hund

Pod©a Hundových pravidiel je teda základný stav 2J + 1 krát degenerovaný a jednotlivé vlnové funkcie
moºno rozlí²i´ napr. hodnotou priemetu Jz:

Jz|Jm〉 = m|Jm〉; m = −J,−J + 1, . . . , 0, . . . , J − 1, J

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
S 1/2 1 3/2 2 5/2 2 3/2 1 1/2
L 2 3 3 2 0 2 3 3 2
J 3/2 2 3/2 0 5/2 4 9/2 4 5/2

Tabu©ka 1: Hodnoty S, L, J pre n elektrónov v orbitáli l = 2.

Paramagnetizmus

Po£ítajme teraz maticové elementy operátora interakcie s magnetickým po©om (2) pre atóm s nezaplne-
nými orbitálmi. Smer osi z stotoºnime so smerom magnetického po©a. Okrem toho zanedbajme malý
prvý (diamagnetický) £len v (2). V atómovej fyzike sa ukazuje, ºe

〈Jm′|(Lz + 2Sz)|Jm〉 = g〈Jm′|Jz|Jm〉 = gmδmm′ ; g =
3J(J + 1)− L(L + 1) + S(S + 1)

2J(J + 1)
(3)

£iºe aplikovaním magnetického po©a sa degenerácia stavov |Jm〉 úplne sníme a ich energie sa roz²tiepia.
Vo©ná energia atómu v magnetickom poli preto je

F (T,B) = −T ln
J∑

m=−J

e−gµBBm/T ≈ −T ln

[
(2J + 1) +

g2µ2
BB2

T 2

J∑
m=1

m2 + . . .

]
1Máme na mysli nezaplnenos´ iných ako valen£ných orbitálov. Typickým príkladom magnetického atómu je ºelezo s

kon�guráciou 3d6 4s2. Teda nezaplnený je 3d orbitál, ktorý nemusí vytvára´ väzobné orbitály.



kde v druhej rovnici sme pouºili rozvoj pod©a mocnín B funkcie e−gµBBm/T . Ak vyuºijeme vz´ah∑J
m=1 m2 = 1

6J(J + 1)(2J + 1), potom s presnos´ou do rádu B2 dostaneme

F (T,B) ≈ −T ln(2J + 1)− g2µ2
BB2J(J + 1)

6T

a preto susceptibilita systému atómov s koncentráciou n je

χ = µ0n
µ2

Bp2

3T
; p = g

√
J(J + 1) Curie

kde p je ve©kos´ magnetického momentu atómu v jednotkách µB. V²imnime si:

1. χ > 0, teda magnetizácia má smer aplikovaného po©a. Tento výsledok sme dostali preto, lebo magne-
tické pole iba natá£a uº existujúce, ale tepelným pohybom rozusporiadané, magnetky.

2. susceptibilita rastie pri zniºovaní teploty ako 1/T . Z merania teplotnej závislosti moºno ur£i´ ve©kos´
magnetiek p. Experiment ukazuje nasledovné výsledky:
A) pre lantanoidy (Ce, Pr, Nd, ...) je experimentálne p v zhode s teoretickou predpove¤ou p = g

√
J(J + 1)

B) pre prvky skupiny ºeleza (Fe, Co, Ni) experiment dáva hodnoty p = 2
√

S(S + 1), ktoré by sme o£a-
kávali pre L = 0. Teda po vloºení Fe, Co alebo Ni do kry²tálu druhé a tretie Hundovo pravidlo neplatia.
V tejto súvislosti sa hovorí aj o zam¯zaní orbitálneho momentu v kry²táli.

3. rádový odhad: nech n ∼ a−3 a teplota T ∼ 10−2 eV. Potom χ ∼ e2h̄2

ε0m2c2Ta3 ∼ (e2/ε0a)×(h̄2/ma2)
mc2×T

∼
10 eV×10 eV

106 eV×10−2 eV
∼ 10−2, £iºe paramagnetická susceptibilita je typicky rádovo vä£²ia neº diamagnetická.

4. divergencia susceptibility pre T → 0 nazna£uje, ºe pri nízkych teplotách sú magnetky ve©mi citlivé
na polia, v ktorých sa nachádzajú. Treba preto o£akáva´, ºe paramagnety sa pri nízkych teplotách budú
spontánne usporiadava´.


