
26. Josephsonov jav

Vlnová funkcia izolovaného supravodi£a
Skúmajme supravodi£ s chemickým potenciálom pre elektróny µ. Pri vloºení Cooperovho páru sa energia
supravodi£a zvä£²í o 2µ. Preto hamiltonián pre makroskopickú vlnovú funkciu musí okrem kinetickej
energie obsahova´ aj potenciálnu energiu 2µ a Schrödingerovu rovnicu pre supravodi£ moºno písa´ v tvare
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Pre izolovaný supravodi£ je potrebné túto rovnicu rie²i´ s okrajovou podmienkou ºiadajúcou, aby nor-
málová zloºka supravodivého prúdu na povrchu vzorky bola nulová. Ak supravodivý prúd napí²eme v
tvare
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potom okrajovú podmienku n · j = 0, kde n je vektor normály k povrchu, moºno písa´ v tvare
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kde b je reálna kon²tanta s rozmerom d¨ºka. Hodnota b závisí od typu rozhrania a moºno ju ur£i´ pomocou
mikroskopickej teórie. Pre rozhranie supravodi£-izolant (napr. vákuum) moºno zvoli´ b→∞.

Skúmajme izolovaný supravodi£ v nulovom aplikovanom poli A = 0. Potom okrajová podmienka na
povrchu supravodi£a je n · ∇ψ = 0. Rie²enie SchR h©adajme v tvare ψ(r, t) = |ψ|eiθ(t), kde amplitúda
aj fáza sú kon²tantné v celom objeme vzorky. Pre £asový vývoj fázy makroskopickej vlnovej funkcie
dostaneme

θ̇ = −2µ
h̄

Josephson na²iel spôsob, akým moºno experimentálne mera´ fázu makroskopickej vlnovej funkcie supra-
vodi£ov.

Slabý spoj medzi supravodi£mi
Josephson navrhol postupova´ pododobne ako pri skúmaní ºiarenia £ierneho telesa, ktoré sa pozoruje tak,
ºe v dutine pri danej teplote vytvoríme malý otvor, ktorým ºiarenie môºe vychádza´ von a vychádzajúce
ºiarenie môºeme analyzova´. Ak je otvor dostato£ne malý, potom prakticky nenarú²a tepelnú rovnováhu
v dutine.

Analógom £ierneho telesa je izolovaný supravodi£ a analógom malého otvoru v dutine je pripojenie
supravodi£a na analyza£né zariadenie cez sú£iastku s ve©kým elektrickým odporom, ktorá zaru£í, ºe
zo skúmaného supravodi£a odchádza len ve©mi málo elektrónov a teda stav supravodi£a nezávisí od
prítomnosti väzby s meracím zariadením.

K©ú£ovou otázkou pritom je, £o má by´ meracím zariadením. Josephson navrhol pouºi´ ako meracie
zariadenie iný supravodi£. Existuje nieko©ko moºností, ako vytvori´ spoj realizujúci slabú väzbu medzi
supravodi£mi, tzv. slabý spoj. Spome¬me tri základné moºnosti:
1. supravodi£e moºno oddeli´ tenkou vrstvou izolujúceho materiálu, cez ktorú elektróny prechádzajú
v¤aka tunelovému efektu; tento typ spojov sa nazýva tunelový spoj alebo SIS spoj (supravodi£-izolant-
supravodi£).



2. supravodi£e sú oddelené vrstvou normálneho kovu, tzv. SNS spoj (supravodi£-normálny kov-supravodi£).
3. supravodi£e sú spojené tenkým supravodivým drôtikom, tzv. supravodivé mostíky.

Rovnováºny prúd cez slabý spoj
Skúmajme supravodivý prúd, ktorý te£ie medzi dvomi masívnymi supravodi£mi s makroskopickými vl-
novými funkciami ψ1 a ψ2. Predpokladáme, ºe oba supravodi£e sú v termodynamickej rovnováhe, t.j.
chemický potenciál v oboch supravodi£och je rovnaký a rovný µ. Máme teda rie²i´ SchR (1) pre vlnovú
funkciu s energiou ε = 2µ. Rie²enie preto h©adáme v tvare ψ(r, t) = ϕ(r)e−2iµt/h̄ a po dosadení do SchR
dostávame rovnicu pre ϕ

(−ih̄∇+ 2eA)2ϕ = 0

Predpokladajme opä´, ºe magnetické pole je nulové, A = 0. Z okrajovej podmienky aplikovanej na mostík
vyplýva, ºe ϕ sa mení iba pozd¨º mostíka. Poloºme súradnicovú os x do smeru mostíka. Potom rovnica pre
ϕ nadobudne tvar ϕ′′ = 0. Ak konce mostíka leºia v bodoch x = 0 a x = L, potom okrajové podmienky
budú ϕ(0) = ψ1 a ϕ(L) = ψ2. Rie²ením je
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x
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Preto v mostíku te£ie supravodivý prúd s hustotou
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kde v poslednej rovnici sme vlnové funkcie v supravodi£och 1 a 2 parametrizovali vz´ahmi ψ1,2 =
|ψ1,2|eiθ1,2 . V²imnime si, ºe ak sú fázy supravodi£ov rôzne, cez slabý spoj pote£ie prúd. Tento výsle-
dok moºno chápa´ ako diskretizovanú verziu Londonovej rovnice
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Druhá rovnica vznikla z prvej integrovaním pozd¨º mostíka a vydelením d¨ºkou mostíka.1 Namiesto θ1−θ2
v nej vystupuje tzv. kalibra£ne invariantný rozdiel fáz θ1 − θ2 − 2e

h̄

∫ 2
1 A · dr. V limite malých fázových

rozdielov sa prúd po£íataný pomocou Londonovej rovnice musí zhodova´ s explicitným rie²ením SchR.
Preto v prítomnosti magnetického po©a rovnicu pre prúd cez slabý spoj pí²eme v zov²eobecnenom tvare
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)
Josephsonova rovnica

kde I0 je tzv. kritický prúd spoja, t.j. maximálny prúd, ktorý môºe bezdisipatívne tiec´ cez Josephsonov
spoj.

Meranie magnetického po©a pomocou SQUIDu
SQUID (t.j. Superconducting QUantum Iterference Device) je prístroj na presné meranie malých zmien
magnetického po©a. Meranou veli£inou je maximálny prúd Imax, ktorý môºe bezdisipatívne tiec´ cez
sú£iastku pozostávajúcu z paralelného zapojenia supravodivých vetiev 1 a 2, z ktorých kaºdá je preru²ená
Josephsonovým spojom (£. 1 a 2). Z hodnoty Imax dostávame informáciu o magnetickom toku Φ cez
plochu SQUIDu.

Teraz odvodíme teoretickú predpove¤ pre Imax. Celkový prúd I te£úci cez SQUID je sú£tom prúdov
cez vetvy 1 a 2:

I = I1 sin θ1 + I2 sin θ2

kde I1,2 sú kritické prúdy spojov 1 a 2 a θ1,2 sú kalibra£ne invariantné rozdiely fáz na týchto spojoch.
Ozna£me body A,B,C,D,E,F na supravodivom obvode pod©a obrázku. Potom platí
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h̄

∫ D

C
A · dr; θ2 = θE − θF −

2e
h̄

∫ F

E
A · dr

1V¤aka rovnici kontinuity je totiº prúdová hustota nezávislá od x.



Predpokladajme, ºe spoje 1 a 2 sú nato©ko slabé, ºe spád fázy v ramenách AC, DB, AE, FB moºno
zanedba´. Potom v týchto ramenách platí ∇θ + 2e

h̄ A = 0 a preto
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a podobne
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Dosa¤me teraz rovnice pre θC a θD do vz´ahu pre θ1 a podobne dosa¤me rovnice pre θE a θF do vz´ahu
pre θ2. Dostaneme
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V²imnime si, ºe platí θ1 − θ2 = 2π Φ
Φ0

kde Φ0 = h
2e je kvantum magnetického toku. Preto rozdiely fáz θ1,2

môºeme parametrizova´ nasledovne

θ1 = θ +
πΦ
Φ0

; θ2 = θ − πΦ
Φ0

kde θ je vo©ne premenlivý rozdiel fáz. Pre daný magnetický tok Φ potom celkový prúd bude závisie´ od
θ nasledovne:

I(θ) = (I1 + I2) cos
πΦ
Φ0

sin θ + (I1 − I2) sin
πΦ
Φ0

cos θ

Maximálny bezdisipatívny prúd Imax potom bude daný maximom funkcie I(θ). Túto úlohu moºno rie²i´
vo v²eobecnosti, tu sa v²ak obmedzíme na symetrický prípad I1 = I2 = I0/2, kedy
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∣∣∣∣
Zo zmien Imax moºno ur£i´ zmeny magnetického toku Φ, £o moºno pouºi´ na citlivé meranie magnetickej
indukcie B.

Jav Aharonova-Bohra Experiment moºno uskuto£ni´ tak, ºe magnetické pole prechádzajúce cez SQUID je
lokalizované vnútri solenoidu s polomerom men²ím neº vnútorný otvor SQUIDu. Teda v takejto geometrii
je magnetické pole v supravodi£i nulové. Napriek tomu Imax je modulovaný s ve©kos´ou Φ. To znamená,



ºe v kvantovej mechanike £astice (v danom prípade Cooperove páry) interagujú nie s magnetickým po©om
B, ale s vektorovým potenciálom A.

�asovo závislý Josephsonov jav
Predpokladajme nakoniec, ºe medzi supravodivými elektródami 1 a 2 existuje spád napätia eV = µ2−µ1.
Pre jednoduchos´ opä´ zanedbajme vplyv magnetických polí a poloºme A = 0. Potom fázový rozdiel na
spoji θ = θ1 − θ2 sa v £ase vyvíja pod©a θ̇ = θ̇1 − θ̇2 = 2eV

h̄ , £iºe θ(t) = θ(0) + 2eV
h̄ t. Preto prúd cez spoj

bude oscilova´,
I(t) = I0 sin [θ(0) + ωJ t]

kde ωJ = 2πKJV je tzv. Josephsonova frekvencia a KJ = 2e
h je tzv. Josephsonova kon²tanta. �asovo

závislý Josephsonov jav teda moºno pouºi´ na generáciu harmonického prúdu.
�asovo závislý prúd sa stáva zdrojom elektromagnetického ºiarenia, ktorého frekvenciu moºno ve©mi

presne mera´. Z presného merania napätia aplikovaného na spoj potom moºno ur£ova´ Josephsonovu
kon²tantu, t.j. pomer fundamentálnych kon²tánt e a h. Pomocou so�stikovanej realizácie tejto idey
moºno KJ ur£i´ s extrémnou presnos´ou:

KJ =
2e
h

= 483.597891(12)
MHz
µV


