26. Josephsonov jav

VInova funkcia izolovaného supravodica
Skumajme supravodi¢ s chemickym potencidlom pre elektrony p. Pri vloZzeni Cooperovho péaru sa energia
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energie obsahovat aj potencidlnu energiu 2u a Schrédingerovu rovnicu pre supravodi¢ mozno pisat v tvare

oY 1
ih—- = —(—ihV + 2eA)*) + 2 1
L= P+ 2 1)
Pre izolovany supravodi¢ je potrebné tito rovnicu riesit s okrajovou podmienkou Ziadajacou, aby nor-
mélova zlozka supravodivého pridu na povrchu vzorky bola nulovd. Ak supravodivy prud napiSeme v
tvare

j= —% [V (—ihV + 2eA)th + Y(ihV + 2eA))*] = —%Re [ (—ihV + 2eA) ]

potom okrajovi podmienku n - j = 0, kde n je vektor normaly k povrchu, mozno pisat v tvare
. ih
n- (—ihV +2eA)) = Fw

kde b je realna konstanta s rozmerom dlzka. Hodnota b zavisi od typu rozhrania a mozno ju uréit pomocou
mikroskopickej tedrie. Pre rozhranie supravodi¢-izolant (napr. vakuum) mozno zvolit b — oo.
Skumajme izolovany supravodi¢ v nulovom aplikovanom poli A = 0. Potom okrajovd podmienka na

povrchu supravodica je n - Vip = 0. RieSenie SchR hladajme v tvare (r,t) = [¢]|e?®), kde amplitada
aj faza sa konStantné v celom objeme vzorky. Pre ¢asovy vyvoj fazy makroskopickej vlnovej funkcie
dostaneme
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Josephson nagiel spdsob, akym moZzno experimentalne merat fazu makroskopickej vinovej funkcie supra-
vodicov.
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Slaby spoj medzi supravodi¢mi

Josephson navrhol postupovat pododobne ako pri skiimani Ziarenia Cierneho telesa, ktoré sa pozoruje tak,
7e v dutine pri danej teplote vytvorime maly otvor, ktorym Ziarenie mdze vychddzat von a vychadzajuce
Ziarenie mozeme analyzovat. Ak je otvor dostato¢ne maly, potom prakticky nenarusa tepelni rovnovahu
v dutine.

Analogom Cierneho telesa je izolovany supravodi¢ a anal6gom malého otvoru v dutine je pripojenie
supravodi¢a na analyzaéné zariadenie cez suciastku s velkym elektrickym odporom, ktord zarudi, ze
zo sktmaného supravodi¢a odchadza len velmi maélo elektronov a teda stav supravodica nezavisi od
pritomnosti vazby s meracim zariadenim.
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Klacovou otazkou pritom je, ¢o ma byt meracim zariadenim. Josephson navrhol pouZzit ako meracie
zariadenie iny supravodi¢. Existuje niekolko moZnosti, ako vytvorit spoj realizujuci slabu vizbu medzi
supravodi¢mi, tzv. slaby spoj. Spomenme tri zakladné mozZnosti:

1. supravodi¢e mozno oddelit tenkou vrstvou izolujiceho materidlu, cez ktori elektrony prechédzaja
vd'aka tunelovému efektu; tento typ spojov sa nazyva tunelovy spoj alebo SIS spoj (supravodi¢-izolant-
supravodic).



2. supravodiCe st oddelené vrstvou normalneho kovu, tzv. SNS spoj (supravodi¢-normélny kov-supravodic).
3. supravodice sil spojené tenkym supravodivym drétikom, tzv. supravodivé mostiky.

RovnovaZzny priad cez slaby spoj

Skumajme supravodivy priad, ktory tefie medzi dvomi masivnymi supravodi¢mi s makroskopickymi vl-
novymi funkciami 1, a i». Predpokladdme, Ze oba supravodice si v termodynamickej rovnovihe, t.j.
chemicky potencial v oboch supravodi¢och je rovnaky a rovny p. Méame teda riesit SchR (1) pre vinova
funkciu s energiou € = 2u. Riegenie preto hladame v tvare ¥ (r,t) = o(r)e=2#4/" a po dosadeni do SchR
dostavame rovnicu pre ¢

(—ihV + 2eA)%p =

Predpokladajme opét, Ze magnetické pole je nulové; A = 0. Z okrajovej podmienky aplikovanej na mostik
vyplyva, Ze ¢ sa meni iba pozdlz mostika. Polozme stradnicovi os 2 do smeru mostika. Potom rovnica pre
¢ nadobudne tvar ¢” = 0. Ak konce mostika leZia v bodoch x = 0 a z = L, potom okrajové podmienky
budi ¢(0) = ¥ a (L) = 2. Riesenim je

o(x) =1+ — (1/12—1#1)

Preto v mostiku teéie supravodivy prad s hustotou

ieh
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J= 5= (@0 — ") = = (V12 — Y193) = josin(61 — ba);  jo =

2mL 2
kde v poslednej rovnici sme vlnové funkcie v supravodi¢och 1 a 2 parametrizovali vztahmi 112 =
|?/)1,2]e’91v2. V&imnime si, Ze ak su fazy supravodifov rdézne, cez slaby spoj potecie prad. Tento vysle-
dok mozno chapat ako diskretizovana verziu Londonovej rovnice

1 h h 2e h
j=— A+—-—Vi)=———5 (VO+—A); B — 0—/Ad)
ST ( "2 ) 2eo? ( T ) ! 2equ%L< ’ '

Druha rovnica vznikla z prvej integrovanim pozdlz mostika a vydelenim dizkou mostika.! Namiesto ; —6
v nej vystupuje tzv. kalibra¢ne invariantny rozdiel faz 6, — 65 — %e f12 A - dr. V limite malych fazovych
rozdielov sa prud pociatany pomocou Londonovej rovnice musi zhodovat s explicitnym rieSenim SchR.
Preto v pritomnosti magnetického pola rovnicu pre prad cez slaby spoj piSeme v zovieobecnenom tvare

I = Ipsin (91 — 0y — — / A - dr) Josephsonova rovnica

kde Iy je tzv. kriticky prad spoja, t.j. maximélny prad, ktory moéze bezdisipativne tiect cez Josephsonov
Spoj.

Meranie magnetického pol'a pomocou SQUIDu
SQUID (t.j. Superconducting QUantum Iterference Device) je pristroj na presné meranie malych zmien
magnetického pola. Meranou veli¢inou je maximéalny prad Inax, ktory méze bezdisipativne tiect cez
suciastku pozostévajicu z paralelného zapojenia supravodivych vetiev 1 a 2, z ktorych kazdé je prerugena
Josephsonovym spojom (¢. 1 a 2). Z hodnoty Inax dostavame informaciu o magnetickom toku ® cez
plochu SQUIDu.

Teraz odvodime teoretickn predpoved pre Ipa.x. Celkovy prud [ tecuci cez SQUID je suétom pridov
cez vetvy 1 a 2:

I =1;sinf; + Iy sin 9y

kde Iy 2 su kritické prudy spojov 1 a 2 a 6o st kalibracne invariantné rozdiely faz na tychto spojoch.
Oznaéme body A B,C,D,E.F na supravodivom obvode podla obrazku. Potom plati

91—90—9,3——/ AdI‘ QQ—HE— F——/ A -dr

'V daka rovnici kontinuity je totiz pradova hustota nezavisla od z.



Predpokladajme, 7e spoje 1 a 2 st natolko slabé, 7e spad fazy v ramenach AC, DB, AE, FB moZno
zanedbat. Potom v tychto ramenéach plati V6 + %A =0 a preto

2 A 9 (B
90:9A+ﬁ/ A - dr: 9D=93+ﬁ/ A -dr
h Jo h Jp

a podobne

2 A 2 B
9E=9A+—e/ A-dr: Op =05+ 6/ A - dr
h JE h Jr

Dosadme teraz rovnice pre 8¢ a p do vztahu pre 67 a podobne dosadme rovnice pre 0g a p do vztahu
pre 0. Dostaneme
2e 2e
0L =04 — 0+ — A - dr; Oy =04 — 0 — — A - dr;
h JBpDCA I JAEFB
V&imnime si, ze plati 61 — 0y = ZTrq_% kde ¢y = Q—he je kvantum magnetického toku. Preto rozdiely faz 0 o
mozeme parametrizovat nasledovne

P P
0 =0+ —; Oy =0— —
1 + Dy 2 Ty
kde 0 je volne premenlivy rozdiel faz. Pre dany magneticky tok ® potom celkovy prid bude zavisiet od
# nasledovne: o o
1(0) = (I + I3) cos T sin6 + (I; — I) sin T cos
P 0
Maximalny bezdisipativny priad Iyhax potom bude dany maximom funkcie I(6). Tuto tlohu mozno riesit
vo vSeobecnosti, tu sa vSak obmedzime na symetricky pripad Iy = Iy = Iy/2, kedy

T®
CcoS —

Imax = IO (po

Zo zmien I,y mozno ur€it zmeny magnetického toku ®, ¢o moZno pouzit na citlivé meranie magnetickej
indukcie B.
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Jav Aharonova-Bohra Experiment mozno uskutocnit tak, Ze magnetické pole prechadzajiace cez SQUID je
lokalizované vnutri solenoidu s polomerom mengim nez vnutorny otvor SQUIDu. Teda v takejto geometrii
je magnetické pole v supravodi¢i nulové. Napriek tomu I je modulovany s velkostou ®. To znamena,



ze v kvantovej mechanike ¢astice (v danom pripade Cooperove péry) interaguji nie s magnetickym polom
B, ale s vektorovym potencidlom A.

Casovo zavisly Josephsonov jav

Predpokladajme nakoniec, Ze medzi supravodivymi elektrédami 1 a 2 existuje spad napitia eV = ug — puy.
Pre jednoduchost opét zanedbajme vplyv magnetickych poli a polozme A = 0. Potom fazovy rozdiel na
spoji 6 = 61 — 0 sa v Case vyvija podla § = 6, — 0y = 2%‘/, tize 0(t) = 6(0) + %t. Preto prad cez spoj
bude oscilovat,

I(t) = IO sin [9(0) + CUJt]

kde wy = 27K ;V je tzv. Josephsonova frekvencia a K; = % je tzv. Josephsonova konstanta. Casovo
zévisly Josephsonov jav teda moZno pouzit na generaciu harmonického pradu.

Casovo zavisly prud sa stava zdrojom elektromagnetického Ziarenia, ktorého frekvenciu mozno vel'mi
presne merat. 7 presného merania napétia aplikovaného na spoj potom mozno urcovat Josephsonovu
kongtantu, t.j. pomer fundamentilnych konstant e a h. Pomocou sofistikovanej realizacie tejto idey
moZno K j uréit s extrémnou presnostou:
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K= { = 483.597891(12)



