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Predhovor

Toto je predbezna verzia skriptu k predmetu PhD $tadia Tecria kondenzovanijch ldtok. Vznika pre-
pracovanim mdjho starSieho textu Kvantovd tedria mnohocasticovijch systémouv, pretoZe ¢ast materialu
z tohto textu som presunul do novovzniknutého predmetu magisterského studia Fyzika mnohgjch castic.

Co uz treba vediet

V tychto prednaskach predpokladdm aspon pasivnu znalost tém sktimanych v predmete Fyzika mno-
hyjch castic. 7 technického hladiska nevyZzadujem Ziadne $pecidlne poznatky, okrem znalosti formalizmu
druhého kvantovania a met6dy Hartreeho-Focka.

Co sa moZno naudite

Cielom tychto prednésok je popisat niektoré zédkladné teoretické techniky pouZivané v teoérii kondenzo-
vanych latok a ozrejmit, v akych situéciach ich mozno pouzit. Druhou tlohou je demonstrovat pouzitie
spominanych technik pri stadiu konkrétnych fyzikalnych problémov. Vacsina prikladov sa venuje sup-
ratekutosti, supravodivosti a neusporiadanym systémom.

Plan vykladu

Prvé tri kapitoly predstavuja torzo, ktoré zostalo po vypusteni materialu uz pouzitého vo Fyzike mno-
hijch castic. V tejto Casti planujem urobit vacsiu reorganizéciu materialu (zatial sa to skor poznamky
pre mha):

e velka zjednotené tedria, ktora obsahuje vizbu na EM pole (aj s relativistickymi korekciami?!);
klasifikacia izotrépnych materidlov podla EM vlastnosti; spontanne naruSenie symetrie a jeho
doésledky (sumér); modelové hamiltoniany a princip adiabatickej kontinuity

e pojem matice hustoty, savis s DMRG, varia¢ny princip (optimalizacia modelovych hamiltonié-
nov)

e teoria linearnej odozvy s aplikiciami v teorii supratekutosti a supravodivosti (nmr a tlmenie
ultrazvuku)

Modelovy hamiltonidn, ktory je ¢asto exaktne rieSitelny, popisuje najjednoduchsie systémy s da-
nou symetriou. Napriklad model neinteragujtcich elektrénov je najjednoduchsim modelom oby¢ajného
(t.j. nemagnetického, nesupravodivého, atd.) kovu. Podobne, BCS hamiltonidn je najjednoduch$im
modelom supravodica. Realne kovy, supravodice, atd. treba popisovat komplikovanejsimi modelmi, ale
veri sa, ze odchylky realnych hamiltonianov od modelovych hamiltonidnov moZno popisat pomocou
poruchovej tedrie. Tuto vieru niekedy nazyvaji predpokladom adiabatickej kontinuity. V nasleduji-
cich 8tyroch prednéskach popiseme techniky, pomocou ktorych mozno skiamat odchylky od efektivnych
hamiltonidnov.

V prednaske 4 zavadzame tzv. kauzalne a Matsubarove Greenove funkcie. Ukazujeme, ako mozno
Greenove funkcie ur¢it pomocou metédy pohybovych rovnic. Tito techniku aplikujeme na problém
pohybu elektrénov v neusporiadanych systémoch.

V prednaske 5 strucne vylozime poruchova teériu pre coulombovsky plyn elektronov v jazyku
Feynmanovych diagramov. V prednaske 6 tito techniku aplikujeme na vypocet dielektrickej funkcie a
energie zakladného stavu Coulombovho plynu.

V prednaske 7 ukdzeme, ako mozno technikou Feynmanovych diagramov Studovat zviazany systém
elektronov a fonénov. Skonstruujeme Migdalovu-Eliasbergovu tedriu redlnych supravodicov.

Vo zvySnych prednagkach sa venujeme niektorym SpecidlnejSim problémom. Téato ¢ast skript je este
stale vo vystavbe. Zatial st spracované nasledovné témy:

V prednéaske 8 popisujeme nehomogénne supravodi¢e pomocou rovnic Bogolubova-de Gennesa. V
ramci teérie BTK podrobnejsie skiimame transportné vlastnosti rozhrania supravodic¢-kov.

V prednaske 9 vykladame metody stiadia coulombovského plynu v externom potenciali pomocou
funkcionélu hustoty. Zmienime sa aj o metdéde pseudopotenciélov.

V prednaske 10 studujeme Andersonov prechod kov-izolant. Prezentujeme diagramaticky odhad
vel'kosti kritickej neusporiadanosti a §kalovaciu teériu prechodu kov-izolant.



V prednagke 11 ukazujeme, Ze kazdy problém moZno v zasade previest na diagonalizaciu matice.
Touto technikou moZno v principe $tudovat aj problémy, v ktorych poruchova teéria zlyhéva.

V buditcnosti by som rad hovoril aj o inych neporuchovych metédach, napriklad o stochastickych
metodach (Monte Carlo) a o numerickej renormaliza¢nej grupe. Vyklad analytickych technik by som
rad doplnil o diskusiu tzv. Wardovych identit, ako aj o zéklady techniky funkcionalneho integralu.

Odkazy na iné texty

V prednéaske sa odvolavam na nasledovné texty z niz$ich trovni:

“Uvod do fyziky tuhych latok” prednéaska ¢islo n citovana ako I.n

“Elektrické a optické vlastnosti tuhych latok™ prednaska ¢islo n citované ako II.n
“Fyzika mnohych ¢astic”: prednéaska ¢islo n citovana ako III.n

Pod akovanie
Dakujem vsetkym, ktori akymkolvek spdsobom prispeli k vylepSeniu tohto textu. Osobitne by som sa
chcel podakovat V. Cernému a P. MarkoSovi za cenné diskusie a pripomienky.
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1 Tedria linearnej odozvy; korelacné funkcie

V tejto prednaske ukazeme, ako mozno pocitat odozvu makroskopického systému na malé aplikované
polia. UkdZzeme, ze funkcie odozvy tizko stvisia s korelaciami v rovnovaznom systéme. Literattura: Ric-
kayzen, NP1, Sethna, Chaikin-Lubensky, pozri tiez I11.10.

Matica hustoty

V kvantovej mechanike nesie tplna informaciu a stave fyzikalneho systému vektor [¢) prislusného
Hilbertovho priestoru. Strednou hodnotou I'ubovolnej veli¢iny popisanej opratorom A systému v stave
l) je (A) = (p|AJ). Alternativne mozeme systém v stave |¢)) popisat operatorom § = [1) (1|, tzv.
maticou hustoty. Stredni hodnotu merania veli¢iny A potom dostaneme nasledovne:

(A) = TrpA,

kde TrX je stopa operatora, t.j. suma diagonalnych elementov TrX = ) (n|X|n), kde |n) je tplny
ortonormélny systém stavov. Takato definicia reprodukuje standardny vysledok, pretoze

TroA = (o) (lAln) =Y (lAIn)(nly) = (v|A]y),
n n
kde sme v poslednom kroku vyuzili Gplnost systému stavov n, > |n)(n| = 1.

Operator Py = [1)(¢| je tzv. projektor, t.j. operator, pre ktory plati Pj = |) (W) (Y| = Py.
Nech A je vlastnym ¢&islom projektora prislusnym k vlastnému vektoru |a). Potom musi platit A%|a) =
P£|a> = Pyla) = Ma), ¢ize A> = . Preto vlastné hodnoty projektora si 0 alebo 1. Ak je matica
hustoty projektorom, t.j. ak 6> = §, potom prislusny stav nazyvame Gistym stavom.

Pojem matice hustoty moZno pouzit aj na popis systémov pri konecénej teplote. Vtedy totiz predpo-
kladéme, Ze systém sa moze nachadzat v stavoch |n) s pravdepodobnostami |c,|?, pritom >, |c,|? = 1.
Takuto situaciu mozno popisat maticou hustoty

0= lealn)(nl.

Naozaj, v takomto pripade A = TrpA = Don |cn|2<n\A|n>, ako by aj malo byt.! Prejdime teraz od bazy
In), v ktorej je matica hustoty diagonalna, do v8eobecnej béazy i), pricom |n) = ) . an;|i). V takejto

béze mame
6= oili)l,
ij

pricom g;; =), |cn|2am~aflj. Maticové elementy o;; musia preto spliat nasledovné podmienky:
Oii = Z |en|?|ani|* > 0, Tro = Z |en|? Z lan|® = Z len]? = 1.
n n [ n

Okrem toho musi byt matica g;; pozitivne definitna. Naozaj, skimajme stredni hodnotu projektora
Py, v stave popisanom vieobecnou maticou hustoty ¢. KedZe vlastné hodnoty projektora st nezdporné,
musi platit TroPy = (¢|ol¢) > 0. KedZe nerovnost plati pre vietky stavy [¢), matica g;; musi byt
pozitivne definitné.

Pohybovd rovnica pre maticu hustoty. Predpokladajme, Ze hamiltonian Studovaného systému je H.
Schrodingerove rovnice pre stavy |m) a (n| potom mozno pisat v tvare ih%\m) = H|m) a —ih%(n[ =
(n|H. Pohybova rovnica pre maticu hustoty ma preto tvar?

iho = @mniﬁgt(lm (n) =D omn(H|m)(n| — |m){n| H),

'Keby sme prislugny stav popisali vlnovou funkciou [¢) = > cn|n), stredna hodnota operatora A by bola A =
> nm Cncm(n|Alm), t.j. obsahovala by aj nefyzikilne interferencie medzi stavmi [n) a [m), napr. medzi zivou a mitvou
mackou.

2Qdteraz kvoli jednoduchosti zapisu nepiseme striesky nad operatormi.
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kde sme naviac predpokladali, Ze koeficienty 0,,, nezavisia od ¢asu. Pohybovi rovnicu moZno zapisat
v kompaktnom tvare

iho = [H, 0. (1)

Speciélnym prikladom matice hustoty je matica hustoty kidnonického stiboru o = %e*H/ T kde
Z = Tre /T V baze vlastnych stavov hamiltonianu H maji maticové elementy tejto matice tvar
Omn = (m|g|n) = %e_E"/T(Smn, t.j. matica hustoty je diagonélna.

Kubova formula
Nasim cielom bude $tadium nasledovnej tlohy. Skimajme systém s hamiltoniAnom H, na ktory je
aplikované vonkajsie pole popisané hamiltonianom H'(t). Pytajme sa, ako sa zmeni stredna hodnota
veliciny M pod vplyvom poruchy H'(t). Budeme pritom predpokladat, Ze porucha je slab4 a obmedzime
sa na sktimanie zmeny 0M (t) do prvého radu podla H'(t).
Matica hustoty o(t) ma splitat pohybovii rovnicu ¢ = :-[H + H'(t), o] a stredna hodnota veli¢iny
M bude v ¢ase t nadobudat hodnotu M (t) = Tro(t)M. NaSou tlohou teda najprv bude néjst o(t).
Predpokladajme, Ze hamiltonian neporuseného systému H nezavisi od ¢asu a definujme ¢asovy
vyvoj operatora A v tzv. interakénej reprezentacii:

Av(t) _ eth/hA(t)e_th/h.

Prepisanim pohybovej rovnice pre ¢ do interakénej reprezentacie dostavame E(t) = %[H +H (t),0(t)],
dostavame E(t) =0— %[H ,0(t)], kde prvy ¢len pochadza zo zavislosti o(t) od ¢asu. Vylucenim 0
oboch vyrazov dostavame pohybovu rovnicu pre ¢ v interakénej reprezentécii:

kde sme vyuzili, Ze AB=AB a H = H. Na druhej strane, po¢itanim ¢asovej derivacie operatora o(t)
z

1

6t = o |H'(0).20)]

Vyhodou tejto rovnice je, ze ¢asovy vyvoj podla H je zahrnuty automaticky. Pohybova rovnicu pre ¢
mozno zapisat v integralnom tvare:

_ _ I L
Blt) = alto) + 5 [ a¢ [0 20)].
ih Jy,
Derivovanim podla t sa I'ahko overi, Ze integralna rovnica reprodukuje diferencialnu rovnicu. Integralna
rovnica naviac automaticky spliia po¢iatoénti podmienku v ¢ase ty. Predpokladajme, Ze pred ¢asom
to na Studovany systém nepdsobila porucha a preto o(ty) = o, kde go je rovnovaZna matica hustoty

kanonického (alebo grandkanonického) suboru s hamiltonidanom H, gp = %e_H/ T, Viimnime si, ze

00 = 00-
Integralnu pohybovi rovnicu mozno jednoducho riegit poruchovou metédou. Naozaj, dosadme za
o(t') na pravej strane integralnej rovnice integralnu rovnicu pisania pre g(t'):

tl

~ 1 [t —~ 1
o(t) =00+ — dﬂkﬁ%m+m

W dt" [ﬁ/(t”), 5(75")]] .

to

Ak teraz dosadime za 9(t”) na pravej strane integralnej rovnice integralnu rovnicu pisant pre o(t”) a
tato proceduru opakujeme, dostaneme rozvoj matice hustoty g(¢) podla mocnin poruchy H'. Ak sa
obmedzime na korekcie prvého radu, dostaneme

~ IR
o) = 00+ = [ dt [H'('), 0],
ih to
alebo po navrate z interakénej reprezentacie spéat do Schrodingerovej reprezentacie:

t
dt/e—th/h [ﬁ(ﬂ))go} eth/ﬁ'

()=00+
o(t) = Qo ih )y,



Stredné hodnota veli¢iny M v Case t je preto rovna

(M(t)) = Tr{Mo(t)} = Tr{Moo} + % / Ty { M (@), 0o €/

to

Rovnovéaznu stredntt hodnotu veli¢iny A oznatme (A)g = TropA. Ak dalej uvazime, ze Tr(ABC) =
Tr(BCA) atd., dostaneme odtialto

(M(t)) — (M) = Zlh/t: at' e { M () [H/(t), 00 } = Zlh/t: at { [y, 7)) >07

kde sme v druhej rovnici eSte raz pouzili pravidlo o nemennosti stopy pri cyklickej zdmene operatorov.
Preto odchylku (6M(t)) = (M(t)) — (M)o od rovnovaznej hodnoty veli¢iny M mozno vyjadrit v tvare

(GM(#)) = % /t:dt'<[z\7(t),fp(t')]>o Kubo @)

Rovnica (2) predstavuje hlavny vysledok tejto kapitoly: odozva systému 6 M (t) na vonkajsie pdsobenie
H'(t") je dana rovnovdznou korelacnou funkciou a nazgvame ju Kubovou formulou.

Rovnica (2) ndm v principe umoziuje Studovat aj prechodové javy po zapnuti poruchy. Obvykle nés
v8ak zaujima odozva po dozneni prechodovych javov, preto volime tg — —oo. Naviac, obvykle mozno
poruchovy ¢len pisat v tvare H'(t) = a(t)B, kde a(t) je klasické casovo zavislé pole a B je od Casu
nezdvisly operator interakcie medzi klasickym polom a $tudovanym systémom. Pre takéto systémy
plati H'(t) = a(t)B a Kubovu formulu méZeme pisat v tvare?

(OM(t)) = / T Gt — a(t),

—0o0

kde sme zaviedli tzv. Greenovu funkciu Gy p(t) popisujicu odozvu veli¢iny M na veli¢inu B:

Gun(t) = o { [31(0), BO)] ). 600,

pricom 6(t) je Heavisideova funkcia. Greenova funkcia Gyp(t) sa ¢asto nazyva aj funkciou odozvy
(veli¢iny M na veli¢inu B).

Teda odchylka (0M(t)) od rovnovaznej hodnoty je danéd konvoluciou klasického pola a(t) a tzv.
Greenovej funkcie Gyp(t — t'). VSimnime si, Ze funkcia Gyp(t — t') je nenulova iba pre t' < ¢, t.].
odozva v ¢ase t zavisi iba od pri¢in v predoslych ¢asoch #'. Tento predpoklad je v zhode s principom
pri¢innosti (kauzality) a Greenovu funkciu Gasp(t —t') nazyvame retardovanou. Pripominame este raz,
7e G p(t) je dana rovnovaznymi korelaciami v $tudovanom systéme. Inymi slovami, na uréenie zmien
v systéme pod vplyvom malych portch staci studovat korelacie v systéme bez portch.

Predpokladajme napokon, ze klasické pole ma harmonicky ¢asovy priebeh:*

—i(w+iv)t —iwt Ayt
e,

a(t) = aye = aye
kde v = 0T je infinitezimalna kladna konstanta, ktord popisuje pomalé zapinanie poruchy z nulovej

hodnoty v ¢ase t — —oo s ¢asovou konstantou 1/v — co. Potom podla Kubovej formuly plati

M) = [ AGus(t )N = Gy (pae N,

—00

3Vdaka predpokladu o nezavislosti H od &asu st Sasové vyvoje operatorov dané exponencislami e**#*/" Vyuzitim

cyklickej zameny premennych I'ahko ukaZeme, 7e v takom pripade funkcia Garp(t,t') zavisi iba od rozdielu &asov t — ¢'.

4Pre iné ako harmonické priebehy mozno nage vysledky pouzit nasledovne. V prvom kroku studovany priebeh rozlozime
na harmonické komponenty, ndjdeme odozvy na ne, a v druhom kroku néjdené odozvy s¢itame. Este jedna poznamka:
nasa volba funkcie a(t) implikuje, Ze poruchovy hamiltonian H’(t) nie je hermitovsky. V II1.10 sme tento problém
odstranili tak, Ze sme $tudovali odozvu na poruchu popisanti ako stucet H'(t) a k nemu hermitovsky zdruZeného operatora,
kmitajaceho na frekvencii e® ‘e,
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teda odozva na harmonicky ¢asovy priebeh je harmonicka, (§M (t)) = (§M)ye " @Mt pricom

(0M)y, = Gup(w)ay, Gup(w) = /OO drGrp (1)@ HT, 3)

—0o0

Formula (3) sa tiez nazyva Kubovou formulou. Vsimnime si, Ze (pre harmonicky ¢asovy priebeh) exis-
tuje medzi amplitudou poruchy a, a amplitidou odozvy (6 M), jednoduchy algebraicky vztah. To je
doésledkom nezéavislosti hamiltonianu H od ¢asu.

Spektrdlna reprezentdcia

Teraz ukazeme, Ze ak pozname vsetky vlastné stavy |n) a im prislusné energie E,, systému bez interakcie
s vonkaj$im polom, t.j. hamiltonidnu H, potom aspon v principe vieme uré¢it funkciu odozvy. Pocitajme:

/_ T dG el % /0 ” dteitermt < [J\AI (1), B} >0

_ ;Em: e—Em/T% /0 ~ dteierimt (|88~ BNI()| m)

Gup(w)

1 - 1 > i(w+i T —~
= G eIt [t (nlAT0) ) (0] o) (| Bl ] () m) )
, 0
1 - 1 > (w7 W W
= Ze Em/Tih/O dte’ @+t (et (m|M|n)(n|B|m) — e (m|B|n)(n|M|m)) ,

kde hwn = E — Ey, je rozdiel energii vlastnych stavov. Explicitnou integraciou podla ¢asu a zamenou
sumad¢nych indexov m, n v druhom ¢lene napokon dostavame hl'adani spektralnu reprezentaciu funkcie
odozvy:

1 (m|M[n)(n|Blm) ( _p 7  _pgor
GMB(W)ZﬁZ P (e T _ ¢ /).

m,n

Priklad: odozva neutralneho plynu na potencialové pole

Kubov formalizmus budeme teraz aplikovat na problém odozvy neutralneho plynu na potencialové pole.
Odvodené vysledky budeme moct priamo aplikovat pri Studiu excitaénych spektier hélia II. Stadium
odozvy nabitych ¢astic na elektromagnetické pole je zlozitejsie, pretoze celkové pole, v ktorom sa nabité
Castice hybu, je suctom externého pola a pola od indukovanych nabojov a prudov. Tejto otazke sa
budeme venovat pri §tudiu coulombovskych systémov.

Veli¢inou, ktorej zmeny nas budii zaujimat, bude hustota ¢astic v bode r, t.j. M = p(r).> Budeme
predpokladat, Ze Gasopriestorovy priebeh potencidlového pola vo vzorke s objemom V je charakteri-
zovany frekvenciou w a vlnovym vektorom q, t.j. p(r,t) = %quweiq’r_i(“”r”)t. Interakciu plynu castic
s potencialovim polom v Schrédingerovom obraze H'(t) = [ d3r'o(r/,t)p(r’) preto mozno pisat ako
stdin klasického potencialu a(t) a operatora B, H' = a(t)B, kde

1 . , )
a(t) = vsoqwe‘l(“’“’m, B= / dPr' e p(r!).

KedZe predpokladame, Ze hamiltonidn H systému ¢astic nezavisi od ¢asu, modzeme predpokladat, Ze

odozva systému bude mat asovy vyvoj (dp(r,t)) = (5p(r)),e’ @t Podla Kubovej formuly (3)
pritom musi platit:®

1 * i(w+i iq-r’
(ol = g5 [ [ e o). 0]y

SPripominame, %e maticu hustoty (t.j. stav systému) sme oznacovali symbolom g, kym operator hustoty ozna¢ujeme
symbolom p.

50dteraz budeme akykol'vek Easovo zévisly operator X (t) interpretovat ako X (t) = e . Viimnime si, ze
operator X (t) je teda zapisany v interakénom obraze vzhladom na hamiltonian H + H’, ¢o je vlastne Heisenbergov obraz
vzhladom na H.

th/h,Xe—th/h



Integrovanim [ d®re=™T rovnice pre (3p(r)), pri vyuziti definicie priestorovej Fourierovej transformécie

(pozri Dodatok) dostaneme:

s = 5 | e o). -

V dalsom vyklade budeme naviac predpokladat, Zze studovany systém ¢astic je translacne invariantny.
V takom pripade viak strednd hodnota {[pk(t), p—q])o nadobiida nenulovii hodnotu, iba ak k = q.”
Preto v $tudovanom systéme ¢astic bude odchylka hustoty oscilovat iba na budiacej frekvencii a vinovej
dlzke, (6p(r,t)) = %(5p>qweiq'r*i(“+”)t, pricom bude platit

<6p>qw = X(q) w)@qu

kde 1 ~
X@w) = g [ e ag(n) p-ol)ob(t).

Ukézali sme teda, ze odozva na potencialové pole je popisanéd funkciou odozvy typu hustota-hustota.
Za povsSimnutie stoji, ze pL = p_gq, Cize operatory M a B su hermitovsky zdruzené. Vdaka tomu mozno
spektralnu reprezenticiu zjednodusit na tvar s explicitne redlnym ¢itatel'om:

0= gy ST (o)

Kramersove-Kronigove vztahy

Ked studujeme funkciu odozvy x(q,w) ako funkciu komplexnej frekvencie w, pomocou spektralnej
reprezentécie lahko nahliadneme, Ze x(q,w) méa singularity pre w = wyy, —i7y. V makroskopickych sys-
témoch so spojitym spektrom je teda funkcia x(q,w) singularna na ¢iare (tzv. reze) infinitezimalne pod
realnou osou. V hornej polrovine komplexnej roviny w je funkcia y(q,w) analyticka. KedZe naviac pre
velké frekvencie y oc 1/w, st splnené predpoklady,® na zaklade ktorych platia Kramersove-Kronigove
(alebo disperzné) vztahy:

1 > dsx"(q, s ds ,
x’(q,w)—ﬂP/ dx(@s) g, ——P/ dox(d0)

s —w

Kramersove-Kronigove vztahy nam umoziuji zo znamej funkcie x”(q,w) vypocitat x’(q,w) a naopak.
Na zaver pripojme dve poznamky:

1. Kramersove-Kronigove vztahy platia pre vietky Greenove funkcie, pre ktoré plati B = M, t.j. pre
Greenove funkcie G st (w).

2. V matematickej literattre sa funkcia G nazyva Hilbertovou transformaciou funkcie G

MMT( ) MMT( )

Struktarny faktor

Skumajme rozptyl testovacich ¢astic na ¢asticiach neutralneho plynu. Pre konkrétnost si mézeme pred-
stavit rozptyl neutréonov na atémoch “He. Nech stradnica neutrénu je R a nech stradnice atémov *He
st ;. Nech neutrény interaguji s atomami *He prostrednictvom potencialu V (r). Potom hamiltonian
popisujuaci interakciu neutrénu a sdstavy atémov je

1 .
—iq-R
mt ZV ):—Zquge g y
V
q
"Ak vyuZzijeme transla¢nt invariantnost, mézeme totiz pisat

[ atweer [ (o o6)]), = [ dre ™ [atren (o -, 0.p(0)]),
/d3R TR (R, 1), /d?”l(q k)r

kde sme v druhej rovnosti presli od premennej r k R = r — r’. Ale posledny vyraz je timerny dx q; dokaz je hotovy.
8Pozri napriklad 1.21.
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kde sme predpokladali, Ze Fourierov rozvoj potencialu V(r) je V(r) = %Eq Vge'dT a definovali sme

Fourierovu komponentu operatora hustoty castic qu => €T pozri Dodatok.

Predpokladajme teraz, Ze neutréon sa rozptyli zo stavu s hybnostou P a energiou E do stavu s
hybnostou P —hq a energiou F —hw. S pravdepodobnostou %e*E’"/ T sa systém atomov pred rozptylom
nachadzal vo vlastnom stave |m) s energiou F,,. Nech po rozptyle systém atomov prejde do vlastného
stavu |n) s energiou E,. Podla Fermiho zlatého pravidla je pravdepodobnost takéhoto rozptylu za

jednotku ¢asu dana vztahom
2 .
W=— |(f| Hins|)[* 6 (B — E3)

kde pociato¢ny stav stustavy atomy + neutron je stav |i) = |P)®|m) s energiou E; = E+E,,. Koneénym
stavom je stav |f) = |P —hiq) ®|n) s energiou By = E —hw+ E,,. KedZe plati (P — Aq|e 4R |P) = §iq,

dostaneme odtial'to
2

T V2
kde hwpm = E,— E,,. S¢itanim cez vietky mozné pociatoéné a koneéné stavy systému atomov? zistime,
7e pravdepodobnost rozptylu neutrénu so zmenou hybnosti Aiq a zmenou energie fiw je amerna tzv.
dynamickému Struktirnemu faktoru systému atémov,

2
W [Val? |{nlphlm)| 6 (e = )

Staw) = 75 3BT Y tnlpblmdf?5 (o — wam). (@

kde hwnm = E, — E,,. Vsimnime si, ze S(q,w) > 0 pre vSetky frekvencie w, kedZe ide o sucet

nezapornych séitancov. Naviac, pri teplote 7' = 0 pre vSetky zaporné frekvencie w plati S(q,w) = 0.
Poznamka. Pojem Struktarneho faktora mozno zaviest pre akikol'vek Greenovu funkciu typu G /st (w).

Struktarny faktor prislusny ku G sy (w) dostaneme z (4) nahradenim operétora pL operatorom M.
Dynamicky strukttrny faktor je (¢asovou) Fourierovou transforméciou nasledovnej funkcie:

* dw —iw 1 — w
Stat)= [ GES(@w)e = oS BT S ]l ).

—00

Ak vyuZijeme, Ze e“mnt(m|pqg|n) = (m|pq(t)|n) a ak dalej vyuZijeme tiplnost systému vlastnych stavov
1 =73, |n)(n|, pre funkciu S(q,t) dostaneme vysledok

S(q, 1) {pa(t)ph(0)), ()

P

kde sme lomenymi zatvorkami oznaéili tepelni stredni hodnotu: (X) = S, (| X|n)e /T Teda
S(q,t) je dynamickou korela¢nou funkciou medzi (priestorovymi) Fourierovymi komponentami hustoty.
Tato korelaéna funkcia moze byt nenulova aj v systémoch, v ktorych (pq) = 0. V takychto pripadoch
(ktoré nés obvykle zaujimaji) S(q,t) meria fluktuacie vin hustoty.

Pokial meriame iba zmenu hybnosti testovacej ¢astice, potom pravdepodobnost rozptylu so zmenou
hybnosti Aiq popisuje tzv. staticky Struktirny faktor Sq, ktory je stctom pravdepodobnosti rozptylu
so vSetkymi moZnymi prenosmi energie, Sq = ffooo dwS(q,w) = 278(q,0). Ak vyuzijeme explicitné
vyjadrenie funkcie S(q,t), pre staticky strukttrny faktor napokon dostame vyjadrenie

1
Sa = 35 (parl)-

Vsimnime si, Ze staticky Struktarny faktor zavisi iba od statickej korelacnej funkcie medzi vinami
hustoty v §tudovanom systéme (t.j. obidva operatory hustoty st pocitané v tom istom cCase).

Na zaver pripomenme, Ze experimentalne urceny Strukturny faktor by mal zavisiet od okamZi-
tych konfiguracii rozptylujicich Gastic v ¢ase rozptylu. AvSak, pretoZe typicky difrakény experiment
sa realizuje akumulaciou dat za ¢as dlhy v porovnani s typickymi fluktuaénymi ¢asmi vo vzorke,'®

9Tieto stavy nesledujeme, sledujeme len stavy neutroénu.
0Poznamenajme, Ze pri vypocte struktarneho faktora pre dokonalé krystaly mozno ¢asové ustrednenie vynechat, kym
v pripade kvapalin je ustrednenie kl'icové, pretoze Castice kvapaliny v ¢ase putuju po vzorke.
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experiment v skutoCnosti meria Struktarny faktor stredovany v Case. V ergodickych systémoch vSak
mozno stredovanie cez ¢as nahradit stredovanim cez Statisticky sibor, teda nase formuly st zmysluplné.

Fluktuaéne-disipac¢na veta
Porovnanim spektralnych reprezentéacii imaginarnej casti funkcie odozvy x”(q,w) a dynamického struk-
ttrneho faktora S(q,w) dostavame tzv. fluktuaéne-disipa¢ni vetu

Slaw) = () + 11X (a,9), )

kde n(w) = ﬁ je Boseho-Einsteinova distribu¢né funkcia.

Nézov pochadza z nasledovnych uvah. Videli sme, Ze S(q, w) meria fluktuacie v systéme. Na druhej
strane, imaginarna Cast funkcie odozvy x”(q,w) meria schopnost tudovaného systému odoberat ener-
giu z budiaceho systému kmitajuceho s vinovym vektorom q a frekvenciou w, teda stratu (disipaciu)
energie z budiaceho systému.!! Fluktuaéne-disipacna veta teda hovori, Ze schopnost absorbovat energiu
je priamo tmerna rovnovaznym fluktuaciam.

Ak vyuzijeme vztahy x”"(q,w) = —x"(q, —w) a n(—w) + 1 = —n(w), Tahko odvodime alternativnu

formu fluktua¢ne-disipa¢nej vety, S(q, —w) = —%n(w) X" (q,w). Preto méZeme tieZ pisat

Slaw) — Sla, ) = - 2x"(a,w).

Treba zdoraznit, ze fluktuacne-disipaéné veta (6) plati v nezmenenej forme medzi akoukol'vek fun-
kciou G’]"/[MT (w) a k nej prislusnou spektralnou funkciou. Speciélnym pripadom je Nyquistov vztah
(V?) = 4RT x Af medzi tepelnymi fluktudciami napitia (V2) medzi koncami drétu (meranymi pri
teplote T vo frekvenénom intervale Af) a odporom R drdtu (ktory je meradlom disipacie energie v
drote). Inym prikladom je vztah medzi koeficientom trenia a ndhodnou fluktuujtacou silou pri Browno-

vom pohybe, pozri cvi¢enia.

Sumacné pravidla

Nakoniec odvodime exaktné vysledky pre momenty dynamického struktiarneho faktora ffooo dww®S(q,w)
s a = x1. Tieto vysledky moZno pouzit ako kontrolu konzistentnosti pribliznych vypoctov. Netrivial-
nym prikladom ich pouzitia je Feynmanova tedria excitacného spektra hélia II.

Pravidlo f-sum

o) A 2
/ dwwS(q,w) = an .
m

—0o0

Dokaz. Predpokladajme, Ze skiimany systém je symetricky voéi inverzii. Potom plati S(q,w) = S(—q, w).

Ak pouzijeme spektralnu reprezentéaciu Struktiarneho faktora S(q,w) = % [S(q,w) + S(—q,w)], Tahko

ukazeme, Ze .
| duws(aw) = 55 ([loa H1. 6] ).

o0
Na druhej strane plati vztah [pq, H] = ihpq, pretoze ide o pohybovi rovnicu pre operator pq. Pouzijiic
rovnicu kontinuity pq +iq - jq = 0 potom dostavame [pq, H] = hiq - jq. Ak vyuzijeme explicitné vyrazy
pre nédbojové a pridové hustoty (pozri I11.10)

1

b= = o Y e eiamip]

(2

kde suma beZi cez jednotlivé castice, dostaneme napokon

([ 1. 51] ) = Y

m

NExplicitny priklad uvidime pri §tadiu tlmenia ultrazvuku v supravodi¢och v kapitole ??.
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Tym je pravidlo f-sim dokazané.

Sumacné pravidlo pre stlacitelnost

> dw qe—0 h [ On
[ Eswa=3(5),

Dokaz urobime tak, Ze porovname veli¢inu x’(g,0) poéitant dvojakym sposobom: pomocou makrosko-
pickych Gvah a pomocou struktarneho faktora.

Makroskopické tvahy: V dlhovlnnej limite mozno zmenu koncentracie ¢astic pri zvyseni potenciilnej
energie o ¢ interpretovat ako znizenie chemického potencialu u, a preto

(3, (3),

Vypocet pomocou Strukturneho faktora: Pocitajme x'(q,0) z Kramersovych-Kronigovych vztahov
a pouzime pritom fluktuacne-disipa¢nu vetu. Dostaneme

1 > dsx"(q, s 2 [ dw
X/(q,())* P/ Xs(q)_ _/ Us(qvu'o

T h) o

Porovnanim oboch vyrazov pre x’(q,0) dostaneme sumacné pravidlo pre stlacitelnost.

Vztah medzi (On/0p)r a izotermdlnou rychlostou zvuku vs.
Vol'né energia systému je extenzivna veli¢ina. Preto pri konstantnej teplote mozeme pisat

V) =i (7).

kde f(n,T) je hustota volnej energie v systéme s hustotou n pri teplote T. Chemicky potencial je
dany vztahom p = (OF/ON)yr = f,(n,T). Preto (Op/On)r = f),(n,T). Na druhej strane, tlak
je dany vztahom p = —(0F/0V)rn = —f(n,T) + nf)(n,T). Pre prevratena hodnotu izotermélnej
stlacitelnosti preto plati (9p/dn)r = nf),(n,T). Nasledne dostavame

oy _ 1 _ fony _ n
op T_ rl{n(an)_ Op T_m”?

kde vs je izotermélna rychlost zvuku, ktora je dana vztahom muv? = (Op/on)r.

Distribu¢na funkcia pre pary cCastic
Ak vyuzijeme defini¢né vztahy pre pq, staticky struktirny faktor moézeme zapisat v tvare

Sq = 1 Z(eiq'(”_rl’)) =n+ 1 Z(eiq’(”_rl’)> =n+n? | drg(r)etaT, (7)
% %
LU 12U

kde v poslednom kroku sme vyuzili definiciu Diracovej delta funkcie a zaviedli sme tzv. distribu¢nii
funkciu pre pary castic

9(r) = —= S (6l = (v — )],

1Al

ktorej fyzikdlny vyznam je nasledovny. Fixujme vzdialenost r a vypocitajme pre vSetky dvojice atémov
ich relativnu vzdialenost ry — r;. Ak pre dané r existuje nejaka dvojica so vzdialenostou ry — r; = r,
potom integral funkcie g(r) cez malé okolie bodu r da koneény prispevok. Teda funkcia g(r) je tmerna
hustote po¢tu parov s relativnou vzdialenostou r. Normu funkcie g(r) najdeme vypoctom statického
Struktarneho faktora pre q = 0. Z defini¢nej formuly dostaneme Sy = NTQ, kym z rovnice (7) vyplyva
So = n? [ d®rg(r). Preto musi platit [ d®rg(r) = V.
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Z rovnice (7) vyplyva nasledovny vztah medzi Fourierovou transforméaciou distribu¢nej funkcie
parov gq a statickym Struktirnym faktorom:

Lo, — L (8)

9q=—3
4 p2 n

V kapitole 6 pouzijeme vztah (8) na vypocet distribu¢nej funkcie parov elektronov.

gpecidlne pripady distribucnej funkcie pre pary castic
1. Ak ¢astice vytvaraju Bravaisovu mriezku, potom plati

g0y = =SS (- w)l) = - 3 de ),
I#j r;#0

pretoZze v Bravaisovej mriezke moZzno sumu cez r; nahradit nasobenim poctom bodov.

2. Ak castice vytvaraju idealny plyn, potom funkcia g(r) musi byt konstantné, lebo polohy atémov v
idedlnom plyne st nekorelované. Lahko nahliadneme, Ze plati g(r) = 1, pretoze velkost konstanty je
dana normalizéciou funkcie g(r).

3. Ak cCastice vytvaraju kvapalinu, potom distribu¢né funkcia pre pary castic je iba funkciou vzdiale-
nosti ¢astic r (tzv. radidlna distribu¢na funkcia g(r) = g(r)). Na velkych vzdialenostiach oc¢akavame,
ze g(r) = 1 ako v plyne. Na malych vzdialenostiach musi platit g(r) — 0, pretoZze Castice sa spravaju
ako tuhé (nepreniknutelné) gule. O¢akavame tiez, ze funkcia ¢g(r) ma maximum s hodnotou vi¢sou nez

1 pri r ~ rg, kde dlzka r¢ parametrizuje hustotu ¢astic v kvapaline vztahom p ~ Ty 3

Cvicenia
1. Pre systém neinteragujtucich bozénov so spinom S = 0 pri teplote T = 0 vypocitajte dynamicky Struktarny faktor
S(q,w), staticky struktirny faktor Sq a distribu¢énu funkciu g(r) pre pary castic.

1

2. To isté pre systém neinteragujtcich fermiénov so spinom S = 5 v D = 1.

3. To isté pre systém neinteragujtcich fermiénov so spinom S = % v D=3

4.* Vypocitajte dynamicky Strukturny faktor S(q,w) pre harmonicky krystal s jednoatoméarnou bazou.
Névod: vychadzajte zo vztahu (5) a pouzite pq(t) = >, exp(—iq- R;) exp(—iq- u;(t)), kde R; je idedlna poloha bodu j
Bravaisovej mriezky a u;(t) je operator vychylky tohto bodu (v Heisenbergovom obraze) v ¢ase t. Pouzite vysledok

(exp(—iq - u;(1))) expliq - ux(0))) = exp [—((a- wr)®) + (- w;()a - ue(0)] ~ e~ (9 [1 4 (q-w;(t)q - uk(0))]

platny pre harmonické kmity. Pri ¢asovej Fourierovej transformacii vyuzite aproximativnu formulu platna pre malé q.
5. Fluktua¢ne-disipaéné veta pre (klasicky) Brownov pohyb.

Pohyb Brownovej ¢astice s hmotnostou m v D = 1 opiSme tzv. Langevinovou rovnicou mv = —nv + f(t), kde 7 je
koeficient trenia a f(t) je ndhodne fluktuujtca sila, pricom (f(t)) =0 a (f(¢)f(t')) = 2B&(t — t'). Ukaizte, %e koeficienty
B a n nie st nezavislé, ale naopak zviazané fluktua¢ne-disipa¢nou vetou B = nT. Navod: najprv ukazte, Ze rieSenim
diferencialnej rovnice pre v(t) s pociatocnou podmienkou v(0) = vo je v(t) = e~/ vy + 1 fot dt'e(tlfﬂ/Tf(t'), kde £ = L.

Potom vypodéitajte strednti hodnotu v, = limy_yeo(v(t)?) v limite dlhych Easov a ziadajte, aby platila (rovnovazna)

podmienka mv%, = T.

2 Supratekuté hélium: excitacné spektrum

V tejto prednaske vylozime dva pristupy k popisu excitaénych spektier supratekutin s nenulovymi in-
terakciami medzi ¢asticami. Najprv budeme v ramci tedrie Bogoluboval? predpokladat, Ze interakcie
st slabé a skonstruujeme poruchovi teériu supratekutin. Takyto pristup samozrejme nemozno pouzit
na kvantitativne stidium excitaénych spektier He II. Tito druht tlohu budeme riesit v ramci Feyn-
manovho fenomenologického pristupu. Literatara: NP2, Rickayzen.

Teoreticky model
P . 2 v » . . . 21.2
Sktmajme systém N Castic so spinom S = 0, s energiami g = LK

2m

a so slabymi parovymi interakciami

12 anglickej literatire sa pouziva transkripcia Bogoliubov aj Bogolyubov. My budeme pouzivat slovenska verziu
Bogolubov.
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s potenciadlom U(r). Predpokladajme, Ze teplota 7' = 0. Nech ¢astice sa hybu v §katuli s objemom V a
nech pre ne platia periodické okrajové podmienky. Ak zavedieme kreacné a anihila¢né operatory alt a
ax pre jednocasticové stavy (rovinné vlny indexované vlnovym vektorom k), potom hamiltonian (?7?)

mozno pisat v nasledovnom tvare (pozri napr. 111.6):

1
=Y oot 55 3 Vaakgal_qawa o)
k kX ,q

kde Vg = [ d?rV (r)e™"@7T je Fourierova transformacia interakénej energie. Budeme predpokladat, Ze
V(r) = V(—r), preto Vq = V_q a Vg je realne ¢islo. Pre konkrétnost budeme mat na mysli nasledovny
modelovy potencial s amplitidou U a dosahom a:

U r2

Vir) = We_ﬁ

2.2
s Fourierovymi komponentami Vq = U ade” 2. Naviac budeme predpokladat, ze U > 0, t.j. Ze interak-
cie st odpudivé. Je preto zrejmé, Ze tato tedria nemodze vysvetlit existenciu kvapalného stavu. 50 rokov
po sformulovani tedrie sa v8ak objavili systémy, ktoré mozno kvantitativne popisat (modifikovanou)
Bogolubovovou teodriou: ide o supratekutost plynov, v literatire skér znamu ako Boseho-Einsteinovu
kondenzaciu v plynoch. Na plyny v limite T" — 0 totiz mozno aplikovat tie isté tvahy ako na kvapa-
liny: entropia plynu musi vymiznat. Priroda tento problém riesi vznikom kondenzatu. KedZe podla
BE tedrie Tgr o« n?/® kde n = N /V je hustota Castic, kritické teploty pre vznik kondenzatu v ply-
noch budua radovo nizsie nez v kvapalinach. Hlavnou prekazkou pozorovania supratekutosti plynov bolo
dosiahnutie dostato¢ne nizkych teplot. Tato tloha bola experimentalne vyrieSena len pomerne nedavno.

Nekonzistentnost tedrie Hartreeho-Focka
Hamiltonian (9) popisuje translacne invariantny systém. Preto neporuseny zakladny stav systému N

N
bozénov |N) = L <a$) |0) je zaroven rieSenim interagujiceho problému v priblizeni Hartreeho-

N!
Focka. Energia z\é{l;adného stavu je Egs = (N|H|N) = ﬁN(N — 1)Vh. V teorii Hartreeho-Focka
st jednocasticové excitované stavy popisané vinovymi funkciami |q) = a:r1|N — 1) a ich energie su
Eq = (d|H|q) = Egs + &q, kde £q = eq + nVq4. Ak dalej uvazime, ze pg =Y, efari =3 aL+qak,
dynamicky struktirny faktor v teérii Hartreeho-Focka pri teplote T'= 0 bude

S(q,w) (alph|N) 26 [l — (Eq — Egs)] = hind [hw — &4 - (10)

_ h‘
%
Pre fyzikalne zaujimavé momenty Struktarneho faktora (10) teda platia vztahy

/de(q,w):n, /dwwS(q,w):ngq, / d—wS(q—H},w):E.
0 0 h 0o W

Vo
V poslednom z integralov sme vyuzili, Ze v dlhovlnnej limite ¢ — 0 plati £4 — nlj.
Na druhej strane, exaktné sumad¢né pravidla pre struktarny faktor pri teplote T' = 0 nadobudaji
nasledovny tvar (pozri kapitolu 3):

00 B 1 00 _ néq 0 dw o hn
/0 dwS(q,w) = V(Pqp—q>7 /0 dwwS(q,w) = B /0 w S(@—0,w) = 2mu2’

KedZe v teorii Hartreeho-Focka plati (N|pgp—q|N) = N, struktirny faktor (10) spliia prvé sumacné
pravidlo. Na druhej strane, kedze &4 # eq, Struktarny faktor (10) nartSa druhé sumacné pravidlo
(pravidlo f-sam). Toto naruSenie je obzvlast dramatické v dlhovlnnej limite ¢ — 0. Co sa tyka tretieho
sumac¢ného pravidla (pre stlacitelnost), pre chemicky potencial pu = agﬁ’}s v teérii Hartreeho-Focka

plati i = nVp, odkial pre rychlost zvuku vyplyva

n oy nV
S won  m (1)
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Preto exaktné sumacné pravidlo pre stlacitelnost déva na pravej strane 5 fn 2= %, ¢o opéat nesuhlasi
0
s explicitnym vypoétom pre Struktarny faktor (10).
Teoria Bogol'ubova
Pozri 111.12.
Dynamicky Struktirny faktor v tedrii Bogolubova
Dynamicky struktirny faktor pri teplote T = 0 je definovany vztahom
Z| 1ok W0) 26 [hw — (B; — Egs)].

Ak zanedbame maly pocet ¢astic s hybnostami k # 0, ktoré su prl’tomné v zédkladnom stave |¥y), potom
moZeme pisat pq\\IIO) (a&ao + aga_q)\\llo) \/N(e’eail + e %a_q)| Vo) a pre S(q,w) dostaneme

AN

Savw) = - 310l al + ¢ aq) o)l 8 [he — (B — Egs)).

J

Pretoze (e?a T—I—e a— q)|\Ilo> (e ieufl— —i0 *)aq|\110> = (|uq|—|vq])ag\\110), k sume cez excitované
stavy j prispieva iba stav aq]\If()) s energiou Fgg + Fq a pre dynamicky struktarny faktor dostaneme
S(q,w) = hn(|ug| — |vg|)?d (hw — Eq) a po vyuZiti vysledkov pre uq a vq v koneénej forme:

ne
S(q,w) = ﬂqé (w—wq),
q

kde sme zaviedli frekvenciu wq = Eq/h. V teorii Bogolubova preto sumac¢né pravidla pre jednotlivé
momenty dynamického Struktirneho faktora nadobudaji tvar

/ dwS(q,w) = "5, / duwS(q,w) = 1L / Lsta—0.w) = oy
0 E 0 0

q 2m’ 2mu?’
kde v poslednom pravidle (pre stla¢itelnost) sme vyuzili, Ze v dlhovinnej limite S(q, w) — 2%%5 (W — wq)-
Porovnanim s exaktnymi sumac¢nymi pravidlami l'ahko nahliadneme, Ze pravidlo f-sim a sumacné pra-
vidlo pre stlacitelnost sa splnené.
Napokon ndm ostéva overit platnost sumac¢ného pravidla pre staticky Struktirny faktor Sq. Za tym
tcelom poditajme Sq v ramci teérie Bogolubova:

1 1 1 1
Sq = §<Pqpfq> Y Z(aLap+qaL+qak) R Z(aLa@ + v Z<0Tpa;r<+qap+q@k>,
p.k k p.k

kde sme pouzili oznacenie (X) = (¥o|X|¥p). Sumy v poslednom ¢lene potrebujeme vykonat do radu
N(}. Preto aspon dva zo sumaénych indexov musia byt rovné 0:

1
Sq=n+ v [(aiqagaoa@ + (agagaqa_q> + (agagaqa@ + <aT_qaga0a_q>

Ak teraz zanedbame rozdiel medzi N a Ny a operatory nahradime c-¢islami podla azr) — V/Ne ¥ g

ap — VNe a ak naviac Vyuiijeme vztahy (allaq> = |vgl?, (aqa—q) = uqv;"l a vysledky pre uq,
vq, dostaneme napokon Sq ~ ni: E . Ukézali sme teda, Ze v teorii Bogolubova st vSetky tri sumadné
pravidl& splnené.

Vréatme sa eSte na chvilu k diskusii o charaktere dlhovinnych Bogolubovovych excitacii. Podl'a mik-

W0 Tento vysledok je v zhode s makroskopickym

roskopickej tedrie pre rychlost zvuku plati v =
odhadom (11), ak zanedbame rozdiel medzi N a Np. Teda jednocasticové excitécie si v dlhovlnnej

limite totozné so zvukovymi vlnami.

Zovseobecnenie tedrie Bogolubova na konecné teploty
Najprv skonstruujme funkciu odozvy hustota-hustota v rameci teérie Bogolubova. Pri teplote T' = 0



16 2 SUPRATEKUTE HELIUM: EXCITACNE SPEKTRUM

dostaneme pomocou fluktuac¢ne-disipacnej vety pre imaginirnu cast funkcie odozvy pre frekvencie
w > 0 vyraz x"(q,w) = —F5(q,w). Ak naviac pre zaporné frekvencie pouzijeme vztah x”(q, —w) =
—x"(q,w), dostavame napokon
ng?
2mwq

X'(q,w) = [0(w — wq) = d(w + wq)] -

Pomocou Kramersovych-Kronigovych vztahov pre realnu cast funkcie odozvy odtialto dostaneme

2
X' (q,w) = "5 / 2. Vysledky pre redlnu aj imaginarnu ¢ast funkcie odozvy mozno sumarizovat vztahom
w qu

T 2 m
x(q,w) = (004‘?7)/2—%%’ (12)

kde opét predpokladame, ze v = 0T.

V d’alsom vyklade budeme predpokladat, Ze vysledok pre funkciu odozvy (12) plati aj pri koneénych
teplotach. Inymi slovami, budeme predpokladat, Ze pre dany vlnovy vektor existuje v spektre jediny
mod s frekvenciou wq. Pre dynamicky Struktirny faktor potom dostédvame

S(a,w) = Zg [n(w) + 1] [5(w = wq) = 0(w + wq)], (13)

kde Z4 = %.13 KedZe stale predpokladame, ze v dlhovinnej limite mé spektrum charakter zvukovych

vin, t.j. wq o ¢, potom napriklad ahko vysvetlime, Ze merné teplo hélia II pri nizkych teplotach skaluje
s tretou mocninou teploty, ¢y o< T% (pozri napr. 1.11).

Feynmanova fenomenologicka tedria

Podl'a teérie Bogolubova sii v supratekutine jednocasticové excitacie totoZné s kolektivnymi exci-
taciami. Feynman argumentuje, Ze tento vysledok Bogolubovovej tedrie je vSeobecnou vlastnostou
supratekutin a preto v supratekutinidch pre dany vlnovy vektor q existuje jediny moéd. Tato hypo-
téza sa nazyva aprorimdciou jediného mddu. Feynman dalej argumentuje, Ze ak |Uy) je zakladny stav
hélia s energiou Fgg, potom stav qu\\Il()) je excitovany stav s hybnostou hq a energiou Eggs + Ey.
Normalizovana vinova funkcia excitovaného stavu s hybnostou fiq potom je

1

|q>=\/v—sol

kde Sq = %(lﬂo\ pqp:rl|\110> je staticky strukturny faktor pri teplote T' = 0, na ktoru sa v dalsom vyklade
obmedzime. Spektralna reprezenticia dynamického Struktarneho faktora v priblizeni jediného modu
ma preto tvar S(q,w) = %](q\pm\l/o)\?é(w — wq), ¢o mozno zapisat pomocou statického struktirneho
faktora ako

W),

S(q,w) = Sq0(w — wq)-

Preto v pribliZzeni jediného médu fooo dwwS(q,w) = Sqwg. Na druhej strane, podla pravidla f-sim
musi platit fooo dwwS(q,w) = hggf. Porovnanim tychto vysledkov dostavame Feynmanovu predpoved

pre disperzny zékon

13Pripominame, Ze aj pre zaporné frekvencie je struktiarny faktor kladny, ako aj méa byt: S(q,w < 0) = Zgqn(wq)d(w +
wq). Lahko mozno overit, Ze pravidlo f-sim aj suma¢né pravidlo pre stlacitelnost si opat splnené. Pri koneénej teplote
treba integrovat v hraniciach —oo, co. Staticky strukturny faktor pri koneénej teplote je dany vztahom
neq E

Sq = Zq 2n(wq) + 1] = o coth ﬁ.
Za zmienku stoji kvalitativna zmena Sq v dlhovlnnej limite q — 0. Pri nulovej teplote totiz Sq — 0, kym pri konecnej
teplote Sq — L

P
muvg
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Obr. 1: Vlavo: staticky strukturny faktor pre supratekuté hélium. Pik pri ¢ ~ 2 At je zdovodneny v texte. Dlhovlnna
limita je predmetom cvicenia 1. V extrémne kratkovlnnej limite ¢ — oo pre Strukturny faktor plati Sq — n, v silade so
vztahom (7). Vpravo: porovnanie experimentalneho disperzného zakona s teériou Bogolubova (rychlost zvuku berieme
ako fitovaci parameter). Roténové minimum je vysvetlené v texte podla Feynmana. V extrémne kratkovlnnej limite
Feynman predpoveda Fq = €4, podobne ako Bogolubov.

Disperzny zékon pre wq mozno ur¢it z nameranych dat pre S(q,w) pomocou formuly (13). Experi-
ment ukazuje, Ze v dlhovlnnej oblasti ¢ < 1 A~ rastie frekvencia wq linedrne s vinovym vektorom ¢ (v
sulade s tedriou Bogolubova). AvSak pre g ~ 2 A~ ma disperzny zakon lokalne minimum (na rozdiel
od teorie Bogolubova, v ktorej energia F, monotonne rastie s q). Excitacie v tejto oblasti spektra sa
nazyvaju rotony. Ich existenciu predpovedal Landau na zaklade termodynamickych tvah.

Feynman vysvetlil existenciu roténového minima ako jednoduchy désledok predpokladu o jedinom
mode. V kvapaline, ktorej usporiadanie na malych vzdialenostiach je podobné krystalom, ma totiz fun-
kcia Sq pik pre vinovy vektor go ~ %’r, kde d je typickéa vzdialenost medzi Casticami (pozri prednasku 1
a obr. 1). V blizkosti hybnosti ¢ = g preto vznikne lokalne minimum disperzného vztahu wq.

Landauovo kritérium

Experimentalnym faktom je, Ze supratekutina moZe tiect bez disipacie energie, iba ak rychlost tecenia
u nepresiahne kritickt hodnotu v.. Landau sformuloval nasledovné kritérium pre moZnost bezdisipa-
tivneho transportu hmoty. Skiimajme hélium teciice s rychlostou —u cez riru stojacu v laboratornej
vztaznej sistave. Prejdime do siradnicovej siistavy, v ktorej hélium stoji a steny riry sa hybu s rych-
lostou u. Predstavme si steny rary ako masivny objekt s hmotnostou M. Pytajme sa, ¢i modze masivny
objekt odovzdavat tekutine hybnost. Ak ano, potom podla Landaua nie je mozny bezdisipativny tran-
sport hmoty. Masivny objekt by mohol v supratekutine vybudit excitaciu s hybnostou ik a energiou
Ey, pricom by sa jeho rychlost zmenila na u’. V rozptylovom procese by sa musela zachovavat celkovéa
hybnost a energia:

ﬁ (Mu)? = ﬁ (Mu')? + .

Ak zo zakona zachovania hybnosti vyjadrime Mu’ = Mu — hk a vysledok dosadime do zakona zacho-
vania energie, po Uprave dostaneme podmienku

Mu = My’ + Rk,

h2k2
-hk =F —ax F
u k+2M ks

kde pribliznd rovnost vyplyva z podmienky M — oo. KedZe u - ik < huk, rozptyl s prenesenou
hybnostou k nie je moZzny pre rychlosti te¢enia u < % Landau preto stotoznil rychlost vpandan =
mink%, t.j. najmensiu z rychlosti %, s kritickou rychlostou tec¢enia supratekutiny. V teoérii Bogolu-
bova Ulandau = Vs, Kym pre neinteragujice bozény vrandaq = 0. Dnes vieme, ze Landauovo kritérium
nepredstavuje ani nutni, ani postac¢ujicu podmienku na vznik supratekutého pridenia.!? Existencia
kritickej rychlosti suvisi s excitovanim tzv. supratekutych virov. Tejto téme sa vSak nebudeme veno-

vat. Pripomenieme iba, Ze ide o ¢iarové topologické defekty podobné dislokacidm a virom v supravodici.

1 Naozaj: kedze v héliu II je v, ~ 65 m/s, ak by &lo o postagujiicu podmienku, potom by kriticka rychlost musela byt
aspon 65 m/s. Pozorované kritické rychlosti v8ak zavisia od rozmeru kapilary a st obvykle o dva rady nizsie. Naopak,
ak by islo o nutni podmienku, ¢o sa zda pravdepodobnejsie, potom by v systémoch S vLandau = 0 nemohla existovat
supratekutost. Supravodivost sa v8ak experimentalne pozoruje napriklad v d-vlnovych supravodi¢och alebo v supratekutej
faze A fermionovej kvapaliny ®He, pricom pre oba systémy plati vpandau = 0. Moderné interpretacia Landauovej kritickej
rychlosti je (pozri napriklad knihu G. Volovika, kapitola 26.), Ze vrandau je medzné rychlost, pri prekroceni ktorej sa
excita¢né spektrum supratekutého stavu kvalitativne zmeni oproti stavu supratekutiny v pokoji.
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Cvicenia

1. Feynmanovo priblizenie jedného médu umoziuje predpovedat disperzny zakon Eq, ak je znamy staticky Struktarny
faktor Sq. Pomocou sumag¢ného pravidla pre stlacitelnost ukazte, ze v dlhovinnej limite sa da staticky Struktirny faktor
Sq v pribliZeni jedného médu predpovedat teoreticky, t.j. netreba ho merat. Pracujte pri teplote T' = 0.

2. Vlnovu funkciu s jednym excitovanym médom CXI1|‘I/0> reprezentujte pomocou operatorov aL. Explicitnym vypocétom
sa presvedcte, ze ide o normovand vlnovi funkciu.

3. Nech |¥y) je zakladny stav pre kondenzat s fazou 6 = 0. Presvedéte sa, Ze v okoli priestorového bodu x¢ mozno vlnovi
funkciu af;|¥o) (pre g — 0) aproximovat vlnovou funkciou |¥f) = €% W), kde 6y = q - xo. Ukdzte, Ze |¥() mozno
interpretovat ako zakladny stav pre kondenzat s fazou 6 = %0, kde N je stredna hodnota poctu castic v systéme. Z tejto

avahy vyplyva, ze stavy |¥o) a |¥() maji rovnaké energie, teda energia Eq — 0 pre q — 0.

3 Supravodivost

Pozri 111.14-19.

Magnetické interakcie medzi elektronmi

Ulohu i6nového pozadia pri vzniku pritazlivej interakcie medzi elektronmi mozu hrat aj iné stupne
volnosti, s ktorymi elektrony interaguja. Ako casto diskutovany priklad uvedieme interakciu elektrénu
s magnetizovatel nym prostredim tvorenym ostatnymi elektrénmi. Interakcie medzi elektrénmi popisme
Hubbardovym modelom s interakénym ¢lenom Hy = U ) g nrynry. Ak zavedieme operator celkove;
hustoty elektréonov v mriezkovom bode R, nr = nrt +nr,, a vektor operatorov spinu v bode mriezky
Sr = (Sk. Sk Sk). interakény ¢len mozno prepisat do tvaru

HU_UZ< n% — SR - SR> NZ( NgN—q — sq.s_q>,

kde v druhej rovnici sme presli k Fourierovym komponentam. Hamiltonian Hy popisuje netienené
interakcie medzi nabojovymi a spinovymi hustotami a je analégom hamiltonianu Hcoylomp v modeli
zelé. Magneticku ¢ast hamiltonidanu Hyy moZeme interpretovat ako Hyag = —% Zq Bgy - S_g, t.j. ako
interakciu spinovej hustoty s “magnetickym polom” Bq = USq. V8imnime si, Ze Fourierova komponenta
“magnetického pola” Bg je pritom generovana Fourierovou komponentou spinovej hustoty Sq.

V magneticky polarizovatelnom médiu ocakavame, Ze magnetické pole By generované spinovou
hustotou S bude zosilnené koeficientom x(q), ktory zavisi od vlnového vektora a hra rolu tieniaceho

faktora (q oy bre coulombovské interakcie. Preto “tienené” magnetické pole Bf]lot generované spinovou
hustotou S bude B* = Ux(q)Sq a magneticky hamiltonian nadobudne tvar
I | {
e O CINERES O 3) WAL e
k,p afyé

V druhej rovnici sme interpretovali viny spinovej hustoty vo formalizme druhého kvantovania ako
Sqa = 3>k EaBCquacka kde & = (0%,0Y,0%) st Pauliho matice. Ak sa teraz (podobne ako pri
odvodeni hamiltonianu (??)) obmedzime na rozptyl v tzv. Cooperovom kanali p = —k (t.j. rozptyl
parov s nulovou hybnostou) a ak vyuzijeme identitu Gog-0v5 = 264505y —dasd~s, dostaneme magnetickt
verziu modelového BCS hamiltonidnu:

Hyck = 17 K 10 (38 S - T, T
k k’

kde sme pouzili krea¢né a anihila¢né operatory pre singletné a tripletné Cooperove pary

1 1 _
Sk = \ﬁ(c—kick'r —cxick)), Ti=cxpekp, Ty = ﬁ(c—kJ,CkT + ko)), Tt = ok,

a vyuzili sme identitu Zaﬁ cL,acT_k,ﬁ@c,kackg — C_KkBCka) = TTk, -Tyx — 3ST,Sk.
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Stoji za zmienku, Ze magnetické interakcie st pritazlivé pre tripletné Cooperove pary. Veri sa, Ze
feromagnetické fluktudcie sposobuji (tripletni) supratekutost izotopu *He a (pravdepodbne tripletnt)
supravodivost SroRuQy.

Na druhej strane, magnetické interakcie st zadanlivo odpudivé pre singletné Cooperove pary. Av-
sak, ak funkcia x(q) vykazuje ostré maximé pri kone¢nych vlnovych vektoroch, potom interakcia H. ]r_;,)ngé
moze sposobovat aj supravodivost so singletnymi Cooperovymi parmi. Veri sa napriklad, Ze tento me-
chanizmus je zodpovedny za supravodivost vysokoteplotnych supravodicov.

Variaéna metdéda pre maticu hustoty
Metodou renormalizacnej grupy teda obvykle vieme identifikovat dominantné procesy v studovanom
systéme, napriklad cooperovské rozptyly v pripade systémov s pritazlivymi interakciami. Na popis
supravodivého stavu pod kritickou teplotou potrebujeme na jednej strane uhadnut tvar efektivneho
hamiltonidnu a na strane druhej optimalizovat volné parametre, ktoré doiiho vstupuji. Ulohe o tvare
hamiltonianu sa budeme venovat v nasledovnej prednaske. Teraz (v principe) vyrieSime jednoduchsiu
alohu o optimalizacii jeho parametrov.

Najprv zovSeobecnime variacény princip z kvantovej mechaniky na Statisticku fyziku. Majme systém
s hamiltonidanom H. 7Z kvantovej mechaniky vieme, Ze pre energiu zékladného stavu E plati £ <
(Y|H|), kde [¢) je Tubovolny normalizovany stav systému. Teda energiu E moZno zhora ohranicit
volbou variacného stavu [i). Stav |1)) mdzeme d'alej optimalizovat minimalizovanim jeho energie.

Ukazeme, Ze pri kone¢nej teplote mozno tento vysledok zovSeobecnit nasledovne. Nech p je Tubo-
volnd matica hustoty pre skiimany systém. Potom volnu energiu F' systému mozZno zhora odhadnut
nasledovne:

’F <TrpH +TTrplnp. (14)

Teda vysledok (14) mozno pouZit na optimalizidciu matic hustoty p.

Dokaz.!5 Nech veli¢ina z nadobtida hodnotu z s pravdepodobnostou P(z). Definujme strednti hod-
notu veli¢iny f(x) vztahom (f(z)) = TrP(x)f(x), kde symbol stopy znamena suméciu alebo integro-
vanie cez vSetky dovolené hodnoty z. Z nerovnosti e* > 1 4 x, platnej pre vSetky redlne z, dostavame
nerovnost (e~**) > =M% pre strednt hodnotu exponencialy. Naozaj:

(e7) = Tr {P(m)ef’\“”} = e MOy {P(a:)e*)‘(x*(”»} > e ATy {P(x)[1 = Az — (z))]} = e M),
Nech matica hustoty p, ktorti studujeme, je diagonalna v baze |n). Potom presna Statistickd suma splha

nerovnost
n n n

kde sme pri vypocte strednej hodnoty v stave |n) pouZili nerovnost pre strednti hodnotu exponencialy.
V druhom kroku sme pouzili trivialnu identitu 1 = p,e~™P». Ak teraz pre stredovanie podla matice
hustoty p,, eSte raz pouzijeme nerovnost pre stredni hodnotu exponencialy, dostaneme

2> 3 pe lHITI0pn > o= E pul(nlH )/ T+in pn) _ o=Tep(H/T+10p),

Kedze F = —T'In Z, dostavame odtialto varia¢na nerovnost (14).

Optimalizacia efektivneho hamiltonianu

Ako moZno vysledok (14) pouzit na optimalizaciu parametrov efektivneho hamiltonianu Hy? Ak systém
popiSeme namiesto presného hamiltonidanu H jednoduchsim efektivnym hamiltonidnom Hj, potom za
variaéni maticu hustoty je rozumné zobrat

1
Po = —e_HO/T, Zy = TreHo/T,
Zo
Ak pouZijeme tuto maticu hustoty v nerovnosti (14), stredovanie podla pg oznac¢ime symbolom (.. .)o
a pouZijeme In pg = —In Zy — Hy /T, dostaneme nasledovny horny odhad volnej energie:

’F§F0+<H—H0>0,

(15)

15Ty sledujeme vyklad v knihe Chaikina a Lubenského, kapitola 4.8.
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kde Fp = —T'InZj je naivna hodnota volnej energie. Vysledok (15) ndm umoZiuje optimalizovat
parametre efektivneho hamiltonianu Hy minimalizovanim pravej strany.

Ak v uvedenom dékaze nahradime hamiltonian H “grandkanonickym hamiltonianom” H = H —uN,
efektivny hamiltonian Hy “grandkédnonickym efektivnym hamiltonidnom” Hy = Hy — pN, Statisticka
sumu Z velkou Statistickou sumou Z = Tre /T, volna energiu F' velkym termodynamickym po-
tencidlom F a za maticu hustoty vezmeme py = Zioe*HO/ T kde Zy = Tre "o/T potom dostaneme
analogickt nerovnost

F < Fo+ (H —Ho)o-

Tlmenie ultrazvuku

Vo zvysku tejto prednésky popiSeme také experimenty, pri ktorych sa pocet elektrénov vo vzorke
nemeni. Vo v8etkych skiimanych pripadoch budeme predpokladat, Ze pésobenie vonkajsich poli mozno
chapat ako mala poruchu oproti modelovému hamiltonidnu (?7) a odozvu na tato poruchu popiseme
Kubovou formulou.

Za¢nime skimamim tlmenia zvukovych vin v supravodiéi. Obmedzime sa pritom na pripad dlho-
vlnnych pozdlznych vin s vlnovym vektorom g, pri¢om budeme predpokladat, ze dlzka viny je vicsia
nez rozmer Cooperovho paru, t.j. Zze plati ¢¢ < 1.16 Tlmenie ultrazvukovych vin sa realizuje prostred-
nictvom rozptylu fonénov na necistotach, elektrénoch, atd. My preskiimame, ako sa v supravodivom
stave zmen{ prispevok od rozptylu fonénov na elektronoch. Interakciu medzi elektronmi a pozdlznymi
fonénmi popiseme hamiltonidnom (pozri napr. I111.8):

1
Hep = —= qup—q(aq + aiq)v
VYV o

kd.e .pq.: Zk(CLTCk+qT + C]L_k_qﬁ—_k 1) je fourierovska kompor.lenta elektr.()novej hus'toty, ?peréto%r aq
anihiluje fonén s hybnostou q a gq je vézbova konstanta medzi elektréonmi a fonénmi. KedZe hamilto-
nidn musi byt hermitovsky, musime Ziadat gg = g—q-

Vseobecnd formula

Predpokladajme, Ze zvukové vlna obsahuje Nq fonénov. V désledku interakéného ¢lena Hep, vSak N nie
je zachovévajicou sa veli¢inou. Pravdepodobnosti absorpcie a emisie fonénu za jednotku c¢asu W, a W,
mozno pocitat pomocou Fermiho zlatého pravidla. Ak za pociatoény a konecény stav systému zvukova
vlna + elektrony pritom zoberieme direktné suciny fononovych a elektrénovych stavov |i) = |Ng) @ [n)
a|f) = |Nq £ 1) ®|m), kde |n) a |m) st vlastné stavy elektronového systému s energiami E,, a E,,
pre W, a W, dostaneme

27r‘gq|2 q 1 _E’IL/T 2 — E — hu)
N Y Z nme [(m]p—q|n)|” 0 (Em n a):
27| gq|?(Ng + 1) 1 -E £ E 4 hw
We = | qlfqu )ZZe /T (mlpg|n)|* 6(Em — En + huq).

n,m

Casovy vyvoj poctu fonénov v zvukovej vine je popisany rovnicou Nq = W, — W,. Ak teraz budeme
predpokladat, Ze pocet fonénov v zvukovej vlne je makroskopicky, Ng > 1, potom vo vyraze pre W,
mozeme nahradit faktor Ng + 1 faktorom Ng. Ak v flom naviac zamenime sumac¢né indexy n a m a
ak vyuzijeme vztah pq = p[q, potom rovnica pre ¢asovy vyvoj poc¢tu fonénov sa zjednodusi na tvar
Nq = —alNg s utlmovym faktorom
27| gq|” —hwg/T\ L —En/T 2
a:T(l—e a/ )Z—VZe n/ ‘(m[pl;m)‘ S Em — En — hwg).

n,m

D4 sa ukazat, Ze v tomto pripade je vizbova konstanta gq medzi elektronmi a zvukovou vinou (pozri daldi vyklad)
rovnaka v normalnom aj v supravodivom stave. Pozdlzna dielektricka funkcia supravodi¢a je totiz v dlhovlnnej limite
takmer rovnaka, ako v normalnom stave. Tienenie dlhovinnych priecnych poli je vSak v supravodici kvalitativne iné ako
v norméalnom kove, kedZe statické polia st odtienené Meissnerovym javom.
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Porovnanim s definiciou dynamického strukttrneho faktora S(q,wq) v kapitole 1 mézeme vysledok pre
koeficient utlmu ultrazvukovych vin zjednodusit nasledovne:

2|gq|® —hwq/T
a=—g- (1 — e~hwa/ ) S(q, wq)-

Ak teraz Strukturny faktor prepiSeme pomocou fluktua¢ne-disipacnej vety, dostaneme napokon

_Q‘Qq‘Q "

@ ==X (9, wq)-

Teda imaginarna ¢ast funkcie odozvy hustota-hustota meria absorpciu (fonénového) Ziarenia s vino-
vym vektorom q a frekvenciou wq. Inymi slovami, funkcia x”(q,wq) je meradlom disipacie energie v
elektrénovom systéme, ako sme tvrdili bez dékazu v kapitole 1.

Priblizenie stredného pola
V priblizeni stredného pola za vlastné stavy supravodi¢a berieme vlastné stavy hamiltonianu (?7?). Pri
vypocte utlmovej funkcie preto potrebujeme elektronové operatory nahradit bogolubénmi. Pri tomto
prepise je uzito¢né nasledovné identita:
{ t _ * * f * 0
Cpplpt T €51 C-k| = (uup — Uk“p)VkT'YpT + (Ukup - UkUp)WLpJY—ki
+  (ugvp + vi’;u;)vlﬂip 1+ (uvp + vicup) Ykt + 20kpluil®,  (16)

Kombinécie funkcii v a v, ktoré vystupuju na pravej strane, sa nazyvaja koherenénymi faktormi typu I.
V&imnime si, ze prvé dva ¢leny nemenia pocet bogolubonov, kym druhé dva ¢leny menia pocet bogo-
Tubénov o 2.

Kedze v typickych experimentoch je energia ultrazvukovych vin mala oproti supravodivej energe-
tickej medzere, hwg < A7 zakon zachovania energie v rovnici pre o mozno splnit iba procesmi, ktoré
zachovavaju pocet bogolubénov. Preto moézeme pisat

Ph=2 {(Uiiuqu — Utk ) W Neat + (WU = Uk q) Y g Ykl + - } =2 r4(k),
K K

kde vybodkované ¢leny, ktoré zodpovedaju kreacii a anihilacii parov bogolubénov, mozno zanedbat.
Ak |n) a |m) sa vlastnymi stavmi hamiltonidnu (??), potom lahko nahliadneme, Ze |<m\p:&]n>\2 =
Yk \(m!pfq(k)\n)]2 Prispevky od pil(k) k utlmovému faktoru st teda dvoch typov. Prvy prispevok
pochédza od procesov, v ktorych |n) obsahuje bogolubon v stave k — q,1 a stav k, 1 je prazdny, ¢o
sa stane s pravdepodobnostou fix_q(1 — fk), pozri aj III.11. Druhy prispevok pochédza od procesov,
v ktorych |n) obsahuje bogolubdn v stave —k, | a stav —k + q, | je prazdny, ¢o sa stane s pravdepo-
dobnostou fi(1 — fk—q). Zaémenou sumacnej premennej k v druhom prispevku za —k + q a uvaziac,
ze funkcie fy, ux a v su parne, dostaneme, Ze obidva prispevky st rovnaké. Naviac, ak pouzijeme
identitu

(1 - 67%‘*”) fi—q(1 = fi)d(Bx — Ex—q — hwg) = (fk—q — fi)0(Bx — Ex—q — Twg),  (17)
pre atlmovy faktor v pribliZzeni stredného pola dostaneme

47| gq|Pw . x 2 fima = f
o= # zk: |Ukuk—q - vkvk—q| Ek_qiEk_q‘s(Ek - Ek—q - hw‘l)' (18)

Pri vyhodnocovani tohto vyrazu v koherenénom faktore polozime q = 0, pretoze ¢§ < 1. Naviac, kedze
hwgq < T', zZlomok moéZeme aproximovat deriviciou a dostaneme

_ 4mlgqPwq 23 ’ of
a=—" Ek: B 35, §(Ex — Ex_q — hwq)-

170Okrem teplot extrémne blizko k T, kedy A — 0.
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Ak teraz sumu cez k nahradime integriciou cez energie, zaviedieme faktor ¢ ako kosinus uhla medzi k
a q a vyuzijeme, ze pre frekvenciu zvuku plati vztah wq = vq, kde v je rychlost zvuku, dostaneme

de <3>2 (—af) /11 dtd <\/ €2 + A2 — /(e — hupqt)? + A2 — th) .

E oE

o0

o = 27lg5 0an ) |

—0o0

Stoji za povsimnutie, Ze kedZe hvg < A, k integralu cez t prispieva iba t & 0. Fyzikalne to znamena, Ze

ultrazvukom st rozptylované iba bogolubény s vinovym vektorom k kolmym na smer §irenia zvukovej
vlny. Integrujic cez t dostaneme

_27|ggPoN(0) [ dee Of \ _ Ar|gg|*vN(0) [ of\
a=" qth /_Oo = <_8E> — —(]%UF /A dE (_8E> =2anf(A),

kde ay = M#. Vsimnime si, Ze kedze f(0) = %, v normalnom stave (t.j. pri A = 0) nadobtuda
utlmovy faktor hodnotu a = apn. Teda ay je utlmovy faktor pre rozptyl fonénov na elektréonoch v
norméalnom kove. VSimnime si, Ze oy nie je funkciou teploty.

Pri zniZzovani teploty pod T, utlmovy faktor « klesa a pri T' = 0 tplne vymizne. Je tomu tak preto,
lebo k rozptylu fonénov moze dojst iba na tepelne excitovanych bogolubénoch, ktorych pri znizovani
teploty ubtda. Z merania teplotnej zavislosti podielu ﬁ mozno (v principe) uréit teplotna zavislost

energetickej medzery A.

Relaxacia jadrovych spinov

Jadra atémov mozu niest spin. Pre jednoduchost budeme skiimat pripad, kedy jadrovy spin méa hodnotu
S = % V pritomnosti magnetického pola st energie dvoch moznych stavov jadra ey = €| — hwp, kde
hwy je extrémne mala energia omnoho mensia neZ vetky elektronové energie ako napr. A alebo T.
Pri fixovanej teplote preto v magnetickom poli vznikd rovnovazna magnetizacia M°? = %(Ng — Nf)
jadrovych spinov.

Predstavme si, Ze v systéme jadrovych spinov umelo vyvolame odchylku od rovnovaznej magneti-
zacie. Rychlost zaniku takychto odchylok W moZzno merat technikou jadrovej magnetickej rezonancie.
Takéto merania nam potom poskytuji informaciu o vlastnostiach média, do ktorého si jadrové spiny
ponorené, podobne ako pri §tidiu tlmenia ultrazvuku.

V nagich tvahach vezmeme do tivahy iba interakcie jadrovych spinov s elektronmi. Naviac budeme
predpokladat, Ze jadrové spiny si navzajom nezavislé, a preto staci skimat vyvoj magnetizacie jediného
reprezentanta. Interakciu zvoleného jadrového spinu S v mriezkovom bode R so systémom elektrénov
popiseme hamiltonidnom

1
Hin = JS -sg =J |S%sq + §(S+sﬁ + S‘sﬁ) ,

kde sp je operator spinu elektréonov v mriezkovom bode R:

1
_ + - _
Sk = §(CJ{:{TCRT — C}QCRi)’ SR = CR1CRJ» Sp = C}NCRT'

Vseobecnd formula

V pritomnosti interakcii medzi jadrami a elektronmi sa pravdepodobnosti priemetov zvoleného jadro-
vého spinu (alebo, ekvivalentne, pocty jadrovych spinov s danymi priemetmi) v ¢ase vyvijaju podla
nasledovnych vztahov

AN,
o = W - Wiy,
dN,
— W+ Ny — Wi Ny,

kde W, je pravdepodobnost, Ze za jednotku ¢asu sa jadrovy spin preklopi (v désledku jeho interakcii
s elektronmi) zo stavu 7 do stavu o. V rovnovahe pritom musi platit podmienka

0 0
Wi Ny = W N
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Teraz predpokladajme, Ze skiimany systém jadrovych spinov (s fixovanym celkovym poétom Ny +
N|) nie je v rovnovéhe, ale plati Ny(t) = N$ +m(t) a Ni(t) = Nf — m(t). Lahko nahliadneme, Ze z
pohybovych rovnic pre Ny a N| vyplyva

— =-Wm
dt ’
kde W = W4 4+ Wy, je rychlost relaxacie k rovnovéhe.
Ak vlastné stavy elektronového systému ozna¢ime |m), |n) a ak k nim prislusné energie st E,, a
E,,, potom podl'a Fermiho zlatého pravidla plati

2 _
Wiy = 32> ¢ BT me 11JS sgln® DI 6(Ep — En — hwy),
Wi = 223 e BT (@ | IS - splne 1) 8(Ep — En + fioy)
11 w7 e m RIT m n N)-

KedZe pre maticové elementy jadrového spinu plati (| [S™| 1) =1 a (1 |ST| |) = 1, pravdepodobnosti
W,r zéavisia iba od vlastnosti elektronového systému:

7TJ2 _ _ 2 J 2 > W —
Wy, = T En/T ‘<m|5R|”>’ S(Em — Ep — hwy) = <2h> /_ dte™ N (s (t)sg(0)),
2
Wi = 25 e BT |(mlshin) 2 6(Eim — En + dtew R (0)sf (1))
W= onz R ) 27i R

kde integréalne vyrazy sme odvodili technikami z kapitoly 1. Tieto vyrazy ukazuji, Ze pravdepodobnosti
Wy a W4 st (az na nepodstatni multiplikativnu konstantu) dané Fourierovymi transformaciami spi-
nového Struktirneho faktora elektrénového systému definovaného vztahmi S;— (R, t) = (s (t)sg(0))
a S (R,1) = (sp(t)sh(0)). Preto plati W = ()51 (R, wn) + S_1 (R, —wn)]-

KedZe zvySovacie a zniZzovacie operatory pre elektréony st definované Vzt’ahmi 5§ = :ER + z’si’1 v
spinovo izotropnom systéme zrejme plati S;—(R,t) = S_ (R, t) = (sk(t)sk(0)) + (sk(t)sg(0)). A
dalej uvézime, ze v takomto systéme plati (sf (¢)sk (0)) = (s&(t)sk(0)) = (sR(t)sR(O)> = S.:(R, t)
a ak zavedieme funkciu odozvy spin-spin x,,(R,w) elektronového systému prislusnu k struktarnemu
faktoru S..(R,t) (pozri kapitolu 1), vysledok pre W mozno pomocou fluktuacne-disipacnej vety (v
limite fwy < T') zapisat v tvare

Vsimnime si, Ze vztah medzi W a x7,(R,wn) je analoglcky so vztahom medzi ttlmovym faktorom «
pre ultrazvuk a funkciou odozvy hustota-hustota x”(q,wq). Rozdiely st pochopitelné: jadrové spiny
interaguji so spinmi a nie ndbojmi elektronov. Naviac, jadrové spiny s lokdlne objekty a nie rovinné
viny ako ultrazvuk.

Priblizenie stredného pola

V tomto priblizeni pri vyhodnocovani spektralnych rozkladov pravdepodobnosti W, za vlastné stavy
supravodica opét berieme vlastné stavy hamiltonianu (??). Pri vypoc¢te Wy dalej vyuzijeme, Ze pre
operator spinu elektrénov plati sg = ﬁ ka cT_k icme*i(kﬂ’)'R. Po prechode k operatorom pre bogo-

Tubény preto sg mozno zapisat v tvare

S_ZLZ(U*UJ f + vvia] + vu +ugoiyt AT e
R = 37 kUp Y-k Vpt T VkUpV—p Ykt T VkUpVpt Vit T UkVpV k| V—py
kp

—i(k+p)-R

Prvé dva ¢leny popisuji rozptyly bogolubénov, kym druhé dva ¢leny popisuji anihilaciu a kreaciu parov
bogolubénov, a preto menia energiu systému asponn o 2A. Avsak, kedZe okrem teplot v extrémne;j
blizkosti kritickej teploty plati hwy < A, procesy kredcie a anihilacie parov bogolubémnov nemdzu
splnit zdkon zachovania energie E,, = I, + Iwy. Preto pri vypocte W3 moézeme efektivne pisat s =
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ﬁ ka (ufkup + vpvfk) ei(k_p)'Rwl]; pt @ analogickou tvahou ako pri vypocéte tlmenia ultrazvuku

pre spektralny rozklad dostaneme vyjadrenie
wJ? . . 12
Wy = FNT Z ’u_kup + vpv_k‘ fo(1— fx)d(Ex — Ep — hwn).
kp

Hlavnym rozdielom oproti vyrazu (18) pre tlmenie ultrazvuku je, Ze do vyrazu pre Wy vstupuje iny
koheren¢ny faktor
2 1 epck + ApAk
uw¥ L vovt — (14 ZREX TPTX
’ —kUp + P*k‘ 2( + Ep B ’

kde sme pri uprave predpokladali, Ze funkcia Ak je redlna a parna. V dalSom vyklade sa obmedzime
na jednoduchy pripad konstantnej funkcie Ay = A. Prechodom od stum cez p a k k integralom podla
€ a € dostaneme

Wy, = ZLNOF / i [~ de( €€+,A2>f(1—f’)5(E’—E—hWN)~

Teraz si v8imnime, Ze ¢len Gmerny ec’ po integracii vypadne, pretoZe je neparnou funkciou. Zvysné
Cleny si parne, a preto sa v nich mozno obmedzit na integrovanie cez kladné energie. Tak dostaneme

WT¢: (5(E/—E—th),

7J2N(0)>)T [>* dEFE ~  JE'E (1 A2> f-f
\/m A (E’)2—A2 E - F

kde sme naviac integrané premenné ¢ a ¢’ nahradili energiami £ = ve? + A% a E/ = /(¢/)? + A2,
Vyuzili sme tiez identitu (17) v limite fwy < T. VSimnime si, Ze zlomok na pravej strane moZno
interpretovat ako derivaciu Fermiho funkcie. Zo vztahu Sy_(R,t) = S_4 (R, t) vyplyva, ze pravdepo-
dobnost W dostaneme z vyrazu pre W4 zamenou wy za —wy. Odtialto potom T'ahko nahliadneme,
7e Wi+ = Wy, Integraciu cez E' mozno vd'aka delta-funkeii vykonat a tak dostaneme vysledny vztah!®

W 27J°N(0)? /°° B E(E + hwy) + A2 < af>
a —A°\/(E+ hwy)2— A2\ OF

T

V&imnime si, Ze v norméalnom stave je pravdepodobnost relaxacie jadrovych spinov dana tzv. Korrin-

2 2
govym vztahom % = %, t.j. Wi linearne klesé s klesajicou teplotou.

Obr. 2: Porovnanie teplotnych zavislosti ﬁ a M‘X]

Na obréazku 2 porovnavame teplotné zavislosti normalizovaného koeficientu tlmenia ultrazvuku iN
s normalizovanou rychlostou relaxacie jadrovych spinov W— Obidva procesy suvisia s rozptylom te-
pelne excitovanych bogolubénov, a preto v limite nizkych teplot obidva relaxacné procesy vymiznda.
Avsak koeficient tlmenia ultrazvuku i s klesajucou teplotou monotonne klesé, kym rychlost relaxécie
jadrovych spinov W tesne pod T, naJprv prudko narastie, a aZ potom klesa do nuly. Teoria BCS teda

predpovedé kvahtatlvne rozdielne spravanie tychto zdanlivo podobnych procesov, v siilade s experi-
mentalnymi pozorovaniami.

18Tento vysledok mozno dostat aj priamym vypoétom S.. (R, t), ak pouzijeme tzv. koheren¢né faktory typu II:

chyept — el ewy = (uictp + vivp ) Yor — (e + vievp)y L Yok + (uivp — viup )Wy L) — (wevp — victp )Y 1 Vo1
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Cvicenia

1. Ukazte, ze elektronova polarizovatelnost a°(q,w) stvisi so susceptibilitou (t.j. korela¢nou funkciou hustota-hustota)
elektronového plynu x°(q,w) nasledovne: a(q,w) = —ESZQ x°(q,w). Pomocou fenomenologického vyrazu pre a®(q,w)
vypocitajte x°(q,w) a vysledok porovnajte so vztahom (12) pre supratekutinu.

2. Odhadnite strednt hodnotu vychylky anharmonického oscilatora s hamiltonidanom H = % + %mwzxz - T”T“’Qxd pri

teplote T'. Navod: pouzite varia¢ni metodu s efektivnym hamiltonidnom H = % + %mwQ(x —a)? a varia¢nym paramet-
rom a.

3. a) Vysvetlite, preto prechod od Hubbardovho modelu v limite silnej vizby pri poloviénom zaplneni pasu k antiferomag-
netickému Heisenbergovmu modelu (kapitola ??) je prikladom renormalizaénej procedury. Ktoré stavy boli eliminované?
b) To isté pre metédu pseudopotencidlov (kapitola 9). Vsimnite si, Ze renormaliza¢na procedira moze generovat nové
¢leny v hamiltoniane [v pripade a) boli interakcie medzi ndbojmi nahradené interakciami medzi spinmi| alebo “iba” menit
&iselné hodnoty parametrov modelu [v pripade b) alebo pre Cooperov rozptyl].

4. Ukéazte, ze v termodynamickej limite je pribliZzenie stredného pola pre hamiltonian (?7?) presné. Navod: ukazte, ze v
termodynamickej limite plati (e~ 7Bos/TY, 4 = (e7Mrea/T) ;. K tomu stadi, aby (HBcs)red = (H%q)rea. Tito rovnost

overte pre niekol’ko malych hodnét n.

4 Greenove funkcie

V tejto prednaske najprv zovSeobecnime pojem Greenovej funkcie z kapitoly 1. Potom budeme meto-
dou pohybovych rovnic hl'adat jednoc¢asticovii Greenovu funkciu pre neusporiadané systémy. Opierame
sa pritom o vyklad v knihe Rickayzena. Pozri aj AGD.

Retardované, advansované, kauzalne a Matsubarove Greenove funkcie
Skimajme systém s hamiltonianom H nezavislym od ¢asu. Pre Tubovolné operatory A, B definujeme
4 typy Greenovych funkcii:

Retardovand Greenova funkcia: definujeme ju vztahom

Gr(t.t') =~ {[A(0). B#)] )0t 1),
kde [X,Y], = XY + €Y X. Casovy vyvoj A(t) = etHt/h Ae=Ht/I g3 rozumie v Heisenbergovom obraze
a lomené zatvorky predstavuju rovnovaznu strednia hodnotu, (X) = TrpX, kde p = %e*H/ T Ak
obidva operatory X,Y st fermiénové, t.j. ak st neparnymi mocninami fermiénovych krea¢nych a
anihila¢nych operatorov, potom berieme ¢ = +1. Ak obidva operdtory X,Y st bozoénové, t.j. ak su
parnymi mocninami fermionovych krea¢nych a anihila¢nych operatorov, potom berieme € = —1.19

Cyklickymi zamenami operatorov pod stopou Tahko ukaZeme, Ze retardovana Greenova funkcia za-
visi iba od rozdielu ¢asov, Gg(t,t') = Gr(t —t'). Skimajme nasledovnt funkciu komplexnej premenne;j
= © ) 7 o0 .

Glz) = / e Galt) = / dte™ ([A(t), B(O)].).
—00 0

Funkcia G(z) je analytickd pre Imz > 0, pretoze vtedy integral konverguje.?’ Fourierovu transforméaciu
funkcie Gr(t) budeme definovat pomocou funkcie G(z), kde vezmeme z = w + iy s redlnou frekvenciou
w a kladnou infinitezimélnou frekvenciou =, t.j. definujeme ju vztahom Gg(w) = G(w + iv). Ak pred-
pokladame, ze hamiltonian H ma vlastné stavy |n) s vlastnymi energiami F,, a ak maticové elementy
ozna¢ime ako (m|A[n) = Ay, potom funkciu Gr(w) mozno napisat v tzv. spektralnej reprezentacii

GR(W)Z/OO _dedlz)

o WFY—

so spektralnou funkciou A(z) (pozri aj kapitolu 3):

Alz) = (1 + eefhx/T) % Z e*Em/TAmanmé(hx —E,+ En).

19V kapitole 1 sme sa obmedzili iba na bozénové Greenove funkcie. Nag vyklad v tejto kapitole je teda vieobecnejsi.
20Vylucujeme patologicky pripad, kedy korelacie rasti exponencialne v Zase.
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Vsimnime si, Ze v délezitom Specialnom pripade, kedy B = A%, je spektralna funkcia realna. Integro-
vanim explicitnej formuly pre A(x) dostaneme nasledovné sumacné pravidla

& drAlx S 1
/ 1+ee(hx)/T h(AB> /_Ood:cA(x):h([A,B]e).

Pomocou druhého pravidla lahko odvodime vyraz pre asymptotiku Greenovej funkcie pre velké w:
~ L[ deA(x <[Af} < Viimnime si, ze G(w) — 0 pre |w| — oco.

Advansovand Greenova funkcia: na rozdiel od retardovanej Greenovej funkcie, ktora je nenulova iba

pre ¢t > t’ ju definujeme vztahom

Gat,t) = —i—%([A(t), B(t')] )0t —t),

teda advansovana Greenova funkcia je nenulova iba pre t' > ¢. Opét plati G4(t,t') = Ga(t — t'), preto
moZeme definovat funkciu G'(z2) = ffooo dte”' G 4(t). Analogicky ako pre retardovant funkciu vidno, Ze
tentokrat je funkcia G’(z) analyticka v dolnej polrovine. Fourierovu transforméaciu funkcie G 4(t) preto
budeme definovat vztahom G 4(w) = G'(w — i7). Explicitny vypocet ukazuje, ze

G - [ et

oW — Y — X

s tou istou spektralnou funkciou, aki ma Gr(w). Teda retardované aj advansovana Greenova funkcia
st dané tou istou funkciou komplexnej premennej z:

6= = [ A

ako §pecialne pripady Gr(w) = G(w +i7) a Ga(w) = G(w — i) pre redlne w. Podla Weierstrassovej
vety?! pritom plati
* dzA

Gr(w) = P/ dad(z) —irA(w), Galw) = p/ dzA(z)

oo W—X e W—T

+iTA(w).

Teda, ak je spektralna funkcia realna (¢o plati vzdy, ak BT = A), potom ju mozno vypodcitat zo znamej
Greenovej funkcie podla

Alw) = —%ImGR(w).

Ak je funkcia A(x) nenulova v bode zp, potom bod z = xy na realnej osi je bodom singularity fun-
kcie G(z). Pre makroskopické systémy so spojitym spektrom je vsak funkcia A(z) nenulova na spojite;j
mnozine energii z. V takom pripade hovorime, ze funkcia G(z) mé rez na reélnej osi.

Kauzdlna Greenova funkcia: definujeme ju vztahom

Go(t,t') = —%(TA(t)B(t’)) _ —%(A(t)B(t’))G(t )+ e%(B(t')A(t))Q(t’ —4).

V definicii kauzéalnej Greenovej funkcie sme pouzili operator ¢asového usporiadania T', ktory usporiadava sucéiny opera-
torov v roznych ¢asoch tak, aby operétory v skorSom ¢ase stali napravo od operéatorov v neskorSom ¢ase. Pre fermiénové
operatory sa pri zamene poradia zmeni znamienko. Operator T" moZno zovSeobecnit na sucin Tubovolného poctu opera-
torov. V&imnime si, Ze opit plati G.(t,t') = G.(t — t').

Ukéazeme, ze Fourierova transformécia G.(w) je opat urfend uz zavedenou funkciou komplexnej premennej G(z).
Naozaj, skiimajme najprv funkciu G”(w) = [*_dte™' G.(t). Standardnym sposobom ukazeme, Ze

- (o) 0
G’//(w) _ L Z Ay B _e—Em/T dtezt(Em—En)/fH—zwt + ee_E”/T dtezt(Em—En)/h-Hwt ]
hZ m.n 0 —o0

V prvom integrali v hranatej zatvorke musime zobrat w — w + 47y, aby bol konvergentny. Podobne, v druhom integrali
musime vziat w — w — iy. Po explicitnom integrovani cez ¢as a ponechani malych imaginarnych ¢asti dostaneme, opét s
pouzitim Weierstrassovej vety a jednoduchych manipulacii,

dzA(z) 1 —ce”™/T
—p [T EAD peae), =

2'Pozri napr. IIL11.
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Funkcia F(w) sa pre fermiony redukuje na F(w) =1 — 2f(hw), kde f(hw) je Fermiho-Diracova distribu¢na funkcia. Pre
bozony F(w) = —1 — 2n(fw), kde n(hw) je Boseho-Einsteinova distribu¢na funkcia. V limite T' = 0, kedy sa kauzalna
Greenova funkcia obvykle pouZiva, dostavame v pripade oboch $tatistik F(w) = sign(w). Ak pouZijeme Weierstrassovu
vetu este raz (tentoraz vSak opa¢nym smerom), kauzalnu Greenovu funkciu pri teplote T = 0 mozeme opét vyjadrit
pomocou uz zavedenej funkcie komplexnej frekvencie G(z), tentokrat pri frekvencii z = w + iysign(w):

[ dzA(x)
Ge(w) = /700 w —  + iysign(w)

Matsubarova (teplotnd) Greenova funkcia: definujeme ju vztahom

1 1
G(r,7) = —ﬁ<TA(—iT)B(—iT’)> = —ﬁ<A(—iT)B(—iT/)>9(T -+ %<B(—iT/)A(—iT)>9(T/ - 7).
Matsubarovu Greenovu funkciu mozno chapat ako kauzalnu Greenovu funkciu v imaginarnom Case
t = —ir. Platf pritom, ze A(—it) = e"H/"Ae~TH/" Stoji tiez za zmienku, ze [A(—iT)]l = Af(ir).

Lahko overime, Ze opat plati G(r,7") = G(1 — 7).

Matsubarovu Greenovu funkciu budeme Studovat na kone¢nom intervale —hf < 7 < hf, kde
8= % Ttato funkciu nasledne periodicky predZujeme na celi redlnu os. Vyslednt periodicka funkciu s
periodou 2k mozno rozvinit do Fourierovho radu podla e™™n»7 s diskrétnymi frekvenciami w, = %gg,
kde n su celé ¢isla:

Vsimnime si nasledovnt symetriu funkcie G(7). Nech ¢as 7 lezi v intervale 0 < 7 < hAf. Vtedy
—hfB < 17— hp <0 a pre Greenove funkcie v ¢asoch 7 a 7 — hf3 dostavame

1
G(r) = _h7Tr e_BHeTH/hAe_TH/hB} , G(r—hB) = hiZTr e_ﬁHBe(T/h_B)HAe_(T/E_B)H} .

Ak teraz vyuZijeme cyklicka zamenu operatorov pod stopou, lahko sa presvedéime, Ze pre 0 < 7 < hf3
plati
G(T — hp) = —eG(T).
KedZze pre fermiony ma byt G(r —hf3) = —G(7), vo Fourierovom rade podla e mozu figurovat
iba také frekvencie wy,, pre ktoré e = —1. Teda mozeme pisat n = 21 + 1, kde [ je celé ¢islo a vo
Fourierovom rade fermionovej Greenovej funkcie vystupuja iba tzv. fermidnové Matsubarove frekvencie

@+ @+ )aT
T

—iWn T

Podobne, kedZe pre bozény ma byt G(r — hf3) = G(7), vo Fourierovom rade podla e~“n™ mozu
figurovat iba také frekvencie wy,, pre ktoré e»" = 1. Teda mozeme pisat n = 21, kde [ je celé &islo a
vo Fourierovom rade bozénovej Greenovej funkcie vystupuji iba tzv. bozénové Matsubarove frekvencie
20 2nT
w=—-——=—".
7 8h h
Lahko overime, Ze tak vo fermiénovom, ako aj v bozénovom pripade mé inverzna Fourierova transfor-
macia tvar

N s
Glo) = /O dr e G(r).

Explicitny vypocet stopy (v pripade oboch statistik) dava nasledovny vysledok pre Matsubarovu Gre-
enovu funkciu:

_ ~BEm ~BEn

l_ (En_Em)

wihB — _¢ Teda spektralnu reprezentaciu mozno opét pisat v tvare

G(w) = /ZCM(JU)

W] — X

kde sme vyuzili identitu e
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=1

N

Obr. 3: Vlavo: sumarizacia vztahov medzi komplexnou funkciou G(z) a retardovanou, advansovanou a Matsubarovou
Greenovou funkciou. Vpravo: to isté pre kauzalnu Greenovu funkciu pri 7" = 0.

s uz zavedenou spektralnou funkciou A(z). Inymi slovami, Matsubarovu Greenovu funkciu G(w;) do-
staneme z uz zavedenej funkcie komplexnej frekvencie G(z) dosadenim z = iwj.

Zaviedli sme teda 4 typy Greenovych funkcii, ktoré mozno dostat z jedinej funkcie komplexnej frek-
vencie G(z).22 Priamy fyzikilny vyznam majt obvykle iba retardované Greenove funkcie. Naco sme
teda zavadzali ostatné 3 typy funkcii? Pretoze pri vypoc¢toch pomocou poruchovej teédrie je vyhodné
pouzivat kauzalne Greenove funkcie pri T = 0 a Matsubarove Greenove funkcie pri koneénych teplo-
tach. V tychto prednaskach budeme pracovat iba s Matsubarovymi Greenovymi funkciami. Kauzalne
a advansované Greenove funkcie sme spomenuli len pre uplnost.

Nakoniec sa eSte zmienime o tom, ako mozno zo znamej Matsubarovej Greenovej funkcie vypocitat
retardovanti Greenovu funkciu. Samozrejme, pokial najdeme spektralnu funkciu A(x), nie je ¢o riesit.
Co ak vSak dostaneme (povedzme z numerického vypoétu) iba sadu hodnot G(w;)? V takom pripade
mame riesit nasledovnia ulohu: treba néjst funkciu komplexnej frekvencie G(z), ktora bude mat nasle-
dovné tri vlastnosti:

(i) pre vietky Matsubarove frekvencie v hornej polrovine plati G (iw;) = G(w;)
(ii) funkcia G(z) je analytickd v hornej polrovine
(iii) funkcia G(z) ma asymptotiku 1/z pre velké z.

Ak tuto dlohu vyrieSime, potom retardovani Greenovu funkciu dostaneme zo vztahu Gr(w) =
G(w + i) pre redlne w. Nasgtastie existuje matematicky vysledok, podla ktorého ma tato aloha jedno-
znacné riesenie.??

Jednocasticova Greenova funkcia
Skiimajme pre jednoduchost systém, kde sa ¢astice hybu na mriezke s bodmi i. Najjednoduchsiu
Greenovu funkciu dostaneme, ak za operatory A, B vezmeme anihilaény a krea¢ny operator ¢astice:?4

G(i, 714, 7') = —(Te;(—ir)cl (—ir")),

kde ¢;(—it) = e7cie ™7 a c}(—iT’) = eHT'c;e—HT’, Odteraz az do konca kapitoly kladieme h = 1.

Spektralna funkcia jednocasticovej Greenovej funkcie ma tvar
. 1 _ _
Alirjow) = 5 D (€775 + P50 (mleifn) (nlel m)d [w = (B = Bn)]
m,n

Sumacné pravidla pre spektralnu funkciu sa

/o; W = <CiC;L~>7 /0; dwA(i, j,w) = <[ci,cﬂe> = 8,

kde sme v druhom sumac¢nom pravidle pouzili kdnonické komuta¢né vztahy. V limite 7' = 0 sa prvé

sumacné pravidlo redukuje na fooo dwA(i, j,w) = <clc;>

22 Jednoduchy vztah vsetkych styroch typov Greenovych funkcii je vysledkom vhodnej vol'by definicii. Pouzivame defi-
nicie podla Rickayzenovej knihy. V literatire sa pouZivaji aj iné definicie. Vtedy vztah medzi roznymi typmi Greenovych
funkcif a funkciou G(z) moze obsahovat dodatoéné multiplikativne konstanty.

23G. Baym and D.N. Mermin, J. Math. Phys. 2, 232 (1961).

24pre jednoduchost nepiSeme spinovy index. Ak by sme na fiom néastojili, index ¢ si méZeme predstavit ako dvojicu
indexov: priestorového a spinového. Pracujeme pritom v grandkanonickom formalizme.
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Spektralna funkcia diagonalnej Greenovej funkcie s ¢ = j teda pozostéava z dvoch prispevkov

Al i, w) = A (0,4, 0) + A<(i, i, w):

. 1 - 2

A (iiw) = Z;e 5 |(alellm)| 8w = (Bn = Bw)],
. € -

A (iyi,w) = Z;e PEn | (mlesn)|? 6 [w — (B — Em)] -

Ide o zovSeobecnenie na pripad koneénych teplot spektralnej funkcie A~ pre vkladanie ¢astic a funkcie
A< pre vyberanie ¢astic, ktoré boli zavedené v kapitole ??. Tentokrat viak ide o vkladanie a vyberanie
¢astic do mriezkového bodu 7 a nie do stavu rovinnej viny. Kedze obidve funkcie A~ (i, 4, w), A< (4,4, w)
st nezéporné, mozno ich opét chapat ako pravdepodobnosti, Ze elektron v mriezkovom bode ¢ moZzno
vlozit, resp. vybrat, s energiou w.

Vo zvysku tejto prednasky preskimame jednocasticovi Greenovu funkciu v niekolkych jednodu-
chych systémoch neinteragujtcich ¢astic.

Translac¢ne invariantny systém
Sktmajme Castice na jednoduchej kubickej mriezke popisanej tesnovizobnym hamiltonidnom

:—thcj—Fcc, Z:ccz

Nech mriezka obsahuje A/ = N3 bodov a nech na jej okrajoch platia periodické okrajové podmienky.
Nagou tlohou je vypocitat Greenovu funkciu Go(i,j;7) = —(T Ci(—iT)C;[->. Vdaka transla¢nej invarian-
tnosti systému bude funkcia Gy(7, j;7) iba funkciou relativnej vzdialenosti R = ¢ — j. Preto mozeme
definovat jej priestorovi Fourierovu transforméciu Go(k, 7) pomocou vtahu

Go(R,T) = NZGOkT kR

Na rozliSenie Greenovych funkcii v r-priestore a ich Fourierovych transformécii v tejto kapitole pouzi-
vame nasledovnii konvenciu: objekty tykajtce sa r-priestoru oznac¢ujeme krutenymi symbolmi, napr. G
alebo A. Objekty v k-priestore ozna¢ujeme oby¢ajnymi symbolmi, napr. G alebo A.

Inverzné Fourierova transformacia mé tvar

Go(k,T) :Z 7szg0(R 7_ NZ 7zk (R;—R;) go(l ] 7_)

R

kde v druhej rovnosti sme vyuzili transla¢ni invariantnost systému.
Namiesto jednocasticovej bazy orbitalov ¢ bude odteraz vyhodné pracovat v baze rovinnych vin:

CL fZe

ik-R; T

k-R;
¢ = fZe’ e

V tejto baze mozno fourierovsky transformovani Greenovu funkciu zapisat v tvare

Go(k, 7) = —(Tex(=ir)el) = — ("7 ae™07cl)6(r) + e(cl e e 07)0(—7).
Pretoze v béaze rovinnych vin méa hamiltonian diagonalny tvar Hg = Yk EkCLCk, kde ey st grandkano-
nické energie, pre ¢asovy vyvoj operatora cy plati

o , . s .
Eck(—m-) = [Ho, cx(—i7)] = eHo [Ho, cx] e Hor — —exek(—iT).

—€&

Po integrovani pohybovej rovnice odtialto dostaneme ¢asovy vyvoj cx(—iT) = e k" ¢y a po dosadeni

do vztahu pre Greenovu funkciu dostéavame?®

Gok,7) = —(1 — fy)e °x70(7) + fxe <"0(—71),

25Pre konkrétnost sa odteraz obmedzime na pripad fermiénov.
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kde sme zaviedli skratené oznacenie fi = f(ex). Fourierova transforméicia podla ¢asu Go(k,w,) =
foﬁ dre“n"Go(k,7) = —(1 — fi) fég dre™nTe~f«T napokon po integracii dava vysledok pre Greenovu
funkciu

— 1
Go(k,wn) = o — e

Pripominame, Ze jednoduchy vysledny vztah pre Go(k,w,) plati iba pre grandkdnonické energie y.2%

Vysledok pre jednocasticovit Greenovu funkciu znamend, Ze spektralna funkcia pre transla¢ne in-
variantny systém nezavislych castic je Ag(k,z) = §(x — ex). Tato funkcia trividlne spliia sumacné
pravidla [%_ dzAg(k,z) =1aj [0 % = 1 — fx. Delta-funkéna spektralna funkcia znamena, Ze
v §tudovanom systéme mé Castica s hybnostou k presne definovanii energiu ey.

V systémoch s ne¢istotami a/alebo v interagujucich systémoch sa jednoc¢asticové spektralna funkcia
zmeni dvojakym spoésobom:

(i) namiesto delta funkcie bude vystupovat lorentzidn s kone¢nou $irkou; stred lorentzidnu moéze byt
rozny od e - vtedy hovorime o zmene spektra, pozri napr. I1.8.

(ii) integral [dz cez lorentzian nebude vycerpavat sumacné pravidlo. ZvySok spektralnej vahy bude
pripadat na tzv. nekoherentné excitécie (kedy je vybudenych mnozstvo d'alsich excitécii tak, Ze celkova
hybnost systému je k), a preto tento zvySok bude spojite rozlozeny cez Siroky interval energii, pozri
cvicenie 1 k 1.11.

Andersonov model. Metéda pohybovych rovnic

Predpokladajme, Ze v nasom mriezkovom modeli existuje na kazdom bode mriezky ¢ dodato¢ny né-
hodny potencial V;. Dostavame potom tzv. Andersonov model H = Hy + U, kde za neporuseni Cast
hamiltonidnu sme zobrali kinetickil energiu v dokonalej mriezke Hg. Rozptyl na ndhodnom potenciéli
popisuje poruchovy ¢len U =", Vic;rci. Nasim cielom bude vypoéitat Greenovu funkciu G(i, j, 7) pre
Andersonov model:

G(i,j,7) = —{ei(=im)eh)o(r) + (c]ei(—im))0(=T).

Opét sme sa obmedzili na fermiénovy pripad.
Nech Gy(, j, 7) je Greenova funkcia pre model Hy s dokonalou periodicitou. Casovou a priestorovou
transforméaciou moéZzeme Greenovu funkciu Gy (i, j, 7) vyjadrit pomocou uz znamej funkcie Go(k, wy,):

1 1 etk (Ri—Ryj)—iwnT

go(i7j7 7-) = ﬂ— ZGio(k,wn)eik-(Riij)*iwnT — BW Z P
nk nk "

Teda Greenova funkcia Gy(i, j, 7) je zndma. Greenovu funkciu G(i, j, 7) budeme hladat tzv. metodou
pohybovych rovnic. Za tym acelom poéitajme derivaciu G(i, j, 7) podla 7. T4 pozostava z dvoch typov
¢lenov: z derivacii theta funkcii, 8%6(7’) = §(7), a z derivacii ¢asového vyvoja c(—iT):

(,i_g(i,j,T) = — <{ci, c;f}> 5(r) — (TGHT [H, ci] eiHTc;»}.

Teraz vyuzijeme, Ze v prvom ¢&lene na pravej strane mozeme vdaka Diracovej delta-funkcii polozit
7 =0, a preto {ci,c}} = 0jj. Dalej plati [H, ¢;] = [U, ] + [Ho, ¢], pricom [U, ¢;] = —Vie; a [Ho, ¢] =
Z;n timCm, kde ty, = u pre ¢ = m, t;, = t pre susedné body i a m a inac¢ t;,, = 0. Tak dostaneme
pohybovi rovnicu pre Greenovu funkciu G(m, j, 7):

Z |:5zma —tim + ‘/1(5zm:| g(m7j7 T) = _(51']'5(7-)' (20)
or

m

Pohybovu rovnicu pre Go(i, j, 7), t.j. pre mriezku bez ndhodného potencialu, dostaneme vypustenim
¢lena timerného V;:

0 .
Z [5z‘m87_ - tim] Go(m, j,7) = —5z‘j5(7')-

m

26Pretoze do Fermiho distribuénych funkcii vstupuji grandkanonické energie.
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Diferencialnu rovnicu pre G(m, j, 7) preto mozno prepisat ako nasledovni integralnu rovnicu:
. . ﬁ / / . /
g(mvjvT) :gO(m>]>T)+ E / dr go(m,k‘,T—T)ng(k’,],T).
0
k

Naozaj: (i) Ak na tito rovnicu poésobime zl'ava operatorom ) [5"”8% — tim] a vyuZijeme rovnicu pre
Go(m, j,7), lahko overime, Ze funkcia G(m,j, ), ktora riesi integralnu rovnicu, riesi aj diferencialnu
pohybovii rovnicu (20). (ii) Naviac, kedze plati Go(m, j, 7 — 8) = —Go(m, j,7),%” potom aj Greenova
funkcia Andersonovho modelu spliia okrajovii podmienku G(m, j, 7 — 3) = —G(m, j, 7).

W T

Integrovanim foﬁ dre oboch stran rovnice dostavame

k

Z integralnej rovnice (21) vychadzame pri rieSeni tlohy o pohybe elektronov v ndhodnom prostredsi.
Fyzikalny zmysel tejto rovnice je nasledovny: G(m,j,w,) popisuje amplitidu prechodu elektréonu z
bodu j do bodu m v neusporiadanom systéme, kym Go(m, j,w,) popisuje ten isty proces v dokonalom
systéme. Rovnica (21) hovori, Ze v nedokonalom systéme sa elektron z j do m dostane alebo bez
zrazok (prvy ¢len), alebo sa elektron najprv cez neusporiadany systém dostane do bodu k, tam sa s
amplitidou Vi rozptyli a pokracuje, uz bez zrazok, do bodu m.

Stoji za zmienku, ze systém rovnic (21) pre Andersonov model je uzavrety, t.j. na urcenie jed-
nocasticovych Greenovych funkcii G(m, j,w,) nepotrebujeme pocitat ziadne zloZitejsie objekty, napr.
viaccasticové Greenove funkcie. Lahko nahliadneme, Ze je tomu tak preto, lebo Andersonov model je
kvadraticky v kreaénych a anihila¢nych operatoroch, t.j. ide o jednocasticovi tlohu.

Primesné stavy
Teraz sa obmedzime na pripad, kedy v mriezke existuje jediny bod s koneénym primesnym potencidlom,
povedzme bod 0. V takomto pripade rovnica (21) nadobudne tvar

kde pre jednoduchost neuvadzame zavislost Greenovych funkcii od frekvencie. Polozme teraz m = 0.

Dostaneme rovnicu G(0,5) = Go(0,5) + Go(0,0)V5G(0, j), ktorej riegenim je G(0, ;) = %. Ak

tento vyraz dosadime do vSeobecnej rovnice pre G(m, j), dostaneme napokon rieSenie problému:

Go(m, 0)VG0(0, )

Gm. j) = Golm: J) + = —=37="0.0)

Spektrum v pritomnosti poruchy pocitajme pomocou retardovanej Greenovej funkcie v bode 0:

: G0(0,0,w +71
Gr(0,0,w) =G(0,0,w +iv) = 7— 130(90(0000 wﬁ)w)'

Pre lokalnu Greenovu funkciu neporuseného problému Gy(0, 0, w + i) dostaneme:

1 1 3 »
Go(0,0,w +iv) = Nzk:m = M(w) — inN(w),

kde sme presli od sim k integralom, zaviedli sme hustotu stavov N(w) pre neporuseny problém a
tiez jej Hilbertovu transformaciu M(w) = P [ dewL_(;) Hustota stavov v mieste primesi je preto dané
vztahom

1 N(w)
A(0,0,w) = ——ImGr(0,0,w) = 2 22NN
m [1 = VoM (w))” + P VEN?(w)
*"Tto podmienku sme zatial ukézali iba pre 0 < 7 < 3. Pre —8 < 7 < 0 vak plati Go(m, j,7) = —Go(m, 4,7 +
B) = —Go(m,j, 7 — B), kde druha rovnost vyplyva z periodicity funkcie Go(m,j,7) s periddou 28. Teda podmienka

Go(m,j, 7 — B) = —Go(m, j, ) plati pre vsetky 7.
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Ak energia w lezi mimo neporuSeného péasu energii, potom N(w) — 0 a vyraz pre hustotu stavov v
mieste primesi mozno zjednodusit nasledovne: A(0,0,w) = VLO‘S [1 — VoM (w)]. Teda ak je pri energii
w* mimo neporuseného péasu energii splnena rovnica 1 = VoM (w*), potom pri tejto energii existuje
(lokalizovany) vlastny stav systému s primesou, pozri obrazok 4.

Obr. 4: Schematicky naért lokalnej hustoty stavov A(0, 0,w) v mieste primesi pre jednoduchti modelovii hustotu stavov
N(w). Zlava doprava rastie velkost odpudivej interakcie Vo > 0 v mieste primesi. Pre mensie nez kritické hodnoty Vp
(Tavé 2 obrazky) sa meni iba tvar kontinua oproti neporusenej hustote stavov N(w) d'aleko od poruchy (zobrazenej tou
istou krivkou vo v8etkych grafoch). Pre vicsie nez kritické hodnoty Vy (pravé 2 obrazky) existuje ostry antiviazany stav.
S rastom Vj spektralna vaha antiviazaného stavu rastie, aZz postupne vycerpa celé sumacéné pravidlo.

Slabo neusporiadané systémy. Vlastni energia a Dysonova rovnica
Vratme sa k skimaniu systémov s mnohymi primesami. Budeme predpokladat, Ze potencial Vi v
bode k je ndhodnou funkciou. f)alej budeme predpokladat, Ze potenciél v roznych bodoch mriezky je
nekorelovany. Pravdepodobnostné rozloZenie pre potencial nech je rovnaké pre vSetky body mriezky a
ozna¢me ho P(V). O strednej hodnote (V™) = [ dVP(V)V" budeme predpokladat, ze (V") = 0 pre
vSetky nepéarne n.

Rovnicu (21) moZno riesit iterativne: za Greenovu funkciu G(k, j,w,) na pravej strane dosadime
rovnicu (21) a tento postup iterujeme:

Gli,jwn) = Golisj,wn) + > Goli, k, wn)ViG(k, J, wn)

k

= Golirjown) +>_ Goli, kywn) Vi |Golk, g, wn) + Y Golk, L, wn)ViG (1, , wn)
k l
= Go(i,j) +>_ Goli, k)ViGo(k, §) + > Goli, k)ViGo(k, )ViGo(l,§) + .. .,
k

kl

kde v poslednom riadku sme prestali uvadzat zavislost od Matsubarovej frekvencie. Teda pohyb elek-
tronu z bodu j do bodu i v neusporiadanom médiu sa moéze uskutoénit alebo bez rozptylov (prvy ¢len),
alebo s jednym rozptylom (druhy ¢len), atd.

Obr. 5: Poruchovy rozvoj pre jednocasticovii Greenovu funkciu v neusporiadanom systéme.

Greenova funkcia G(i, j) popisuje pohyb cez danii vzorku s konkrétnou realizédciou ndhodného po-
tencialu. Takuto Greenovu funkciu zrejme nebudeme schopni urcit inak, ako numericky. Ak sa vSak

budeme zaujimat o Greenovu funkciu (G (i, 7)) stredovani cez mnoZstvo rovnako pripravenych vzoriek,
t.j. cez vzorky s rovnakou rozdelovacou funkciou P(V'), ale s inymi realizdciami ndhodnosti, potom
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stredovanim itera¢nej rovnice pre G(i,j) dostaneme:

Gi.9)) = Goli.5) + Y _(Vi)Gol(i, k)Go(k, 5) + > _(ViVi)Go(i, k)Go(k, 1)To(l, )

k kl
+ > (ViViVi)Go(i, k)Go(k, 1)Go(l, m)Go(m, 5)
kim
+ D (VeViVaVa)Goli, k)Go(k, 1)Go (1, m)Go(m, n)Go(n, §) + ..
klmn

KedZe podla predpokladu stredné hodnoty stacinov neparneho po¢tu potencialov Vi, st nulové a zaroven
plati (ViVi) = (V3 a (ViViViaVa) = (V) 0k8m0mn + (V)2 (OkiSmn + SkmOin + Okndim ), ustrednené
prispevky od tychto procesov sii

(G(1.5) = Goli.j) + (V)Y ouGoli, k)Go(k, 1)Go(l, )

+ (vH Y 5kldlmk;ngo(z k)Go(k, 1)Go (I, m)Go(m, n)Go(n, 5)
+ (V?)? kl% Sknd1mGo (i, k)Go (k, 1)Go(l, m)Go(m, n)Go(n, 7)
+ (V32 kgakmamgo(z k)Go(k,1)Go(l,m)Go(m,n)Go(n, 7)
+ <V2>2:g5k16mngo( k)Go (K, 1)Go(l, m)Go(m, n)Go(n, j) + -

Ak ustrednentt Greenovu funkciu (G(i,5)) oznacime ako dvojiti ¢iaru z j do 4, neporusentt Greenovu
funkciu Gy(i,j) oznac¢ime ako oby€ajnt ¢iaru z j do i a ak po stredovani totozné body rozptylu (t.j.
body stotoznené Kroneckerovou deltou) spojime ¢iarkovanou ¢iarou, predosla rovnicu moZeme zapisat
graficky tzv. Feynmanovym diagramom obr. 5.

Vsetky Feynmanove diagramy mozno klasifikovat na zaklade pojmu tzv. vlastnej energie?® S(i, 5)
nasledovnym preskupenim jednotlivych ¢lenov rozvoja (G(i,5)):

(G(i,5)) = Goli,4) + Y Goli, k)S(k, Go (L, 5) + Y Goli, k)S(k, )Go(l,m)S (m,n)Go(n, ) + ..., (22)
kl klmn

pricom vlastna energia S(i,j) je definovana tak, ze jej Feynmanov diagram sa nerozpadne odstrane-
nim jednej elektronovej ciary Gy(i, j) na dva nespojené diagramy. Pomocou Feynmanovych diagramov
mozno rozvoj pomocou vlastnych energii zapisat ako na obr. 6.

Obr. 6: Reorganizéacia poruchového rozvoja pomocou vlastnej energie.

Porovnanim rozvoja Greenovej funkcie (G(i, j)) pomocou vlastnych energii (22) s pévodnym roz-
vojom dostaneme rozvoj pre vlastni energiu do radu V*4:

Sk, 1) = (V*)81aG0(0) +(V*)61iGo(0)*+(V?)2611Go(0) Y _ Go(k—m)Go(m—1)+(V?)*Go(k—1)*Go(I—k),

kde sme vyuZili, Ze neporusené Greenove funkcie (Gy(i, 7)) zavisia iba od i—7, t.j. (Go(i, 7)) = (Go(i—7)).
Vsimnime si, Ze ustrednenda vlastna energia S(k,[) zavisi iba od rozdielu k — [. O¢akavame, ze S(k,)
bude transla¢ne invariantna do vSetkych radov podla V, a preto S(k,1) = S(k —1).

28Preklad z anglického terminu self-energy.
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KedZe na pravej strane rozvoja (22) teda figuruju iba transla¢ne invariantné objekty, aj lava strana
bude transla¢ne invariantna, ¢ize musi platit (G(4, 7)) = (G(i — j)). Postupom inverznym k tomu, aky
sme pouzili pri prepisani rovnice (21) do tvaru mocninného rozvoja, modzeme rozvoj (22) prepisat do

tvaru integralnej Dysonovej rovnice pre (G(i — j)):

(G(i—4)) = Goli — j) + > _ Goli — k)S(k = 1)(G(I — 5)).

Kl
Fourierovou transforméciou Greenovej funkcie a vlastnej energie z redlneho priestoru do priestoru hyb-
nosti (G(k)) = S g e *R(G(R)) a B(k) = 3 e ¥RS(R) dostdvame napokon namiesto integralnej
rovnice algebraickii Dysonovu rovnicu

(G(k)) = Go(k) + Go(k)Z(k)(G (k)).

Riesenim tejto rovnice je Greenova funkcia (G(k)) = %

rusenej Greenovej funkcie a zahrnieme zévislost od wy,, dostaneme nasledovny vysledok pre ustrednent
Greenovu funkciu:

. Ak vyuzijeme explicitny tvar nepo-

1
iwp, — ek — S(k,wp)

(G(k,wn)) = (23)

Vlastna energia je pritom definované svojim poruchovym rozvojom.

Doteraz prezentovany vyklad bol presny. Aby sme vSak dospeli ku hmatatelnym vysledkom, v
dalsom vyklade musime pristupit k aproximaciam. V pripade, kedy poruchovy potencidl je slaby,
sa mozeme obmedzit na prispevok najnizsieho radu podla V. V tejto tzv. Bornovej aproximacii tak
dostaneme?®’

— V) 1 deN (e)
Sk, wn) = (V2)To (0, wn) = < :VQ/
( ) n) ( >g0( ) n) N ; Wy — £ < > iy, — P
kde v druhej rovnosti sme pouzili Fourierovu transforméaciu z realneho priestoru do priestoru hybnosti
a v tretej rovnosti sme sumu nahradili integralom.
Ak budeme predpokladat, Ze energia w, je mal& energia oproti vzdialenosti Fermiho energie od
okrajov neporuseného pésu, potom pre redlnu Cast vlastnej energie dostaneme
deN(e)e de
Y (k,wy) = —(V? /%—V2 — N (g) = const,
) = (V%) [ S50 ~ -0 [ TN
kde v poslednej rovnosti sme predpokladali, Ze hustota stavov N (e) je hladkou funkciou okolo Fermiho
energie a preto integral existuje a je koneény (v zmysle hlavnej hodnoty). V tomto pribliZzeni je teda
redlna Cast vlastnej energie zhruba nezéavisla od w, a moZno ju kompenzovat zmenou chemického
potencialu. Odteraz preto budeme predpokladat, ze >’ (k, w,) = 0.
Na druhej strane, ak zavedieme oznacenie % = 27N (0)(V?), ktorého fyzikalny zmysel ozrejmime o
chvilu, pre imaginarnu ¢ast vlastnej energie dostavame
deN(e) ; Wn 1
w242 w21

=k wn) = —isn(V?) [

kde v pribliznej rovnosti sme vyuzili, Ze integrél je pre malé w, dominovany malymi hodnotami ¢, a
preto funkciu N(e) mozno nahradit jej hodnotou na Fermiho ploche N(0).
Matsubarova Greenova funkcia elektronu s hybnostou k v slabo neusporiadanom systéme preto je

1

Wy — €k + 1

(G(k,wn)) =

wp 17
|wn| 27

Vyraz pre retardovant Greenovu funkciu odtialto dostaneme zamenou iw, — w a uvazenim vztahu
Wy, = |wp| v hornej polrovine:

1

Grkw)= — .
(Grllw)) = - ——

29Je uzitotné si uvedomit, Ze hoci vlastna energiu poéitame iba do koneéného (druhého) radu poruchovej teorie, v
skuto¢nosti sme (vdaka Dysonovej rovnici) uvazili nekone¢ne vel'a diagramov prispievajtcich ku Greenovej funkeii.
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Vsimnime si, Ze v pritomnosti necistot sa retardovanéd Greenova funkcia zmenila nahradenim infinite-
zimalneho ¢lena ¢y kone¢nym ¢lenom ﬁ Teda analytické vlastnosti zostdvaji nezmenené.

V realnom case opisuje retardované Greenova funkcia (Gr(k,t)) amplitudu pre zotrvanie elektronu
v stave s hybnostou k, do ktorého bol vlozeny v ¢ase t = 0. Integraciou v komplexnej rovine pre fiu
dostavame vysledok
dw efiwt

e—iwt<GR(k’w)> — - _ie—iskte—%e(t),

dw
us 27Tw—5k+%

Grlet) = [ 5

ktory ukazuje, ze amplitida pre zotrvanie elektréonu v stave s pociato¢nou hybnostou k exponencialne
klesa s ¢asovou konstantou 27. Konecéna hodnota 7 fyzikilne zodpoveda moznosti rozptylu elektréonu
pripraveného v stave rovinnej viny s hybnostou k do inych stavov. Této moznost je dosledkom skutoc-
nosti, Ze stav k nie je vlastnym stavom hamiltonidnu H. Analogicky mozno interpretovat aj vysledok
pre spektralnu funkciu elektréonu:

1 1 r
< ( 7w)> T m<GR( ,(,U)> T (w — ek)2 T r2’
podla ktorého spektralna funkcia nie je delta-fun¢nd, ale ma kone¢ni sirku I' = % Rovinné vlna k

mé totiz nenulovy prekryv s presnymi vlastnymi stavmi s energiami leziacimi v okoli ey.
Poznamenajme tiez, Ze napriek zmenenej spektralnej funkcii elektronu sa celkova hustota stavov v
pritomnosti slabého primesného potencidlu nezmeni:

(N(w)) = % Z<A(k,w)) ~ N(0) /d51 r
k

fw—orrre MO

kde v druhej rovnosti sme sumu cez k nahradili Standardnym spdsobom integralom cez energie. Tento
vysledok je zmysluplny: v limite slabej neusporiadanosti dochédza k velkym relativnym zmenam N (w)
iba pri krajoch pésu, pozri I1.4.

Na zéver poznamenajme, Ze tu prezentovana poruchové teéria musi v limite silnej neusporiadanosti
zlyhat, pretoZe v tejto limite su v8etky stavy lokalizované (pozri I1.4 a II1.4), ¢ize kvalitativne odligné
od Blochovych vin. Andersonov prechod kov-izolant d'alej analyzujeme v kapitole 10.

Cvicenia
1. Ukazte, ze pre spektralnu funkciu A(z) Greenovej funkcie G(t) = —i([A(¢), B]¢)0(t) pre systém s (od ¢asu nezavislym)
hamiltonianom H platia sumac¢né pravidla

[ s = (a8 [T EEAD (), 8).

o 1+ ee—2/T

kde sme zaviedli oznaenie pre vnorené komutéatory [A, H] = [[A, H], ,H}, pricom [A, H], = A. Teda explicitne
mame [A, H|, = [A, H), [A, H], = [[A, H], H], atd.

2. Skongtruujte retardovant, advansovant a Matsubarovu Greenovu funkciu Gr(w), Ga(w) a G(wy), ak spektralna
funkcia ma tvar A(w) = #\/IW — w?, kde —A < w < A. Pomocka: vyuZite, Ze pre Imz # 0 alebo |z| > A plati

o [ % (1 [T

Najdite asymptotiku funkcie G(z) pre |z| — oco. Ukazte, ze funkcia G(w,) je rydzo imaginarna a nakreslite jej graf.

Nakreslite grafy realnej a imaginarnej zlozky funkcie Gr(w) a kvalitativne overte platnost Kramersovych-Kronigovych
vztahov.

3. Za lokalnu jednocasticovit Greenovu funkciu Go(0, 0, w + i) vezmite funkciu Gr(w) z predoslého cvigenia. (Akej nepo-
ruSenej hustote stavov to zodpoveda?) Pre takyto model vypoéitajte lokdlnu hustotu stavov A(0,0,w) v mieste jedinej
primesi s odpudivym potencidlom Vp a overte vysledky prezentované na obrazku 4. Najdite kriticktt hodnotu V4 potrebnu
na vznik antiviazaného stavu.

4. Namiesto tlohy o primesnom atéme skiimajte metédou pohybovych rovnic tilohu o intersticidlnom atéme, t.j. o dokona-
lom krystali (povedzme jednoduchom kubickom) s jednym pridanym bodom (povedzme v strede jednej z elementarnych
kociek). Za neporuseny problém zoberte nezviazany systém dokonald mriezka + intersticidlny bod. Za poruchu vezmite
tunelovanie medzi intersticidlnym bodom a bodmi mriezky (povedzme najbliz§imi 6smimi).

5. Ukézte, Ze tunelova hustota stavov definovand ako (N(w)) = 4 >, (A(k,w)) je totozna s priemerovanou lokalnou

hustotou stavov (A(7,4,w)) (ktora nezavisi od vol'by mriezkového bodu 7).
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5 Poruchova tedéria a Feynmanove diagramy

V minulej kapitole sme Greenove funkcie hl'adali metédou pohybovych rovnic. KedZe sme riesili prob-
lém, ktorého hamiltonian bol kvadraticky v krea¢nych a anihila¢nych operatoroch, dostali sme uzavrety
systém rovnic pre jednocasticoviit Greenovu funkciu.3? Pri aplikacii metody pohybovych rovnic na mno-
hocasticové problémy s interakciami (t.j. s kvartickymi ¢lenmi v krea¢nych a anihilaénych operéatoroch)
vSak do pohybovej rovnice pre jednocasticovit Greenovu funkciu vstupuju tzv. dvojcasticové Greenove
funkcie, t.j. Greenove funkcie s dvomi kreaénymi a dvomi anihila¢nymi operatormi. Pohybové rovnice
pre dvojcasticové Greenove funkcie zas obsahuju viacCasticové Greenove funkcie. Dostdvame tak ne-
kone¢ny systém rovnic, ktory sa obvykle riedi tak, Ze sa aproximuje koneénym systémom.?' V tejto
prednaske budeme prezentovat alternativnu, tzv. poruchovit metédu na hladanie Greenovych funkcii.
V celej prednaske kladieme i = 1. Literatara: Rickayzen, AGD.

Operatory pola

Sktimajme systém bezspinovych ¢astic v Skatuli s objemom V = L? s periodickymi okrajovymi pod-
mienkami. Rovinné viny ¢x(r) s k = 2% (k,l,m) potom vytviraji tplny systém jednocasticovych
stavov. Im prislusné krea¢né operatory oznac¢me CL. Namiesto kreac¢nych a anihila¢nych operatorov
clT{, cx budeme pracovat s operatormi pola:

V) =D k@), ) =Y erX)ac
k k

Fyzikélny zmysel kreacného operatora pola 1 (x) je nasledovny. Kedze operator CL do systému vklada
Casticu s vlnovou funkciou gy (r), potom operator wT(x) vklada ¢asticu v line4rnej superpozicii stavov
>k PE(x) K (r) = 6(r —x), kde sme vyuzili tplnost systému rovinnych vin. Teda 1(x) vklada ¢asticu
do bodu x. Podobne 1(x) vybera ¢asticu z bodu x. VyuZzijic tplnost systému rovinnych vin Tahko
nahliadneme, Ze pre fermiony (e = +1) aj pre bozény (e = —1) platia nasledovné kanonické komuta¢né
vztahy pre operéatory pola:

W) ) =0, [pleo.wl®)] =0 [ve).eie)] =iy .

Nech grandkanonicky hamiltonian

1
H=D hit5D Vy

i#]
skimaného systému ¢astic ¢ = 1,..., N pozostava z jednocasticovej energie s operatorom h(x) a z
dvojéasticovych interakcif s potencidlom V (x). Napriklad v modeli zelé h(x) = —5=-V2 — pi a V(x) je

coulombovska potencidlna energia. Potom v druhom kvantovani mézeme pisat (pozri napriklad I11.6):
H = Z [/ d3xcpf</(x)h(x)4pk(x)] CL/Ck
Kk’

1 * *
+ 5 D [ / d*x / Py (X) el (¥)V (X = ¥)ep(y)pr(x) | coch cpa.
k.k/,p,p’

Pomocou operatorov pola mozno hamiltonian H zapisat v elegantnom tvare:

H= [t oniueo + 5 [ [ dyul v )V ¥y (24)

30Kedze redukovany BCS hamiltonian (??) je tiez kvadraticky, metodu pohybovych rovnic opét mozno pouzit. Je viak
potrebné zaviest aj tzv. anoméalnu Greenovu funkciu, pozri napr. kapitolu 7.

31Vynimkou je napriklad tzv. Tomonagov-Luttingerov model jednorozmerného kovu, ktory mozno metédou pohybo-
vych rovnic riesit presne. Pozri H.U.Everts and H.Schulz, Solid State Communications 15, 1413 (1974).
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Hamiltonian (24) pripomina vyraz pre stredntt hodnotu energie v stave s vlnovou funkciou 1 (x). Po-
dotykame vsak, ze 1)(x) nie je vlnova funkcia, ale operator pola.3?

Neinteragujtci systém: n-Casticova Greenova funkcia a Wickova veta
Sktimajme najprv neinteragujtci systém bezspinovych fermiénov s hamiltonidnom

Ho = [ d'xu! () ().
Jednocasticovii Greenovu funkciu pre neinteragujuci systém definujeme vztahom

Go(1,1') = —(T(1)y1 (1),

kde sme priestoro¢asové stiradnice oznacili skratene symbolom [ = (x;,7;), t.j. (1) = e*oT)(r))e
Pre ¢asovy vyvoj operatora pola dostavame, podobne ako v predoglej kapitole
dy(1) _ 0

o = o [eHOle(rl)e_Hon] = ¢Mom [Ho, 1¥(r1)] e 0T — _eMoTip (1 Yah(ry)e 70T = —h(r;)(1).

—Hom

Preto jednocasticova Greenova funkcia Go(1,1’) spliia nasledovnii pohybovii rovnicu,

[;’1 ; h<r1>] Gol1, 1) = —6(1, 1),

kde sme zaviedli oznacenie 6(1,2) = 0(ry — r2)d(m — 72).
Definujme dalej n-¢asticovit Greenovu funkciu vztahom

Gu(1, ..., 1, on) = (=1)™(Tep(1) .. .b(n)pT(n') .. T (17)).

Operator ¢asového usporiadania T pritom posobi nasledovne:

(i) permutuje operatory ¥(1),...,¥(n), ¥ (1'),..., ¢ (n"),

(ii) kazdej permutacii priradi znamienko +1 podla toho, kol'ko parovych vymien bolo potrebnych na
jej dosiahnutie,

(iii) kazdej permutécii priradi saéin theta-funkeii, ktoré zabezpecuju, aby operatory vo va¢Som case
stali nalavo od operatorov v mengom case,

(iv) prispevky vSetkych permutécii sa séitaju.

S vyuzitim cyklickej zdmeny premennych pod stopou opéat moéZzeme ukazat, Ze pre 0 < 7; < 3 platia
okrajové podmienky G, (11,...,7% = B,...,Ton) = —=Gn(T1,...,7i = 0,...,T2n).

Pocitajme posobenie operatora aiﬁ + h(rq) na n-Gasticovi Greenovu funkciu neinteragujiceho sys-
tému Gop,(1,...,n;1, ..., n). Kedze plati [% +h(r1)]¥(1) =0,k [8%1 + h(r1)]Gon(1,...,n; 1, ... )
prispievaju iba derivacie theta funkcii. Permutéacie prispievajice ku Greenovej funkcii Gg,, mozno zo-
skupit do nasledovnych dvojic:

BTG Y B — ) — TG ) ey — )

kde bodky oznac¢uja rovnaké faktory v oboch ¢lenoch.?® Derivovanim theta-funkcii v takejto dvojici
podla 7 a vyuzitim kdnonickych komuta¢nych vztahov Iahko vidno, Ze tato dvojica sa redukuje na
jeden ¢len, v ktorom dvojicu operatorov ¢(1), 1T(5) a theta funkciu premenne;j 7j» — 71 treba nahradit
4-rozmernou delta funkciou 6(1, j'). Takto dostavame vztah3*

nl

a / / i’ i /! . !/ - / /
|:87_1+h(1'1):| g(]n(177n7177n):],z:1/(_1>] 5<17] )g0n—1(277na177(]_1) 7(J+1)7n>

32Nazov druhé kvantovanie bol zrejme indpirovany prave vyrazom pre Hamiltonov operator (24), kde ako keby sme
nahradili vinové funkcie operatormi. Treba v8ak jasne povedat, Ze o ziadne dodato¢né kvantovanie tu samozrejme nejde.

33 Ak (1) vytvara dvojicu namiesto ot (') s nejakym anihila¢nym operatorom, potom prispevok takejto dvojice k
[% + h(r1)]Gon(1,...,m;1’,...,n') je nulovy, a preto takéto dvojice nemusime uvazovat.

31Pre j/ = 1’ je znamienko —1 désledkom definicii Gon, o (—=1)™ a Gon—1 o¢ (—=1)""!. Pre j/ > 1’ treba naviac zohladnit,
Ze pocet komutécii potrebnych na presun operatora (1) tesne pred Pt () moze byt neparny.
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Diferencidlnu rovnicu pre Gy, moZno pisat ako nasledovnil integralnu rovnicu, ako sa lahko presvedcéime

aplikovanim operatora ain + h(rl)} :

nl

Gon(L,..oms Vs o) = > (=17 Go(1,5)Gon-1(2, ..., 1, (G = 1), G+ 1),...n).

j'=1

Teda n-casticovi Greenovu funkciu vieme vyjadrit pomocou jednocasticovej Greenovej funkcie a n — 1-
Casticovej Greenovej funkcie. V Specialnom pripade n = 2 dostavame

Go(1,1")  Go(1,2")

Gon(1,2:1',2) = Gol(1,1)60(2,2) = Go(1,2)60(2,1) = | 51 g1 o))

Pre n = 3 d'alej mame

Go3(1,2,3;1,2,3") = Go(1,1)G02(2,3;2',3") — Go(1,2')G02(2,3; 1, 3') + Go(1,3')G02(2,3; 1, 2)
Go(1,1) Go(1,2") Go(1,3')
- 90(271,) g0(272,) 90(2’3/) )
Go(3,1") Go(3,2") Go(3,3)

kde v poslednej rovnici sme si v8imli, Ze ide o rozvoj determinantu podla prvého riadku. Pre vse-
obecné n teda dostavame tzv. Wickovu vetu (zdoérazitujeme, Ze tato veta plati iba pre Greenove funkcie
neinteragujiceho systému):

Go(1,1") ... Go(1,n))
Gon(1,...,n;1" ....0/) = : : :Z(—I)Pgo(l,P{)...go(n,Pfl),
Go(n, 1) ... Go(n,n) P

kde v druhej rovnici sme determinant zapisali ako sumu cez vetky permutéacie P = (Py, ..., P}) inde-
xov 1/,...,n' a P je parita permutacie P.

Interagujtici systém: interak¢éni reprezentacia a evoluény operator
Odteraz budeme $tudovat interagujici problém s hamiltonidnom (24), ktory budeme interpretovat ako
stucet kinetickej energie Hy a interakénej energie V., H = Ho + V.

V Schrédingerovom obraze je Gasovy vyvoj stavov v imaginarnom Gase popisany operatorom e~ 7t7,
t.j. [¥s(7)) = e "7 |1h5(0)) a operatory Ag maji iba explicitni zavislost od asu.

V Heisenbergovom obraze sa naopak stavy v ¢ase nemenia, |15 (7)) = |15(0)) = 77 |pg(7)), kym
operétory zavisia od ¢asu podla vzfahu Ag (1) = 7 Age 17,

Vinterakénom obraze (oznac¢ujeme ho vlnovkou) nie je ¢asova zéavislost stavov kompenzovana tplne:
[9(7)) = ™0 |hg(T)). Preto Gasovy vyvoj operatorov je dany vztahom A(7) = eMo7 Age=Ho7. Expli-
citnd zavislost stavov od ¢asu v interakénom obraze [1(7)) = U(7)[1)5(0)) je popisana tzv. evolucnym
operdtorom

U(r) = eMome 7, (25)
Podobne, ak porovname ¢asovy vyvoj operdtorov v interakénom a Heisenbergovom obraze, dostaneme
prevodovy vztah medzi obrazmi A(7) = U(7)AgU(7)~!, v ktorom opét figuruje evoluény operator.
Derivovanim defini¢ného vyrazu (25) dostavame pohybovi rovnicu pre U(7):

8%37) = HoU (1) — oTHe MU (r) = —V (1)U (7), (26)

—
kde sme vyuzili, ze Ho(7) = Ho. Ak dalej uvazime, ze U(0) = 1, diferencialnu rovnicu pre U(7) moZeme
prepisat ako integralnu rovnicu, ktori moZeme rie§it iterativne:

U(T):l—/0 dnV(r )U(Tl)—l—/o dTlV (11) / dﬁ/ dTQV (11) (2)+
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Vsimnime si, Ze [-ty prispevok obsahuje integral cez oblast 7 > 7 > 7 > ... > 73 > 0. Integral cez tito
zloziti oblast nahradime integrélom cez hyperkocku 0 < 7; < 7. Pretoze | ¢asov mozno permutovat
I! spdsobmi, integra¢ni oblast sme zvacsili I! krat. Aby sme zaruéili, Ze operatory vo vacsich ¢asoch
figuruju nalavo od operatorov v mensich ¢asoch, pouZijeme operétor ¢asového usporiadania T

B 0 (—l)l T T o
U(T)—l-{—; ! /Odn.../o dnT[V(n)...V(n).

l
Tento vysledok pre evoluény operator mozno formalne zapisat nasledovne:

U(r) = Texp [— /O ’ dﬁvm)] . (27)

Ak napiSeme integral v exponente ako Riemannovu sumu s krokom ¢ a uvazime pdsobenie operéatora
T, dostaneme alternativne vyjadrenie

U(r) = lim e*‘WA(T/)e*‘W/(::‘S) .. 676‘7?26/)676% (28)
0—0 ’
ktoré mozno interpretovat aj ako vysledok “numerického” riegenia diferencialnej rovnice (26) Newtono-
vou metdédou. Operator inverzny k evolu¢nému ma tvar

U(T)il = lim 65V(5)86V(26) o 65\/(775)66\/(7)'
6—0
V&imnime si, Ze v inverznom evolu¢nom operatore sii operatory v najmensom c¢ase celkom vlavo! Pre
T1 > T9 preto plati

—

—_— T e~
U(r)U (1)~ = lim eV () o=V (™) — Texp {— / ldTV(T)] :
d—=0 To
Interagujuici systém: jednocasticova Greenova funkcia
Teraz sme pripraveni pocitat Greenovu funkciu interagujiceho systému. Mame pocitat nasledovny
objekt (do ktorého vstupuju operatory v Heisenbergovom obraze a stredovanie podla komplikovaného
hamiltonianu #):

T [ (1) (2)] Tr eyl (2 (1)
T[] O(m1 — 1) + Tr [e 7]

G(1,2) = —

O(1o — 71).

Ak oznacime stredovanie podla matice hustoty neinteragujiceho systému ako (X)o = Z%)Tr [e_BHOX ],
potom menovatel moézeme zjednodusit nasledovne:

Te [e=7] = T [ 00(8)] = Zo(U(B))o.

kde U(B) = T exp [— foﬂ dT‘%} . Ak v citateli prvého ¢lena v G(1,2) vyuZijeme vztah medzi Heisen-

bergovym a interakénym obrazom Ap (1) = U_l(T)Z(\T/) U(7), potom dostaneme

Tr [y (19} (2)] = Tr |00 B)U (1) (U (1)U (72) 4 (2)U (72)]
Ak dalej uvazime, Ze 71 > 2, a pouzijeme vztah pre U(r)U(72) ™}, tento vyraz mozeme upravit na

Z <Texp [— /j dﬂﬁ?)] ()T exp [— /:1 dﬂﬁ?)] SH(2) T exp [— /OTQ dﬂ7(7)}>0.

2

tvar

Ak teraz nechédme operator ¢asového usporiadania T pdsobit na cely stredovany operator, modzeme
pisat

Tr [6_5H¢H(1)¢L(2)} — 7 <Texp [ /0 ’ dﬂﬁr/)] ﬁf)m> .

0
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Podobne pre ¢itatel druhého ¢lena s 75 > 71 dostaneme

Tr e—ﬁ”w}[@w}q(l)} = Zo <Texp [— /0 ’ drﬂvﬂ} MM)>

0

Sumarizaciou tychto vysledkov dostdvame pre jednocasticovit Greenovu funkciu vztah

(TU@EROYiE),
U@

Vsimnime si, ze vyraz (29) vyjadruje Greenovu funkciu interagujuceho systému pomocou stredovania
podla neporugeného hamiltonidnu Hg a pomocou operatorov pola v interakénom obraze, t.j. s Gasovym
vyvojom podla Hg. KedZe hamiltonian Hy je jednoduchsi ako H, ide o vyrazné zjednoduSenie problému.

G(1,2) = —

(29)

Poruchova tedria
Rovnica (29) je vychodiskovym bodom poruchovej tedrie. Greenovu funkciu mézeme pocitat pomocou
rozvoja do mocnin nasledovnej veli¢iny:3®

/ drV (r) / d1’ / A1t (U)ot (1 V (1,117 (1),

kde sme zaviedli oznacenie V' (i,j) = V(r; — r;)ds(7 — 7j) a integrovanie sme schematicky oznacili
nasledovne: [dl = fO’B dn [ d®r;. Pomocou pojmu mnohocasticovej Greenovej funkcie mozno éitatela
aj menovatela Greenovej funkcie (29) vyjadrit nasledovne:3¢

<TU(5)1Z(V1)JI\(_2/)>O = _Z S / /dn” /dl’/ d1"v(n',n")...v(1',1")

X g02n+1(1 1,17 oo/ 02,1 10 ondl nl),

UB)), = Qn / /dn” /dl’/ a1V (n',n"y... V(11"

n:O
/
X Goan(1', 1, .nln" +7 +7 . n+,n+)

Vyrazy typu ny znamenaji, Ze priestorocasovy bod n4 ma infinitezimélne vacsi ¢as nez bod n. Casové
usporiadanie potom zaruci, Ze kreacné operatory v interakénej energii stoja nalavo od anihila¢nych,
ako aj ma byt.

Ak teraz vyjadrime mnohodasticovit Greenovu funkciu pomocou Wickovej vety, moézeme kreslit
diagramy zodpovedajice jednotlivym ¢lenom poruchového rozvoja, podobne ako v pripade rozptylu na
necistotach.

Diagramy pre ¢itatel obsahuju fermionovia ¢iaru z 2 do 1, tzv. chrbticu, s ktorou st interakciami
(Ciarkované Ciary) spojené iné fermionové ¢iary. Okrem tejto tzv. spojenej Casti moézu diagramy obsa-
hovat aj celkom oddelené Gasti. Explicitny priklad nespojeného diagramu pre n = 3 je na obr. 7.

Veta o spojenych diagramoch
Odteraz nebudeme pisat vinovky nad operatormi v interakénej reprezentacii, ani index 0 pri termélnych
strednych hodnotach. Vsetky ¢asové vyvoje aj stredovania buda chapané vzhladom na H.

35Ty ide 0 matematicku subtilnost. Ziadame, aby funkcia 65 (7) splhala pre vietky bozénové funkeie f(7) vztah f(r) =
fOB dr'8s(t — 7')f(7'), a preto d5(7) musi byt sumou Diracovych delta-funkcii: dg(7) = >.°° §(t — np). Naozaj, aby

n=-—oo

napriklad platilo f(8) = foﬁ dr'65(8 — ') f(r'), nestaci za dg(7) zobrat oby€ajni Diracovu delta-funkciu. Ak si totiZ
oby¢ajnu delta funkciu 6(7) predstavime ako limitny ¢len postupnosti lorentzidnov, potom zrejme plati foﬁ dr'é(B —

™) f(r') = 1f(B), lebo sme integrovali len cez polovicu delta funkcie. Lahko sa vSak presved¢ime, Ze fOB dr'és(B —
)f (") = f(B), ako aj ma byt.

360perator interakénej energie V mé byt vyjadreny pomocou tzv. normalne usporiadanych vyrazov, t.j. vyrazov,
v ktorych kreatné operétory stoja nalavo od anihila¢nych operatorov. Fyzikdlnym doévodom je vylacenie interakcie
elektrénu so sebou samym, pozri napr. II1.7. Tu prezentované vyjadrenia pomocou mnohocasticovych Greenovych funkcii
nereprodukuji norméalne usporiadané vyrazy, t.j. obsahuju aj self-interakcie elektréonov. Tieto self-interakcie vsak iba
posuvaji energiu systému o konstantu a neovplyviuju pohyb elektrénov, teda neovplyvnia vypocet Greenovej funkcie.
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Obr. 7: Nespojeny diagram pre jednocasticovii Greenovu funkciu radu n = 3.

Najprv si uvedomme, ze kazdy topologicky neekvivalentny diagram n-tého radu prispeje ku Gree-
novej funkcii n! krat, pretoze dany sibor n interakénych ¢iar mozno ocislovat n! sposobmi.

V citateli Greenovej funkcie (29) teraz explicitne odlisime prispevky od spojenych diagramov, ktoré
oznacime indexom ¢, od nespojenych diagramov. V prispevku n-tého radu nech r faktorov prispieva
k spojenému diagramu a zvySnych n — r faktorov nech prispieva k nespojenym diagramom. Ak teraz
pripustime iba permutécie r indexov vnitri spojenych diagramov a n — r indexov vnutri nespojenych
diagramov, musime pisat

(o) = S EEY S fandn (Toe @V(n) . V)
n=0 r=0

n! (n —7r)!

C

X /dT(H_l)/ ooty (TV (1(1y) - V(o))

kde sme zohladnili po¢et vyberov r prvkov z n-¢lennej mnoziny. Ak prispevky spojenych a nespojenych
diagramov ozna¢ime ako

C

C, = /dn/ . dry <T¢(1)1/JT(2)V(7'1/) . V(Tr,)> ,
anr = /dT(T—i—l)’ ce dTn/ <TV(T(T+1)/) ce V(Tn/)> 5

potom zmenou poradia sumacii dostaneme

<TU(B) > ZZ n! 1".nni CD"T_ZZTI CD"T

n=0 r=0 r=0n=r

Ak v poslednom kroku zavedieme sumac¢nt premennt k = n — r, dostaneme napokon

o0

(ru@uap @) =3 & D..
r=0
Pre menovatel Greenovej funkcie (29) podobnym sposobom dostaneme (U(8)) = > 7o 0 Dk Preto

Greenova funkcia (29) je dana iba spojenymi diagramami:

6(1.2) = - 3 E (rpyst @V () .. Vimo)

n!
n=0 ¢

Tento formalny vysledok mozno zapisat v nasledovnej explicitnej forme

G(1,2) = /dn /dn” /dl'/dl"V n',n"). . V(1,17

x g02n+1(1 V17, ol 2,00 17l i),

kde index ¢ pri mnohocasticovej Greenovej funkcii Go 2,41 0znacuje, Ze pri aplikovani Wickovej vety
sa mame obmedzit iba na topologicky neekvivalentné a neocislované spojené diagramy. ZruSenie ocis-
lovania vnatornych vrcholov sme kompenzovali zavedenim multiplikativneho faktora 2™n!. Dodato¢ny
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faktor 2" mozno zddvodnit tym, Ze na koncoch interakénej ¢iary s indexom [ by mali byt body ', 1”
alebo I”,1’, teda pre n interakénych ciar existuje 2 moznosti indexovania ich koncov.

Podl'a Wickovej vety ku mnohocasticovej Greenovej funkcii Go 2,41 prispievaju stciny jednocasti-
covych Greenovych funkcii so znamienkami +1. Teraz sa venujme otazke o znamienku toho-ktorého
prispevku (diagramu). Skimajme graf zodpovedajici n-tému radu poruchovej tedrie. Takyto graf ob-
sahuje 2n vnitornych bodov, ktoré lezia alebo na chrbtici z 2 do 1, alebo na uzavretej slucke. Nech
na chrbtici sa nachadza r vnatornych bodov a nech na kazdej z [ sluciek je s; bodov, mé teda byt
2n =r+ Zizl s;. Da sa ukazat,3” 7e chrbtica prispieva znamienkom (—1)", kym kazda zo sluciek dava
znamienko (—1)%+1. Preto celkové znamienko diagramu je (—1)"H+2isi = (—1)2"+ = (—1)!. Teda
znamienko diagramu zreprodukujeme, ak kazdej uzavretej slucke priradime faktor (—1).

Odvodili sme tak nasledovné Feynmanove pravidla pre prispevok n-tého radu ku G(1,2):

A. Nakresli vSetky topologicky rézne spojené diagramy také, Ze:

1. diagram obsahuje externé body 1 a 2

2. diagram obsahuje 2n vnutornych vrcholov

3. pary vnutornych vrcholov nech si spojené ¢iarkovanymi (interakénymi) ¢iarami

4. nakresli orientované plné CGiary tak, ze

a) jedna Ciara vychadza z bodu 2

b) jedna ¢iara vchadza do 1

¢) pre kazdy vnatorny vrchol plati, Ze doftho jedna ¢iara vchadza a jedna z neho vychadza

B. Ku kazdému diagramu prirad nasledovny prispevok (¢islo):
. interakénej ¢iare medzi i a j prirad —V (4, j)

. orientovanej plnej ¢iare z bodu j do bodu ¢ prirad Go(4, 74+ )
. uzavretej slucke prirad faktor (—1)

= W N =

. integruj cez stiradnice vietkych vnitornych vrcholov i: foﬁ di = foﬂ dri [ d3r;

C. Prispevok n-tého radu ku G(1,2) je sti¢tom prispevkov vietkych topologicky rozdielnych diagramov
n-tého radu.

Feynmanove pravidla vo Fourierovom obraze

Pre translacne invariantné systémy s hamiltonidnom nezévislym od ¢asu je vyhodné Greenove funkcie
zapisat vo Fourierovom obraze:

1 _ ) )
G(1,2) = 671} Z G(k,wl)e’k'(rl_m)—lwl(T1—T2)
lk

a podobne pre Greenove funkcie Gy(1,2) neinteragujiceho systému. Do sumy vstupuju fermionové

37Greenova funkcia Go,2n+1 obsahuje anihila¢né operatory z prvého riadku a krea¢né operatory z druhého riadku:

11 1 ...
/ " ’ 1"
2 1+ 1+ NN ny ny

Takyto zapis zodpoveda jednému &lenu Wickovho rozvoja, pricom kazdy stlpec symbolizuje jednocasticovia Greenovu
funkciu Go z dolného bodu do horného bodu. Znamienko prispevku k Wickovmu rozvoju je pritom dané paritou permu-
tacie, ktora vytvori dolny riadok z horného. (Vsimnime si, Zze poradie bodov v hornom riadku je teda irelevantné, dolezité
je iba relativne poradie bodov v oboch riadkoch.)

Zoradme teraz body v prvom riadku nasledovne: prvych r + 1 bodov nech st body z chrbtice, dalsich s; bodov nech
st body prvej slucky, atd. Body v druhom riadku nech zodpovedajt obiehaniu chrbtice a jednotlivych sluciek. Tak
dostaneme

1 al e Qr b1 e b51
a a2 ... 2 ba ... b1

Vnuatorné body chrbtice sme pritom oznadili a; a body prvej slu¢ky sme oznagdili b;. Aby sme v chrbtici vyrobili v dolnom
riadku rovnaké poradie ako v hornom, musime bod 2 presunit dol'ava, t.j. musime permutovat r krat. Podobne v dolnom
riadku prvej slucky musime presunut bod b; celkom dolava, t.j. musime permutovat s; — 1 krat. Znamienko permutacie
je pritom také isté, ako keby sme permutovali s1 + 1 krat.
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Matsubarove frekvencie w;. Namiesto o propagacii elektréonu z 2 do 1 vo Fourierovom obraze hovorime
o propagacii elektronu s hybnostou k a energiou w;. Elektron vstupujici do 1 (alebo vystupujuci z 2)
teda nesie hybnost k a energiu w.

Pri diskusii o Fourierovej transformacii interakcie V' (4, j) musime najprv priradit interakénym ¢ia-
ram v diagrame orienticiu. Povedzme, Ze interakéné Ciara vedie z j do i. Potom budeme analogicky
pisat, tentokrat s bozénovymi Matsubarovymi frekvenciami:3®

P 1 ik (r;—r;)—iwn (7;—7;
V(i,j) = V(r; —xj)d5(m — 75) = 3y D Vet trimma) mten(miom)
nk

kde Vi je Fourierova transformécia dvojcasticového interakéného potencidlu. Fourierove komponenty
G(k,w;) dostaneme z G(1,2) spétnou transforméciou:

_ s A A
G(k,w) = / dry / dPrie*mmr)tian=T)g (] 9),
0

Nasim cielom je sformulovat Feynmanove pravidla na vypocet prispevku k G(k,w;) od diagramu
zodpovedajiceho n-tému rddu poruchovej teérie. Do kazdého z 2n vntutornych vrcholov diagramu jedna
elektronova ¢iara vstupuje, jedna elektronova ¢iara z neho vystupuje a ¢iarkovana ¢iara bud vstupuje
alebo vystupuje. Nech vstupujuca elektronova ¢iara nesie hybnost a energiu ki a wy, vystupujica
elektronova Ciara nesie hybnost a energiu ks a wy a interakéné ¢iara nesie hybnost a energiu k a w.
Potom integrécia cez priestorocasové siradnice vnutorného bodu déva

B
3. ikyr—iw 7 —iko rtiwsT (kT —iwr) _
/ dT/d retki r—iwiT  —iko r4iweT (ik-r—iwT) _Bvéklik,k26W1iw,w2'
0

Teda v kazdom vniatornom vrchole musi platit ko = k1 + k a wy = wy £+ w, kde horné znamienka
zodpovedaji vstupujicim a dolné znamienka vystupujicim interakénym d¢iaram. Inymi slovami, v
kazdom vrchole musia platit “Kirchhoffove zékony” pre hybnost a energiu.??

Integracie cez 2n vnatornych bodov a cez siradnice bodu 1 teda daja multiplikativny faktor
(BV)?"*1. Tento faktor je presne kompenzovany faktorom 1/(5V)?"*! z Fourierovho rozvoja 2n + 1
elektrénovych CGiar, preto dostavame nasledovné modifikované pravidla pre vypocet prispevku diagramu
n-tého radu ku Greenovej funkcii G(k, w;):

. externé ¢ary? nest hybnost k a energiu w;

. reSpektujuc zakony zachovania vo vrcholoch, prirad vnitornym ¢iaram hybnosti a energie
. elektronovej ¢iare s hybnostou p a energiou wy, prirad faktor Go(p,wm)

. interakénej Giare s hybnostou q a energiou w,, prirad faktor —B%Vq

. uzavretej slucke prirad faktor (—1)

. sumuj cez n volnych hybnosti a energii*

S O k= W N~

1

Fermioény so spinom S = 1/2 a spinovo nezavislymi interakciami

V tomto pripade méame dva druhy fermiénovych ¢ar, jednu pre projekciu spinu 1 a jednu pre projekciu
1. KedZe o interakciach predpokladame, Ze nezavisia od spinov, z vnatornych vrcholov vystupuja fer-
miénové Greenove funkcie s rovnakym spinom, aky do nich vstupuje.*? Dosledkom je, Ze cela chrbtica
ma ten isty spin, dany zvonka. Podobne vSetky fermiénové Ciary v slucke maja ten isty spin. Ten vSak
moze byt 1 alebo |, preto uzavretej slucke treba priradit faktor (—2) namiesto (—1). To je zaroven
jedind zmena Feynmanovych pravidiel pre pripad fermiénov so spinom S = 1/2 a spinovo nezavislymi
interakciami oproti bezspinovému pripadu.

38Funkciu dg(T) sme reprezentovali sumou cez bozénové Matsubarove frekvencie dg(7) = %Zn e~ “n" Tahko totiz

overime, Ze takto definovana funkcia dg(7) diverguje pre 7 = nf a Ze normalizana podmienka fOB drés(7) =1 je splnena.
Da sa tiez uverit, Ze dg(7) = 0 pre 7 # nf.

39V krystaloch by sme namiesto zakona zachovania hybnosti vo vrchole dostali zékon zachovania kvéazihybnosti.

40T j. &ary vystupujtce z povodného bodu 2 a vstupujice do pévodného bodu 1.

4190 + 1 elektronovych Gar a n interakénych &ar zodpoveda 3n + 1 Stvorhybnostiam; z nich jedna je fixovana zvonka
a vo vnutornych bodoch mame 2n zédkonov zachovania; vysledkom je 3n 4+ 1 — (2n + 1) = n volnych $tvorhybnosti.

42 Ako je obvyklé, odteraz nehovorime o projekciach spinu, ale kratsie o spine.
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Obr. 8: Diagramy radu n = 1 prispievajtce k vlastnej energii.

Vlastna energia elektréonov

Skiimajme diagramaticky rozvoj pre Greenovu funkciu elektronu G(k,w;). Podobne ako v pripade in-
terakcie elektrénov s necistotami, zavedme pojem vlastnej energie X(k,w;) ako takej casti diagramu,
ktora sa nerozpadne na dve nespojené ¢asti odstranenim jednej vnitornej elektrénovej ciary Go. Do-
stavame tak poruchovy rozvoj pre Greenovu funkciu:

é(k, wl) = GT)(k, wl) + ?o(k, wl)i(k, wl)Gi(](k, (/Jl) + GT)(k, wl)i(k, wl)Gio(k, wl)f(k, wl)?o(k, wl) + ...

Nekoneény rozvoj mozno prepisat ako algebraickii rovnicu pre G(k,w;). Dostaneme tak Dysonovu
rovnicu G(k,w;) = Go(k,w;) + Go(k,w;)X(k,w;)G(k, w;) s rieSenim

_ 1
Gk,w) =

iw, — e — S(k,wy)

V prvom rade poruchovej tedrie k vlastnej energii prispievaju dva diagramy, pozri obrazok 8. Pre
vlastni energiu teda dostavame

Sk wr) = = 37 [22Vo + Vp 1] Gol(p, wm).

mp

7 definicie ¢asovej Fourierovej transformécie vyplyva, Ze %Zm Go(p,wm) = Go(p,7 = 0). Podla
Feynmanovho pravidla B2 mame Greenovu funkciu v ¢ase 7 = 0 interpretovat ako Go(p,7 = 07) =
(c;r,cp>0 = fp, kde fp je Fermiho-Diracova distribuéna funkcia. Vyraz pre vlastni energiu sa preto
zjednodusi nasledovne:

— 1 1
Sk, w) = Vv Z 2Vo — Vo1l fp = nVo — v Z Vo—k/p
p P

kde n je hustota elektrénového plynu. Prvy ¢len meria posuv energie elektrénu v poli ostatnych elek-
tronov. Druhy ¢len je tzv. vymenny ¢len. V prvom rade poruchovej teédrie teda vlastna energia nezé-
visi od frekvencie. Poly retardovanej Greenovej funkcie sa v komplexnej rovine presuni z £ — in do
ex + X(k) — i, ¢o zodpoveda zmene spektra z i na e = ex + X(k). Teraz vidime, preco sa X(k, w;)
nazyva vlastnou energiou.

Vo vysgich radoch poruchovej tedrie je vlastna energia Y (k,w;) komplikovanou funkciou hybnosti
a energie. V Landauovej teérii Fermiho kvapaliny sa vSak predpoklada, Ze jednocasticové spektrum
interagujuceho systému fermiénov je (pri nizkych excitaénych energiach) jednoduché, pretoze je kvali-
tativne podobné jednocasticovému spektru neinteragujuceho systému. Podl'a Landaua hlavnou zmenou
jednocasticovych vlastnosti oproti neinteragujicemu systému je zmena disperzného zakona elektrénov
z €x na renormalizovany tvar e, ako aj kone¢na pravdepodobnost rozptylu I'y. Landau naviac argu-
mentuje, Ze v limite e, — 0 plati e > I'i.

Teraz prelozime Landauove predstavy do jazyka Greenovych funkcii. Pre konkrétnost budeme sku-
mat retardovani Greenovu funkciu elektronu s hybnostou k, pre ktora plati exaktny Dysonov vysledok
Gr(k,w) = m Vlastna energia je komplexna funkcia, ¥ (k,w) = ¥/ (k,w) +i%" (k,w). Ustred-
nym predpokladom Landauovej tedrie je, ze pri energii w = ¢f plati w — e — X'(k,w) = 0, ¢ize pri
tejto energii redlna ¢ast menovatela Greenovej funkcie Gr(k,w) vymizne. Ak teraz rozvinieme funkciu
Y'(k,w) do Taylorovho radu okolo bodu w = ¢, dostaneme nasledovny vysledok pre tzv. koherentni
Gast Greenovej funkcie: "

Kk

G k ~N—
R,coh( 7w) w—ei‘{—i—ifk’
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kde sme zaviedli tzv. renormalizaciu vinovej funkcie ay a pravdepodobnost rozptylu 'y,

1 oY (k,w) X
— = ]. — T‘wZETU Fk = —akzu(k, €k).

Podla kapitoly 4 Greenova funkcia s jednoduchym pélom pri komplexnej energii z = e}, —il'y popisuje
elektron s excitacnou energiou €. a inverznou dobou zivota I'i, v stilade s Landauovou fenomenologickou
teériou.

Spektralna funkcia A(k,w) jednocasticovej Greenovej funkcie teda obsahuje lorentzian s vahou ay
so stredom pri w = ¢ a Sirkou I'y. Zo sumacného pravidla ffooo dwA(k,w) = 1 potom vyplyva, Ze
Cast 1 — ay spektralnej vahy chyba. Preto musia existovat iné, tzv. nekoherentné prispevky k A(k,w).
Explicitny priklad spektralnej funkcie A(k,w) obsahujucej kvézi¢asticovy pik a nekoherentné pozadie
uvidime v kapitole 7.

Obr. 9: Diagramy radu n = 2 prispievajice k vlastnej energii.

Cvicenia

1. Dokézte platnost kdnonickych komuta¢nych vztahov pre operatory pola. UkaZte, Ze spiatna transformacia od operatorov
pola k operatorom ¢l ,cx ma tvar ¢f = [dxpr(x)9f(x) a ax = [ d*xpp(x)0(x). Ukdzte tiez, Ze operator celkového
poctu ¢astic mozno pisat v tvare N = [ d*xT (x)1(x).

2. Skiimajte anharmonicky oscilator s hamiltonidgnom H = Ho + V, kde Ho = hwa'a je neporuseny harmonicky oscilator
aV =gla+ a*)3 je operator poruchy. (éomu zodpoveda porucha V v x-p reprezentacii?) Explicitne vypoditajte ¢asova
zavislost operatora poruchy V(1) v interakénom obraze. Viete ur¢it Vi (7) v Heisenbergovom obraze?

3. V druhom rade poruchovej tedrie k vlastnej energii prispieva 6 diagramov, pozri obrazok 9. NapiSte vyrazy pre
prispevky jednotlivych diagramov k vlastnej energii elektronu.

4. Skonstruujte Feynmanove pravidla pre vypocet dvojéasticovej Greenovej funkcie. Kolko typov kostier (z dvoch chrbtic)

prichadza do avahy? Nakreslite vSetky neekvivalentné diagramy 1. radu, ktoré prichadzaju do uvahy.

6 Coulombovsky plyn elektrénov

V tejto prednéaske sa budeme venovat hustému coulombovskému plynu, v ktorom mozZzno interakéné
efekty zapocitat pomocou poruchovej tedrie. Najprv ukaZzeme, Ze popis jednocasticovych excitacii cou-
lombovského plynu je v pribliZeni Hartreeho-Focka neuspokojivy. Potom ukaZzeme, Ze podobné problémy
vznikaji aj pri vypocte energie zakladného stavu hustého coulombovského plynu. V druhej casti pred-
nasky preskimame diagramatické rozvoje pre funkcie odozvy popisané dvojcasticovymi Greenovymi
funkciami a zavedieme dolezité priblizenie ndhodnych faz. UkadZeme, Ze zahrnutie tienenia coulom-
bovskych interakcii odstrani obidva problémy naivnej poruchovej teérie. Literatara: 11.6, I11.7, NP1,
Mahan, Rickayzen, Giuliani+ Vignale.

Coulombovsky plyn

V tejto kapitole budeme skiimat coulombovsky plyn, t.j. systém elektronov s hustotou n, ktoré sa pohy-
buji v médiu s homogénne rozloZzenym kladnym nabojom s ndbojovou hustotou +en. Takyto elektricky
neutrilny systém sa niekedy nazyva model zelé. Grandkinonicky hamiltonian pre coulombovsky plyn
elektréonov ma tvar

1
H=Ho+V, Ho = Z akchckg, V= v Z V4 Z Z CLJFchT_k_qU,c_kU/cpa,
ko q#0 po ko’
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kde ex = & — p je grandkanonické kinetickd energia a Vg = szg je Fourierova komponenta coulom-

bovskej mterak(:le. Viimnime si, Ze v interakénom ¢lene absentuje prispevok s q = 0.43
Hustotu elektronového plynu n mozno parametrizovat typickou vzdialenostou rg medzi elektréonmi

definovanou vztahom %71'7“8 = n~l. Teraz zavedieme atomové jednotky, t.j. dlzky budeme meraf v

jednotkach Bohrovho polomeru ag = % a energie v jednotkach ep = 13.6 eV. Hustota
o

a
V prednaskach I1.6 a II1.7 sme ukazali, ze ak rs < 1, potom coulombovské interakcie medzi elek-

tronmi mozno chapat ako mald poruchu ku kinetickej energii elektrénov. Energiu zékladného stavu E
coulombovského plynu N elektrénov teda zrejme mozno rozvinit do radu podla mocnin r,. Do prvého
radu poruchovej tedrie sme dostali vysledok

_n_ _
. . 2mag;
coulombovského plynu je potom charakterizovand bezrozmernym parametrom rgs =

E 221 0916
Neg 72 Ts

9

kde prvy ¢len je kinetickd energia elektronov a druhy ¢len je tzv. vymenné energia. Ak oznaCime
vlnovi funkciu zakladného stavu neinteragujticeho systému ako | F'S), potom vymennt energiu formélne
dostaneme ako Ey = (FS|V|FS), kde V je interakény ¢len v hamiltoniane.

Stoji za zmienku, Zze vypocet do prvého radu poruchovej teodrie je pre coulombovsky plyn ekvi-
valentny s priblizenim Hartreeho-Focka. Naozaj, ak ned6jde k spontannemu naruSeniu symetrie, ¢o
v limite malych r; nepredpokladame, vdaka translacnej invariantnosti hamiltonidnu H musia byt
Hartreeho-Fockove jednocCasticové stavy rovinnymi vinami. Ale stav |F'S) je Slaterovym determinan-
tom rovinnych vin, teda je pripustnym riesenim rovnic Hartreeho-Focka.**

Vymenna diera

Nenulova hodnota E; < 0 indikuje, Ze dokonca aj v neinteragujicom systéme s vlnovou funkciou |F'S)
musia existovat korelacie medzi elektronmi. Preskimajme preto distribuént funkciu parov elektro-
nov g(r), definovani v prednéaske 1, v stave |F'S). Ak pouzijeme vysledok (8), ktory vyjadruje Fou-
rierovu transforméciu distribu¢nej funkcie parov gq pomocou statického Struktirneho faktora Sq =
%(FS\pqp,q|FS>, dostaneme

g(R) = nzvz ciaR VZZ FS]ck qgckch,+qU,ck/0/\FS> -n|,

ko ko’

kde sme pouzili vztah pq = >y, c;r(_qacka. Avsak

(FSlef,_ g0kl s qorticor|F'S) = 0qo ficfie + Ok—aqic 0o, fe—q(l = fio),

preto pre distribu¢nu funkciu parov elektréonov dostéavame

2 d3q ;
R)=1-— | —=F iaR
kde sme zaviedli funkciu F(q) = f (27r)3 fk fk—q, ktortt sme explicitne vypocitali v IIL.7. Ak vyuZijeme

tam odvodeny vysledok pre F(q), integraciou cez q vo sférickych siradniciach dostaneme napokon
distribu¢nu funkciu parov elektréonov v stave Fermiho mora

Q(R)—1—§

coskpR — (kpR) 'sinkpR]>
(krR)?

431de o dosledok toho, Ze celkovy naboj elektrénov je presne kompenzovany nabojom iénov, pozri napr. IT1.7.

1 Je vSak treba poznamenat, Ze nikde sme neukédzali, ze stav |F'S) je (globalne) optimalnym riesenim. Napriklad
Overhauser [Phys. Rev. 128, 1437 (1962)] ukazal, Ze v priblizeni Hartreeho-Focka ma stav so spontanne modulovanou
spinovou hustotou niz8iu energiu ako transla¢ne invariantny stav. Overhauserova nestabilita je désledkom dalekého
dosahu coulombovskych interakcii. Dnes sa vSak veri, Ze po zahrnuti tienenia zostane coulombovsky plyn stabilny, pozri
napriklad Jones-March, kapitola 4.12.
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Funkcia g(R) je zobrazena na obr. 10. VSimnime si, Ze pravdepodobnost najst dva elektrony v tom
istom bode je polovi¢né oproti pravdepodobnosti najst ich daleko od seba. Toto je dosledok Pauliho
vylucovacieho principu: polovica vietkych elektronov je odpudzovana zvolenym elektrénom (ide o elek-
trony s rovnakym spinom ako spin zvoleného elektronu), kym druha polovica elektronov (s opa¢nym
spinom ako spin zvoleného elektronu) nevnima pritomnost testovacieho elektronu. Potladenie funkcie
g(R) siaha do vzdialenosti ~ k;l, ¢o je vzdialenost porovnatelné s rq. Toto potlacenie sa v literattre
nazyva vymennou dierou. Vdaka existencii vymennej diery je na malych vzdialenostiach kazdy elek-
tron obklopeny (po zaratani ioného pozadia) kladnym nébojom, a preto je energia Fj zniZené oproti
klasickej predpovedi E; = 0.4°

1

3

@ 0.5 1
0

Rkg

Obr. 10: Distribuéna funkcia pre pary elektrénov v neinteragujiicom plyne elektrénov.

Energia jednocasticovych excitacii coulombovského plynu v pribliZzeni Hartreeho-Focka
Teraz preskiimame elementarne excitacie modelu Zelé, ktoré vzniknu pridanim elektrénu s hybnostou
K > kr k Fermiho moru:

) = ek, [FS).

Hybnost tohto stavu je hK, spin S = 1/2 a projekcia spinu §% = .*6 Tieto kvantové &isla st totozné
s vysledkami pre elektron vo vakuu. Na druhej strane, excita¢na energia, t.j. rozdiel energii éx =
(Y|H ) — (FS|H|FS), sa lisi od energie elektronu vo vakuu ex. Naozaj,

1
(W|H[Yp) = ek — v Z ZVk—k’ <¢|CL/OCk/aCITWCkaW>,
k#k! o
1
= K5y k;ézk’ ; Vi—k (fx + kK000 ) (fi + Ok doa)-

Tak dostavame vyraz pre energiu kvazicastice

1 e? d3k 1
> — —_— V _ e —_— .
fK =K ~ 3 zk: K-k/k = €K €0 S, QTP K2+ 12— 2K -k

Integraciou vo sférickych siradniciach napokon mozno ukazat, ze

EK =€ —eszF E
K=K 472eq kr )’

450krem vymennej diery sa v literatare spomina aj korelacnd diera. Ide o to, Ze v systéme s coulombovskymi inte-
rakciami sa musia navzajom vyhybat aj elektrony s opa¢nymi spinmi, ¢o povedie k d'alsiemu zniZeniu energie. Na popis
korela¢nej diery je potrebné pouZit lepsie priblizenia nez pribliZenie Hartreeho-Focka.

46Hamiltonian H komutuje s operatormi celkovej hybnosti, celkového spinu a projekcie celkového spinu. Preto vlastné
stavy H mozno zvolit ako stavy s ostrymi hodnotami tychto veli¢in. Uvazovany variaény stav ma tiez tuto vlastnost.
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1—22

kde sme zaviedli funkciu F(z) = 152 In |12

11—z

+ 1. Pre grupova rychlost kvazicastic vk = % Kk v

blizkosti Fermiho plochy preto dostaneme vysledok

VK 2kfF
— =14+Crgln ———,
or T R kg
kde vp = thF je Fermiho rychlost neinteragujiceho Fermiho plynu a C' = % (%)1/ ®. Viimnime si,

Ze v limite velkych hustot rs < 1 je korekcia malé, s vynimkou tesnej blizkosti Fermiho plochy, kde
Fermiho rychlost diverguje.

Zistili sme teda, ze v mnohocasticovom systéme su energie elektronov rézne od energii vo vakuu.
To sa vSak dalo ocakdvat: ked do systému pridame elektréon, musi okolo neho vzniknit vymenna
diera, t.j. rozdelenie naboja v jeho blizkosti sa zmeni. Nasledne sa musi zmenit aj energia elektronu.
Ocakavame, Ze aj v priblizeniach lepSich nez je priblizenie Hartreeho-Focka méZzeme hovorit o Castici a
o deformacii média, cez ktoré sa pohybuje. Vzniknuty zlozeny objekt (holé ¢astica + deformécia média)
sa v literatire nazyva kvéziCasticou. Stoji za zmienku, Ze holou ¢asticou nemusi byt iba pridana ¢astica.
Naozaj, ak z Fermiho mora odstranime elektron s hybnostou K < kp a spinom «, dostaneme stav

[¢) = ckalF'S),

ktory mézeme nazvat Fermiho morom s dierou. Hybnost takéhoto stavu je —AK, jeho spin je S = 1/2
a priemet spinu 5% = —a.

Predpoved poruchovej teérie prvého radu, Ze rychlost kvéazicastic v blizkosti Fermi plochy diver-
guje, je v rozpore s experimentilnymi vysledkami pre kovy. To naznacuje, Ze prvy rad poruchovej teorie
nemozno pouzit na popis excitovanych stavov. Ide o prekvapenie, pretoze popis zédkladného stavu do
prvého radu v limite r; < 1 nevykazoval Ziadne problémy. Lahko nahliadneme, Ze zdrojom problémov
bola divergencia Vg v limite q — 0, t.j. dlhy dosah coulombovskych interakcii.

Energia coulombovského plynu do 2. radu poruchovej teérie
Korekcia 2. radu k energii (nedegenerovaného) zékladného stavu je

FS\Vin)(n|V|FS
Z< [VIn)(n|V|FS)

Ey =—

n

kde |n) st excitované stavy neinteragujiceho systému s (neporusenymi) energiami EO. Maticovy ele-
ment (n|V|FS) moZe byt nenulovy iba pre stavy typu

’TL> = |p’ o, k, UI; q> = ler)'f'qa'c-l-_k—qo"c—ko" CPO"FS>7

ktoré obsahuju dve diery v stavoch po a —ko’ pod Fermiho plochou a dva elektrény v stavoch p + qo
a —k — qo’ nad Fermiho plochou. Hovorime o vzniku dvoch ¢asticovo-dierovych parov, jedného so
spinom o a druhého so spinom ¢’, pozri obrazok 11. Excitacné energia ¢asticovo-dierovych pérov je

0 0
B, — Ey =éptq t€-k—q~ €p ~ Ek-

Pripady ¢’ = 0 a 0/ = —o budeme sktimat zvlast. Za¢nime s pripadom ¢’ = —o. V tomto pripade
2
pre maticovy element operdtora poruchy V = % >-Qu£0 VL D opr XK CI?—}—QTC'EK*QT/C_KT/CPT plati

2
(.0, k=3 alVIFS) = 1o fof (1~ fora)(1 = fica)

Faktor 2 sa v menovateli nenachadza, pretoze interakény ¢len dava nenulovy prispevok v dvoch pripa-
doch: bud P,7 = p,o a K,7" = k, —0, alebo P,7 = —k, —0 a K,7 = —p, 0. Sucin Fermiho funkcii
vyjadruje podmienku, aby stavy p a k lezali vnitri Fermiho mora a stavy p+q a k —q vonku Fermiho
mora. Nakoniec pripomeiime, Ze pretoze plati |p, o, k, —0;q) = | —k, —0, —p, 0; —q), kazdy excitovany
stav |n) je v sume cez p, k, q, 0 zapocitany dvakrat. Preto ) = % Zp’kgp = Zp’kq, kde v poslednej
rovnosti sme explicitne vykonali suméciu cez spinovy index.
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e

Obr. 11: Vlavo: excitovany stav s dvomi Gasticovo-dierovymi parmi. V strede: exciticia Gasticovo-dierovych parov,
priamy rozptyl. Vpravo: excitacia Easticovo-dierovych parov, vymenny rozptyl. Tento proces je mozny, iba ak o’ = o.

Na druhej strane, v pripade ¢’ = o pre maticovy element plati

2
e 1 1
okoqVIFS) = — |- ——F— k(1 — 1—fx_q)
<p7 y By 7q| | > Veo qg (p+k+q)2 fpf k( fp+q)( f k q)
Faktor 2 sa v menovateli nenachadza z toho istého dovodu, ako v pripade ¢/ = —o. Dodato¢ny ¢len
v hranatej zatvorke zohladiuje tu skutocnost, Ze v pripade ¢/ = o sa do excitovaného stavu |n)

mozno dostat bud (tzv. priamym) rozptylom elektronov o q, alebo (tzv. vymennym) rozptylom o
Q = —(p+k+q), pozri obrazok 11. Pretoze v sume cez p, k, q, o je kazdy excitovany stav |p, o, k, 0; q)
zapoditany Styrikrat,?” v pripade o/ = o treba sumu cez excitované stavy pocitat podla vztahu Yon =
% Zp7k7q’ . % Zp,k,q’ kde v poslednej rovnosti sme vykonali sumaciu cez spinovy index.

Séitanim prispevkov od ¢/ = —0 a ¢’ = o pre korekciu druhého radu poruchovej teorie k energii
zékladného stavu dostavame

(Y L 11 1 P fef o = fora) (1= facq)
E2__<V€0> Z{q4+2[q2_(p+k+q)2]} €ptq T € k-q—Ep —Ek

p.k,q

1 2
kta)?  o’(ptkta)?
premenni g nahradime premennou Q = —(p+k+ q), lahko nahliadneme, ze hranatu zétvorku mozno

efektivne nahradit vyrazom % — Preto korekciu druhého radu poruchovej teodrie k energii

. Ak v druhom ¢lene sumacnii

Roznasobenim hranatej zatvorky dostaneme % + o7

-2
a’(p+k+q)*’
zékladného stavu moZno zapisat v tvare

B (2> 5 [2 - 1 ] Fof (1= fora)(1 = f1cq)
? Veo a' &?(p+k+4q9)?]| epiqteé-k-q—Ep—Ek

p.k,q

Ak dalej zaviedieme bezrozmerné premenné x = kpp, y = krk a z = kpq, potom vyraz pre Fo
mozeme prepisat do analogického tvaru ako nulty a prvy ¢len poruchového rozvoja:

N __165/dz/ dx/ G P T ) ey s
€B 77 Ix|<1,|x+z|>1 ly|<1,ly+z|>1 z7 rXTyTz)]z-XTyTZ

Ako sa dalo z nultého a prvého radu poruchovej tedrie ¢akat, na pravej strane figuruje bezrozmerné ¢islo,
ktoré formalne nezavisi od rs. D4 sa vS8ak ukazat, Ze prvy ¢len v hranatej zatvorke dava divergentny
prispevok, pozri napr. NP1. Energiu zédkladného stavu coulombovského plynu teda nemozno pocitat
naivnym poruchovym rozvojom podla mocnin 7. Zdrojom problému je opét divergencia Vg pre q — 0.

Funkcie odozvy

Problémy divergujtcej Fermiho rychlosti a divergujiceho prispevku 2. radu poruchovej tedrie k energii
coulombovského plynu majt spolo¢ny zdroj: divergenciu coulombovskej interakcie V, v dlhovlnnej li-
mite ¢ — 0. Ocakévame, Ze zahrnutie tienenia opravi naSe nefyzikalne vysledky. Vo zvysku prednasky

“TFaktor 2 pochadza z pocitania konfiguracii dier: |p,o,k,0;q) = | — k, 0, —p,0; —q). Dalsi faktor 2 pochadza z
nerozliSitelnosti vysledkov priamych a vymennych rozptylov: |p,o,k,0;q) = —|p,0,k,0;,—q — p — k).
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najprv nahradime klasickd teériu tienenia coulombovskym plynom, popisani v kapitole 3, kvantovome-
chanickou teériou tienenia. Potom explicitne ukdzeme, ako zahrnutie tienenia vedie ku kone¢nej energii
zékladného stavu modelu Zelé.

Pri popise tienenia budeme aplikovat vSeobecnii teériu linedrnej odozvy, t.j. obmedzime sa na tie-
nenie slabych poli.*® V teodrii linearnej odozvy nas obvykle zaujima zmena jednocasticovej veli¢iny
M(1) = > .5 wg(l)ma/g(l)wrg(l) v priestoro¢asovom bode 1 v désledku jednocasticovej zmeny ha-
miltonidnu B(2) = > ; 1/1%(2)%5(2)1&5(2) v priestorocasovom bode 2. V tomto odstavci explicitne
uvadzame aj spinové indexy «, 3, v a §. Podla Kubovej formuly je tdto zmena dané retardovanou
verziou nasledovnej Matsubarovej Greenovej funkcie:

Gup(1,2) = —(TM(1)B = map(D)bys (2)(TV](3) (1) (4)15(2))3=1, a=a,
afyd
= — Z mes(1 (2)G2(13,26; 3cr,47y)3=1, a=2, -
afyd

Poznamenavame, ze kedZe operatory m a b modzu obsahovat derivacie, museli sme odligit priestoro-
Casové indexy pri krea¢nych a anihila¢nych operatoroch. Teda zo znamej dvojcasticovej Greenovej
funkcie G modzeme urcit obvyklé funkcie odozvy. Napriklad pre funkciu odozvy hustota-hustota (tzv.
susceptibilitu) mame mqg = bag = dap a preto dostavame

X(1,2) == Ga(la,2B; 110,24 ).
af

Déa sa ukazat, ze pre dvojcasticové Greenove funkcie platia podobné pravidla ako pre jednodasticové
Greenove funkcie: méame skonstruovat vSetky topologicky rozdielne spojené diagramy a priradit im ¢isla.

Funkcia odozvy neinteragujiceho systému

Ak pouzijeme Wickovu vetu a uvazime, Ze spin volnej Castice je zachovavajucou sa veli¢inou, t.j.
Go(la, 11 8) = 8apG0a(l,14), pre funkciu odozvy (alebo strucnejsie susceptibilitu) neinteragujiceho
fermionového systému Xp(1,2) = — Zaﬁ Goz2(la, 26514, 24 3) dostaneme

X(1,2) = = Goal(1,14)G0s(2,24) +Zg0a (1,2)Goa(2,1).
af

Prvy élen sa da dalej zjednodusit, ak uvazime, ze >_, Goa(1,1+) = (p(1)) = n a > 5G0s(2,24) =
(p(2)) = n, kde n je priemerna hustota elektronového plynu. VSimnime si, Ze vdaka transla¢nej inva-
riantnosti v ¢asopriestore plati Ap(1,2) = Xp(1 — 2).

Obr. 12: K susceptibilite X'(1,2) prispievaju vietky diagramy (schematicky oznatené bodkami), ktoré st spojené aspoii
s jednym externych bodov 1 a 2. Prvé dva ¢leny poruchového rozvoja susceptibility X' (1,2) zodpovedaju susceptibilite
Xo(1,2) neinteragujiceho systému. Prvy z nich sa nazyva bublinou.

Skimajme opét systém v krabici s objemom V a periodickymi okrajovymi podmienkami. Odteraz
budeme namiesto retardovanych skiimat Matsubarove Greenove funkcie. Definujme priame a spétné
Casopriestorové Fourierove transformécie vztahmi

B ) , .
— , — d3 / drXx ’ —zq~r+zwn7" X, ’ ’ zq-r—zwnT
Xo(q,wn) / r ; TXo(r,T)e o(r, ) BV g Xo(d, wn)e

q,Wn

48Treba poznamenat, ze kedze naboj elektronu e je koneény a nie limitne maly, a priori nie je jasné, & teéria linearnej
odozvy dava kvantitativne spravny popis tienenia.
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a analogickymi vyrazmi pre vSetky ostatné Casopriestorové funkcie. Matsubarove frekvencie su bo-
zonové, pretoze pocitame Fourierovu transforméaciu Greenovej funkcie pre parny pocet fermiénov.
Viimnime si, Ze pokial q # 0 alebo w, # 0, potom konstantny ¢len —n?
komponente susceptibility. Preto v takomto pripade mézeme pisat

neprispieva k Fourierovej

1
, ’VL — G k G k ) n) — ) ’
Xo(q, m}% o(k, w1)Go(k + q, wi + wn) Z Z (iwp + iwn, — Extrq) (W] — €x)

kde faktor 2 zohladfiuje dve mozné projekcie spinu elektrénu.

Sumu cez fermiénové Matsubarove frekvencie mozno vypocitat nasledovne. Najprv si vSimneme,
ze poly funkcie QTIH lezia v bodoch z = iw;, kde w; st fermidénové Matsubarove frekvencie, a Ze
reziduum v kazdom poéle je —%. Ak pouZijeme reziduovu vetu na vypocet integralu po uzavretej krivke
C' obopinajucej imaginarnu os (pozri obrazok 13), potom sumu cez fermiénové Matsubarove frekvencie
mozno pocitat ako nasledovny krivkovy integral v komplexnej rovine:

wY B = (iwy 4wy, — y)(iw; — ) 27w Jo ePP 1 (2 +iw, —y)(w—2)

Ak teraz integra¢niu drahu C doplnime o dva polobliky v nekone¢ne (¢im hodnotu integralu nezmenime,
lebo integrand klesa asponi ako z~2), potom integral po takto skonstruovanej ¢iare C’ (pozri obrazok 13)
mozno opat pocitat pomocou reziduovej vety:

B 1 _ fl@) = fly)
Flz,y) —Z (€7 + Dz +iwn —y)(z—2) o —y+iwn

kde v poslednej rovnici sme uvazili, ze pély integrandu sa nachédzali v bodoch z = x a z = y — iwy;
f(z) je Fermiho-Diracova distribu¢néa funkcia. Pre susceptibilitu takto dostaneme

Jk — Jx+q
Xo(ds wn) —VZ :

€k — Ektq T Wn

a
4
4
1]
S
x
A

. < .
20 Wi g M

|

|
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Obr. 13: VIavo: uzavreta integraéna drdha C' obopinajiica imaginarnu os komplexnej roviny. Vpravo: integra¢na draha
C'spolmipriz=zaz=y—iwn.

Funkcia odozvy interagujticeho systému
Susceptibilitu neinteragujtceho plynu x,(q,wy) pre q # 0 alebo w, # 0 popisuje diagram, ktory sa
obvykle nazyva bublinou, pozri obrazok 12. Do kazdého z dvoch koncovych bodov bubliny vchadza
jedna fermionova Ciara a jedna fermiénova ¢iara z neho vychédza, pricom rozdiely vstupujucich a
vystupujucich hybnosti a energii st q a w,. VSeobecny diagram pre susceptibilitu x(q,w,,) si tato ¢értu
poneché, ale jeho vnutro bude obsahovat aj interak¢né ¢iary, pozri obrazok 14.

Definujme teraz tzv. ireducibilni susceptibilitu T1(q,wy), ktord bude analégom vlastnej energie.
Ireducibilnou susceptibilitou nazveme taku ¢ast diagramu pre X(q,wy), ktora sa nerozpadne na dve
nespojené Casti prerezanim jedinej interakénej ¢iary. Aplikovanim Feynmanovych pravidiel vo Fourie-



92 6 COULOMBOVSKY PLYN ELEKTRONOV

ST s W PEaN
(141 i BTy o
—

Obr. 14: Horny riadok: reorganizéacia poruchového rozvoja pre susceptibilitu (dvojito drafovana bublina) pomocou
ireducibilnych susceptibilit (Srafované bubliny). Ireducibilna susceptibilita tu hra podobnu ulohu ako vlastna energia v
poruchovom rozvoji pre jednocasticovit Greenovu funkciu. Dolny riadok: poruchovy rozvoj ireducibilnej susceptibility.

rovom obraze ahko nahliadneme, Ze potom bude platit (pozri obrazok 14):4°

Podobne ako v pripade Dysonovej rovnice, nekoneény rozvoj pre susceptibilitu mozno nahradit jed-
noduchou algebraickou rovnicou X(q,wy) = II(q,wy) + H(q, wy)Vgx(q,wn) pre X(q,wy), ktort vieme
trividlne rieSit:

H(q7 Wn)

Pripominame, Ze tento vyraz pre susceptibilitu je presny. Podobne ako v pripade jednofermiénove;j
Greenovej funkcie, aproximovanim ireducibilnej susceptibility moZno konstruovat rézne priblizenia pre
susceptibilitu.

Teraz objasnime fyzikilny rozdiel medzi ¥(q,w) a II(q, w). Nage ivahy budt podobné zd6évodneniu
pritazlivej interakcie v kapitole 3, ale ibnové pozadie budeme povazovat za inertné. Vo zvysku odstavca
budeme namiesto Matsubarovych uvazovat o fyzikalnych, t.j. retardovanych, Greenovych funkciach.
Predpokladajme, Ze na nas systém zvonka nalozime maly potencial 6¢qweiq'r*i“’t. Indukované nébo-
jova hustota je potom pg,e'dT ! kde pq, = €?x(q,w)d¢qe. Indukovand nabojova hustota generuje
indukovany potencial ¢q., = ﬁpqw = %X(q,w)éqbqw, preto celkovy potencial vo vzorke je suctom
externého a indukovaného potencialu,

Eﬁg = 6¢qw + quw = [1 + VqX(qa W)] 5¢qw-

Vsimnime si, ze pritom plati II(q,w)¢tt = x(q,w)d¢pqw. Preto indukovany potencial mozno zapisat

qw
dvomi alternativnymi spésobmi:

Pquw = VqX(QaW)5¢qw = VqH(QaW) 21005

Susceptibilita x(q,w) je teda odozvou na externy potencidl d¢q., kym ireducibilna susceptibilita

I1(q, w) je odozvou na celkovy (tzv. tieneny) potencial qﬁg?j. Obvykle sa okrem susceptibility definuje aj

relativna permitivita,®® ktora hovori, kolkokrat je celkovy potencial mensi nez budiaci potencial, t.j. je
tot

definovana vztahom E(qlw) =3 (;‘“’ . Pre relativnu permitivitu preto dostdvame nasledovné ekvivalentné
. . ’ qw
vyjadrenia:

=14 Vyx(aq,w), e(q,w) =1 - Vyll(q,w).

e(q,w)

Uvedené formélne vyrazy pre relativnu permitivitu st presné. Obvykle vSak presny tvar susceptibilit
x(q,w) alebo II(q,w) nepozname a pri ich vypocte musime pouzit pribliZenia.

Priblizenie ndhodnych faz (RPA, random phase approximation)
V tomto priblizeni aproximujeme ireducibilnt susceptibilitu susceptibilitou neinteragujiceho plynu, t.j.

Treducibilna susceptibilita je tvorena uzavretou elektronovou sluckou (s pripadnymi d'alsimi vntatornymi vrcholmi).
Faktor (-1) vSak do jej definicie nezahffiame. Preto rozvoj dvojcasticovej Greenovej funkcie by bol Gy = (—II) +
(=II)(=V)(~II) + .... Kedze susceptibilita je ¥ = —G2, dostavame rozvoj z hlavného textu. Pripominame este, Ze
do definicie II zahfhiame faktor B%’ ktory Feynmanove pravidl4 nepredpisuji. Preto interakénej ¢iare prirad ujeme faktor
—Va-

50V anglickej literatiire sa namiesto o relativnej permitivite hovori o dielektrickej funkcii.



53
berieme TIrpa (q, wn) = Xo(q, wn). Ide teda o najjednoduchsie z tych priblizeni, ktoré bert do tvahy
tienenie. Pre (retardovani) dielektricka funkciu dostavame

ERPA((LW) =1 + Oé(q, w)a

kde sme zaviedli polarizovatelnost a(q,w):

2 3 .
a(q,w) = =Vgxo(a,w) = 2e /(d k fi = frerq

€0q> 2m)3 expq — €k — W — T

Vypocet funkcie a(q,w)
Zamenou integra¢nej premennej k — k — q v ¢lene tmernom fx4q dostaneme

(@.w) 2e2/ d3kf 1 N 1
alqw) = — - -
q €0qg> (2m)3 k €ktq —Ek —W — Y  Ek—q — €k + W+ iy
2 kp 1 1 1
= 2/ dka/ dt | — . — + — - —1,
2m2e0q® Jo -1 M4 —w—dy i+ twtiy

kde v druhom riadku sme integrovali vo sférickych suradniciach a zaviedli sme ¢ = cos, kde 9 je uhol medzi k a q. Po
zavedeni bezrozmernych integra¢nych premennych x = k/kr a z = tx dostaneme

ekim (1 * 1 1
alqw) = 5 dmx/ dz . — .
2m2e0q® J, — z_(m_%) Z_(w+w+%>
vFq F vFq F
ekim [* d 1—22 1—22
= — z —
R (wﬂ.7 - %) - (wﬂ.7 + %) |
vFq F vFq F

kde v poslednom riadku sme zmenili poradie integrovania:

/01 dzx /_i dzF(z) = /_11 dzF(z) /:l dxx = %/_11 dz(1 — 2} F(z).

Dalej si vSimneme, Ze pre a s malou kladnou imaginarnou castou plati

/1 -2 _ o0 (a®—1) {m.i“’

1 Z—a

— | - in(a)} ,
kde G(a) =1 ak —1 < a <1, ind¢ G(a) = 0.

o1 s gus ) K3 2 ne
Ak dalej vyuzijeme vztahy n = =55 a w, = pry

32 pre realnu a imaginarnu ¢ast polarizovatel nosti napokon dostavame
tzv. Lindhardovu formulu pre realnu ¢ast polarizovatelnosti

2
/ (/Jp k‘F q 1 2 1 + a1 1 2 1 =+ a2
=P 4 22 )] — (a2 - 1)1
a(qvw) ,Ug q3 |:2k‘F+4(al )n‘lfal 4(a2 )D 1— as
a pre imaginarnu ¢ast polarizovatelnosti
" 7r wi kr 2 2
o' (q,w) = s [G(a1)(af — 1) — G(az)(a3 — 1)] .

Uvazili sme pritom, Ze v2 = v% /3, a zaviedli sme oznalenia a; = ﬁ — ﬁ aa = ﬁ + ﬁ.
Teraz preskiimame niekol'ko Specidlnych limitnych pripadov Lindhardovej formuly:

(i) V statickej limite w = 0 mame a1 = —a2. Imaginarna ¢ast je vtedy trividlne nulové a pre realnu ast plati
2 2
, wp kr q 1 q 2kr +q
O)=——F|—+=(1—-—== |)In|/—|].
(9,0) =373 {2kp+2( 4k;) n‘zkp—q

w?
V dlhovlnnej limite odtialto dostavame vysledok o'(q,0) =~ ﬁ v zhode s klasickou formulou pre polarizovatelnost v

kapitole 3. Jeho dosledkom je odstranenie divergencie statickej coulombovskej interakcie V' (q) pri ¢ — 0, tienen4 interakcia

v dlhovinnej limite je totiz 6‘(/;%)) = eg%, kde k; ! = 2= je tieniaca dlzka. V&imnime si, Ze staticka polarizovatelnost a’(q,0)

ako funkcia ¢ méa nekoneény sklon pri ¢ = 2kr. Dosledkom tejto singularity sa napriklad Friedelove oscilacie tieniaceho
naboja okolo bodovej primesi.®!

(ii) V dlhovlnnej limite ¢ < kr a pre relativne vel'ké frekvencie w > vrq je a1, a2 > 1, imaginarna ¢ast polarizovatel nosti

2
je opét nulova a pre realnu &ast dostavame o’ (0, w) = —i—g, opat v zhode s makroskopickym vypo&tom z kapitoly 3.

51Vo Fourierovom rozvoji bodového naboja totiz vystupuja aj zlozky s vlnovym vektorom ~ 2k, ktoré su vdaka
singularite funkcie o’(q,0) pri ¢ = 2kr slabo tienené. Pozri napriklad NP1.
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Energia coulombovského plynu sa zahrnutim tienenia
V jazyku diagramov mozno tienenie popisat tak, ze kazdu interak¢énu ¢iaru nahradime geometrickym
radom s 0,1,2, atd. bublinami:

1 v volm _ e S B S 'R
,vaq - vaq + ﬁvvq [ H<q7 wn)] [ VCI] + - BV 1_ Vqﬁ(q, Wn) BV €(q, Wn)

Tymto postupom nahradime netienent interakciu Vg tienenou interakciou ﬁ Lahko sa presved-
¢ime, Ze ak takato zamenu urobime v naSom poruchovom vypocte vlastnej energie elektrénu, pre
Fermiho rychlost dostaneme kone¢ny vysledok v stulade s experimentom.

Pri vypocte energie zdkladného stavu pouzijeme tzv. techniku integréacie cez viazobnu konStantu.
Namiesto hamiltonianu H = Hy + V budeme sktmat cela triedu hamiltonianov Hy = Hy + AV .52
Pre A = 0 mdme H) = Hy, t.j. neinteragujuci systém, kym pre A = 1 dostdvame hamiltonian, ktory
chceme Studovat. Teda zapinanie interakéného ¢lena mozno popisat zmenou prarametra A z hodnoty
0 na 1. Nech zakladnym stavom hamiltonidanu H) je |1)) a nech energia tohto stavu je E}, t.j. nech
plati Hy|vy) = Ex|y). Podla Feynmanovej-Hellmannovej vety® plati

O = alVin) = (V)

Ak energiu plne interagujticeho systému s A = 1 ozna¢ime F, potom integraciou tejto rovnice dostavame
E = Ey + Eiy, kde Eyy = fol d\(V')x. Teda energia E je suc¢tom (kinetickej) energie neinteragujuceho
systému Ey a energie Ejy, do ktorej vstupuje iba stredna hodnota interakénej energie (V') . Integréaciou
cez vazobnu konstantu sme sa teda vyhli vypoctu kinetickej energie v stave |¢y). Pre (V) plati

Vix = ;Z/d3r/d3rlv(rr/)<¢l(r)wl/(r/)wal(r/)d)a(r»)\
- 2 [ [ v = o)l el (0 ()~ 5 S Va

1 n
— Qﬁ/dl/dQV(l —2)Ga(1,2;14,24) — Q;Vq, (30)

kde n je koncentracia elektrénov.?* Teda na vypocet (V) potrebujeme poznat dvojéasticovi Greenovu
funkciu Gy(1,2;14,24) systému s hamiltonianom Hy. Ak v prvom ¢lene na pravej strane vyrazu (30)
prejdeme k Fourierovym komponentam, dostaneme

<V>)\ = Z V_ qX)\ qvwn _gZVCp
q

qvw’n

kde sme zéaroven vyuzili vztah medzi Gy(1,2;14,24) a susceptibilitou. V priblizeni RPA preto plati
C[XO q, wn
- ~ Ny,
W Z 1 — AVgXo(a, wn) Z &

52V tomto odstavci pracujeme pri nulovej teplote a pri fixnej hustote elektrénov, ktora zodpoveda Fermiho vinovému
vektoru kr. Tym je jednoznaéne zadana distribu¢na funkcia fi pre neinteragujice elektrony. Polarizovatelnost a(q,w)
pritom nezévisi od hodnoty chemického potenciélu, pretoze do nej vstupuji iba rozdiely jednocasticovych energif ex4q —
€x. Preto pre a(q,w) mozeme pouzit vysledky grandkanonickej tedrie. Metodu integracie cez vizobnu konstantu vsak
moZno aplikovat aj v kanonickych a grandkanonickych stboroch: hamiltonidanu H prislicha Statistickd suma Z) =
Tre #Hx | matica hustoty px = %Ae*BH* a volna energia F\ = —T'InZy. Kedze 0Hx/O\ = V, pre volnu energiu F\
platia nasledovné vztahy:

OFy _ 1 BH, _ . _ /1
8)\ Z)\T Ve <V>)\, F =Fy+ ; d)\<v>>\

53Pozri napr. 1.29.

54Qtoji za zmienku, Ze v kapitole 5 sme pri reprezentovani interakénej energie pomocou dvojéasticovej Greenovej
funkcie konstantny clen —% > 4 Va ignorovali. Pracovali sme teda s (nefyzikalnym) hamiltonidnom obsahujtcim vlastna
interakciu elektronov. AvSak Greenove funkcie (t.j. korelacie v systéme) zahrnutim vlastnych interakcii samozrejme neboli
ovplyvnené.
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Vsimnime si, Ze v tomto pribliZeni zavisi X (q, w,) od A iba vd'aka menovatelu v RPA formule, kedZe za
ireducibilnt susceptibilitu berieme susceptibilitu neinteragujticeho plynu. Integraciu cez A\ teda mozno
explicitne vykonat a dostavame

! 1 1
Bue= [ a\V2 =531 5 Yol - VaTo(aw)] - n%a
0 q Wn,

V limite T" = 0 st Matsubarove frekvencie spojito rozlozené pozdlZz imaginirnej osi a sumu cez ne
moézeme nahradit integralom, 13" = [ 9 Ked7ze integrand zavisi iba od velkosti vektora q, mozno
' B Wn 21 ’

dalej pisat Zq = % fooo dqq?. Tak dostavame pre interaként energiu na jeden elektrén v priblizeni

RPA vyraz
Eint 1 o1 [ dw,
N (271')2 /0 qq {TL /_Oo o 2t [GRPA(CLW)] VY(]} ;

kde egpa (¢, w) je Matsubarova relativna permitivita.

Pri analyze interakéného prispevku v priblizeni RPA si najprv v8imnime, Ze €rpa (q,w) mozno zapisat pomocou bezroz-

mernych premennych x = ﬁ av = i v tvare €rpa(q,w) = 1 + AF (w7 %)7 kde sme zaviedli bezrozmerny parameter

2
w " . v . . . - -
A= o« rs. Ak vo vyraze pre interaként energiu Einy prejdeme k bezrozmernym premennym z,v, dostaneme
F

ot [aet {7 e (2))- 2}

[e)

Ak teraz uvaZime, 7e ep x 75 2 a A x 75, mdzeme pocitat rozvoj interakénej energie podla mocnin 7.

Da sa ukazat, ze pre energiu zakladného stavu coulombovského plynu plati rozvoj®®

E 221 0916
Nep 72 Ts

+0.0622In7rs — 0.093 + 0.01875 Inrg + O(rs).

Prvy ¢len rozvoja zodpoveda kinetickej energii Fy. Druhy a treti ¢len pochadzaju z vyrazu pre in-
terakénu energiu v RPA pribliZeni. Stvrty a piaty ¢len obsahuja prispevky aj od tu nediskutovanych
diagramov. Stoji za zmienku, Ze druhy (tzv. vymenny) ¢len je pritomny aj v priblizeni Hartreeho-Focka,
t.j. prvé dva ¢leny popisuji energiu nekorelovanych elektréonov. Treti a vyssie ¢leny teda popisuju kore-
lacie v coulombovskom plyne a nahradzaji formélne nekoneény prispevok 2. radu poruchovej energie.
V oblasti platnosti teorie, t.j. pre rs — 0, je prispevok tychto (tzv. korela¢nych) ¢lenov maly.

Zavereéné poznamky

(i) Pre redlne kovy podla Rickayzena leZi parameter rs v intervale 1.8 < rg < 5.6. Kedze v tejto
kapitole popisana poruchové teéria je opravnena iba v limite ry¢ < 1, nemozno ju v redlnych kovoch
povazovat za kvantitativne spravnu. Najspolahlivejsie informacie o modeli Zelé vo fyzikalne relevantnej
oblasti r; médme z numerickych simulacii.

(ii) Tu prezentovana tedria nemoédze byt ani kvalitativne spravna v limite velkych rg (t.j. riedkych
plynov). V tejto limite totiz ocakavame, Ze elektrénovy plyn vytvori tzv. Wignerov krystal (pozri 11.7).

55Pozri napr. Sélyom, 3.diel. Energiu coulombovského plynu mozno ekvivalentne zapisat v tvare

EE =1—0.41r; 4+ 0.02872 Inr, — 0.042r2 + 0.00817> Inr, + O(r?),
0

kde Ey je energia neinteragujtuceho plynu. V teorii coulombovského plynu hra parameter s podobnu tlohu ako konstanta
jemnej Struktiry a = #oﬁc ~ ﬁ, pretoze ho mozno vyjadrit v tvare rs = (%")1/3 4WE‘ZZMF
v coulombovskom plyne hra Fermiho rychlost vp.

Vsimnime si, Ze funkcia E(rs) nie je analytickd v okoli bodu rs = 0. Pontkame nasledovné kvalitivne vysvetlenie
tejto skutonosti. Ak by funkcia E(rs) mala byt analytickou v okoli rs = 0, potom by spravanie elektrénového plynu v
hypotetickom pripade rs < 0 muselo byt kvalitativne rovnaké ako vo fyzikdlnom pripade rs > 0, ¢o v8ak neocakivame,

lebo pre 75 < 0 by sa elektrony navzajom pritahovali. Pozri aj Negele-Orland, kapitola 2.1.

. Teda rolu rychlosti svetla ¢
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Podl'a numerickych simulécii je Wignerov krystal stabilny iba pre rs > 106, teda pre extrémne riedke
plyny. Elektréony vytvaraja mriezku typu bee s energiou

E 179186  2.6758 1.1054
Nep Ts 7’?/ 2 r2
Prvé dva ¢leny st v prekvapivo dobrej zhode s analytickymi odhadmi potencialnej energie —ﬁ a ener-

gie nulovych kmitov 3 /2 (pozri I1.7). Posledny ¢len mozno interpretovat ako prispevok anharmomckych

korekcii k nulovym kmltom Stoji za zmienku, Ze v kazdom bode Wignerovho krystalu je pritomny
volny spin, ktory moéze obsadzovat dva stavy. Tato mohutna degenerécia je odstranend podobne ako
v Hubbardovom modeli (pozri I1.7 a kapitolu ?7?) kvantovymi fluktuaciami, ktoré stabilizuji antifero-
magneticky stav.

(iii) V oblasti 50 < ry < 106 méa podla numerickych simulécii feromagneticka kovova faza nizsiu energiu
ako paramagneticky kov (ktory je stabilny pre ry < 50), aj ako Wignerov krystal. Prechod paramagnet-
feromagnet je pravdepodobne druhého druhu, kym prechod feromagnet-krystal je prvého druhu.

Cvicenia

1. Vysledok pre energiu jednocasticovych excitécii porovnajte s predpovedou diagramatickej poruchovej teérie 1. radu.
2. Presktimajte oblast v rovine (q,w), v ktorej je a”(q,w) # 0.

3. Vypocéitajte polarizovatelnost a(q,w) pre jednorozmerny plyn.

4. Ukazte, ze pre distribu¢na funkciu parov elektréonov pri teplote T' = 0 plati presny vysledok

1 ia- 1 o0
g(R) = -~ el R <E/o dwx” (q,w) + 1) .
a

Preskimajte funkciu g(R) v priblizeni RPA. Navod: pouzite (8), vztah medzi statickym a dynamickym $truktarnym
faktorom a fluktuacne-disipa¢nu vetu.
5. Najdite prvé dva ¢Eleny poruchového rozvoja energie podla mocnin rs pre plne polarizovany feromagneticky stav mo-

delu Zelé. Ktory ¢len stabilizuje magnetické usporiadanie?

7 Zviazany systém elektronov a fonénov

V tejto prednaske preskiimame pomocou diagramatickej poruchovej tedrie interakciu medzi elektréonmi
a fononmi. Pracujeme v jednopéasovom pribliZeni, t.j. obmedzujeme sa na jeden blochovsky péas. Naviac
zanedbavame anharmonické javy vo fondénovom systéme. Literatara: 1.8, I11.8, Rickayzen, Schrieffer,
Scalapino v knihe Parksa, AGD, Marsiglio & Carbotte v knihe Bennemann & Ketterson.

Zviazany systém elektronov a fonénov

Pristup z “prvych principov” k tejto téme by bol nasledovny. Sktmajme najprv idealne periodické
rozmiestnenie jadier a vyrieSme prislusny ¢isto elektréonovy problém. Vysledkom bude okrem iného
znalost rozlozenia hustoty elektronov p(r) v zakladnom stave. Teraz pripustme kmity jadier okolo
idealnych poloh, avSak bez interakcie jadier s elektronmi, t.j. pri fixovanej hustote p(r). Napriklad pre
pozdlzne akustické kmity jadier takto I'ahko zistime, Ze ich frekvencia v dlhovinnej limite neklesé k nule,
ale bliZi sa k i6novej plazmovej frekvencii zavedenej v prednéaske 3. Tymto spésobom skonStruujeme
systém nezavislych elektrénov a fonénov s hamiltonidnom

Ho = Z 5k01T((,Cko + Z hqual;saqs,

ko qs

kde s je index fonénovej vetvy. Teraz zoberme do tvahy, Ze malé kmity jadier okolo rovnovéznych
poloh modifikuja potencial, v ktorom sa hybu elektrony. Postupom opisanym v I1.8 a II1.8 dostaneme
hamiltonian pre interakciu medzi elektronmi a fonénmi

Hint =

1
\/» Z In k+ch+qgckg (aqs +al ) v ZV ZZcerqg " k—qo’C—ko'Cpo- (31)

ko,qs q#0 po ko’
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Prvy ¢len popisuje rozptyly elektréonu zo stavu k do stavu k’ pri emisii fonénu s kvantovymi ¢islami
—qs alebo absorbcii fononu gs. V désledku (diskrétnej) translacnej invariantnosti sa pritom zachovéava
tzv. kvazihybnost, t.j. plati k' = k + q + K, kde K je I'ubovolny vektor recipro¢nej mriezky. Druhy
¢len popisuje coulombovské interakcie medzi elektréonmi.

Ak budeme predpokladat, ze U(r) je energia interakcie medzi elektronom a jadrom vo vzajomnej
vzdialenosti r, pre maticovy element elektron-fonénovej interakcie gy ., plati (pozri 11.8)

s hVo 3.k _ aiU
Jx k' = N\/ 9 Mwas /d r Y (r) ( €qs or ) Y (1),

kde sme pre jednoduchost predpokladali existenciu iba jedného typu jadier a oproti II.8 sme zahrnuli
aj faktor /)y, kde Vy je objem elementarnej bunky Bravaisovej mriezky. S tym suvisi aj zdmena

normalizacného faktora elektron-fonoénovej interakcie — (kde N je pocet buniek v krystale) za faktor

VN
% (kde V je objem krystalu).

Ako sme uz povedali, v tedrii “z prvych principov”’ by sme mali za fonénové frekvencie brat spo-
minané nefyzikalne frekvencie wqs. Podobne, za U(r) by sme mali brat coulombovské interakcie medzi

elektronmi a jadrami a za Vg by sme mali brat netienené elektron-elektronové interakcie. D4 sa vSak
5’56

ukaza Ze ak zahrnieme tienenie, potom moZeme pracovat s fyzikalnymi frekvenciami fononov a tie-
nenymi (t.j. koneénymi v dlhovlnnej limite) interakciami U(r) a V. V tejto prednéske, podobne ako
v I1.8 a II1.8, budeme studovat model, v ktorom je uZz tienenie zapoéitané. V zjednodusenych tvahéach

budeme pouzivat radové odhady pre akustické fonony v dlhovinnej limite

hqVo
Mv'’

Wq =~ Vg, |9k x+al = 9(q)| = U
kde v je rychlost zvuku a U je tienenéa potencidlna energia elektronu v poli atomu.

Greenova funkcia pre fonony
Matsubarovu Greenovu funkciu fonénov definujeme pomocou nasledovného vztahu (odteraz berieme
h=1):

D*(q,7) = (T(ags(7) + al (7)) (a-qs + aly)).
Vo zvysku tohto odstavca vypocitame Greenovu funkciu D§(q, 7) pre systém neinteragujicich fonénov
s hamiltonianom Mg, kedy mozeme pisat Dj(q, 7) = (T'aqs (T)a:r13> +(Tal.
anihila¢nych operatorov dostaneme diferencidlnu rovnicu

qs(T)a—qs). Pre Casovy vyvoj

d

ans(T) —HoT —

= eHOT[HQ, agsle = —Wqslqs(T)

“WasTaqs Ak vyuZijeme symetriu w_gs = wq5,57 pre Casovy vyvoj krea¢nych

s rieSenim aqs(7) = e
operatorov analogicky dostaneme aiqs(T) = ewasTqf qs- Po dosadeni tychto vysledkov do vztahu pre

Greenovu funkciu napokon dostavame

D(a,7) = [e7“w (agualy) + o7 (al qya-q0)| () + [0 (alaq0) + 07 (a-gual 4i)| O(-7).

Ak dalej vyuZzijeme, Ze v systéme volnych fononov plati (a:rlsaqs) = Ngs a <aq5a:§s) = ngs + 1, kde
ngs je Boseho-Einsteinovo rozdelenie, potom pre Matsubarove Fourierove komponenty (s bozénovou
frekvenciou wy,) Greenovej funkcie dostavame

[e(iwn—wqg)T]ﬁ [e(iwn+qu)7]g

B
s _ dre'nT DS = )—0 —
o(a,wn) /0 Te 0(@,7) = (nqs +1) W, — Wqs as iwn + Wgs

®6Pozri napriklad Rickayzenovu knihu.
570dvodenie vo vieobecnom pripade mozno najst napriklad v mojich textoch “Elektrony a fonény v tuhych latkach”
v prednéske Klasicka teéria kmitov mriezky.
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Po jednoduchej uprave odtialto napokon dostavame kone¢ny vysledok pre Greenovu funkciu systému
neinteragujacich fonénov

2wqs

Do(a,wn) = — 5
T Wl wds

Fononové Greenove funkcie D° (q, w,) mozno opat reprezentovat pomocou spektréalnej funkcie A%(q, x):
_ AS ,
D (q.n) = / i (q )
—0oQ

Lahko nahliadneme, Ze pre volné fonény plati Aj(q,z) = —d(x — wqs) + 0(z + wgs)-
Feynmanove pravidla pre zviazany systém elektréonov a fonénov®®

Postupom podobnym ako v kapitole 5 mozno ukazat, Ze pri vypocte Greenovych funkcii interagujuceho
systému sa moézeme obmedzit na Stadium topologicky neekvivalentnych savislych diagramov. Rozdie-
lom pri kresleni diagramov je, Ze okrem elektronovych a coulombovskych ¢iar teraz existuju aj fonénové
Giary, ktoré budeme znacit vinovkou. Existuje aj novy typ vrcholov: objavia sa totiz vnitorné vrcholy,
do ktorych jedna elektrénova Ciara vstupuje a jedna vystupuje, pricom do vrcholu zarovenn vstupuje
alebo z neho vystupuje aj fonénova Ciara. V translacne invariantnych systémoch s hamiltonianom
nezavislym od ¢asu pritom mozno elektrénovym, fonénovym a coulombovskym CGiaram opét priradit
Stvorhybnosti, pricom vo vnatornych vrcholoch platia zédkony zachovania.?® Feynmanove pravidla pre
priradenie ¢isel k diagramom s nasledovné:

1. ¢iaram v diagrame prirad Stvorhybnosti v stlade so zakonmi zachovania vo vnatornych vrcholoch;
sumuj cez volné Stvorhybnosti a fonénové vetvy

2. (tienenej) coulombovskej intera¢nej ¢iare so Stvorhybnostou quw,, prirad —B%V(q, wn) = _6%6(;/7271)
3. fononovej Giare pre vetvu s so §tvorhybnostou quw,, prirad B%Dg(q, Wn,)

4. elektrénovej ¢iare so Stvorhybnostou kw; prirad Greenovu funkciu Go(k,w;)

5. coulombovskému vrcholu prirad éislo 1

6. elektron-fononovému vrcholu pre fonénovi vetvu s s vehadzajucou elektronovou hybnostou k a vy-
chadzajiacou hybnostou k’ prirad g¢; .,

7. uzavretej elektronovej slucke priréd’ faktor (—2)

Opravy k vrcholu

Skumajme rozptyl elektronu na fonoéne qs. V najnizSom rade poruchovej teodrie je takyto proces po-
pisany diagramom s jedinym vrcholom s amplitidou g, ,.,. Takyto proces zodpoveda rozptylu holého
elektréonu. V procese rozptylu by vSak elektréon mohol najprv emitovat virtualny fonén, potom sa
rozptylit na fonone qs, a nakoniec absorbovat virtualny fonon. Zodpovedajiaci Feynmanov diagram je
zobrazeny na obrazku 15.

frr, [ >
3 W + ”1 =
: Bx i N
s \
b / / 1 |
% Ryt / ‘
! £
\
Obr. 15: Poruchovy rozvoj vrcholovej funkcie I'f x4 q(w,w + z) pre elektron-fonénovy rozptyl.
Po zohl'adneni v8etkych korekeii k vrcholu dostavame tzv. vrcholovi funkciu Fk " +q(w, w+z) pre rozptyl

na fonéne gs s energiou z, ktora vo vSeobecnosti zavisi od stvorhybnosti nalletavajuceho a rozptyleného
elektronu. Tato funkciu zakresTujeme vyplnenym trojuholnikom, pozri obrazok 15.

8V tomto odstavci prezentujeme iba vysledky pre Feynmanove diagramy. Odvodenie mozno najst napr. v AGD.
59V mriezkovych modeloch namiesto zachovania hybnosti dostavame v kazdom vnatornom vrchole zachovanie kvazi-
hybnosti, t.j. ide o zachovanie hybnosti modulo Iubovolny vektor recipro¢nej mriezky.
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b Fu
Obr. 16: Dysonova rovnica pre elektrénovy propagator.

Lahko sa presved¢ime, Ze pomocou vrcholovej funkcie mozno Dysonovu rovnicu pre elektrén na-
kreslit ako na obrazku 16, v ktorom dvojita plné ¢iara zodpovedé presnej elektronej Greenovej funkeii

G (k,w) interagujticeho systému a dvojita vinovka zodpoveda alebo tienenej coulombovskej interakeii,
alebo presnej fonénovej Greenovej funkcii Ds(q, z) interagujiceho systému. Tomuto diagramu zodpo-
veda presna rovnica G(k,w) = Go(k,w) + Go(k,w)X(k,w)G(k,w) s rieSenim

— 1

Gk,w) = — .
(k) iw—ex — X(k,w)

Pre vlastnii energiu pritom plati X(k,w) = ,BLV S Uk K w,w)G(K '), kde

Uk,kK,w,0') = =V (k = K,w - )T k@, w) + > g8 1o T (w',0)D°(k — K, w — o)

S
a I'w k(w',w) je vrcholova funkcia pre coulombovské interakcie.

. } . . . ——
Teda ak pozname vrcholova funkciu I'f |, (w,w’) a fonénova Greenovu funkciu D (q, z), potom
b
vlastnu energiu elektréonov mozno urcit rieSenim nasledovnej integralnej rovnice:

— 1 Uk, k' w,w')
Sk, w) = — “ . 32
)= Y e (32)

Rovnica (32) plati pre akékol'vek systémy, v ktorych jedinym rozptylovym procesom je zrazka elektronu
s bozonovou excitaciou.® Okrem rozptylu na fonénoch sa v tomto formalizme ¢asto studuje napriklad
rozptyl na magnoéonoch, atd.

Migdalova ‘“veta”
Prispevok prvej korekcie k vrcholu je podla obr. 15 a Feynmanovych pravidiel dany vyrazom

Qkak/ 1 1

(1) 9(q) IND
T JWwtz) == E k -k - - .
k,k+q(w w+2) BY o~ 9 ) wf{_k, + (w—w)?iw —ep i(W + 2) — extq

Pre jednoduchost sme sa obmedzili na prispevok jediného fonénového médu a maticovy element gy x1q
sme aproximovali funkciou prenesenej hybnosti ¢g(g). Predpokladajme naviac, ze Fermiho plocha je
gulové a ze stavy k a k 4+ q sa nachadzaju v jej tesnej blizkosti.

Teraz si vSimnime, Ze ak sa elektron s hybnostou k v blizkosti Fermiho plochy rozptyli na fonéne,
potom vdaka nerovnosti hwp < ep medzi typickou energiou fonénov fiwp a Fermiho energiou elek-
tronov ep musi aj rozptyleny elektron s hybnostou k’ lezat v blizkosti Fermiho plochy.%! Sumu cez k/
dalej standardnym sposobom nahradme integralom cez energie a priestorovy uhol:

]1}; = N(O)/ds’/cff:. (33)

Uhol medzi k' a k pritom ozna¢me 6, pozri obrazok 17. Hustotu stavov sme aproximovali jej hodnotou
na Fermiho ploche, lebo k integralu prispievaju len energie €’ v blizkosti Fermi plochy. Z toho istého
dovodu bude velkost vektora k — k' zavisiet iba od uhla 6 a nie od ¢’: |k — k/| ~ 2kp sin(6/2).

50V principe mozno uvazovat aj o inych rozptylovych procesoch: ak pri skiimani interakcie medzi jadrami a elektrénmi
(pozri I1.8) uvazime rozvoj potencialnej energie elektronov do druhého radu podla vychylky jadier z rovnovaznych poloh,
dostaneme aj elementarne procesy, kedy sa elektrony rozptyluja za sucasnej ucasti dvoch fonénov.

51Fonénovy propagétor je totiz velky iba pre w’ ~ wp a elektrénovy propagator potom vyzaduje e ~ w' < €.



60 7 ZVIAZANY SYSTEM ELEKTRONOV A FONONOV

Obr. 17: VTavo: pri rozptyle zo stavu k v blizkosti Fermiho plochy do stavu k’ v blizkosti Fermiho plochy mozno dlzku
vektora k — k’ aproximovat vyrazom |k — k'| &~ 2kp sin(0/2). Vpravo: priklad vrcholovych korekcii, ktoré pri teplotach
blizkych ku kritickej teplote supravodivého prechodu nie st malé.

(1)

Kk +q(w, w + z) preto mozeme zjednodusit nasledovne:

Vyraz pre I

dQ' 2 de’
Whalosrt2) = 205 [ENOWOP 0 | —
’ Wit =) (i) [ v g £ =i+ 2)

kde v/ je grupova rychlost elektronu s hybnostou k. Integral cez ¢ moZno doplnit v komplexne;j
rovine poloblukom v nekone¢ne v hornej alebo dolnej polrovine a pocitat ho pomocou reziduovej vety.
Lahko nahliadneme, Ze nenulovy prispevok dostaneme, iba ak poly iw’ a iw’ + iz leZia v opa¢nych
polrovinach. Ak zvolime kladnu fonénovi Matsubarovu frekvenciu z > 0, znamena to, Ze nenulové
prispevky dostaneme iba od frekvencii w’ leZiacich v intervale —z < w’ < 0. V takom pripade integral
cez ¢/ dava

2
z+i(v/-q+q?/(2m)) " )
V dalgsom vyklade sa obmedzime na pripad nulovej teploty, kedy %Zw, = %%. Ak zavedieme

véiizbovt konStantu A = 2N (0)- le®F )‘ podobne ako v 11.8,52 pre prvi korekciu k vrcholu dostaneme

Fl((1,2<+q(w7w+z) _ )\/dQ’ 1 /0 w?

do/ —4—.
g(q) 47Tz+z(v’q+%) —z Wg+(w_w/)2

(1)

Absolitnu hodnotu opravy k vrcholu Iy kiq

(w,w + z) moézeme zhora ohranic¢it nasledovne:

F£1i+q(w,w + 2) - / dsy .

9(q) E’z—i—i(v’-q—i—Q QUFQ/ \/ t+2kp <2)2

VFrq

V druhej rovnosti sme cez priestorovy uhol ' integrovali zavedenim sférickych stradnic s osou z v
smere q a kosinus uhla medzi k’ a q sme oznacili t. Preto

2 2
_q _q 2
]._‘l((lj(_i_q(w,w ‘l— Z) i z 1 + QkF + \/(1 + Qk:F> + (viq) é z
2

S ln ~ )
9(q) vRd L V(=) 2urd
gty (1) + (65)

kde v poslednom odhade sme zanedbali malé logaritmické korekcie. Pre typické fonénové frekvencie
plati z ~ vqg < vrq, kedze rychlost zvuku je omnoho mensia nez Fermiho rychlost: v < vp.% Ukazali
sme teda, Ze opravy k elektronovo-fononovému vrcholu st radu Av/vp, ¢ize malé. Tento vysledok sa
nazyva Migdalovou vetou.

Migdalovu vetu mozno interpretovat nasledovnym spoésobom: Pri rozptyle elektronu zo stavu k do
stavu k + q méme do ¢inenia s priestorovou vinovou funkciou ~ e~ ikta)reikr — e*iq'r s charakteris-
tickou dlzkou =. Elektron na Fermiho ploche tuto vzdialenost preleti za cas 7 ~ F Kedze typicky

rozptylovy proces vedie k zmene hybnosti ¢ ~ kp, dostaneme odtialto 7 ~ 5’ kde er je Fermiho

527 anedbavame tu slabu zavislost A od rozptylového uhla @, pozri dalsi vyklad.

53Podla Bohmovho-Staverovho odhadu plati UL x /7, kde m/M je podiel hmotnosti elektronu a jadra.
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energia. Ak charakteristicka frekvenciu fonénov oznac¢ime wp, potom za Cas 7 sa fonénovy systém
zmen{ 0 wpT ~ hg—f < 1. Inymi slovami, elektron v typickom rozptylovom procese nestihne vyziarit
virtualny fonén a opravy k vrcholu moZno zanedbat.

Stoji za zmienku, zZe Migdalova veta nie je vetou v matematickom zmysle slova: existuju totiz pri-
pady, kedy neplati. Typickym prikladom je diagram na obrazku 17, ktory pri teplotach blizkych k
teplote supravodivého prechodu nie je maly.

Renormalizacia spektra elektrénov

V tomto odstavci budeme pre jednoduchost predpokladat, Ze elektron-fononova vézbova konstanta
zavisi iba od prenesenej hybnosti, gg . = ¢° (q). Ak vyuzijeme Migdalovu vetu a ak zanedbame
prispevky elektron-elektronovych interakeii k vlastnej energii, Dysonovu rovnicu (32) potom mozeme
zjednodusit na tvar:

1 Uk-kK,w—uw)
S(k “ , 34
lkow) = BY lg; iw' — e — B(K, W) (34)

kde U(q,2) = 3., 1¢°(q)|?D’(q, 2). Pre jednoduchost budeme opit skimat rotacne invariantné sys-
témy, v ktorych vlastné energia nezavisi od smeru k. Tento predpoklad je pomerne dobre splneny pre
jednoduché kovy. Naviac budeme predpokladat, ze vlastnéa energia je iba funkciou frekvencie w, t.j. Ze
Y(k,w) nezéavisi ani od smeru, ani od vel'kosti k. Téato vlastnost vyplyva z pozorovania, Ze prava strana
rovnice (34) zavisi od k iba prostrednictvom vektora k — k/, t.j. (v rota¢ne invariantnych systémoch)
od jeho dizky. Dlzka vektora k — k’ v8ak dominantne zavisi od uhla medzi k a k' a takmer nezavisi od
velkosti k, pozri obrazok 17.

Za spomenutych predpokladov mozeme vlastnta energiu vyjadrit pomocou tzv. renormalizicie vl-
novej funkcie Z,,, ktora zavisi len od frekvencie, ¥ (k,w) = (1 — Z,,)iw. Pre Greenovu funkciu potom
dostaneme vyjadrenie

1

G(k w) = iZ,w— €k

Dosadme tento ansatz do rovnice (34) a sumu cez k' nahradme integraciami (33) ako pri analyze
Migdalovej vety. Naviac zoberme namiesto plnej fonénovej Greenovej funkcie Greenovu funkciu systému
volInych fonénov. 64 Tak dostaneme:

— . dsy S 2wps de’
1-Ziv=30) [ TR0 S o [ 7

VAR

Integral cez ¢/ moZno vypodéitat nasledovne:%°

/ de’ / de'(iZ ' + ¢) i ! , ,
— = — =———— = —imsgn(w'),
12w — € —(Zyw')? — (e)? | Z |

kde v poslednej rovnosti sme predpokladali, Ze funkcia Z,, je realna a ze Z,, > 0 (tieto predpoklady o
chvilu potvrdime). V&imnime si, Ze po integracii cez ¢’ prava strana nezavisi od Z,,.

V dalsom vyklade sa obmedzime na sktimanie teploty T' = 0. Ak nahradime sumu cez Matsubarove
frekvencie w’ integrélom dostaneme pre Z,, explicitny vyraz

— asy we we
Z,=1 5(0)? / du’ ; - ;
+ w / ZS: l9°(0)] “ [wgs + (W —w)? Wi + (W +w)?

Tento vysledok sa v literatire obvykle formuluje pomocou spektralnej funkcie o2F(v) pre fonénovy
systém, pri¢om prispevky jednotlivych médov st vahované silou ich vizby na elektrony:5

@2F0) = NO) [T S 15O P —wns) (35)

54 Ak by sme trvali na pouzivani plnej fonénovej Greenovej funkcie, museli by sme pouzit jej spektralnu reprezentéaciu
a vyklad by ostal velmi pododobny.

55Reélna cast integralu nekonverguje dost pomaly. Striktne vzaté, takto mozno postupovat iba pre systémy s dokonalou
Casticovo-dierovou symetriou.

56Pomocou funkcie a?F (v) moZno popisat vazbu medzi elektronmi a fonénmi aj v redlnych materidloch, v ktorych
spektralna funkcia fonénov nepozostava z delta-funkcii ako v nasom modelovom priklade. Funkciu o? F(v) mozno merat
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Tak dostaneme nasledovna formulu:

Z 1+1/00d QF()/OOd’ Y Y
=1+ = vaF(v w —
v w Jo 0 2+ (W —w)? 24 (W +w)?

Integral cez w’ mozno vykonat. Dostaneme tak explicitny vyraz pre funkciu Z,,, tzv. renormalizéiciu
vlnovej funkcie:

= 2 [ 9 w
Zy=1+— dva”F(v) arctan —.
w Jo v

V&imnime si, Ze funkcia Z,, je realna a Ze plati Z, = Z_,, > 1, kedze funkcia o®F(v) je nezaporna.
Tym sme overili naSe predpoklady.
Ak teraz zavedieme oznacenie Z,—g = 1 + A, lahko nahliadneme, Ze pre tzv. vizobnu konstantu A

pritom plati
00 2F 4y 2
vm2 [T gy [ O
0

v 4 . Wos

v silade s definiciou pri vyklade Migdalovej vety.

Teraz prejdime od Matsubarovych frekvencii iw ku komplexnym frekvenciam z a hladajme renor-
malizaciu vinovej funkcie Z(z), pricom pre z = iw na imaginarnej osi ma platit Z(iw) = Z,. Ak
pouzijeme vztah arctanz = %l 1"7;, kde za redlne ¢islo  vezmeme %, pre Z(z) dostaneme vyraz,
ktory mozno vyhodnotit v celej komplexnej rovine z:

1 o0
Z(z)=1+ / dva?F(v) In
ZJo

Retardovant renormalizéciu vlnovej funkcie dostaneme pomocou vztahu Zg(w) = Z(w+i7). VSimnime
si, ze kedze pre logaritmus komplexného ¢isla z = |z|e'? plati Inz = In |z| + iy, funkcia Zr(w) uz nie
je Cisto redlna. Pre retardovantt Greenovu funkciu elektréonu teda dostévame

1 B 1
(W+i7)Zr(w) —ex  w+ Aw) +il(w) — e’
kde sme namiesto komplexnej vlastnej energie ¥(w) explicitne zaviedli jej redlnu a imaginarnu cast

Y(w) = —A(w) — il'(w), pricom

v+ =z

vV —2Zz

Grk,w) = (36)

V4w

vV —w

o) ]
Aw) = /0 dva®F(v)In , Nw) = 77/0 dva®F(v).

Vsimnime si, ze plati I'(w) = I'(—w) > 0 a zaroven A(w) = —A(—w). Funkciu podobni A(w) sme
odvodili pri skiman{ zmeny spektra elektréonov pomocou obycajnej poruchovej tebrie v 11.8; podobne
funkcia I'(w) tzko savisi s dobou Zivota elektronov odvodenou v I11.8. V d'alsom vyklade blizsie preski-
mame stuvis Greenovej funkcie (36) s tymito vysledkami. Za tym tcelom skumajme spektralnu funkciu
elektronu:

1 [(w)

Ak, w) = ——ImGR(k w) = 7ot Aw) — P 1 T2

(37)

V prednagke I11.8 sme ukazali, Ze v limite w — 0 v Debyeovom modeli plati T'(w) o |w|3. Preto pre
malé frekvencie I'(w) — 0 a spektralna funkcia obsahuje ostry pik pri frekvencii w, ktora splita rovnicu
w + A(w) = k. Ale pre malé frekvencie w < wp, kde wp je typicka fon(’)nové frekvencia, sme v 11.8
ukéazali, ze A(w) = Aw. Preto ostry pik sa realizuje pri energii w = &x = 5 1+~ Tento vysledok mozno
interpretovat ako pritomnost kvazic¢astic s disperznym zékonom x. Doslo teda k narastu efektivne;j
hmotnosti kvézicastic v tesnej blizkosti Fermi plochy podla vztahu %* = 1 4+ X\ spomenutému, ale
nedokézanému v II.8.

napriklad pomocou tunelovej spektroskopie, pozri knihu Schrieffera alebo ¢lanky Scalapina a McMillana s Rowellom v
knihe Parksa. Stoji tieZ za zmienku, Ze v systémoch, ktoré nie st rotacne invariantné, by nasa definicia funkcie OzQF(I/)
viedla k funkcii zavisiacej od smeru k. V takom pripade je rozumné definiciu funkcie o® F(v) zovieobecnit nasledovne:

o’F(v) = / / dQ/ 0)[*6(v — wes).
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Obr. 18: Mapa spektralnej funkcie A(k,w) v rovine (¢ = ex,w) pre modelovi funkciu o?F(v) = A ( ) pre |v| < wo

wo
a o?F(v) = 0 pre |v| > wo (Debyeov model fonénov) s A = 0.5. Tmavé oblasti zodpovedaji velkym hodnotam A(k,w).
Obréazok ukazuje: 1. renormalizaciu spektra pre |e] < wo, 2. zavislost doby Zivota (inverznej sirky kvazicasticového piku)
od g, ako aj 3. existenciu nekoherentnej Gasti spektralnej funkcie, t.j. koneénych prispevkov k A(k,w) od energii mimo
kvézi¢asticového piku. (F. Horvath)

Na druhej strane, pre w > wp sme v I1.8 ukazali, Zze A(w) < w. Preto kvazicastice, t.j. rieSenia
rovnice w + A(w) = ek, maju v tejto oblasti disperzny zakon w = ey, t.j. ich disperzny zékon sa iba
maélo lisi od disperzie neinteragujucich elektréonov. Vysledky pre spektralnu funkciu elektréonov (ak po-
uzijeme Debyeov model fonénov) st zosumarizované na obrazku 37.

Nambuho-Gorkovov formalizmus
V tomto odstavci budeme sktimat zviazany systém elektronov a fonénov v takom formalizme, ktory
nam umozni jednotnym sposobom popisat normalny aj supravodivy stav kovu.

Za¢nime definovanim stlpcového vektora oy z anihilaénych a kreaénych operatorov, jemu hermi-
tovsky zdruzeného riadkového vektora alT( a ich antikomuta¢ného vztahu:

(2 (o) ok on (0
ag = CT—k¢ , =\ g Cxl ), Q, Oy, ¢ = Ok k 01 )

V dalsom vyklade bude uZitoéné matice 2x2 parametrizovat pomocou Pauliho matic a jednotkovej

matice:
(01 (0 =i (10 (10
n=\q190) ™=\ i o) B=\o -1) “\o 1)

Teraz prepiSeme hamiltonian (31) pomocou operatorov ak,aL. Najprv si vS§imnime, Ze moézeme

pisat CL,TCkT + Cikﬁfk/i = OéL,TgOék + Ok . Preto plati
Z CIquCkU = Z [O‘L+q7_3ak + 5(170} :
ko k

Podobne, ak budeme predpokladat invarianciu zviazaného systému elektronov a fonoénov voéi oto¢eniu
Casu, potom bude platit g% k—q-k = Ih x tqr Ak sa v takom pripade obmedzime na procesy q # O,
potom elektronovo-fonénovy interakény ¢len mozno zapisat nasledovne:

Z gli,k+qCL+qJCka = Z [glik_,_qCL_i_qTCkT + gs_k_%_ch_kic_k_(w]
ko k

= Z gls<,k+q {CI(—quCkT + CT—kf—k—qi} = Z 918<7k+qa;r<+q7—30‘k'
k k
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Po nahradeni operatorov cx a CL operatormi oy, af( teda hamiltonian (31) prejde na tvar

Ho = g 5kaLTgo¢k+E quagsaqs—i-const,
k qs

Hiy = \/1? Z gﬁ’k+qaﬂ+q73ak (aqs + aiqs> + % Z Vyq Z aL+ngo¢paL7ngak.
k,qs q7#0 pk
Teraz definujme tzv. Nambuho elektréonova Greenovu funkciu G(k, 1), t.j. Greenovu funkciu pre
operatory ay, aL. Nambuho Greenova funkcia je teda maticou 2 x 2. Diagonalne prvky matice G(k, 7)
zodpovedaju Greenovej funkcii normalneho kovu, kym nediagonalne prvky sit nenulové iba v supravo-
divom stave, pretoze sivisia s parametrom usporiadania supravodica. Tieto prvky ako prvy zaviedol
Gorkov a nazval ich anomalnymi Greenovymi funkciami:

_ o —ATaq(t)ely)  —(Tee(r)ey)
Gk, 7) = —(Tax(T)oy) = ( _<T6Tk¢(7'):;£T> _<TCT,kT(7')C—k¢> ) )

Nasim d'alsim ciefom bude najst rovnicu pre Greenovu funkciu G(k, 7). Tuto ulohu za¢neme riesit
studiom Greenovej funkcie Go(k, 7) pre neinteragujici systém s hamiltonianom Hg. Lahko overime, Ze

pohybova rovnica pre operator ay(7) ma tvar %ak(T) = [Ho, ax(7)] = —exmax (7). Odtialto vyplyva,
ze pre Go(k, 7) plati pohybova rovnica

d + Go(k, 1) 5(m)1

— + &g 7) = —0(7)1.

dr k73 o\,

Ako obvykle, tuto pohybova rovnicu mozno riesit ¢asovou Fourierovou transformaciou: Go(k,7) =
%Zw Go(k,w)e ™7, Tak dostaneme rovnicu (iwl — ex73)Go(k,w) = 1 pre Greenovu funkciu, ktorej
rieSenim je

1wl 4 ey 73

éo(k, w) = 2

—W

_ 27
€k

Vysledok moZno overit explicitnym dosadenim do rovnice pre Gy(k,w), ak zaroveii vyuZzijeme, Ze
73 = 1. V&imnime si, Ze Greenova funkcia neinteragujticeho systému obsahuje iba diagonélne maticové
elementy, ako sme mali ¢akat.

D4 sa ukézat, ze v takto zavedenom maticovom formalizme zostévaji v platnosti Feynmanove pra-
vidla 1-3 pre zviazany systém elektronov a fonénov. Pravidla 4-7 st modifikované a pribudne pravidlo 8:

4'. elektronovej ¢iare so §tvorhybnostou kw prirad maticovit Greenovu funkciu Go(k, w)

5'. coulombovskému vrcholu prirad 73

6'. elektron-fononovému vrcholu pre fonénovu vetvu s s vchadzajucou elektronovou hybnostou k a
vychadzajiacou hybnostou k’ prirad g; ;.73

7'. prispevok uzavretej slucky je dany étopou stcinu matic

8. poradie matic v stucine je dané poradim im prislusnych objektov na elektréonovej ¢iare v diagrame

Eliasbergove rovnice pre supravodic
Ak uvazime Migdalovu vetu, potom rovnicu pre vlastna energiu (34) moézeme v Nambuho-Gorkovovom
formalizme prepisat ako nasledovnt maticovt rovnicu:

1

S(k,w) = 5y

Z Uk-¥,w—u)mGK, w)rs. (38)
k'w’

Tuto rovnicu teraz prepieme ako integralnu rovnicu pre vlastni energiu ¥. Za¢nime s pozorovanim, Ze
pre Greenovu funkciu G plati Dysonova rovnica v maticovom tvare G = Gy + GoXG. Ak tuto rovnicu
vynasobime zlava maticou (Gp)~! a sprava maticou (G)~!, dostaneme (G)~! = (Go)~! — X, alebo po
dosadeni explicitného vyrazu pre (Go)~':

G(k,w) = [iwl — T3 — f(k,w)]_l .
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V dalgom kroku potrebujeme invertovat maticu na pravej strane. Matica vlastnych energii je ma-
ticou typu 2 x 2 a ako taku ju moZno zapisat ako linearnu superpoziciu Stvorice matic 1,71, 72,73. V
literature sa obvykle predpokladéa, Zze volbou fazy supravodivého kondenzatu moZno zabezpecit, aby
zlozka imerna 7 v rozklade nefigurovala a tento predpoklad si osvojime aj my. Maticu X(k,w) budeme
preto parametrizovat nasledovne:

S(k,w) = (1 — Zio)iwl + At + YicwTs,

kde Zy,, je renormalizicie vlnovej funkcie, yi., je diagonédlna vlastna energia a Ak je nediagonélna
vlastna energia. V tejto parametrizacii teda plati G(k,w) ™' = Zy,iwl — E,73 — Akle, kde sme
zaviedli E, = €k + Yko- Explicitnym vynasobenim s G(k,w)~! teraz lahko overime, e pre Greenovu
funkciu plati

Zywiwl + s + Akle

—kawQ -2 - A2
kde sme vyuzili vlastnosti Pauliho matic 7;7; + 7;7; = 26;;1. Ak dalej vyuZijeme, Ze 13773 = —T1,
dostaneme nasledovny rozklad do Pauliho matic:

Gk,w) =

)

kalwl + BT — ATt
_ 2 _ X2
kaw €kw Akw

73G(k,w)T3

Ked napokon toto vyjadrenie dosadime do rovnice (38) a porovname koeficienty v rozkladoch do
Pauliho matic lavej a pravej strany, dostaneme nasledovny systém rovnic:

— Uk-kK,w—w
(1 — ka)w = Z ) 2 Zk/w/w’,
k’ ’ Zk’w’ + 5k/ ; + A n
k kK w—w ~
Xkw = Z ) 9 EK/w’
k’ / Zk/ / + Ek’ ;+ A 1!
. Uk — k’ - -
O 97) Ry (39)
/8 / Zk/ /( ) + Ek/ ! + A2/ /

Ststava zviazanych integralnych rovnic (39) pre funkcie Zy,,, Ykw a &kw je v literature zndma ako
Eliagbergove rovnice. Ide o nelinearne rovnice, ktoré je obvykle potrebné riesit numericky. Vdaka
realnosti jadra U(k — k', w —w’) pritom mozno (podobne ako v normalnom stave) oc¢akavat, ze funkcie
Zxw, Xkw & Ak, st tiez realne. Po numerickom vyrieSeni rovnic je napokon potrebné Matsubarove
Greenove funkcie nahradit retardovanymi Greenovymi funkciami, v podstate pritom ide o analytické
predlZenie z imaginarnej osi na realnu os v komplexnej rovine frekvencii z.

V literatture sa mozno stretnut aj s Eliasbergovymi rovnicami formulovanymi priamo ako rovnice
pre retardované Greenove funkcie. V tejto formulacii uloha o analytickom predlZeni odpada. Na druhej
strane, rieSenie rovnic pre retardované Greenove funkcie je obvykle omnoho naro¢nejsie ako v matsu-
barovskom pripade, pretoZe menovatele na pravej strane mo6zu byt nulové, a preto je potrebné pocitat
(zlozité) integraly v zmysle vlastnej hodnoty. Naviac, retardované verzie funkcii Zyy,, Xkw a Ake st
komplexné, t.j. obsahuju realne aj imaginarne zlozky.%”

Priklad 1: BCS model

Preskimajme najprv rieSenia rovnic (39) pre BCS modelovu interakciu, t.j. Ziadajme, aby po renor-
malizéacii v efektivnej Supke platilo U(k — k', w — w’) =V pre vSetky |ek|, |exw| < wp. Naviac predpo-
kladajme, Ze systém ma dokonali ¢asticovo-dierovii symetriu, t.j. Ze ku kazdému stavu k s energiou
ex > 0 existuje prave jeden stav k' s energiou e = —ey. Predpokladajme tiez, ze pre vSetky stavy
v Supke plati ﬁkw = A. Lahko overime, Ze za tychto predpokladov mozno zvolit Zy,, = 1, Yk, = 0 a
prvé dve z rovnic (39) budua touto volbou trivialne splnené. Posledna Eliagbergova rovnica sa pritom
redukuje na tvar

By Z 24ef +AY

5"Napr. pre Zg(w) sme to explicitne demonstrovali v normalnom stave.
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kde ¢iarka nad sumou znamené obmedzenie dovolenych hodnoét k na Supku |ex| < wp. Nahradenim
sumacie cez fermionové frekvencie w integréciou po uzavretej drahe v komplexnej rovine sa (podobne

ako v kapitole 9) Tahko ukaze, Ze 3 Zw 5 + 7 = i tanh % Po uvézeni tohto vysledku a po zavedeni

energie By = w/€k + A2 sa posledna Eliasbergova rovnica redukuje na self-konzistentni rovnicu BCS
modelu:

v 1 Ex

1=—= —— tanh —.

% Zk: 2B, o

Teda tedria BCS je $pecialnym pripadom Eliasbergovej teorie.

Priklad 2: 1zotropny model s dokonalou casticovo-dierovou symetriou

Ide o zovseobecnenie modelu, ktory sme skimali v normélnom stave, na supravodivy stav. Rovnice (39)
budeme rieit pomocou ansatzu Zy, = Z.,, Xkw = 0 a Akw = A Podobne ako v predoslom priklade,
rovnica pre Y je pre tento ansatz trivialne splnené, pretoze vdaka predpokladu dokonalej casticovo-
dierovej symetrie integral cez & vymizne. Dostaneme teda zviazany systém rovnic pre dve nezname
funkcie Z,, a Aw, ktory mozno zjednodusit zamenou (33) sumy cez k’ za integral a naslednym vyuzitim
definicie (35) funkcie o?F (v):

— o0 1 2 o0 7
(1-Z,)w = —/ dva®F(v)= Z 5 ’ o / — d W ;
0 B v+ (W=w)? Jooo Z2, ()2 + A2, 4 ()2

— oo 1 2 oo /& ,
A, = / dva®F(v)= Z 5 v 5 / — de — .
0 B vt (w—uw)? o 7o, (w)? + A2, 4 ()2

Integraciu cez ¢’ mozno v tychto rovniciach explicitne vykonat. Ak naviac zavedieme namiesto nedia-
gonalnej vlastnej energie A, pomocou vztahu A, = Z,A,, renormalizovani energiu A, a ak pred-
pokladame, ze opit (tak, ako v normalnom stave) plati Z,, > 0, dostaneme nasledovné zjednodugené
Eliagbergove rovnice:

/
_ _ A
Zo=1+"ES oo —o) g Ty =T g o) ]
~ (w')2 +Ai/ " (w')? +AZ/

kde sme zaviedli elektron-fonénovi viazobni funkciu g(w — o'):

®  dvva’F(v)
—J) =2 el SV
9(w =) /0 2+ (w—w)?

a do teodrie sme opét zahrnuli aj coulombovské interakcie p = N(0) %V(G), pozri kapitolu 3.

V dalsom vyklade budeme predpokladat, Ze funkcie Z,, a A, st parne. Lahko totiz nahliadneme,
ze vztahy Z_, = Z, a A_, = A, st konzistentné so symetriou g(w — w') = g(w' — w). Z parnosti
funkcii Z,, a A, potom vyplyva, Ze coulombovské odpudzovanle i vypadne z rovnice pre Z,,. Naviac,
ak sa obmedzime na skiimanie excitacnych energii w,w’ v energetickej Supke (—wmax, Wmax ), Kde Wmax je
energia vacsia neZ maximalna fononova frekvencia wy, ale rddovo porovnatelna s typickymi fonénovymi

energiami, potom Eliagbergove rovnice moézeme prepisat do kone¢ného tvaru

W' . ! A
w—l—i——Zgw W) —————, ZWAWZWTZ[g(w—w’)—,u*]—w, (40)
(W)? + AZ, o (W) + AZ,
kde pu* = m je coulombovské odpudzovanie renormalizované z pociatoCnej energetickej

gkaly A radovo rovnej dirke pasu po hodnotu wiay, pozri kapitolu 3.8 éiarky nad sumami obmedzuja
Matsubarove frekvencie na interval (—wmax, Wmax)-

580proti kapitole 3 tu chyba faktor % v menovateli. Nejde o preklep: v kapitole 3 sme skamali Cooperove pary na
poloviénom intervvale (0, Wmax)-
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Systém rovnic (40) mozno rieit numericky a vo zvysku tohto odstavca okomentujeme kvalitativne
¢rty ziskanych rieSeni. Zac¢nime s pozorovanim, Ze v konvenc¢nych supravodi¢och je energia A omnoho
mensia nez maximéalna fonénova frekvencia wy. V takom pripade moZno v najnizSom pribliZzeni v prvej
z rovnic (40) zanedbat A, na pravej strane a pre renormalizaciu vlnovej funkcie dostaneme vysledok
Zy = Z glw—w Nsign(w'), ktory zovSeobechuje nasu analyzu normélneho stavu na pripad
konecnych teplot. Teda Z,, sa pri prechode do supravodivého stavu viac-menej nemeni{ a napr. pre
T,w < wp ostane v platnosti nag vysledok pre normélny stav Z, ~ 1 + \.

V blizkosti kritickej teploty T, mozno druht z rovnic (40) linearizovat podla A. Pre frekvencie
w < wp tak dostaneme rovnicu (1 + M)A, = 77>, #“A Ak budeme predpokladat, ze
suma na pravej strane je dominovana frekvenciami w’ < wg a Ze v tomto intervale je funkcia A,
zhruba konstantna, tato rovnica sa redukuje na

I+ A 1
~ 7T, g —. 41
A T ] .

w'=—wo

Ak uvazime, ze Matsubarove frekvencie st w' = (2l + 1)7Te, kde [ su celé ¢isla, vyraz na pravej strane

moZeme prepisat na tvar w71, Z , |w,| Z;"‘%" 12 kde lpax = ;;—OTC Ale pre lnax > 1 l'ahko overime
(bud numericky alebo pomocou logaritmickej derivacie funkcie gama), Ze E;mao" 7 +1 73~ ~ In lomfjl‘ Po

dosadeni do rovnice (41) tak dostaneme odhad kritickej teploty T, ~ 1.14wpe P . Tento vysledok
je velmi podobny predpovedi teérie BCS, od ktorej sa 1isi v dvoch bodoch: (i) namiesto elektron-
fononovej vizobnej konstanty A tu vystupuje vdzobna konstanta A — p* zohl'adiujuca (renormalizo-
vané) coulombovské odpudzovanie elektronov a (ii) v exponente vystupuje faktor 1 + A\ zohl'adnujuci
narast efektivnej hmotnosti elektronov.%? V literattire mozno najst niekolko podobnych vzorcov (napr.
McMillanov), ktoré boli skonstruované fitovanim numerickych rieseni Eliasbergovych rovnic.

Cvic¢enia

1. Overte platnost sumaé¢nych pravidiel pre spektralnu funkciu fonénov A§(q, z).

2. Presvedcte sa, ze vo vyraze pre U(k,k’,w,w’) (alebo ekvivalentne v grafickom vyjadreni Dysonovej rovnice) mame
nahradit iba jeden z vrcholov plnou vrché)lovou funkciou.

3. Predpokladajte, ze o*F(v) = A (ﬁ) pre |v| < wo a @®F(v) = 0 pre |v| > wo (Debyeov model fonénov). Vypoéi-
tajte A(w) a I'(w) a preskamajte spektralnu funkciu elektronu A(e,w) pre rézne hodnoty €. Overte platnost sumacéného
pravidla ffooo dwA(k,w) = 1. Pomocou druhého zo suma¢nych pravidiel z kapitoly 4 vypoéitajte distribu¢na funkciu fx
elektréonov v zadkladnom stave.

4. Pre o’ F(v) = Swoé(v — wo) (Einsteinov model fonénov) rieste tt istt tlohu ako 3.

5. Rovnice (40) rieste numericky pre o F(v) = Jwod(v —wo) a p* = 0. Najdite 7. a tvar nizkoteplotnych rieseni. Navod:
tlohu rieste itera¢ne. Prvé priblizenie k Z,, dostanete zanedbanim A, v rovnici pre Z,,. Za prvé priblizenie k A, zvolte

A, = A, kde A odhadnite pomocou BCS teorie s energiou fonénov wp a vidzobnou konstantou .

8 Nehomogénna supravodivost

Priestorovo zavislé problémy: rovnice Bogol'ubova - de Gennesa
Teériu BCS teraz zovSeobecnime tak, aby sme pomocou nej mohli popisovat priestorovo zavislé ulohy.
Nech efektivna interakcia medzi elektronmi mé tvar

/ i / Py U (%, y)el (x)0] () ()1 (),

kde l/Jj;(X), 15 (x) st operatory pola (pozri II1.6). Pre jednoduchost sa v dalsom vyklade obmedzime na
pripad kontaktnej interakcie U(x,y) = V(x)d(x — y), kde V(x) moze byt priestorovo zavisla funkcia.

59Pritomnost tohto faktora naznacuje, Ze kriticki teplotu T nemozno donekone¢na zvySovat zvicSovanim elektron-
fononovych interakcii. Explicitny priklad toho, Ze v limite velmi silnych interakcii moze T, dokonca klesat, mozno najst
v cviceniach ku kapitole ?77.
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V pribliZeni stredného pola potom dostaneme nasledovny redukovany BCS hamiltonian

mwzjﬁxbj@@mwwxw+A@w%mmw+A%wm@www+wmw (42)

kde h(x) je jednocasticovy operéator energie elektronov, ktory zahina kinetickd energiu merant vzhla-
dom na chemicky potenciél, potencidlnu energiu elektréonu v mriezke a pripadni vizbu na skalarny a
vektorovy potencial. Zaviedli sme pritom priestorovo zavisly parameter usporiadania

A(x) = V(x) (1 (x)1(x))- (43)

Ak teraz vyuZijeme, Ze fd3x1/11(x)h(x)w¢(x) = —fd3x¢¢(x)h*(x)¢1(x)+const,70 redukovany BCS
hamiltonian mézeme zapisat v maticovej forme

Hred = /d3x< wkx) ¥y(x) ) < Ah*gxi) _igﬁ’(?{) > ( ;’Eg; ) + const.

V dalsom vyklade bude vyhodné definovat spinory (u,(x), v, (x))? ako riesenie tzv. rovnic Bogolubova-

de Gennesa (BdG):
(a0 e ) (@ ) =2 (0 ) (44

Komplexnym zdruZzenim a vymenou riadkov mozno tieto rovnice zapisat v tvare

h(x)  A(x) —n(X)\ _ _p (o)

A*(x) —h*(x) U (X) "\ upx) )
teda spinory (un,v,)? a (—v, uk)? popisuji zdruzené riesenia BAdG rovnic s energiami +E,,. Budeme
pritom predpokladat, Ze spinory tvoria ortonormélny systém:

/d3X [ty (X) U, (X) + v (X) U (X)] = I, /dgx [t (X) U (X) — U (X) U, (x)] = 0,

kde druhé rovnost vyplyva z ortogonality spinorov (u,,v,)’ a (—v¥,, u*,)T

m? 'm
dalej vyplyvaju vztahy

S oup®ualy) = Y [up(x)un(y) + va(x)v5(y)] = d(x — ),

n>0

. Z aplnosti systému spinorov

S ur®vnly) = > [uh®)valy) — vn(x)us(y)] =0,

n>0

kde symbol n > 0 znamena spinory s kladnymi energiami.
Diagonalizaciu kvadratického operatora H,.q mozno vykonat pomocou transforméacie k (fermiono-
vym) kreaénym a anihila¢nym operatorom ﬂw, Yne Pre bogolubény v stavoch n:

Pr(x) | up(x)  —vp(x) Yt
< Yl (x) ) _;( v (x) Uy (%) ) ( o >

Ak vyuZijeme tplnost systému spinorov, lahko nahliadneme, Ze transformécia je kdnonicka, t.j. zacho-
vava fermionové komutacné vztahy. Ak d'alej pouZijeme normovanost spinorov, pomocou bogolubéno-
vych operatorov mozeme redukovany BCS hamiltonian zapisat v tvare

Hrcd = Z En’}/;[m’}’na + const,
n>0,0

"0Pri odvodeni treba najprv pouZit kanonické komutacné vztahy pre operatory pola. Az na konstantu tak dostaneme
—f dgx[h(x)wi(x)]wl (x). V druhom kroku treba posobenie operatora h(x) integraciou per partes preniest na zpi (x).
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teda supravodi¢ sme opét redukovali na plyn volnych bogolubénov. Pre tiplnost uvedme aj explicitny
tvar inverznej transformacie od operatorov pola k bogolubénovym operatorom:

)= [ 509 Y (), )
o —onx) unx) ) | el
Systém BdG rovnic treba doplnit self-konzistentnymi podmienkami pre parovaci potencial A(x) a
pre chemicky potencial p. Rovnica (43) pre A(x) nadobudne tvar

E
A(x) = =V (x) Y un(x)v};(x) tanh #
n>0
ako l'ahko nahliadneme vyjadrenim operatorov pola pomocou bogolubénovych kreaénych a anihilac-
nych operatorov. Podobne nédjdeme vyraz pre hustotu elektrénov v bode x,

no(x) = (5 ()t (%)) = D [lun()PF(En) + lon(x)[*(1 = £(En))] -

n>0

Chemicky potencidl treba nastavit tak, aby celkovy pocet elektronov N =3 [ d?xn,(x) nadobudal
pozadovanii hodnotu.

Na zaver pripojme poznamku o znamienkovej konvencii v tomto odstavci. Oproti vykladu v homo-
génnom pripade sme namiesto interakcie —V pisali V(x), preto —A a —vg z homogénneho pripadu
sme nahradili vyrazmi A(x) a v,(x).

Priklad 1: translacne invariantng systém

2 . . .
V tomto pripade h(x) = —;L—mVQ — p a parameter usporiadania nezéavisi od polohy, A(x) = A. Ski-
majme nasledovné rieSenie rovnic (44) v kocke s objemom V a periodickymi okrajovymi podmienkami:

()= (i) oemya () = al

21.2 s . [ A ¢~ . . v 2 . .
kde ey = K-y a By = \/€2 + |AJ2. Vsimnime si, Ze rozne riesenia (46) st &islované vlnovymi vek-

2m
tormi k. Vlastna energia riesenia (46) rovnic (44) je +Fx. Ak uvazime, Ze cx, = % [ d3xe= %Xy, (x),
potom podla rovnice (45) st bogolubény prislusné k rieSeniu (46) s vektorom k kreované operatormi

%T(T = UkCLT + Vke_xy, %L = UkCLi — VkCkts

v zhode (aZ na uz spominané rozdiely v znamienkovej konvencii) s nasim predoslym vykladom. Lahko
nahliadneme, Ze aj self-konzistentné rovnica sa redukuje na znamy vysledok, teda BdG teoria repro-
dukuje riesenie BCS.

Priklad 2: Andersonova veta
V tomto odstavci preskiimame, ako sa supravodivy parameter usporiadania v kove s necistotami 1isi od
jeho hodnoty v takom istom kove bez defektov. Nech jednocasticovy hamiltonian elektronov ma tvar
h(x) = —%VQ—G—U(X) — i, kde U(x) je ndhodny potencial popisujuci defekty. Plati teda h(x) = h*(x),
t.j. hamiltonian je symetricky vo¢i otoCeniu ¢asu. Vlastné stavy hamiltonidnu h(x) a im prislugné
vlastné energie ozna¢me 1, (X) a &y, t.j. nech plati hi),, = e,1,. Naviac nech vlnové funkcie st norma-
lizované, t.j. nech [ d3x|t,(x)> = 1.

Nasim jﬁt/rednym predpokladom o neusporiadanosti je, Ze lokdlna hustota stavov neusporiadaného
systému N(g,x) = Y, [tn(x)|?5(e—€,) nezavisi od x. Neskor ukaZeme, Ze v takomto pripade parameter
usporiadania nebude zavisiet od polohy.”™ Lahko nahliadneme, Ze pre A(x) = A mozno riesenie BAG

rovnic (44) hladat v tvare
un(x) ) U,
(4 ) =t (1)

"IOpacna situacia sa realizuje v &istych vzorkich vysokoteplotnych supravodiGov, pretoze v tomto pripade nedistoty
lokalne potlac¢aju parameter usporiadania. Ak rozmer Cooperovho paru £ je maly oproti vzdialenostiam medzi neéisto-
tami, material si potom moZno predstavit ako supravodivii matricu s bublinami bez supravodivosti okolo ne¢istot. Takyto
model sa nazyva modelom ementalu (swiss-cheese model).
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kde U, a V, st priestorovo nezavislé konstanty. Fyzikalny zmysel takéhoto rieSenia je zrejmy z rov-
nice (45): bogoluboény st linearnymi kombinéaciami

'yILT = UncL + Vicay, '71:¢ = UncIL — Vacar,

kde operatory Cho a c » kreuju elektrony v orbitalnych stavoch 1, (x) a ¥z(x) = ¥} (x). Teda supra-
vodivy stav vznika ako kondenzat parov elektrénov v ¢asovo invertovanych stavoch n,o a n, —o.

Spinor (U, V)T pritom diagonalizuje maticu z rovnic (44), v ktorych treba nahradit operator
h(x) energiou ,. Prislusna kladna vlastna energia je E, = /2 + |A]? a self-konzistentna rovnica
nadobudne tvar

E,
==V [n(x)U, V*tanhﬁ
n>0

Lahko overime, %e vdaka podmienke |Uy,|? +|V,|? = 1 plati U,V = ﬁ. Ak vyuzijeme tento vysledok
a sumaciu cez n nahradime integraciou cez hustotu stavov N(0) neusporiadaného kovu, dostaneme

napokon rovnicu
—~ A /22 1L (A2
A= —N(O)V/ds fanh Y A
2\/e2 4+ |A? 2T

Ale ked7Ze pre slabu neusporiadanost plati N(0) ~ N(0) kde N(0) je hustota stavov v ¢istom kove (po-
zri 11.4), self-konzistentné rovnice v ¢istom aj $pinavom kove su rovnaké, a teda aj prislusné parametre
usporiadania musia byt rovnaké. Tento vysledok sa nazyva Andersonovou vetou.

Priklad 3: supravodic s konecniym pridom

Zavislost od €asu v BdG teorii

V tomto odstavci odvodime pohybové rovnice pre operatory pola. Ako bonus pritom dostaneme novy

pohl'ad na BdG rovnice. Zarovenn odvodime rovnicu kontinuity pre elektricky naboj v supravodidi.
Za¢nime vypoc¢tom komutatorov medzi operatormi pola a redukovanym BCS hamiltonidnom (42):

[1(%), Hrea] = h(X)th1(x) + Ax)¥] (%),
1), Heeal = () (x) — A(x)p] (x),
0100 Hrea| = = [0, Haeal' = —h* (000 (30) — A" ()i, (),
(010, Hrea| = = [(%), Hreal” = =7 ()] () + A" ()0 (x).

Ked tieto vztahy dosadime do pohybovej rovnice ih%—)f = [X, H,eq) pre operator X v Heisenbergovom
obraze, dostaneme nasledovnt pohybovt rovnicu pre operatory pola:

9 [ r(x) h(x) (x) Py (x)
"5 (ww) <A*<x> h*x>><w1<x>)'

Vsimnime si formalnu podobnost tejto rovnice so Schrodingerovou rovnicou, treba vSak zdoraznit, Ze ide
0 pohybov1 rovnicu pre operatory a nie pre vlnové funkcie. Explicitnym dosadenim ahko nahliadneme,
Ze rieSenie pohybovych rovnic mozno zapisat v tvare

”L/}T X, t o 't/ Un X iEnt/h —T):L(X)
(en )= Zmemen () )+ e ().

kde prva suma je rozvojom podla médov s kladnou energiou. Podobne druhd suma je rozvojom podla
mo6dov so zapornou energiou.

Rovnica kontinuity pre ndboj v supravodici.
Operétor hustoty elektrického néboja elektronov definujeme prirodzenou formulou

Q=—¢> Ph(x)ps(x)
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X P 8 0,
Casovi zmenu —52 pocitajme explicitnym derivovanim vyrazu pre pg. Vo vyraze pre & sa preto

objavia derivacie 8{1)#; a 8(%’. Ak tieto objekty vyjadrime pomocou pohybovej rovnice pre operéatory

pola, vysledny vyraz mozeme po tUprave zapisat v tvare

9pq

5 +V-jo =25, (47)

kde sme zaviedli oznacenia

Ve = —% X [Phe0rGxvn (0 - (el 0ol ()

S(x) = 226[ (U] (%) — A% () (<) ()]

Ako uvidime o chvilu, rovnicu (47) mozno chapat ako vhodne modifikovant rovnicu kontinuity. Naozaj,
predpokladajme pre jednoduchost, ze h(x) = 5 (—ihV + eA)? 4+ U(x) — p. Potom $tandardnymi
dpravami mozeme ukazat, Ze mozno zvolit

_eh >
jo= o > |80 = (Vudyuo| - A ulu.

t.j. operator jg je obvykly operator hustoty toku naboja pozostévajtci z tzv. mechanického pradu JgeCh

(prvy clen) a tzv. diamagnetického pradu -=Apqg (druhy clen), pozri napr. I11.10. Teda rovnica (47)
ma tvar rovnice kontinuity a vyraz S na pravej strane moézeme interpretovat ako zdroj (resp. lapac)
Castic. VSimnime si, Ze strednd hodnota (S(x)) je nulové, ak je splnené self-konzistentna rovnica pre

gap (43).

Fyzikalne vlastnosti bogol'ubénov

Pre konkrétnost skiimajme povedzme mod n 1, v ktorom operatory pola nadobudaju tvar x4 (x,t) =
smech

un(x)vnTe_iE"t/h a ¢I(X,t) = vn(x)vme_iE"t/h Dosadenim do vSeobecnych vyrazov pre pq a jg
dostaneme nasledovné vyjadrenia pre prispevok moédu n 1:

) eh eh N
o = _€|Un|2 _ e(fun|2 o ’Un|2)'YLT'YnT7 Jgech Elm [v, VUi ] — Elm [uy Vi, — v, Vo] vjw’ym.

c-¢iselné prispevky k pg a ‘]86‘3}1 zjavne sivisia s prispevkom médu n 1 ku kondenzatu. Stredné hodnoty

hustoty naboja a hustoty toku naboja v méde n 1 dostaneme ako multiplikativne faktory pri operatore
poctu castic vjﬁ%ﬁ:

smec h *
po(x) = —¢ [lun(x)* = [oa(x) 7], BN (x) = —Elm[ n (%) Vi (x) — 0n (x)Voy, ()]
Okrem hustoty naboja je uzito¢né definovat aj nasledovnu hustotu kvazicastic:

PN (%) = Jun(x)* + Jva(x) 2.

Nagim cielom bude poéitat ¢asovi zmenu 85—;". Najprv si vSak uvedomime, Ze rieSenia BdG rovnic
splhaju nasledovné pohybové rovnice:

zhﬁ up(x,t) \ [ h(x) A(x) Un (X, 1)
ot \ vp(x,t) )\ A*(x) —h*(x) vp(x,t) )
Pri vypocte Casovej Zmeny N teraz vyjadrime derivacie funkcii wuy,, vy, u),, vy podla ¢asu pomocou
tychto pohybovych rovnic a po diprave dostaneme rovnicu kontinuity pre hustotu kvazicastic

dpN

= 4
8t+VN 0, (48)
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kde V- jy = —2Im [u},hu,, + v,hv};]. Ak teraz opit vezmeme h(x) = o= (—ihV +eA)? + U(x) — , pre
hustotu toku kvézic¢astic dostaneme vysledok

. h e
v = I [u, () Vi (%) — 0,0 Von ()] + = Apy. (19)
Vyhodou rovnice kontinuity pre ¢astice (48) oproti rovnici kontinuity pre naboj (47) je, Ze rovnica (48)
plati bez ohladu na to, ¢ je splnené self-konzistentna podmienka, kym rovnica (47) plati iba v plne
self-konzistentnej teorii. Preto v pribliznych teéridch bez self-konzistentnosti mézeme pouzivat iba rov-
nicu (48).

Priklad: translacne invariantny systém

Ako priklad preskamajme fyzikalne vlastnosti bogolubénu v translacne invariantom systéme s kre-
afnym operatorom 7y, = UkcLT + Vkc_x,. Ide o rieSenie BAG rovnic s kladnou energiou popisané
spinorom (46). Bogolubon ma nasledovné charakteristiky:

e Hybnost P. Operator 711? s pravdepodobnostou |Uy|? vklada hybnost ik a s pravdepodobnostou

|Vi|? vybera hybnost —Fk, ¢o je to isté. Preto hybnost bogolubénu fle@ je s urcitostou P = hk.
e Priemet spinu S*. Operétor 71T<T s pravdepodobnostou |Uy|? zvySuje priemet spinu o % a s prav-

depodobnostou |Vi|? znizuje priemet spinu o —2, ¢o je to isté. Preto priemet spinu bogolubonu

2
4 je s wéitostou S* = L.

e Energia bogolubénu le(T je B = E.

e Niboj Q. Operator ’VIJLT s pravdepodobnostou |Uy|? vkladd naboj —e a s pravdepodobnostou |Vj|?
ho vybera. Preto stredna hodnota naboja @ bogolubonu 'YIJLT je @ = —e(|Ux|? — [Vi|?). Rovnaky
vysledok dostaneme integrovanim @ = [ d3pr (x) cez cely priestor. Preto Q@ = —eg—‘l‘(.

e Tok naboja Jg. Bogoluboén VIJLT je s pravdepodobnostou |Uy|? totozny s ¢asticou s nabojom —e

a rychlostou V?( = %%%, kym s pravdepodobnostou |Vi|? je totozny s &asticou s nabojom e
a rychlostou v?, = —v]. Teda tok néboja Jg = |Uk|*(—e)vY + |Vi|*(+€)(—vY). K rovnakému
vysledku dospejeme integrovanim Jg = [ d3XjQ(X). Preto Jg = —evﬁ.

e Rychlost vi. Bogolubon VIJLT je s pravdepodobnostou |Ux|? totoZny s ¢asticou s rychlostou vi =

%%, kym s pravdepodobnostou |Vi|? je totozny s Casticou s rychlostou vgk = —Vﬂ. Teda
rychlost je v = (|Ux|* — [Vi|*)vY. K rovnakému vysledku dospejeme porovnanim vyrazu jy s
hydrodynamickym vyrazom pyvk. Preto vk = %}‘(Vﬁ = %%, ¢o je obvykly vyraz pre grupovii

rychlost.

Rozhranie normalny kov - supravodic¢: teéria BTK.

V tomto odstavci preskimame, ako tecie elektricky prud cez rozhranie medzi kovom (N) a supravodi-
¢om (S). Obmedzime sa pritom na skimanie najjednoduchsieho modelu autorov Blonder, Tinkham a
Klapwijk (BTK).” Ide o jednorozmerny model, podla ktorého sa v oblasti z < 0 nachddza normalny
kov, kym v oblasti > 0 sa nachadza supravodi¢ s redlnym parametrom usporiadania A. Pre jednodu-
chost sa naviac predpokladé, Zze jednocasticova energia v celom priestore je popisana hamiltonidnom

n? 92
 2m Oz?

h(zx) =

t.j. disperzné vztahy v N a S oblastiach s kvadratické, pricom Fermiho vektory kpr a Fermiho rychlosti
vp s v oboch oblastiach rovnaké. Clen dmerny H modeluje potencidlovi bariéru medzi N a S, ktorej
vel'kost moZno menit od H = 0 aZ po H — oo, kedy sa elektrony premiestiiuji z N do S iba pomocou
slabého tunelovania.

"G.E. Blonder, M. Tinkham, and T.M. Klapwijk, Phys. Rev. B 25, 4515 (1982).
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Obr. 19: Horny riadok: potencidlna energia v BTK probléme. Dolny riadok: disperzné zakony pre kvazicastice v N
oblasti (vIavo) a v S oblasti (vpravo). Elektron prichadzajuci zlava sa moze odrazit od rozhrania ako diera a alebo
elektron b, pripadne moze prejst cez rozhranie ako bogolubon ¢ alebo d.

Riesenie BdG rovnic pre rozhranie
Nasou prvou tlohou je vyriesit BAG rovnice (44) v danej geometrii. Budeme pritom predpokladat, ze

z N oblasti na rozhranie dopada rovinna vlna < (1) ) e'B+7 s energiou E = hvp(Ky — kr) > A. Podla

. . s AT g K o . P
rovnice (49) méa dopadajici tok kvazicastic velkost =+ a je orientovany smerom k rozhraniu. Cast

tohto toku sa od rozhrania odrazi a ¢ast prejde. Prvym krokom bude identifikovat rieSenia rovnice (44)
s energiou F, ktoré nesii tok smerom od rozhrania. Existuju 4 typy takychto rieseni:

e Odraz (z < 0). Ide o riesenie BAG rovnice (44) v tvare < (1) > e~ "+ Velkost vinového vektora

K je rovnakd ako v dopadajicej vlne. Podla rovnice (49) toto rieSenie nesie tok kvézicastic
hK. . . .
— =& orientovany smerom od rozhrania.

1
vektora K_ je fixovana podmienkou aby vlastné ¢islo BAG rovnice bolo E,| t.j. hvp(K_ — kp) =
—E. Podla rovnice (49) toto rieSenie nesie tok kvézicastic —ﬁ% orientovany smerom od rozhra-
nia. Fyzikalnym zmyslom tohto rieSenia je, Ze elektron sa odrazi ako diera s hybnostou K_, teda
ako absencia elektronu s hybnostou —K_ (pozri 1.19). Inymi slovami, po naraze dopadajiceho
elektronu na rozhranie ubudne z normalneho kovu elektrén, ktory bol v stave —K_ s energiou
—E. Dvojica elektronov pévodne v stavoch K., —K_ s celkovou energiou E + (—E) = 0 (alebo
21 v konvenénych jednotkach) vojde do supravodica, kde vytvori Cooperov par, ktory zmizne
v kondenzate.”™ Absentujtci elektréon v stave —K_ popisujeme ako odrazent dieru s hybnostou
K_. Cooperov par preneseny do oblasti S v naSom popise nefiguruje.

e Andrejevov odraz (x < 0). Ide o rieSenie BAG rovnice (44) v tvare ( 0 ) e=7_Velkost vInového

e Transmisia (z > 0). Ide o rieSenie BAG rovnice (44) v tvare ( :}L ) e+ Velkost vInového vektora

k. je fixovana podmienkou aby vlastné ¢islo BAG rovnice bolo E, odkial plynie ivg(ky—kr) = ¢,
kde ¢ = vV E? — A2. Koeficienty u, v st dané vyrazmi

B FE+e B FE—¢
YN YTV e

Podla rovnice (49) toto rieSenie nesie tok kvazicastic ~ Lvr orientovany smerom od rozhrania.

V limite A — 0 toto rieSenie prejde na tvar < ) etE+ ktory zodpoveda oby¢ajnej transmisii

0

elektronu medzi dvomi normélnymi kovmi.

"V cviceni 4 ukazujeme, 7e energia Cooperovho paru v kondenzate je 2, teda elektrony v stavoch K, —K_ mali
spravnu celkovi energiu na prechod do kondenzatu. Ked'Ze tloha nie je transla¢ne invariantna, tento prechod moZe nastat
aj v pripade, kedy celkova hybnost K1 — K_ nie je nulové.
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e Anomaélna transmisia (x > 0). Ide o rieSenie BdG rovnice (44) v tvare < Z e~ k-2  Velkost

vlnového vektora k_ je fixovana podmienkou aby vlastné &islo BAG rovnice bolo E, odkial plynie
hwp(k— — kp) =~ —¢, kde ¢ = vV E? — A2. Koeficienty u,v st dané tymi istymi vyrazmi ako pri
obycajnej transmisii. Podl'a rovnice (49) toto rieSenie nesie tok kvézicastic ~ v orientovany

—iK_x

)

smerom od rozhrania. V limite A — 0 toto rieSenie prejde na nefyzikalny tvar < 1 ) e

preto tento proces medzi norméalnymi kovmi absentuje.

Budeme teda predpokladat, Ze rieSsenie BdG rovnic ma tvar

e - (3)e () v 1)
\IJ(LL'>O) = C(z>eik+x+d<z>€_ikw.

Toto riesenie splita BAG rovnice s vlastnou energiou E. Styri nezname koeficienty a, b, ¢, d treba uréit
zo zoSivania rieSsen{ v bode x = 0. Dve podmienky dostaneme z poziadavky spojitosti riesenia, t.j.

zo spinorovej rovnice W(0_) = W(04). Druhé dve podmienky dostaneme $tandardnym postupom:
integrovanim Tavej aj pravej strany BdG rovnice cez infinitezimalny interval (—d, ). Tak dostaneme
2mH

spinorovi rovnicu W(0_ )+ =5~ ¥(0-) = ¥(04). Ak zavedieme bezrozmernti vel'kost povrchovej bariéry

Z = %, potom zoSivacie podmienky moZno zapisat v tvare

1+4b = wuc+H vd,

a = wvc+ ud,
i(l—=b)4+2Z(140b) = iuc—ivd,
(1+2Z)a = ive—iud,

kde sme pre jednoduchost polozili Ky ~ K_ ~ ky =~ k_ =~ kp. RieSenie tychto rovnic mé tvar

a:%, b:z’Z(iZ—l)<u2—v2)’ C:(l—il'z)u7 d:iZJ’ v =2+ Z2(u? — o?).
v v v 2l

Dopadajuci tok kvézicastic vp sa teda rozdelil na odrazeny tok Buvp, andrejevovsky odrazeny tok
Avp, tok transmisie Cvp a tok anomalnej transmisie Dvg, pricom

A=laf, B=1pP, C=(u®= [, D= (luf-vf)d
Dosadenim vysledkov pre a, b, ¢, d Tahko overime, Ze plati
1=A+B+C+D,

t.j. tok kvézicastic sa zachovava, ako aj mé byt.

Riesenie BdG rovnic pre 0 < E < A.
V tomto intervale energii existuju v oblasti S iba exponencidlne tlmené rieSenia, teda o¢akavame rieSenie

\I/($ > 0) —c U eik+w—n+w +d v e—ikfx—n,:c'
v u

Vlnové vektory k4 st pritom toho istého radu velkosti ako odchylky ki od kg, ktoré sme zanedbali.
Preto mozeme zanedbat aj x4+ a naSe vysledky pre koeficienty a, b, ¢, d zostant v platnosti. Jedinym
rozdielom je, Ze koeficienty u, v st v tomto pripade komplexné:

\/E+i\/A2—E2 \/E—i\/A2—E2
u = V= .
2F ’ 2F
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Potom vsak |u|? = [v|?> = %, a preto C' = D = 0, t.j. tok kvazicastic do supravodica je nulovy, ako
bolo treba ¢akat. D4 sa vSak ukézat, Ze plati 1 = A+ B, t.j. pocet kvaziCastic sa zachoviva aj v tomto

intervale energii.

Vijpocet pridu cez rozhranie
V stacionarnom pripade moézeme priadova hustotu j v jednorozmernom systéme poditat v ktoromkol'vek
bode. Pre jednoduchost teda budeme vypoéty robit v oblasti N, kde dostaneme

J= =S fum 2eNOur [ dB (S (E) - o (B),
k

kde f,(E) je rozdelovacia funkcia v oblasti N pre elektrony smerujice zlava doprava a f. (E) je
analogicky objekt pre elektrony idice sprava dolava. Predpokladajme dalej, ze chemicky potencial v
oblasti N sa zvysi o du oproti oblasti S. Vdaka tomu potecie z N do S tok elektronov. Budeme v8ak
pritom predpokladat, Ze rozdelovacie funkcie hlboko v oblastiach N a S st fo(E — du) a fo(E).™

KedZe elektrony smerujtce zlava doprava pochadzaja hlboko z oblasti N, budeme predpokladat,
7e f(E) = fo(E —dp). Na druhej strane, elektrony s energiou E v oblasti N, ktoré idu sprava dolava,
mozu pochadzat z troch zdrojov. Prvym zdrojom su elektrony, ktoré vznikli Andrejevovym odrazom
dier s energiou F nalietavajicich na rozhranie. Takéto diery st v skuto¢nosti absentujticimi elektrénmi
s energiou —FE. Pocet takychto absencii je 1 — f_,(—F). Po zohl'adneni pravdepodobnosti odrazu tak
dostaneme prispevok A(FE)[1 — f_(—FE)]. Druhym zdrojom st oby¢ajne odrazené elektrony, ktorych
pocet je tmerny B(E)f,(E). Tretim zdrojom st elektrony, ktoré pochadzaju zo supravodica. Ich pocet
uréime nasledovne. Pri du = 0 musi byt pocet elektronov prejdenych z oblasti S do N taky isty, ako
pocet elektronov prejdenych z oblasti N do S, tych je viak [C(E) + D(E)] fo(E). Pri koneénej hodnote
dp sa pocet elektronov prejdenych z oblasti S do N nezmeni oproti ich po¢tu pri du = 0, teda je rovny
[C(E)+ D(E)] fo(E). Ked s¢itame vSetky prispevky, pre rozdelovaciu funkciu pre elektrony v N idtce
sprava dolava napokon dostaneme vysledok

fe(B) = A(E)[1 = - (=E)] + B(E)f+(E) + [C(E) + D(E)] fo(E).

Ak v tomto vyraze vyuzijeme vztah f,(E) = fo(E — dp) a pouZijeme identity C+ D =1—A— B a
1 — fo(=F) = fo(FE), dostaneme dalej

f(E) = fo(E) + A(E) [fo(E + 6p) — fo(E)] + B(E) [fo(E — 0p) — fo(E)].

Po dosadeni vysledkov pre f_,(F) a f(E) do vyrazu pre j napokon dostaneme, ak vyuZijeme symetriu
A(-E) = A(E),

j = —2eN(0)or / 4B [fo(E — o) — fo(E)] [1 + A(E) — B(E)].

Tuto formulu experimentétori ¢asto pouzivaja na fitovanie dat. Aby sme ukéazali ako dramaticky sa
mechanizmus vodivosti meni pri zmene parametra Z charakterizujiceho bariéru medzi N a S, obme-
dzime sa na analyzu diferencidlnej vodivosti pri teplote T'= 0. Ak uvazime, ze po prilozeni napétia V'
na oblast N oproti S bude du = —eV, dostaneme

% = 262N(0)UF [1 + A(E) - B(E)]E:GV :

"“Mame tu totiz na mysli tzv. bodové kontakty: v mieste rozhrania medzi N a S je prierez vodi¢a dramaticky zazeny,
teda v tejto oblasti tecie velka prudova hustota. Daleko od spoja je vSak prudova hustota mala.
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Explicitné formuly pre funkcie A(F) a B(E) maju tvar

A2

AE) = E?2 + (1+222)2(A2 — E2)’ E<A
A2

AE) = E>A

{ +(1+222) EQ—AﬂT
AZ2(1 + Z2)(A? — E?)
E? + (14 222)2(A2 — E2)’

BE) = 47%(1 + Z%)(E? — A?) Es A

Pﬂ+u+22% EW—AﬂT

E<A

Véimnime si, ze ked S prejde do normalneho stavu, A — 0 (t.j. vymizna Andrejevove odrazy) a zaroven
B — 3 +ZQ Teda odpor rozhrania v normélnom stave nezavisi od napétia a je dany jedinym c¢islom

Ry = —. Lahko nahliadneme, Z%e v supravodivom stave plati

o1

Bngy =

(1+2Z%) 1+ A(E) - B(E)]p_ey -

Grafy funkcie RN pre dve limitné hodnoty parametra Z prezentujeme na obrazku 20.

Obr. 20: Diferencialna vodivost rozhrania N-S podla teérie BTK v limitnych pripadoch Z =0 a Z > 1.

9 Metoédy vypoctu pasovych Struktar

V prednéaske o coulombovskom plyne sme skiimali pohyb elektronov v modelovom pripade, kedy kom-
penzujuci kladny i6novy naboj bol homogénne rozlozeny v priestore. V tejto prednaske budeme skiimat
zakladny stav systému elektronov v zadanom externom potenciéli V' (r) lubovolnej formy. Literatura:
Marder, Parr & Yang.

Funkcional hustoty

Nech hamiltonian systému N elektréonov pozostéava z kinetickej energie Hyiy,, coulombovskej interakcie
medzi elektronmi H,, a z potencialnej energie elektronov v externom poli V' (r). Ak zavedieme oznacenie
Hy = Hyy, + Hee, potom celkovy hamiltonidn ma tvar

1=t + Y [ @Vl )

V dalsom vyklade sa obmedzime na sktimanie iba takych mnohocasticovych stavov |¥), ktoré repro-
dukuju predpisant hustotu elektronov p(r), t.j. Ziadame, aby pre danu (hladka) funkciu p(r) stav |¥)

spliial podmienku
plr) = > (v

Funkcia p(r) pritom musf spliat podmienky [ d3rp(r) = N a p(r) > 0. Predpokladajme teraz, Ze pre
kazdé rozloZenie hustoty p(r) vieme néjst taku vinovi funkciu |¥o[p(r)]), ktora splia podmienku (50)

U)o ()| ). (50)
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a zarovell minimalizuje energiu Hy. Hodnota energie Hy v stave |Wo[p(r)]) je potom funkciondlom
hustoty: "

| (Wolp(x)]| Ho| Wo[p(x)]) = Eolp(r)]. |

Keby sme poznali funkcional Ey[p(r)], mohli by sme hladat rozloZenie elektréonov a ich celkova energiu
pre akykolvek zadany potencial V(r). Stacilo by totiz minimalizovat celkovi energiu E[p(r)] podla
p(r), pricom by platilo

Elp(s)) = Ealp(r)] + [ rv/(s)ote).

Teda namiesto hl'adania mnohocasticovej vlnovej funkcie |¥), ktora je komplexnou funkciou 3N pre-
mennych, by stac¢ilo najst realnu funkciu p(r) iba troch priestorovych suradnic. Naviac, pri zmenenych
polohach i6nov by v minimalizaénej procedire stacilo zmenit iba funkciu V(r). Vystupom minima-
liza¢nej procedury by bola energia zékladného stavu mnohocasticového systému a rozlozenie hustoty
elektronov p(r) v priestore. Bohuzial, funkcional Ey[p(r)] nepozname.

Thomasovo-Fermiho pribliZenie

V literature existuje niekol'ko pokusov skonstruovat funkcionél Ey[p(r)]. Historicky prvym je Thomasovo-
Fermiho priblizenie. V tomto pribliZzeni sa implicitne predpokladé, Ze zmeny hustoty p(r) st po-
malé a preto hustotu kinetickej energie elektronov ey, (r) v bode r mozno odhadnut pomocou hus-
toty kinetickej energie homogénneho coulombovského plynu s hustotou p(r). Ak vyuZijeme vysle-

dok Ekin = 5 2m
kr = (3n2p)'/3, dostaneme

E N pre kineticku energiu N elektronov v objeme V a ak naviac uvazime vztah

Eidn _ %@p — %hfgp5/3(r)
V 5 2m 5 2m ’

€kin (I‘) =

kde ¢ = (372)%/3. V Thomasovom-Fermiho priblizeni do funkcionalu Fy[p(r)] dalej vstupuja klasické
coulombovské interakcie medzi medzi nabojovymi hustotami, ¢ize

TF 30h/35/3 L /3/3/0)()
Eo " lox)] = 5 2m d 247reo d d lr —r/|

Minimalizaciou funkciondlu E¥[p(r)] podla p(r) s vedlajsou podmienkou [ d3rp(r) = N popisanou
Lagrangeovym multiplikdtorom p dostavame Thomasovu-Fermiho rovnicu pre hustotu:

ch—2p2/3( )+62/d3 r_P(x) +V(r) = p. (51)

2m 47eg lr —r/|

Kedze pri zmenéch hustoty ma platit 6 ETF — udN = 0, veli¢ina ¢ ma vyznam chemického potencialu.
Thomasovu-Fermiho teériu mozno pomerne tspesne aplikovat na velké atomy, pre ktoré tato jedno-
ducha teéria predpoveda celkovi energiu s presnostou zhruba 20%. Tato teoéria vSak nie je schopna
vysvetlit existenciu chemickej vazby: vypocty predpovedaji zniZzovanie energie molekuly pri vzdal ovani
atémov. Hlavnym nedostatkom Thomasovej-Fermiho teérie je, ze vyhladzuje rozloZzenie ndboja a nemé
v sebe zabudovant existenciu diskrétnych elektronovych supiek.”8

"5Pri koneénej teplote mézeme definovat volni energiu ako funkcional hustoty. Namiesto optimalnej vlnovej funkcie
[To[p(r)]) pritom hladdme optimalnu maticu hustoty konzistentnt s p(r).

"Dalsim problémom teorie je, ze Hartreeho Clen zahfha interakcie elektréonov so sebou. Hartreeho-Fockova teoria
tento problém nemé, lebo Fockov ¢len presne kompenzuje nefyzikalnu ¢ast Hartreeho ¢lena. Ak skimame N elektrénov,
pocet parov roznych elektronov je N(N — 1), kym pocet vietkych parov je N2. Fermi a Amaldi preto navrhli Hartreeho

interakéni energiu vo funcionali hustoty nasobit faktorom N(N NNZD.

N —
EFA _ 3 /P
int [p(r)} 2N 471'6() / /d |I' _ I‘/‘

V takto modifikovanej teorii napr. pre N = 1 dostavame Ein = 0, ako aj méa byt.
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Bolo podniknutych niekol'ko pokusov vylepgit Thomasov-Fermiho funkcional hustoty. Prvym priro-
dzenym krokom je zahrnut prispevok vymenného ¢lena. Takito tedria sa nazyva Thomasova-Fermiho-
Diracova a paradoxne vedie k eSte horSiemu stuladu s experimentom neZ jednoduchsia Thomasova-
Fermiho tedria. Okrem tohto pokusu boli pokusy zahrnit do funkcionalu hustoty aj ¢leny timerné
gradientom. Marder tvrdi, Ze ziadna z takychto teérii nie je beZzne pouzivana.

Kohnove-Shamove rovnice

Kohn a Sham sa rozhodli vylepsit popis kinetickej energie nasledovnym spdsobom, ktory je vlastne kro-
kom spét od pokusu popisat interagujici systém iba pomocou hustoty elektronov. Podobne ako v teorii
Hartreeho-Focka, zakladnym objektom popisu N-Casticového systému je N jednocasticovych vlnovych
funkeif ¢;(r). Celkovi hustotu elektrénov mozno dostat ako stcet jednocasticovych prispevkov:

N
=3 ),
=1

pricom Ziadame, aby [ d3r|¢(r)|*> = 1. Kohn a Sham dalej postulovali, Ze pomocou vlnovych fun-
keii ;(r) je potrebné pocitat iba kineticka energiu. Energiu elektronovo-elektronovych interakeii a
samozrejme aj interakciu s vonkajsim polom moZno pocitat pomocou hustoty p(r). Takto dostavame
energeticky funkcionél

h? 3 2 1 e 3p 3/P 3
B[] = Z/d VamP g [dn [ @B B+ [ drv o)

kde elektrénovo-elektrénové interakcie prispievaju jednak klasickym Hartreeho ¢lenom, jednak tzv.
vymenno-korela¢nym funkciondlom Fy[p(r)], ktory zohladiuje ako Fermi-Diracovu Statistiku elektro-
nov (vymenné interakcie), tak aj korela¢né efekty nad rdmec teérie Hartreeho-Focka.””

Pohybové rovnice pre vlnové funkcie 1;(r) budeme hl'adat variovanim 6 E[{+;}]/dv} (r) pri splneni
vedlajiej normovacej podmienky [ d3r|y(r)|> = 1, ktorej priradime Lagrangeov multiplikator ;. Ak
vyuzijeme, ze dp(r)/d; (r) = 1i(r), pre ¢;(r) dostaneme tzv. Kohnove-Shamove rovnice

V(r)| ¢u(r) = ehi(r). (52)

—’iv 2 (r) + [ ¢

4meq

3.7 p(r ) 5Exc[p(r)]
J v T o)

Clen v hranatej zatvorke je efektivny potencial posobiaci na elektrony, ktory je stctom Hartreeho
potencialu, vymenno-korelacného potencialu a externého potencialu.

Kohnova-Shamova rovnica (52) je formélne podobna Hartreeho-Fockovej rovnici: efektivny poten-
ciél je funkciou elektronovej hustoty p(r), ktoré je funkciou vlnovych funkeii ¢;(r). V ¢om je jej vyhoda
oproti Hartreeho-Fockovej rovnici? V prvom rade je Kohnov-Shamov potencial lokalny, t.j. pésobi iba
na vlnova funkciu v danom bode. To je vel'ké technické zjednoduSenie oproti Hartreeho-Fockovmu ne-
lokdlnemu potencialu. Po druhé je Kohnov-Shamov potencial rovnaky pre vSetky vinové funkcie ¢;(r).
Po tretie, pritomnost vymenno-korela¢ného potencidlu nam umoznuje aspon Ciasto¢ne vziat do uvahy
korela¢né javy, ktoré nie st v Hartreeho-Fockovej aproximécii vobec zohladnené.

Podobne ako pri diskusii Hartreeho-Fockovej teérie je potrebné si v&imnit, Ze Kohnovu-Shamovu
rovnicu mozno pisat v tvare

Hysyy = ey, (53)

. . . . 2 o . .
s hermitovskym hamiltonidnom Hgkg = —QE—mVZ + Uks(r) s oby¢ajnou potencialnou energiou Ukg(r).™
Preto rieSenia prislichajuce réznym g; st automaticky ortogonalne a nemusime zavadzat dodato¢né
Lagrangeove multiplikdtory zaruc¢ujice ortogonalnost rieseni.

"TKohnova-Shamova metoda mé opit problém s vlastnymi interakciami elektrénov. Jednou z ciest, ako ich odstranit,
je rozlozit vymenno-korela¢ny funkcional na vymennu a korelaént ¢ast: Exc[p(r)] = Ex[p(r)] + Ec[p(r)] a vymenna Cast
Ey[p(r)] pocitat ako v Hartreeho-Fockovej metéde. Tak dostaneme tzv. Hartreeho-Fockovu-Kohnovu-Shamovu metodu,
t.j. Hartreeho-Fockovu metodu s uvazenim korelaénych efektov.

"®Rovnako ako pri metéde Hartreeho-Focka, tento potencial musi byt uréeny self-konzistentne.
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Vymenno-korela¢ny funkcional Ex.[p(r)] nie je znamy. Existuje vela empirickych funkcionalov; vy-
ber funkcionalu pre konkrétnu aplikaciu sa ¢asto robi metédou pokusov a omylov. V praxi pouZivané
funkcionély mozno rozdelit do dvoch velkych skupin:

Aprozimdcia lokdlnej hustoty (LDA):™ V tejto aproximacii predpokladame, Ze vymenno-korelaény fun-
kcional je oby¢ajnou funkciou hustoty v danom bode.

Aprozimdcia so zovseobecnenyimi gradientmi (GGA):0 V tejto aproximacii predpokladame, Ze vymenno
korela¢ny funkcional zavisi nielen od funkénej hodnoty hustoty v danom bode, ale aj od jej derivacii.

Metody rieSenia rovnice (53)

Schrodingerovu rovnicu (53) potrebujeme pri self-konzistentnom rieSeni problému vyriesit vela krat,
preto je potrebné pouzivat efektivne numerické metody. Jednou z beZzne pouzivanych metod je rozvinat
hladané funkcie ¢;(r) do uplného systému funkcii, ¢im sa problém (53) prevedie na problém z lineér-
nej algebry. Samozrejme, kazdy numericky vypocet pracuje iba s koneénou bézou, pozostavajicou z
povedzme M funkcii; v takom pripade potrebujeme diagonalizovat maticu M x M.

Existuju dve protichodné stratégie vyberu bazovych funkcii. Jedna stratégia berie za bazové funkcie
¢o najjednoduchsie vlnové funkcie, aby bol vypocet potrebnych maticovych elementov ¢o najlacnejsi.
V pripade atomov a molekul (t.j. v kvantovej chémii) sa pre radialne vlnové funkcie obvykle volia
gaussiany okolo jadier. V pripade krystalov sa volia oby¢ajné rovinné viny. Povedzme, Ze hladame
Blochovu vlnovi funkciu prislusni k vlnovému vektoru k z 1. Brillouinovej zony. Z Blochovej vety
vieme, Ze takito vlnovi funkciu dostaneme rozvojom

Yi(r) = \k Z ek (K)e' )T
K

kde K st vektory recipro¢nej mriezky. Ak chceme popisat vlnové funkcie, ktoré sa menia na dizke d,
potom potrebujeme uvézit vlnové vektory K, ktorych velkost je aspon K ~ 2x/d. Ak potrebujeme
opisat pasy, ktoré vznikaju z atomarnych orbitalov s vysokymi kvantovymi ¢islami (a teda maju vela
nulovych bodov), potom dizka d moze byt omnoho mengia nez mriezkova konstanta a preto budeme
potrebovat vel'ky pocet rovinnych vin M ; bezne sa pouzivaju radovo tisice. To znamena, Ze potrebujeme
Studovat (pre kazdy vlnovy vektor k) velké matice M x M. Nastastie nepotrebujeme poznat celé
vlnovych funkcii.®! P je pocéet energetickych pasov, ktoré takto dostaneme. Obvykle za P berieme o
nieco vacSie Cislo, neZ je pocet obsadenych pésov.

Druhé stratégia optimalizuje vyber bazovych funkcii tak, aby bolo moZné pracovat s malymi M. V
pripade krystalov tato stratégia znamena vyber pomerne komplikovanych vinovych funkcii popisanych
akronymami ako LAPW a LMTO. Tymto metédam sa v8ak nebudeme venovat.

Pseudopotencialy

Metody, o ktorych sme zatial hovorili, popisuja pohyb vSetkych elektronov. Takyto pristup je vSak
obvykle zbytocne komplikovany. Skiimajme napriklad pasovi Struktaru medi. Z experimentov de Ha-
asovho - van Alphenovho typu vieme, %Ze med maé jedini Fermiho plochu, ktora je takmer gulova a jej
vel'kost zodpoveda 1 elektronu na atém. Presne tieto vysledky mozno oc¢akavat z naivnych tvah, kedze
elektronova konfiguracia atomu medi je Cu=[Ar| 3d10 4s'. Teda z 29 elektréonov medi je za elektrické
vlastnosti zodpovedny jediny elektréon a 28 elektréonov vytvara inertné “vnutorné supky”. Naviac, tvar
Fermiho plochy indikuje, Ze valenény elektron je takmer volny. Je teda namieste otézka, ¢i vieme skon-
gtruovat teoriu, ktora spravne popise valencné elektrony a ktora zaroveii napr. pre med vysvetli, preco
st tieto elektrony takmer volné.

Nech [tx) je blochovska vinova funkcia 4s elektronu medi s vinovym vektorom k. Dalej nech |ny)
st normalizované blochovské vinové funkcie s tym istym vlnovym vektorom prislusné vsetkym niz8im
(plne obsadenym) pasom. VInovi funkciu |1x) mozno samozrejme rozvintt do radu k) = Y g ck |Kk)
podl'a rovinnych vin |Ky) s vlnovymi vektormi k + K, ale, ako sme videli, tento rad musi obsahovat
vela ¢lenov, aby rezultujtica vinova funkcia |ix) bola ortogonélna ku vetkym vinovym funkciam |ny).

LDA=local density approximation.
803G A=generalized gradient approximation.
810 takychto metédach sa zmienime v prednaske 11.
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Uvazujme teraz o rozvoji vinovej funkcie [¢x) = > g ck |K}) podla tzv. ortogonalizovanych rovin-
nyjch vin
KL = [Ki) — Y |mie) (e[ Ke).-

n

VInové funkcie |Kj ) st pritom z konstrukcie ortogonalne ku vsetkym stavom z nizsich pasov. Oc¢aka-
vame, Ze na rozvoj vlnovej funkcie |¢x) podla |Kj ) bude potrebnych omnoho menej ¢lenov. Schrédin-
gerovu rovnicu H|vy) = €|1x) potom mozno zapisat nasledovne:

D kHIK) =D ek Y enilmi) (niKi) =2 > k[ Ki) = Y i > elmc) (me Kio),
K K n K

K n

kde sme vyuzili, Ze stavy |nk) su vlastnymi stavmi hamiltonianu: H|nk) = e,x|nxk). Predpokladajme
dalej, ze hamiltonian ma tvar H = —%VQ—%U (r). Skalarnym stc¢inom ziskanej Schrodingerovej rovnice
s rovinnou vlnou (Qy| dostaneme maticovi rovnicu ) g H(,QKC/K = ecb pre rozvojové koeficienty cb,
kde

h2Q2

HéQK = %5KQ + <Qk’U/(r)’Kk>7

a namiesto potencidlnej energie sme zaviedli tzv. pseudopotencidl U'(r):

U'(r) =U(x) + > (e — ) mae) (nue-

n

KedZe energie valen¢énych elektronov e st viacsie nez energie e, a kedZe projektory |ny)(nk| s pozi-
tivne definitné operatory, suma cez n je pozitivne definitna. Preto ofakavame, ze |(Ky|U'(r)|Ky)| <
|(Kk|U(r)|Kk)|- Ak podobna nerovnost plati aj pre nediagonalne maticové elementy (¢o predpokla-
dame), potom rozvoj podla ortogonalizovanych rovinnych vin konverguje naozaj rychlejsie v porovnani
s rozvojom podl'a oby¢ajnych rovinnych vin.

Teda pre stavy typu 4s je (z hladiska numeriky) jednoduchsie namiesto plnej Schrédingerovej
rovnice )y Hqrck = ecq riesit rovnicu ) g Hogcx = ecq, Vv ktorej potencidl U(r) nahradime
pseudopotenciadlom U’(r) s omnoho mensimi maticovymi elementmi medzi rovinnymi vlnami. Tento
pristup naviac ukazuje, preco sa stavy typu 4s spravaji ako takmer volné.

Vsimnime si, ze pseudopotencial U’(r) sa od oby¢ajnej potencialnej energie lisi dvomi ¢értami: po
prvé, U'(r) je funkciou vlastnej energie € a vinového vektora k a po druhé, U’(r) je nelokélny potencial,
t.j. vysledok posobenia pseudopotencialu v bode r na vinovi funkciu ¢ (r) zavisi od hodnot ¥ (r) v celom
priestore:

U'(x)g(r) = Ur)y(r) + Y (e = cui)onk(r) /d?’r’@;ik(r')w(r')-

Ak definiciu pseudopotencialu U’(r) aplikujeme na potencial jediného atomu, potom mozeme hovorit
o pseudopotenciali ako o charakteristike chemického prvku (alebo presnejsie sféricky symetrického i6nu
s plnymi vnitornymi Supkami; v nasom priklade ionu Cu™). V literattre sa takéto pseudopotencialy

¢asto parametrizuju v tvare U'(r) = — >, Vi[lm)(lm|, kde |lm) st sférické vlnové funkcie.
V praxi sa pouzivaju dva typy pseudopotencidlov: empirické pseudopotencidly a tzv. pseudopo-
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tencidly “z prvych principov”,®® ktoré sa obvykle konstruuju fitovanim predpovedi Kohnovej-Shamove;j
teorie pre v8etky elektrony. Na zaver pre konkrétnost uvedme jednoduchy fenomenologicky pseudopo-
tencial s tzv. prazdnym jadrom, ktory navrhol Ashcroft. Ide o lokalny sféricky symetricky pseudopo-
tencial, ktory je nulovy v tzv. jadre, t.j. pre r < R., a mimo jadra méa tvar coulombovského potencialu:
Ulr)=-— 4%2?7” kde Ze je celkovy néboj jadra a elektronov vnutornych supiek. Teda pseudopotencial
s prazdnym jadrom zavisi od jediného parametra R., ktory mozno ur¢it napr. fitovanim ac¢inného prie-
rezu pre rozptyl elektréonov na atéme.

Cvicenia
1. Pomocou Thomasovej-Fermiho teorie presktimajte zékladny stav atému s (velkym) proténovym ¢islom Z as N = Z
elektronmi, teda v rovnici (51) zoberte V(r) = — 4f :OQT‘ Vyrieste nasledovné ¢iastkové tlohy:

82Marder pripomina, Ze takéto pomenovanie slubuje privela, pretoze pri ich odvodeni sa pouZiva mnozstvo priblizeni.



81

a) Ukazte, ze p = 0. Navod: preskimajte rovnicu (51) pre r — oco.

b) Definujte potencial p(r) = 47TZ€‘;T = | dT:/_”lf,rl/) a pomocou (51) (t.j. c%pz/g(r) = ep(r)) ukézte, ze plati:
/2
2 Ze e Ze e (2mep(r)\®
— 2850y + Epr) = —ZE5(x) 4+ & (Zmeeln) ) T
V() €0 (r)+ €0 p(x) €0 (r) + €0 ch?
¢) Namiesto potencialu ¢(r) zavedte p(r) = 47rZleX(7") a s pomocou vztahu V?(1/r) = —4nwd(r) ukazte

e sy (0) + 28 ") = — 2oy + 3(

€0 dmeor €0 €0

om Ze? 8/2
ﬁéhreorX(r)) ’

1

7

Ukazte dalej, Ze tiito rovnicu mo#no prepisat do tvaru x”'(z) = 32 (x), kde x = 7. Zaviedli sme pritom charakteris-

tickt dizku [ = 1 (%)2/3 175 pre atom s atémovym &islom Z; ap je Bohrov polomer. Ukazte tiez, Ze funkcia x(z) ma
splhat okrajovii podmienku x(0) = 1.

d) Numericky rieste rovnicu pre x(x) s okrajovymi podmienkami x(0) = 1 a x(o0) = 0 (pre¢o?). Ukazte tiez, Ze pre velké
x mé rovnica pre x(zr) asymptotické rieSenie x(z) = %,2 Numericky ukaite, ze derivacia x’(0) je kone¢na a najdite jej
vel'kost.

e) Pomocou vztahu medzi p(r) a ¢(r) a pohybovej rovnice pre x(z) ukazte, ze plati

3222 *?(x 322% ' (x
o(z) = X () _ X" (@)

= = = 54
9m3a3, x3/2 9m3ay, (54)

Overte, ze plati [ d°rp(r) = Z. Navod: ukazte [ d’rp(r) = Z Iy dzax” (x), integral pocitajte per partes a pouzite zname
asymptotické spravanie funkcie x(z).
f) Vypocitajte celkovi energiu atomu E(Z). Navod: najprv dokazte “Hellmanovu-Feynmanovu” vetu

OF _ d?’rap(r) {ch—gpw?’(r)—i— ¢ /d?’r/ p(r') +V(r)} ¢ /dgr@ = ¢ /d?’r@.

oz~ 0z 2m 41eq |r —r/| " 4re r " dreg r

4fr2€0 fOZ ded?’r@.83 Integral cez r podcitajte vo sférickych suradniciach, pouzite

Pomocou nej ukazte, ze E(Z) = —
vysledok (54) a ukazte, Ze

B(Z) _ 16 (3n
EB s

1/3
= . ) [X'(00) = X' (0)] Z27/% = —1.53827/%.
Vysledok porovnajte s experimentalnymi tidajmi pre inertné plyny.
g) Zistite, ako rozmer atomu Skaluje s atomovym éislom Z. Navod: rozmer atému definujte ako taky polomer rg, vnutri
ktorého sa nachiadza Z — 1 elektrénov, ¢ize 4 ffoo dr rzp(r) = 1. Pri vypocte pouzite asymptotiku funkcie x(z) pre velké

x a overte konzistentnost takéhoto pribliZenia. Vysledok porovnajte s experimentalnymi idajmi pre inertné plyny.

10 Andersonov prechod kov-izolant

V tejto prednaske preskiimame pohyb neinteragujicich elektrénov v silno neusporiadanych médiach
pri nulovej teplote. Najprv metédou Greenovych funkcii ukédzeme, Ze v limite silnej neusporiadanosti
st vietky stavy elektronov lokalizované bez ohladu na typ mriezky. Potom metédou pribuznou metode
renormaliza¢nej grupy ukdzeme, ze v 1D a 2D systémoch st elektréonové stavy lokalizované pre aki-
kol'vek koneént hodnotu neusporiadanosti; preto prechod kov-izolant pri zvySovani neusporiadanosti
je mozny iba v 3D systémoch. Literattara: Phillips, Marder, Ziman, I1.4, I11.4.

Lokatorovy rozvoj
Skumajme pohyb neinteragujucich elektronov na mriezke s nadhodnym potencidlom. Hamiltonian sys-
tému je totozny s modelom skiimanym v kapitole 4:34

H=Hy+H; Hy=)» Vicley  H =-tY (clej+cley).
i (i)

Pre jednoduchost budeme opét predpokladat, Ze potencial V; v bode ¢ je ndhodny a nezavisly od inych
bodov mriezky. Naviac budeme predpokladat, Ze rozdelovacia funkcia P(V) je rovnaka pre vSetky

83Presvedéte sa, ze N elektronov v skatuli s objemom V — 0o ma energiu zakladného stavu E(Z=0)—0.
84V tejto prednaske pracujeme v kanonickom formalizme, preto v hamiltoniane nevystupuje ¢len tmerny .
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mriezkové body a ma tzv. krabicovy tvar P(V) =  pre [V| < %, inak P(V) = 0. Teda W je mierou
neusporiadanosti studovaného systému. Na rozdiel od kapitoly 4 sa teraz zaujimame o pripad silnej
neusporiadanosti, W > t. Preto sme hamiltonian rozdelili inym sposobom: za velkt (neporuseni) ¢ast
hamiltonidnu berieme sadu lokdlnych hamiltonianov Hy a za poruchu berieme tunelovanie elektrénov
medzi réznymi bodmi mriezky.

Opét budeme skumat Greenovu funkciu G(m, j, 7), pre ktora sme odvodili pohybovi rovnicu (20),
v ktorej berieme t;,, = t pre susedné body ¢,m a inak t;,, = 0. Rovnica pre Greenovu funkciu g
neporuseného systému je samozrejme ind ako v (20), pretoZe sme zmenili definiciu Hp, a mé tvar

[5)7 + V;] 9(1,J,7) = —0350().

Podobne ako v kapitole 4 teraz lahko overime, Ze diferencialnu rovnicu pre G(m, j, 7) mozno pomocou
Greenovej funkcie neporuseného systému g(m, j, 7) prepisat ako integralnu rovnicu

B
G(m.j,7) = glm, jy) = 3 /0 dr'g(m, b, 7 — )Gl 7,
kl

alebo po Fourierovej transformécii

é(m7j7 wn) - g(m7j7 wn) - Z?(mv ka wn)tkla(L]? wn)u
kl
kde g(i,j,wn) = iwi’f V- Ak teraz prejdeme od Matsubarovych Greenovych funkcii k retardovanym
funkciam, ktoré oznacime G,j(w) a gm(w) = g(m,m,w), integralnu rovnicu pre G,j(w) mozeme
zapisat v tvare G (w) = gm(w)dmj — Y gm(w)tmiGij(w) alebo ekvivalentne ako nekoneény rozvoj

Gmj(w) = gmOmj — Gmtmjgi + O GmtmigitiiG; — Y Gmtriditiegntrigs + - - -
l Lk

kde na pravej strane explicitne neuvadzame zavislosti od frekvencie w.
Anderson $tudoval spravanie tzv. lokdlnej Greenovej funkcie Gp(w) = Guum(w). Lahko nahliad-
neme, ze na hyperkubickej mriezke ku G, (w) prispievaji iba ¢leny s parnym poc¢tom preskokov ;:

Gm(w) = gm + Z ImtmiGitimGm + Z ImEmigitikgkte;9itimGm + - - .
1 lkj

Lokalne Greenove g,(w) funkcie niekedy skratene nazyvame lokdtormi, na rozdiel od Greenovych
funkeii Go(k,w) pri fixovanej hybnosti k, ktoré nazyvame propagdtormi. Rozvoj podla mocnin g, (w)
sa v literature zvykne nazyvat lokdtorovym rozvojom.

Cleny lokdtorového rozvoja pre bod m moZno interpretovat ako uzavreté drahy elektronu, ktorych
pociatocny aj konecény bod je m. Treba si uvedomit, Ze pocas svojho putovania sa elektréon mohol
docasne vratit do bodu m a nasledne ho opustit. Nekone¢ny rozvoj lokalnej Greenovej funkcie mozeme
zjednodusit zavedenim vlastnej energie ¥,,(w), ktort definujeme ako fragment lokatorového rozvoja
neobsahujici bod m. Tak dostaneme G, (w) = gm(w) + Gm (W)X (W)Gp(w), kde

' '
Ym(w) = Z tmiGitim + Ztmlgltlkgktkjgjtjm + ...
/ 1k

a Ciarka nad sumou znamend, Zze sumacie sa vedu cez mriezkové body rozne od m. Ak vyuZijeme
explicitny tvar Greenovej funkcie g, (w), dostaneme Dysonovu rovnicu pre lokator systému s kone¢nymi
preskokovymi amplitidami medzi bodmi mriezky

1

Gm(w) = wtiy— Vi — S (w)’
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Pripominame, Ze dosial sformulovana teéria je presna.

Kritérium lokalizovanosti®®
V tomto odstavci budeme analyzovat spektralnu funkciu A,,(w) pre lokator G,,(w). Podla kapitoly 4

2
pri teplote T' = 0 dostéavame A, (w) = ) U(n|c;rn|0>‘ 5(w — By + Eo) + |(n|em|0)]? 6(w — Eo + En)] )

n

kde suma beZzi cez vSetky (mnohocasticové) vlastné stavy |n) hamiltonianu H s po¢tom elektrénov,
ktory sa 1isi o jednotku od poctu elektronov v referenénom stave |0). AvSak, kedze H popisuje systém
neinteragujucich elektronov, pripustné stavy |n) sa od stavu |0) mézu lisit iba zmenou obsadenosti
jedného z jednocasticovych vlastnych stavov hamiltonianu H, povedzme stavu |«a) s energiou ¢, a
vlnovou funkciou ¢4(m). Preto plati presny vztah

An(@) = 3 [Galm) 25w — 20).

67

Vsimnime si, ze ffooo dwAp,(w) = 1, ¢o vyplyva z aplnosti systému vlnovych funkcii ¢q(m), t.j. z
podmienky > |¢a(m)|?> = 1. Vychadzajac z presného vyrazu pre A,,(w) teraz preskiimame tvar
funkcie A,,(w) v limitnych pripadoch malej a velkej neusporiadanosti.

Zacnime pripadom t > W, kedy o¢akavame delokalizované vlnové funkcie ¢, (m). Inymi slovami,
v mriezke s A’ bodmi by pre Tubovolny bod malo platit |¢q (m)|* ~ ﬁ Naviac o¢akavame, ze vlastné
energie €, kvazispojito, t.j. s rozostupmi tmernymi %, vyplitaju pas dovolenych energii. V takomto
pripade teda spektralna funkcia A,,(w) pozostava z hustej sady pikov s rozostupmi tumernymi %,
pri¢om vaha kazdého z pikov je tiez radu NI- Ak za 7y vezmeme energiu Gimerni ng, kde exponent p
lez{ medzi 0 a 1, potom v limite N' — oo bude A,,(w) spojitou funkciou frekvencie w.

V opacnej limite t = 0 mame A,,(w) = §(w — V), t.j. cela spektralna vaha je vycerpana jedinou
delta-funkciou. Anderson poukazal na to, Ze v limite malych (ale kone¢nych) ¢t < W by vsetky stavy
mali byt lokalizované. V takom pripade by spektralna funkcia v (Tubovolnom, ale pevne zvolenom)
bode m mala pozostavat zo sady delta-funkénych pikov pri energiach e, s vdhami |¢,(m)[?, pricom
tieto vahy budid rddu 1 iba pre koneény pocet stavov, ktoré si lokalizované v blizkosti skimaného
bodu m. Pre rézne volby bodu m vSak dostéavame rozne sady delta-funkénych pikov s vahami radu
1. Preskimajme preto spravanie celkovej hustoty stavov, t.j. vahy, s ktorou mozno elektrony vkladat
alebo vyberat do systému bez ohl'adu na mriezkovy bod, kde sa tak stane:

Nw)=> Anw) =) 6(w—ca).

Kedze o¢akavame, Ze spektrum energii ¢, je kvazispojité, ak za v opat vezmeme energiu imerni Nl,ﬁ,
hustota stavov N(w) (na rozdiel od funkcie A,,(w)) bude spojitou funkciou energie aj v lokalizovanom
rezime. Anderson v tejto suvislosti o lokalizovanom rezime hovori ako o kontinuu v energii, ale nie v
priestore.

Teraz sa vratime k poruchovej teorii podla H' a spektralnu funkciu A,,(w) vyjadrime pomocou
Dysonovej rovnice pre Gy, (w). Ak realnu a imaginarnu ¢ast vlastnej energie ozna¢ime ¥, (w) = Ep, (w)—
il'ym (w), dostaneme:

1 v+T'm
7T(W_V;n_E‘m)2+(’7'*‘1_‘171)2‘

Existuju dve moznosti, ako moze byt spektralna funkcia pri frekvencii w v limite v — 0 nenulova:

(i) Prvou moznostou je, ze I'y,(w) # 0. V tomto pripade o¢akavame, ze A,,(w) je hladkou funkciou
w; preto tento pripad zodpovedé pripadu delokalizovanych stavov.

(ii) Druhou moznostou je pripad I'y, (w) = 0 a zéroven w = Vp,+Ep, (w). V takomto pripade obsahuje
Ap(w) delta-funkény prispevok. Ako sme explicitne videli v kapitole 4, pre (trividlny) pripad mriezky
s jednym defektnym bodom toto rieSenie zodpoveda viazanému alebo antiviazanému stavu mimo pasu
dovolenych energii, lokalizované stavy vSak vtedy vytvaraju diskrétne spektrum. Na druhej strane,
o (netrividlnej) Andersonovej lokalizacii hovorime vtedy, ak energie lokalizovanych stavov vytvaraju
kontinuum. Preto Anderson ako kritérium lokalizacie navrhol skimat funkciu I'y,(w) v limite v — 0:

Ap(w) = —%Ime(w) _

85V tomto odstavci sa opierame o vyklad v nobelovskej prednaske P.W. Anderson, Rev. Mod. Phys. 50, 191 (1978).
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Ak v spojitom spektre identifikujeme interval energii, v ktorom I',,(w) = 0,
potom hovorime o Andersonovej lokalizacii stavov v tomto intervale.

Self-konzistentna tedria lokalizacie®®

Doteraz skonstruovana teéria pre G, (w) je presna. V dalsom vyklade je potrebné urobit zjednodu-
Senia. Prvym priblizenim je, Ze vlastnii energiu odhadneme pomocou najjednoduchsieho diagramu v
lokdtorovom rozvoji, v ktorom v8ak neporusent Greenovu funkciu g;(w) nahradime plnou lokalnou
Greenovou funkciou Gj(w):87

1
Em S —
(w) t I(Em) Gl(w) t l;m) W+ iy — Vi — El(w)a

kde symbol [(m) oznacuje mriezkové body [ susediace s bodom m. V druhej rovnici sme pouzili Dyso-
novu rovnicu pre lokator. Dostali sme teda sadu self-konzistentnych rovnic pre vlastné energie ¥, (w).
Ak uvazime, ze vlastné energie st komplexné funkcie, rovnice pre X, moZeme pisat ako dve rovnice
pre redlnu a imaginarnu cast:

-V, — E v+ 1Yy
E,,(w = 2 d , I'(w = 2 .
() l(%:)(w—w—E,)%r(wrFl)? (@) %(W—W—El)%r(wrl)?

Kedze spektra hamiltonianov Hy aj H' st (po stredovani) symetrické okolo w = 0, o¢akavame, Ze
aj spektrum plného hamiltonianu je (po stredovani) symetrické okolo w = 0. Odteraz sa preto budeme
zaujimat len o stavy s energiou w ~ 0, t.j. o stavy v blizkosti stredu pasu,®® pre ktoré mozeme zvolit
rieSenie rovnice pre redlnu cast vlastnej energie v tvare E; = 0.

V dalsom vyklade budeme predpokladat, Ze sa nachadzame vo faze izolantu, a preto pre v — 0
budeme Ziadat, aby I' — 0. Kriticki hodnotu neusporiadanosti W, pre prechod izolant-kov potom
ur¢ime ako minimalnu hodnotu parametra W, pri ktorej eSte stile dostavame konzistentna teodriu.

Ak pouzijeme nase predpoklady w = E; = 0 a v — 0 a ak namiesto I'; zavedieme bezrozmernii
veli¢inu y; = %, ktora by v limite v — 0 mala nadobtdat konstantnt hodnotu, rovnicu pre imaginarnu
Gast vlastnej energie mozeme zjednodusit na nasledovny tvar:

1+u
Ym =12 7 (55)
(m)

KIa¢ovym bodom Andersonovej analyzy je, Ze na tomto mieste nezacal pocitat stredni hodnotu
Ym, ale pocital hustotu pravdepodobnosti p(y), Ze imaginarna ¢ast vlastnej energie nadobtida hodnotu
I' = yy. Slovami Andersona: Ziaden redlny atom nie je priemerngm atdmom a Ziaden experiment sa
nerobi na subore vzoriek, preto potrebujeme poznat pravdepodobnosti vysledkov a nie iba stredné
hodnoty vysledkov.

Nasim cielom teda bude vypocitat funkciu p(y). Téato funkcia nezévisizod polohy bodu m, ale zavisi
2 (1+y)

V2

od W. Najprv vypoc¢itajme hustotu pravdepodobnosti 7 (g;), Ze funkcia nadobuda hodnotu ¢;.

1
KedZe hodnoty V; st popisané rozdelenim pravdepodobnosti P(V;), Tahko nahliadneme, Ze

w/ )
m(er) =/ : dVlP(Vl)/O dyip(y1)0 [M - 81} : (56)

—W/2 V?

Podobne, ak budeme skimat mriezku s koordina¢nym ¢islom z, potom z rovnice (55) vyplyva, Ze pre
hustotu pravdepodobnosti p(y) plati vztah

p(y)—/Ooodz’:‘l.../(;Oodz’:‘zﬂ'(&“l)...7'('(62)5(51+---+5z_y)'

86pri vyklade sledujeme pracu R. Abou-Chacra, P.W. Anderson, and D.J. Thouless, J. Phys. C 6, 1734 (1973).

87V tomto kroku sme nekoneény rad pre ¥, nahradili inym nekoneénym radom. Tento krok bohuzial nie je celkom pod
kontrolou. Teéria Andersonovej lokalizacie preto nie je uzavreta. Najspolahlivejsie informécie nam poskytuji numerické
simulacie, pozri napriklad P. Markos, acta physica slovaca 56, 561 (2006).

88V odstavci o skalovacej teérii uvidime, Ze stavy v blizkosti stredu pasu je najtazsie lokalizovat, teda kriticka hodnota
W, ktort najdeme, bude postacovat na lokalizovanie vSetkych stavov.
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Ak teraz za hustotu pravdepodobnosti 7(¢;) dosadime jej vyjadrenie (56), napokon dostaneme integ-
ralnu rovnicu pre hustotu pravdepodobnosti p(y):

p(y) = / dal.../ d525(€1+...+5z—y)/ dyl.../ dy.p(y1) ... p(yz)
0 0 0 0

/dm‘“/dnpa@.upwgar%a;y”—54.”5r%a;%”—g4.

Vo zvysku tohto odstavca budeme integralnu rovnicu pre p(y) rie$it pomocou Laplaceovej trans-
formacie od p(y) k funkeii f(7) = [ dyp(y)e¥". Aplikovanim operécie [;* dye " na obe strany
integralnej rovnice dostaneme po jednoduchej uprave nasledovna integralnu rovnicu pre f(7):

s =[[aveme e (33)]

Ak uvazime explicitny tvar rozdelenia P(V), integralnu rovnicu pre f(7) mozno zjednodusit na tvar:

W/2 27
)7 = dve VEf(— ). 57
W/W/2 ©7 f<V2> 57)

Teraz nam zostava zistit, za akych podmienok ma rovnica (57) akceptovatelné rieSenia. Najprv si
v8imnime, Ze z normovanosti hustoty pravdepodobnosti p(y) dostaneme podmienku f(0) = 1 Preto
pre malé 7 budeme predpokladat, ze f(7) ~ 1 — Ar?. Naviac budeme Ziadat, aby 0 < 8 < L, pozri
cvicenia. Ak tento ansatz dosadime do integralnej rovnice (57), porovnanim mocnin pri 78 na laveJ a
pravej strane dostaneme podmienku pre koeficient 5:

lnE—iln i
2t 28 1-28

Skiimajme prava stranu ako funkciu 8. Pre § iduce k 0 alebo 1/2 prava strana diverguje, kym medzi
tymito hodnotami existuje minimum v bode .. Hodnota (. je pritom implicitne dané rovnicou
1 1 z
= In .
1- 2Bc 2Bc 1- QBC

KedZe minimélna hodnota W, pre ktora mozno integralnu rovnicu pre f(7) riesit, je dana vztahom

(58)

In & oF = ming { In £ 26} Vzvt" = 1712 A Tito rovnicu mozno prepisat ako
self-konzistentnt rovnicu pre W,:8

We W,

— =ezln—

2t 2t

Napriklad pre z = 6 odtialto dostaneme C ~ 69 a [B. ~ 0.38. Veli¢inu W, treba interpretovat ako
kritickd hodnotu neusporiadanosti prechodu izolant-kov: pre W > W, totiz vieme najst funkciu f(7)
vychadzajtc z predpokladu o izolujicom spravani. V tejto oblasti teda dostavame konzistentni teériu
pre izolanty. Naopak, pre W < W, nie je predpoklad o izolujiicom sprévani vnitorne konzistentny.
Tito skuto¢nost interpretujeme ako nestabilitu izolantu voci delokalizéicii elektronov.

Podla self-konzistentnej teorie lokalizacie kritickd hodnota neusporiadanosti W,/t zavisi iba od
koordina¢ného ¢isla z mriezky a napr. v 1D a 2D systémoch mé koneént hodnotu. Ako ukédZeme v na-
sledujucom vyklade, tento vysledok self-konzistentnej tedrie lokalizacie je v8ak kvalitativne nespravny.
7da sa, ze self-konzistentna teéria podhodnocuje tendenciu k lokalizécii.

Skalovacia teéria lokalizacie
Skumajme vodivost GG hyperkubickej vzorky s hranou L v d rozmeroch. Napétie V' nech je aplikované
pozdlz jednej z hran. Predpokladame, 7Ze vzorka je efektivne izotrépna, preto vodivost je skalarna

89Rovnicu (58) mozno prepisat do tvaru ﬁ — 1 = In{—%5, preto minimalna hodnota W, musf splhat vztah
In WC —1=1In1"55 e . Exponenciovanim oboch stran dostaneme WC =i 12 7o kde e je zadkladom prirodzenych logaritmov.
Ak na pravej strane vyuzijeme vztah W =In tc, napokon dostaneme spominany vysledok.
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veli¢ina a prud I = GV tecie v smere aplikovaného napétia. Bude nas zaujimat zavislost G od velkosti
L vzorky. Najprv preskimame limitné pripady slabej a silnej neusporiadanosti.?

Za¢nime pripadom slabej neusporiadanosti. V tomto pripade predpokladame, Ze mozno zaviest
mernii vodivost o. Odpor vzorky bude priamo timerny jej dizke L a nepriamo timerny jej prierezu
S=1L%"tj R=0"'L/S, ¢o mozno pisat v tvare G = % = o L%2. V&imnime si, Ze ¢ je materialova
konstanta nezavisla od velkosti vzorky L.

V limite silnej neusporiadanosti ocakavame, Ze elektrony buda lokalizované, t.j. vinové funkcia stavu
o bude exponencialne klesat so vzdialenostou od “stredu” vlnovej funkcie rq: |tho(r)| ox e~ —ral/a kde
&, je polomer lokalizacie stavu a. Intuitivne je zrejmé, ze takéto vinové funkcie prispievaji k transportu
naboja z jedného konca vzorky na druhy, t.j. o vzdialenost L, iba faktorom amernym e ¢»L/¢ kde
¢islo ¢, réadu 1 zavisi od polohy stredu vinovej funkcie a vo vzorke. Pre sucet prispevkov vsetkych
stavov, t.j. pre vodivost vzorky G(L), potom bude platit G(L) o e ¢L/¢ kde £ je charakteristicky
polomer lokalizéacie vo vzorke.”!

V&imnime si, Ze rozmer vodivosti G je rovnaky ako rozmer kombinacie fundamentélnych konstant
%, kde e je naboj elektréonu a h je Planckova konstanta. Preto namiesto o vodivosti G budeme odteraz
hovorit o bezrozmernej vodivosti g, pricom G = %g.

Teraz za¢neme riesit nasledovnu tlohu. Vyberieme si velkost referencnej vzorky Lg a jej bezroz-
mernt vodivost ozna¢ime g(Lg). Budeme sa pytat, ako sa pri zvicSovani vzorky na rozmer L = Loe!
(kde t > 0) meni jej vodivost g(L). Tuto tlohu budeme riesit formulovanim diferenciilnej rovnice pre
g(t). Pri jej hl'adani opét rozlisime limitné pripady dobre vodivej a lokalizovanej vzorky.

Ak vzorku velkosti L moZeme povaZovat za dobre vodivi, potom zo vztahu g = 6%JLd_2 vyplyva,
Ze pri infinitezimalnom zvacseni vzorky o dL dostaneme zmenu vodivosti dg, pri¢om 3—% = (d— 2)%
alebo

dlng
=d—2.
dt
Na druhej strane, ak je vzorka velkosti L lokalizovana, potom na zéklade vztahu g(L) = ke €L
dostaneme j—g = —£9(L) alebo
dl
dI;g =Ing—Ink=lIng,

kde posledné priblizna rovnost plati v limite L > &£, kedZe konstanta k je radu 1.

Zakladnym predpokladom Skéilovacej tedrie lokalizécie je, Ze diferencidlne rovnice pre %, ktoré
sme odvodili v limitnych pripadoch dobre a zle vodivych vzoriek, moZno zovSeobecnit pre vSetky
hodnoty g zavedenim pojmu beta funkcie 3(g), pozri kapitolu 3:

dlng
dt

B(9)- (59)

Spravanie funkcie 5(g) pre velké a malé hodnoty g sme uz nasli: pre malé hodnoty ¢ plati 5(g) ~
Ing < 0 bez ohladu na rozmernost systému. Na druhej strane, pre velké hodnoty g je 5(g) = d — 2,
Cize B > 0 pre trojrozmerné systémy s d = 3, § = 0 pre dvojrozmerné systémy s d = 2 a § < 0 pre
jednorozmerné systémy s d = 1. Ak naviac predpokladame, Ze beta funkcia je monoténne rastica a
hladka, pre d = 1,2, 3 dostaneme priebeh funkcie 5(g) schematicky znézorneny na obrazku 21.
éipky na obrazku 21 zobrazuju, ako sa meni vodivost g (alebo ekvivalentne Ing) pri raste velkosti
systému L: v oblastiach s $(g) < 0 narast velkosti systému vedie k poklesu jeho vodivosti, kym v
oblastiach s (g) > 0 s rastom L vodivost rastie. Z obrazka je zrejmé, ze v 1D a 2D systémoch
dostaneme g — 0 v limite L — oo bez ohladu na hodnotu referencnej vodivosti g(Lg).?? To znamena,
ze vSetky makroskopické 1D a 2D vzorky st izolanty. V 3D systémoch v8ak mé rovnica B(g) = 0
riefenie v bode g = g.. Ak teda vodivost referenénej vzorky splita nerovnost g(Lg) > g, potom s
rastom L vodivost rastie a v limite L — oo diverguje. Takato vzorka je teda kovova.

99 Ako sme zdéraznili v predoslom odstavci, pri $tiadiu nahodnych systémov by sme mali studovat pravdepodobnostné
rozdelenia P(G) vodivosti stiboru rovnako pripravenych vzoriek. V tomto odstavei skimame jednoduchsiu otazku o
zavislosti “charakteristickej” vodivosti G [napr. maxima Gmax rozdelenia P(G)] od linearneho rozmeru vzorky L.

91Vysledok tohto typu sme dostali explicitnym vypo¢tom pre 1D systém v IIL.4.

92Pre 1D systémy sme tento vysledok ukézali explicitnym vypoctom v IIL.4.
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Obr. 21: Kvalitativny naért beta funkcie pre jedno-, dvoj- a trojrozmerné systémy (d = 1,2, 3).

S existenciou kritickej hodnoty vodivosti g. stvisi dolezity pojem medze pohyblivosti zavedeny v
I1.4. Na zéklade Drudeho formuly o = %27 totiz oCakavame, Ze vodivost g je mala, ak vodivostny
pas je takmer plny alebo takmer prazdny, pretoZe vtedy koncentracia n nosi¢ov néboja (dier alebo
elektronov) je mala. Preto ak sa Fermiho energia nachadza dostato¢ne blizko ku krajom pésu, potom
g < ge a vzorky st nevodivé.”?® Na druhej strane, ak vzorka neobsahuje prilis vela defektov, potom
moZe existovat interval hodnot Fermiho energie v blizkosti stredu péasu (g,,1, em2), pre ktory si vzorky
kovové. Energie €1 a €2 sa nazyvaji medzami pohyblivosti. Pri zvySovani neusporiadanosti W sa
energie €,1 a €p2 navzajom priblizuja, az pri medznej hodnote W, sa vSetky stavy v pase stani
lokalizovanymi.

Pri numerickom $tidiu Andersonovho prechodu kov-izolant je uzito¢né poznat funkény tvar zavis-
losti vodivosti g systému v blizkosti kritického bodu kov/izolant od velkosti vzorky L. Ttuto zéavislost
mozno najst pomocou §kalovacej tedrie lokalizacie: Za referenént velkost Ly vezmime najmengiu Studo-
vanti mriezku®* a predpokladajme, Ze hodnota referen¢énej vodivosti go = g(Lo) je blizka ku g.. Ak teraz
beta funkciu v blizkosti bodu g, aproximujeme vztahom £(g) ~ 9,/_—9‘10,95 pre g(L) na mriezkach velkosti

— t . oy 99 99 g 5 ~ ; T dg ~ 9=9gc
L = Lge" dostaneme rovnicu 3 = g TR ktori mozno pre g ~ g. zjednodusit na tvar 7 ~ 7.

. . . L ..
Integrovanim tejto rovnice dostaneme |’ Lo gi—% R~ %, alebo explicitne
(&

9(L) ~ ge + (90 — gc) <LLO)1/V.

Tento vysledok samozrejme plati len pre nie prilis velké mriezky, pretoze pouZzité aproximacie platia
iba pre g = g.. Vysledok pre zéavislost vodivosti od velkosti systému mozeme zapisat aj v tvare g(L) =

ge |1 (L/)], ke
£=1Lg <gc>y
‘g(] - gc’

Dlzkovéa gkala ¢ teda plne popisuje vlastnosti vzorky blizko kritického bodu. Naviac, ¢ diverguje v
kritickom bode. Preto je prirodzené jej priradit jednoduchy fyzikalny zmysel: na izolujtcej strane pre-
chodu kov-izolant, t.j. pre gy — g. < 0, je dlzka & totozna s lokalizaénou dlzkou.

93Drudeho formula obvykle celkom dobre popisuje elektrickit vodivost. Hoci sa podla tejto formuly zd4, Ze k vodivosti
prispievajua v8etky elektrony (aj tie hlboko vo Fermiho mori) nie je tomu tak a v skutoénosti vodivost ovplyviuja iba
elektréony v blizkosti Fermiho energie, pozri napr. 1.18. Teda fakt, Ze vzorka je nevodiva, znamené, Ze pri Fermiho energii
vzorky sa nachadzaju lokalizované stavy.

9Hodnota Lo viak musi byt dostatoéne velka, aby sme mohli pouzit skalovaciu teoriu. Dlzka Lo by urcite mala byt
omnoho vécsia nez mriezkova konstanta.

9Tu sa nachadzame v zaujimavej situcii. Presny tvar funkcie 8(g) nie je analyticky znamy, teda ani hodnoty g. a
v nie st a priori zname. Predpokladame vsak, Ze uvedena formula plati. Z numerickych simulécii funkcie g(L) potom
moZno uréit napriklad parameter v.
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Cvicéenia

1. Numericky vyrieste rovnicu (57) pre funkciu f(7). Overte ansatz f(7) ~ 1 — Ar? pre malé 7.

11 Neporuchové metody: exaktna diagonalizacia

V tejto prednaske riesime Schrédingerovu rovnicu mnohocasticového problému jej preformulovanim
na ulohu o diagonalizacii matic. Zaoberdame sa pritom dvomi tlohami: (i) ako mozno minimalizovat
rozmer matic a (ii) ako mozno efektivne hladat minimalne vlastné ¢islo a k nemu prislusny vlastny
vektor. Literatura: SISSA.

Pod exaktnou diagonalizaciou rozumieme priame rieSenie mnohocasticového problému. Skimajme po-
vedzme antiferomagneticky Heisenbergov model pre spiny S = 1/2 na $tvorcovej mriezke s N = N x N
mriezkovymi bodmi a periodickymi okrajovymi podmienkami. Fockov priestor tohto modelu ma vel-
kost D = 2V a obsahuje tzv. spinové konfiguracie |1). Numerické rieSenie potom pozostava z dvoch
krokov:

1. vypocitat maticové elementy hamiltonianu (¢|H|x) pre vSetky dvojice stavov |[¢) a |x)

2. diagonalizovat hamiltonian, t.j. maticu prvkov (¢|H|x) s rozmermi D x D.

Hlavnou komplikiciou je, Ze D velmi rychlo rastie s lineArnym rozmerom mriezky N. Napriklad
pre N = 6 dostaneme D ~ 6.9 x 10'Y. Teda dokonca ani mriezka 6 x 6 zrejme nebude hrubou silou
zvladnutelna.

Pokial méame do ¢nenia s problémom, ktorého jednocasticovy Hilbertov priestor je nekonec¢ny,
pred prvy krok musime zaradit eSte jeden krok: musime sa obmedzit na kone¢nd sadu jednocastico-
vych stavov. Obvykle berieme do tvahy povedzme M najnizsich jednocasticovych orbitélov a pre tito
vol'bu rieSime uz popisant tlohu. Striktne vzaté, po vyrieSeni tlohy pre dané M by sme mali overit
konvergenciu vysledkov pri zvic¢sovani M.

Nasledujici priklad ukazuje, ako s vyuZzitim symetrie problému vhodnou vol'bou bazy moZno ma-
ticu D x D previest na blokovo diagonalny tvar, a teda na diagonalizaciu mengich matic.

Priklad: molekula Hs

Skimajme nasledovny najjednoduchsi model pre molekulu vodika. Hilbertov priestor jednocasticovych
stavov nech pozostéva iba z dvoch ortonormélnych orbitalov: orbital |1) je lokalizovany v blizkosti
atomu 1 a (identicky) orbital |2) sa nachadza v blizkosti atému 2.%° Predpokladdme, ze molekulu
vodika mozno opisat nasledovnym hamiltonidnom:

H=—t Z(CJ{UCQU + Cgo.clo') + U(nmnu + RQTnu), (60)
o

v ktorom prvy ¢len popisuje tunelovanie elektrénov medzi stavmi |1) a |2), pricom amplituda tunelo-
vania je t. Druhy ¢len (v ktorom ng, = ChorCas je operator po¢tu elektronov v orbitéli |«)) modeluje
coulombovsku interakciu medzi elektronmi. Pripominame, Ze plnt coulombovsku interakciu V(x —y)
by bolo treba popisat hamiltonidnom H .quiomb = % > By Yoo’ Vag(s,yCLgCEU,CgU/C,YO-, kde

Vagoy = / d*x / Py (x) o5V (x — y)es(y) ().

V nasom tzv. Hubbardovom modeli (60) zanedbavame vsetky ¢leny Vagsy okrem Vii11 = Vagos = U,
pretoze st obvykle omnoho mensie nez U.

Kedze v molekule vodika st 2 elektrony, Fockov priestor pozostiva z =

21(4—2)!
clgcgg,|0>. Teda na vyrieSenie tlohy o zakladnom stave molekuly vodika potrebujeme diagonalizovat
hamiltonian s maticou 6 x 6. UkéZeme, Ze s vyuzitim symetrii mozno tuto ulohu vyriesit analyticky:.
Zacfnime pozorovanim, Ze molekula vodika mé& zrkadlova symetriu. Formalne tato symetriu popi-
Seme pomocou operatora parity P, ktory vymiena indexy 1 a 2, t.j. PCIUP = cga a Pcio P = ca-

= 6 stavov typu

9 QOrbitaly |1) a |2) si mozno predstavit ako ortonormalizované orbitaly typu 1s atomov 1 a 2.
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Naviac ziadame, aby P? = 1. Predpokladame tieZ, Ze vdkuum je symetrické voéi P, t.j. P|0) = |0).
Okrem zrkadlovej symetrie ocakavame, ze hamiltonian (60) sa nezmeni ani pri natoceni kvantovacej
osi pre spin. Formalnym prejavom tychto symetrii je, Ze operator parity, operator celkového spinu S?
a operator S* komponenty celkového spinu v smere z komutuji s hamiltonidanom (60). Da sa ukazat
(pozri cvicenia), Ze operatory H,S2, 5%, P vytvaraji systém komutujicich operatorov:

[H,P] = [H,S8? =[H,S*] =[P,S?| =[P,5*] = 0. (61)

Vdaka vysledku (61) mozeme vlastné stavy hamiltonianu volit ako vlastné stavy operatorov P, S?
a S*%. V dalsom vyklade skonstruujeme také linearne kombinécie stavov CLJCE »|0), ktoré st vlastnymi
stavmi tychto operatorov. Za¢neme konstrukciou stavu |T7) s celkovym spinom S = 1 a projekciou
spinu S% = 1. Postupnym aplikovanim znizovaca celkového spinu S~ dostavame:

Ty = clpehyl0),  [To) =272 (clyehy +efyeh)l0),  [Toa) = ]yl J0).

Lahko mozno overit, ze celkovy spin kazdého z trojice tzv. tripletnych stavov |T,,) je S = 1 a ze
projekcie spinu tychto stavov st S?|T,,) = n|T,), t.j. si navzajom rozne. Naviac, parita tripletnych
stavov je P = —1.

Na druhej strane, Tahko overime, Ze nasledovny stav s projekciou S* = 0, ktory je kolmy na |7p),
mé kvantové ¢isla S =S =0a P =1:

1
|S1) = E(CIT% - CLCET)\@.
Zvysné dva stavy obsahuji dvojnasobne obsadené orbitaly 1 a 2:

1 1
[S2) = ﬁ(cﬁch + el )0 Ss) = E(CITCL — chyely)[0).

Kvantové &isla stavu [Sg) st S = S% = 0 a P = 1, kym kvantové ¢isla stavu [S3) st S = S* =0 a
P=-1

Vsimnime si, ze trojice kvantovych ¢isiel S, S* a P st rézne pre Tubovolnu dvojicu stavov |T),),
|Sm). Jedinou vynimkou je par stavov |Si) a |S2), ktorych kvantové ¢isla st rovnaké. Preto vietky
nediagonalne maticové elementy hamiltonianu H v baze |T},), |Sy,) st nulové, okrem maticovych ele-
mentov (S1|H|S2) a (S2|H|S1). To ndm umoziuje jednoducho najst spektrum hamiltonianu (60), pozri
cvidenia.

Konfiguraéné interakcie

V kvantovej chémii sa exaktna diagonalizacia nazyva metdédou konfiguraénych interakcii. Kedze jed-
nocasticovy Hilbertov priestor je pre kvantovochemické problémy nekoneény, kltuc¢ovia rolu zohrava
vyber jednocasticovej bazy. Jednou z moZnosti je skumat bazu Hartreeho-Fockovych stavov, t.j. stavov
riesiacich self-konzistentnt Schrodingerovu rovnicu®”

Hp$ac(X) = €aoPas(X), (62)
kde posobenie operatora Hf; . je popisané vztahom
Hiyi6w (3 = () + Vi ()] a() = [ dyva(x = y)eaty).

Lokalny Hartreeho potencial Vi (x) a hustota nelokidlneho vymenného potencidlu v,(x — y) st dané
suméaciami cez obsadené orbitaly ao:

Var(x) = / FyVx =33 e @ velx—y) =3 @ )V (X — ¥)Par(x).

oo

9"Pozri napr. I1L.5.
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Pri fixovanych potencidloch Vi (x) a vy(x — y) mozno Hartreeho-Fockovu rovnicu (62) chapat ako
rovnicu pre vlastné éisla g4, a vlastné vektory yas(x) hermitovského operatora Hf . Sada stavov
¥Yao(Xx) potom tvori uplny ortonormalny systém jednocasticovych stavov, z ktorych mozeme budovat
Fockov priestor. KedZe ¢, (x) st optimalne jednocasticové stavy, je predpoklad, ze v metode konfigu-
racnej interakcie bude postacujtice uvazovat ako bazu jednocasticovych stavov maly pocet M takychto
orbitalov.

Ak zoberieme do tvahy symetriu problému, tlohu moZno opét zjednodusit. Skumajme pre kon-
krétnost atémy so zaplnenymi elektronovymi Supkami. V takom pripade sa da ukazat,”® Ze hamilto-
nidn Hf , je rotacne symetricky a jeho rieSenia teda mozZno separovat na radiadlnu a orbitélnu cast,
Onim(X) = Ru(r)Yim (0, ¢) kde Yy, (0, ¢) st stérické harmoniky. Radialna vinova funkcia mnohoelek-
tronového atomu Ry, (1) zavisi okrem hlavného kvantového &isla n aj od orbitalneho kvantového ¢isla (,
pretoze $peciadlna symetria rovnice pre atém vodika pre necoulombovsky potencial nie je pritomné. Pre
dané n, [ teda existuje s ohladom na spin 2(2/+1) degenerovanych rieSeni s m = —I,...,[ a spinmi 1, |.
Teraz mozeme sformulovat, ¢o rozumieme pod atémom so zaplnenymi Supkami: v takomto atéme je
kazda hladina e, s radidlnou vlnovou funkciou R, (r) alebo celkom prazdna, alebo obsadena 2(2/ + 1)
elektronmi. Kedze hamiltonian atomu komutuje s celkovym momentom hybnosti L? a jeho priemetom
L., ako aj s celkovym spinom S? a jeho priemetom, mézeme sa pri exaktnej diagonalizacii obmedzit
na Stadium podpriestorov s danymi L, L,, S, S,. Napriklad v zdkladnom stave atému so zaplnenymi
Supkami oc¢akdvame L =S =L, =S, = 0.

Ak za jednocasticové stavy vezmeme Hartreeho-Fockove orbitaly, dostaneme dalSie zjednoduSenie
problému, ktoré sice nie je velmi dolezité z numerického hladiska, ale dava novy pohlad na samotné
priblizenie Hartreeho-Focka. Ozna¢me Hartreeho-Fockov Slaterov determinant ako |HF') a krea¢né a
anihilaéné operatory pre jednocasticové stavy pq.(x) nech su cjm a Cqo. Ak stavy budeme namiesto
orbitalneho a spinového indexu zjednodusene indexovat jedinym indexom: a = a0, b = 7, atd ., potom
hamiltonian H interagujiceho systému elektronov mozno zapisat v tvare

1
H = Z ha’acl/ca + 2 Z Ua’b’baclfc;glcbcaa

a,a’ ab,a’t’

kde  hyq = 0o fd3x902, (%) (x)pa(x) a Ugtrpa = do/00+/7Vag'ga- Pri posobeni hamiltonianu H na
stav |HF') formalne dostaneme stavy 3 typov: (i) stav amerny |HF'), (ii) stavy s jednym Casticovo-
dierovym parom a (iii) stavy s dvomi ¢asticovo-dierovymi parmi. Teraz ukazeme, Ze v skuto¢nosti je
cast vlnovej funkcie s jednym casticovo-dierovym péarom nulova. Na jednej strane totiz plati, Ze ta cast
vlnovej funkcie H|H F'), ktora obsahuje jeden ¢asticovo-dierovy péar, je danéd vztahom

H|HF>1pair = Z ha’a + an(Ua’bba - Ua’bab) CZ,CGIHF>.
b

a,a’

Ale na druhej strane skalarnym sta¢inom rovnice (62) so stavom ¢, dostaneme rovnicu

ha’a + Z nb(Ua/bba - Ua’bab) = Ea(sa/a
b

Preto pre @’ # a dostaneme nulovy prispevok k H|HF)ipair. Inymi slovami, maticovy element ha-
miltonianu medzi Hartreeho-Fockovym zakladnym stavom a vSetkymi excitovanymi stavmi s jednym
(hartreeho-fockovskym) Casticovo-dierovym parom je nulovy. Tento vysledok sa nazyva Brillouinova
veta.

Exaktnt mnohocasticovi vlnova funkciu |¥) moZno hladat rozvojom podla poctu parov castica-
diera pridanych k vlnovej funkcii |H F'):

empty full empty full empty full
|¥) = |k + E E fia';aCl/Ca + E g /{a/b/;abcl/c;g/cbca + E g Ha'b'c’;abccl/CZ/CZ/CchCa +...||HF)
a’ a a’t!  ab a'b’'c! abe

98Pozri napriklad B. H. Bransden and C. J. Joachain, Physics of atoms and molecules, Longman, 1983.
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Ocakavame pritom malé hodnoty koeficientov x,/.,, napr. oproti koeficientom /ﬁa/b/;ab.gg

Diagonalizacia vel'kych matic

Vratme sa k Stidiu antiferomagnetického spinového modelu. V tomto pripade sa zachovéava celkova
hodnota spinu S, ako aj jeho priemet S,. Podobne ako pre feromagneticky model, podpriestory s
roznymi hodnotami S, moZno Tahko separovat. Povedzme, Ze pocet mriezkovych bodov N je parny.
V takom pripade vieme, Ze zakladny stav antiferomagnetického Heisenbergovho modelu je singlet, t.j.
S =5, = 0. Pri hladani zékladného stavu sa teda mézeme obmedzit na skiimanie podpriestoru S, = 0,

ktory obsahuje Dy = ( > konfiguracii. Ak vyuzijeme Stirlingovu formulu n! ~ v/27mn(n/e)", po-

N
N2
tom sa Tahko presvedéime, Ze velkost Dy je o nieGo mensia ako velkost D celého Fockovho priestoru:

Do =~ D,/ % Pre mriezku 6 x 6 tak dostaneme Dy ~ 9.2 x 10°. Projekcia na stavy s danym celko-

vym spinom S = 0 je netrividlna, pretoze by sme museli spomedzi vSetkych stavov S, = 0 eliminovat
vietky stavy, ktoré vznikaju znizovanim projekcie celkového spinu stavov s .S # 0, a obvykle sa nerobi.
Aplikovanie priestorovych symetrii vSak d'alej redukuje velkost najvacgieho bloku a mriezky 6 x 6 st

dnes numericky zvladnutelné.'00

Modifikovany Lanczosov algoritmus
Klacovym pozorovanim je, Ze obvykle nas nezaujima celé spektrum problému, ale iba zakladny stav a
niekol'’ko excitovanych stavov s malou energiou. Tito tilohu moZno efektivne riesit Lanczosovym algo-
ritmom, ktorého zjednodusenu verziu (tzv. modifikovany Lanczosov algoritmus, MLA) teraz vylozime.
MLA startuje zo znalosti skiSobnej normalizovanej vinovej funkcie |¢g), ktora nesmie byt ortogo-
nalna k skutoénému zékladnému stavu |¢). Po n krokoch pomocou MLA nahradime poc¢iato¢ny odhad
vlnovej funkcie zékladného stavu |¢g) vinovou funkciou |¢,). Teraz ukdzeme, ako funguje tzv. krok
MLA algoritmu, ktory generuje zo znamej vinovej funkcie |¢,,) vylepSeny normalizovany odhad |¢y,11).
Skimajme hamiltonovska maticu v dvojrozmernom podpriestore tvorenom stavmi |¢y,) a H|dy,).
Lahko overime, Ze ak stredné hodnoty mocnin hamiltonianu vo vlnovej funkcii |¢,) oznac¢ime €; =
(¢n|H'|pp), potom v tomto podpriestore mozno zaviest ortonormalnu bazu s bazovymi vektormi |, )

a |¢f,), kde
/ _ 1 _
61 =~ [Hlon) — 161

V podpriestore s bazou |¢,) a |¢),) sa hamiltonian redukuje na maticu 2 x 2:

" o V& = (ab>
= 5 +03-20,0 = .
V- Qf = 92142%1 ) b

101

Vlastné ¢isla a im prislusné vlastné vektory tejto matice ozna¢me E1 a ( Zli ), pozri dodatok. Ak
2+

b # 0, potom energia F_ je niz8ia ako energia a stavu |¢,). V takom pripade za n + 1-vu iteraciu k
zékladnému stavu vezmeme

|pns1) = c1-|dn) + co—|dy,)-
Na druhej strane, ak b = 0, potom |¢,,) je vlastnym stavom hamiltonianu, pretoze vtedy plati (¢, |(H —
Q1)2|¢y) = 0, o je mozné iba ak H|pp) = Q1|¢n).
Vsimnime si dalej, ze ak po€iatocny stav |@g) je vlastnym stavom symetrie U hamiltonianu H
s vlastnou hodnotou A, potom pre vietky stavy |¢,) tiez plati Ul¢,) = A|¢y); inymi slovami, ich

9V prvom rade poruchovej teérie st koeficienty r,s,, nulové. Vyssie rady poruchovej tedrie viak davaju konedny
prispevok ku kg/,4, pozri napr. A. Szabo and S. Ostlund, Modern quantum chemistry, Dover, 1996.

100pouény priklad uvadza Mattis na str. 185-186. Naivny Fockov priestor mriezky 4 x 4 s periodickymi okrajovymi pod-
mienkami ma velkost 2'® = 65536. Podpriestor s S, = 0 mé velkost 12870. Kedze Heisenbergov hamiltonian komutuje s
operatorom posunutia o mriezkova kongtantu, vietky stavy mozno charakterizovat (mriezkovou) hybnostou. Skimajme
stav, ktory vznikne z klasického Néelovho stavu a méa nulova mriezkova hybnost. Podpriestor stavov s rovnakou priesto-
rovou symetriou ako tento stav méa velkost iba 153.

101ygimnime si, Ze Q12,3 st realne &isla. Na ich uréenie potrebujeme najst stavy H|d,) a H?|¢y,) a vhodné skalarne
suciny medzi nimi.
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symetria je rovnaké ako symetria po¢iato¢ného stavu. Ak pozname symetriu zakladného stavu, potom
volbou podiato¢ného stavu |¢g) s tou istou symetriou modzeme podstatne urychlit konvergenciu MLA
algoritmu.

A ako hladat vlnové funkcie excitovanych stavov? Existuju dve moZnosti: ak kvantové &isla \;
excitovaného stavu, ktory nés zaujima, si rézne od kvantovych ¢isel zakladného stavu, MLA algorit-
mus staci spustit s pociatoénym stavom s pozadovanymi symetriami. Ak nas zaujimaji excitované
stavy vnutri daného sektora symetrie, mézeme postupovat nasledovne: zvolme podiatoény stav |¢g)
s pozadovanou symetriou a najdime zakladny stav [i) v danom sektore symetrie. Excitované stavy
dostaneme nastartovanim MLA algoritmu z vlnovej funkcie |xo), ktora je explicitne ortogonalna k |1):

x0) = ——— [Igo) — ch].
Vil

kde ¢ = (¢|¢p). K tomu staci ukazat, ze vietky iteréacie |x,) stavu |xo) st kolmé na |1)). Dokaz indukciou
je trividlny: ak (¢|x,) = 0, potom aj (¢Y|H|xn) = Eo(¥|xn) = 0, kde Ej je energia zakladného stavu.
Ale ak |xn) aj H|xn) st ortogonalne k [¢), potom to plati aj pre ich Tubovolnu linedrnu kombinaciu.
Preto musi byt (¢|xp+1) = 0. Dokaz je hotovy.

Vyssie excitované stavy dostaneme postupnou ortogonalizaciou Startovacieho stavu k vSetkym niz-
§im stavom s danou symetriou.

Iné metody

PIna Lanczosova metoda je podobnd MLA metodde: opét zac¢iname so Startovacou vinovou funkciou
|po), ktord nesmie byt ortogonalna k zakladnému stavu a konstruujeme sekvenciu stavov |¢,). Na
rozdiel od MLA met6dy, ktord mnohorozmerny problém redukuje na opakovani diagonalizaciu matic
2 x 2, plnd Lanczosova metdéda poévodny problém previdza na diagonaliziciu tridiagonalnej matice.
Pekny text o Lanczosovej metdéde mozno najst napriklad v prednaskach SISSA.

Spomenieme eSte tzv. mocninni metddu, ktord je sice menej efektivna v porovnani s MLA a s
Lanczosovou metodou, ale je konceptuélne jednoducha a Tahko sa programuje. Aj v tejto metode
zaCiname so Startovacou vlnovou funkciou |¢g), ktord nesmie byt ortogonalna k zakladnému stavu.
Sekvenciu vylepSenych stavov pritom konStruujeme jednoduchym aplikovanim mocnin operétora H:
6a) = H"|0). i

A ako sa voli operdtor H? Predpokladajme, Ze spektrum hamiltonianu H vieme zhora ohranicit
hodnotou epax. Za operator H zvol’mg hamiltonidn posunuty o konstantu: H = H — E, lide E > emax-
Vlastné stavy |i);) operatorov H a H su potom rovnaké. Vlastné ¢isla \; operatora H su trividlne
posunuté voci vlastnym ¢islam operatora H a vSetky st zaporné: \; < Emax — E <O0.

Teraz overime, Ze postupnost (nenormalizovanych) stavov |¢,) = H"|¢g) konverguje k nasobku
zakladného stavu [1g). Za tym tcelom rozlozme pociatocny stav |pg) podla tplného systému stavov
[Yi): |po) = >, ci|i). Predpokladajme pre jednoduchost, ze zakladny stav je nedegenerovany. Ak
vyuZijeme, Ze |1;) st vlastné stavy operatora H a 7e pre vietky excitované stavy plati [Ai/Ao|l < 1, v
limite n — oo dostaneme

T n n Ai " n
[¢n) = H"|¢o) = Zizci)‘i i) = Ag Zz':Ci <)\0> [%i) = oo |vo)-
Teda za predpokladu ¢y # 0 mocninna metoda z vinovej funkcie |¢g) vyprojektuje zlozku rovnobezni s
|1o). Efektivnost metddy je dana velkostou |A1/Agl, kde Aj je vlastné ¢islo pre prvy excitovany stav a
kvalitou pociato¢nej vlnovej funkcie |¢g): ¢im je |A1/Ag| mensie a |co/c1| vacsie, tym rychlejsie metoda
konverguje.

Cvic¢enia

1. Dokazte platnost komutaénych vztahov (61).

2. Najdite zakladny stav molekuly vodika popisanej modelom (60). Vypocitajte energiu zakladného stavu.

3. Zdovodnite, preco je MLA algoritmus efektivnejsi ako mocninnd metoda. Navod: nech aktuélna aproximécia k za-
kladnému stavu je |¢,). Preskimajte konvergenciu oboch metod v pripade, kedy presny zékladny stav je linedrnou

kombinaciou stavov |¢,) a H|pn).
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12 Dodatok

Priestorova Fourierova transformécia

Obvykle skimame systémy v tvare (velkého) rovnobeZznostenu s objemom V a s periodickymi okrajo-
vymi podmienkami. Dovolené hodnoty vlnovych vektorov q st potom diskrétne a Fourierove transfor-
mécie pre [ubovolnu veli¢inu F(r) definujeme vztahmi

1 .
F(r) = v Z Fqe'r.
q

Fourierovsky transformovanu funkciu Fy teda obvykle oznac¢ujeme tym istym pismenom ako pévodni
funkciu F'(r). Aby sme tieto dve rozne funkcie rozlisili, zavislost od vlnovych vektorov q piSeme ako
index. Inverzna Fourierova transforméacia mé tvar:

Fy = /d3rF(r)6_iq'r.

Casova Fourierova transformacia
K Tubovolnej ¢asovo zavislej veli¢ine F'(t) definujeme jej Fourierovu transforméciu F,, vztahom

F(t) = / 0 et
2m

—00

Inverzné Fourierova transformaéacia ma tvar:
OO .
F, = / dtF(t)e™".
— 00

Stirlingova formula
pre n > 1 plati n! = v/2mn (%)n

Diagonalizacia hermitovskej matice 2x2

prvky matice 2 x 2: H = ( ;* ZC) )

- 2
vlastné &isla: By = 95 +4/(%5¢)" + [b]?

, (ax)_ a1 ( ViFa _ a2
vlastné vektory: < . ) = ( +/ita ), kde o = et (e—a)?

Casto pouZivané operatory

operator nabojovej hustoty (pozri napr. I111.10):
1. kvantovanie p(r)=>,0(r—r;)
Fourierova transformécia pq =€ tari
druhé kvantovanie pre bezspinové Castice pg =D aITF q0k

operator prudovej hustoty pre ¢astice s hmotnostou m (pozri napr. I11.10):
1. kvantovanie j(r) Zlﬁ i [pi5(r — ;) + d(r —ri)p4
Fourierova transformacia Ja = 5= > [pie™"Ti 4 e7iATip ]

druhé kvantovanie pre bezspinové castice jq = 5t >, (2k — q)aL_ qOk

Reprezentacia operatorov spinu pomocou elektrénovych operatorov
Nech S; a S; st operatory spinu pre elektrény v ortogonélnych orbitéloch i a j. ZvySovacie a zniZovacie
operatory potom si S’ijE = S¥ £157. Pre tieto operatory platia nasledovné komutaéné vztahy:

52,87 = ieaps0:5S7;  [S7,SF) = +0;;SF;  [SF, 8] = 20,;57.

Na druhej strane, nech c;-ra a Cjq s krea¢né a anihila¢né operatory pre elektréon v orbitali ¢ s priemetom
spinu o, o € (1, 1), ktoré splhaju kanonické (anti)komutaéné vztahy:

{Cz’aa Cjﬁ} = {C;'fay C}@} =05 {Ciom C}g} = 5ij5a,3-
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Pomocou cj-a a Cjo, MOZNo spinové operatory reprezentovat nasledovne:

Ly
Si = 5622%5%:

kde & = (0%, 0Y,07) je trojica Pauliho matic, ktorych explicitny tvar je

. (0 1Y) s (0 =i\, . (1 0
= \10) T7\Vi o) 727 \o —1)

zvySovacie a zniZovacie operatory: S;r = c;rTcl- 1S, = CLCZ'T
identita pre Pauliho matice: oo’ + 070 = 20;;1
skalérny sicin: S, - S; = S78% + & (5757 + S787)

Atémové jedno;:ky
dizka: ap = 129 —0.529A

P _ K 1 e? _ 1 _me*
energia: ep = 2maZ, = 3 Trcoap — 2 (47reoh,)2*13'6 eV

Statistickd mechanika: kanonicky stubor

kanonicky hamiltonian: H

kanonicka tatisticka suma: Z = Tre /T Z = Z(T,V, N)

rovnovazna matica hustoty: p = %e*H/ T

stredna hodnota veli¢iny X: (X) = TrpX

volna energia: = —TInZ; F = F(T,V,N)

logaritmovanie definicie p: —T'InZ =H +TInp

Statistickd fyzika: F' = —T'InZ = (H) + T(In p)

termodynamika: FF = E —TS

porovnanie Statistiky a termodynamiky: vnatorna energia E = (H), entropia S = —(lnp) = —Trplnp

OF oF oF
dF = —pdV — SdT + pdN;; pz—() ; Sz—() ; /1,:()
oV )rn or )y y ON )1y

nech hamiltonian zavisi od parametra: H = H(\)
potom Z = Z(T,V, N, \) = Tre” "W/T, F = F(T,V,N,\) = —T In Tre /T
OH

anal6g Feynmanovej-Hellmanovej vety: (‘g—f) = %Tr [%—{\Ie_H(/\)/T] = (5%

TV,N >T,V,N,)\

Statistickd mechanika: grandkanonicky stabor

grandkénonicky hamiltonian: H = H — uN

grandkanonicka Statisticka suma: Z = Tre ?/T, 2 = Z (T,V, )

rovnovazna matica hustoty: p = %e*H/T; preto -T'nZ=H — uN +Tlnp

stredna hodnota veli¢iny X: (X) = TrpX

grandkénonicka volna energia: F = —TInZ = (H) +T{lnp) — p(N) =E —TS — uN
entropia: S = —(Inp) = —Trplnp

oOF OF OF
F=FT,V,u); dF =—pdV—SdT—Ndu; p=— <> ;i S =-— <> i N=-— ()
v T,p or V,u Op Ty

)

nech hamiltonian zavisi od parametra: H(A) = H(A) — uN

anal6g Feynmanovej-Hellmanovej vety: (%)T Vo= <%—§I>T Vo

veta o malych prirastkoch pri zmene 6H: (6F) .y y = (0H)py yy = (0H)py 5 = (6F )1y,



13

1.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.

25.

26.
27.

28.

29

95

Literatara

“AGD”™ A. A. Abrikosov, L. P. Gorkov, and I. E. Dzyaloshinski, Methods of quantum field theory
in statistical physics, Dover, 1975

. P. W. Anderson, Basic notions of condensed matter physics, Addison Wesley, 1984

. A. Auerbach, Interacting electrons and quantum magnetism, Springer, 1994

. K. H. Bennemann and J. B. Ketterson, Superconductivity, Vols. 1 & 2, Springer, 2008

. H. B. Callen, Thermodynamics and an introduction to thermostatistics, 2nd Ed., Wiley, 1985

. J. Cely, Kvazicastice v pevnych latkach, VUT Brno, 2004

P. M. Chaikin and T. C. Lubensky, Principles of condensed matter physics, Cambridge University
Press, 1995

. P. G. de Gennes, Superconductivity of metals and alloys, Westview, 1999

. G. Giuliani and G. Vignale, Quantum Theory of the Electron Liquid, Cambridge, 2005

D. L. Goodstein, States of matter, Dover, 1985

W. Jones and N.H. March, Theoretical Solid State Physics, Wiley, 1973

C. Kittel, Kvantova teoria tuhych latok, Alfa, 1977

G. Mahan, Many particle physics, Plenum Press, 1981

M. P. Marder, Condensed matter physics, Wiley, 2000

D. C. Mattis, The theory of magnetism I, Springer, 1988

J. W. Negele and H. Orland, Quantum many-particle systems, Addison Wesley, 1988

“NP1”: P. Noziéres and D. Pines, The theory of quantum liquids, Vol. 1, Addison-Wesley, 1989
“NP2”: P. Noziéres and D. Pines, The theory of quantum liquids, Vol. 2, Addison-Wesley, 1990
R. D. Parks, Superconductivity, Vols. 1 & 2, Marcel Dekker, 1969

R. G. Parr and W. Yang, Density functional theory of atoms and molecules, Oxford, 1989

P. Phillips, Advanced solid state physics, Westview, 2003

G. Rickayzen, Green’s functions and condensed matter, Academic Press, 1980

J. P. Sethna, Statistical mechanics: entropy, order parameters, and complexity, Oxford, 2006
J. R. Schrieffer, Theory of superconductivity, Westview, 1999

“SISSA”: S. Sorella, G. Santoro and F. Becca, Numerical methods for strongly correlated electrons,
http://people.sissa.it/~sorella/lecture.html

M. Tinkham, Introduction to superconductivity, 2nd Ed., Dover, 2004
G. Volovik, The universe in a helium droplet, Oxford University Press, 2003
“Zelena kniha™: J. Pisat, L. Gomolcak a V. éerny, Uvod do kvantovej mechaniky, Alfa, 1983

J. Ziman, Models of disorder, Cambridge, 1979



