
Elektrodynamika izotrópnych médií

Skúmajme odozvu homogénneho izotrópneho média na rovinné elektromagnetické vlny s £asopriesto-
rovým priebehom daným vz´ahmi

E(r, t) = Eqωe
iq·r−iωt+γt; B(r, t) = Bqωe

iq·r−iωt+γt,

kde γ = 0+ opisuje pomalé zapínanie polí. Elektromagnetické vlny popí²me skalárnym a vektorovým
potenciálom

φ(r, t) = φqωe
iq·r−iωt+γt; A(r, t) = Aqωe

iq·r−iωt+γt.

Predpokladáme, ºe elektromagnetické vlny majú malú intenzitu. Na²ou úlohou je nájs´ nábojové a
prúdové hustoty indukované v materiáli, o ktorých predpokladáme, ºe majú rovnaký £asopriestorový
priebeh, ako budiace polia:

%(r, t) = %qωe
iq·r−iωt+γt; j(r, t) = jqωeiq·r−iωt+γt.

Pod©a II.9 medzi amplitúdami budiacich polí φqω, Aqω a indukovanými hustotami %qω a jqω existujú
jednoduché algebraické vz´ahy1

% = −K00(q, ω)φ−K0i(q, ω)Ai;
ji = −Ki0(q, ω)φ−Kij(q, ω)Aj , (1)

kde sme kartézske zloºky vektorov A a j ozna£ili Ai a ji a pouºili sme Einsteinovu konvenciu, ºe pod©a
opakujúceho sa indexu treba sumova´. Zaviedli sme 16 funkcií odozvy Kµν(q, ω), kde indexy µ, ν
prebiehajú ²tvorice hodnôt 0,1,2,3.2

Pri kalibra£nej transformácii φ → φ − iωχ a A → A − iqχ, kde χ je ©ubovo©ná funkcia,3 sa
elektromagnetické pole nezmení. Preto prírastky indukovaných hustôt jµ v dôsledku kone£ného χ
musia by´ nulové:

K00(q, ω)ω +K0i(q, ω)qi = 0;
Ki0(q, ω)ω +Kij(q, ω)qj = 0. (2)

Na druhej strane, indukované hustoty jµ musia sp¨¬a´ rovnicu kontinuity4 ω% = q · j pre v²etky vo©by
Aµ, preto musia plati´ vz´ahy

ωK00(q, ω)− qiKi0(q, ω) = 0;
ωK0i(q, ω)− qjKij(q, ω) = 0. (3)

Napokon, v izotrópnom médiu, ktoré je symetrické vo£i priestorovej inverzii, o£akávame nasledovné
závislosti funkcií odozvy od zloºiek vlnového vektora:

Ki0(q, ω),K0i(q, ω) ∝ qi; Kij(q, ω) = K(q2, ω)
(
δij −

qiqj
q2

)
+K ′(q2, ω)δij . (4)

Z rovníc (2, 3, 4) vyplýva, ºe na charakterizáciu elektromagnetických vlastností izotrópneho kontinua
sta£ia iba dve funkcieK00(q, ω) aK(q, ω), pomocou ktorých moºno vyjadri´ v²etkých 16 funkcií odozvy
Kµν(q, ω), pretoºe K0i(q, ω) = −ωqi

q2
K00(q2, ω), Ki0(q, ω) = ωqi

q2
K00(q2, ω) a

Kij(q, ω) = K(q2, ω)
(
δij −

qiqj
q2

)
− ω2

q2
K00(q2, ω)δij .

1Odteraz budeme pracova´ vo Fourierovom obraze a budeme hovori´ o jedinom £asopriestorovom priebehu eiq·r−iωt+γt,
preto index qω pri Fourierovej komponente nebudeme uvádza´.

2Na²e ozna£enia sú motivované teóriou relativity: potenciály sme zdruºili do ²tvorvektora Aµ = (φ,A) s £asovou
komponentou A0 = φ a podobne hustoty sme zdruºili do ²tvorvektora jµ = (%, j) s £asovou komponentou j0 = % .

3V reálnom (nie fourierovskom) priestore ide o kalibra£né transformácie φ→ φ+ ∂χ
∂t

a A→ A−∇χ.
4V reálnom priestore ide o rovnicu ∂%

∂t
+∇ · j = 0.
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Funkcie K00(q, ω) a K(q, ω) budeme odteraz reprezentova´ pomocou dvoch bezrozmerných funkcií:
elektrickej susceptibility α(q2, ω) a magnetickej susceptibility αm(q2, ω) vz´ahmi

K00(q2, ω) = ε0q
2α(q2, ω); K(q2, ω) = −ε0c2q2αm(q2, ω).

Ak teraz uváºime, ºe Ei = i(ωAi− qiφ) a (∇×B)i = q2
(
δij − qiqj

q2

)
Aj , potom materiálové vz´ahy (1)

môºeme prepísa´ do nasledovnej explicitne kalibra£ne invariantnej formy:

% = −iε0αq ·E; j = −iε0αωE + iε0c
2αmq×B. (5)

Kvôli zjednodu²eniu zápisu tu namiesto α(q2, ω) pí²eme α a podobne namiesto αm(q2, ω) pí²eme αm.
Materiálové vz´ahy (5) sú hlavným výsledkom tohto odstavca. Preskúmame nieko©ko ich dôsledkov.

1. Ak susceptibility α a αm moºno povaºova´ za kon²tanty, potom moºno zavies´ vektor polarizácie
P = ε0αE a vektor magnetizácie M = ε0c

2αmB a vz´ahy (5) moºno písa´ v reálnom (nie Fourierovom)
obraze v známom tvare

% = −∇ ·P; j =
∂P
∂t

+∇×M,

s ktorými sa obvykle pracuje v makroskopickej teórii.

2. Ak v rovnici (5) pre j vyjadríme magnetické pole pomocou elektrického po©a vz´ahom5 B =
1

ω+iγq×E, potom túto rovnicu moºno chápa´ ako rovnicu typu ji = σijEj s tenzorom vodivosti

σij(q, ω) = − iε0
ω + iγ

[
ω(ω + iγ)α(q2, ω)δij + c2q2αm(q2, ω)

(
δij −

qiqj
q2

)]
, (6)

ktorý má tvar predpovedaný Kubovou formulou, pozri III.10. Tento výsledok moºno zapísa´ ekviva-
lentne ako dvojicu rovníc

j‖ = σ‖(q
2, ω)E‖; j⊥ = σ⊥(q2, ω)E⊥,

pri£om pozd¨ºne a prie£ne zloºky sú de�nované vzh©adom na smer vektora q. Porovnaním s rovnicou (6)
pre pozd¨ºne a prie£ne optické vodivosti dostávame vyjadrenia

σ‖(q
2, ω) = −iε0ωα(q2, ω); σ⊥(q2, ω) = −iε0ωα⊥(q2, ω),

kde sme zaviedli ozna£enie

α⊥(q2, ω) = α(q2, ω) +
c2q2

ω(ω + iγ)
αm(q2, ω).

Teda optické odozvy pri kone£nom vlnovom vektore sú rôzne pre pozd¨ºne a prie£ne polia! V dlhovln-
nej limite q → 0 pri kone£ných frekvenciách v²ak o£akávame σ‖(0, ω) = σ⊥(0, ω), pretoºe v tejto limite
klasi�kácia na pozd¨ºne a prie£ne vlnenie nemá zmysel.6

3. V prítomnosti externej nábojovej hustoty %ext a prie£nej externej prúdovej hustoty a j⊥ext moºno
Maxwellove rovnice7 ²tandardným spôsobom redukova´ na dve rovnice, jednu pre pozd¨ºne a jednu pre
prie£ne polia:

ε0ε‖(q
2, ω)iq ·E‖ = %ext;

ε0
[
c2q2 − ω2ε⊥(q2, ω)

]
E⊥ = iωj⊥ext, (7)

do ktorých vstupuje pozd¨ºna a prie£na dielektrická funkcia, ktoré sú de�nované vz´ahmi

ε‖(q
2, ω) = 1 + α(q2, ω); ε⊥(q2, ω) = 1 + α⊥(q2, ω).

Prvá z rovníc (7) okrem iného ukazuje, ºe spontánne pozd¨ºne vlny (plazmóny) v médiu existujú za
podmienky ε‖(q2, ω) = 0. Pod©a druhej z rovníc (7) sa v médiu ²íria prie£ne vlny s disperziou c2q2 =
ω2ε⊥(q2, ω). V dlhovlnnej limite q → 0 pri kone£ných frekvenciách opä´ o£akávame ε‖(0, ω) = ε⊥(0, ω).
Preto v tejto limite obvykle hovoríme jednoducho o dielektrickej funkcii εR(ω).

5Ide o Fourierovu transformáciu Maxwellovej rovnice ∇×E + ∂B
∂t

= 0. Namiesto ω sme aj doteraz mali písa´ ω+ iγ.
6Preto usudzujeme, ºe pri kone£ných frekvenciách musí plati´ limq→0 q

2αm(q2, ω) = 0.
7Budiace hustoty vstupujú do rovníc v reálnom priestore ∇ ·E = 1

ε0
(%+ %ext) a ∇×B = 1

c2
∂E
∂t

+ µ0(j + jext).
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