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1 HELIUM

1 Hélium

Z hodin stredoskolskej chémie si pamétame, ze hélium je prvkom VIII. A skupiny. Ako najlahsi
inertny plyn s ni¢im nereaguje a ¢lovek tak moze rychlo nadobudnit dojem, Ze na héliu toho
vela zaujimavého nie je. Av8ak pri studiu fyziky na vysokej kole sa nam He uZ niekolkokréat
priplietlo do cesty a nie je na Skodu si pripomenut, ¢o vSetko o om uz vieme. V nasledujicich
riadkoch sa pokusime vzbudit zaujem o atém He a tym padom aj o numericky vypocet uvedeny
v tretej Casti tejto seminarnej prace. Zaroven sa pokusime jednoduchymi argumentami prist
na to, ¢o vlastne od rieSenia ocakidvame.

1.1 Hmotnost a interakéna energia

Atom He pozostava z dvoch protonov a dvoch neutrénov viazanych v atémovom jadre
a dvoch elektronov] v atémovom obale. Vdaka tomu mé hélium velmi nizku atémovi
hmotnost, cca 4 au. Je prirodzené ocakavat, Ze plyn pozostavajici z takto Tahkych castic
bude l'ahko reagovat na zmeny teploty a tlaku. S tym je spojena vysoka teplotna vodivost),
ako aj vysoka rychlost zvuku v takomto plyne. Takéto predpoklad si modzeme dovolit na
zaklade klasickej predstavy atomov He ako Tahkych guliciek.

Nizka hmotnost atomov He vSak hra dolezitu tlohu aj v inom, tentokrat kvantovom
jave. Predstavme si situdciu pri 7' = 0K. Minimum Gibsovho potencialu G = E —T'S sa real-
izuje pri minime energie E, kde verime, Ze atémy vytvoria pravidelné usporiadanie. Uvazujme
dalej, Ze jednu zo zloziek celkovej energie tvori parova interakcia sprostredkovand Lennard-
Jonessovym potenciélomﬂ. Ak zahrnieme do tvahy aj efekt nulovych kmitov v podobe energie
Castice viazanej v skatuli s rozmeromﬁ 2(a - 0), tak energia na jednu ¢asticu takéhoto krystalu:

o @ @) e

kde Ao a Ag st bezrozmerné ¢isla stuvisiace s geometriou mriezky. V nasom pripade uvazujeme
fce mriezku, pre ktort Ao = 12.13 a Ag = 14.45. Délezity je aj paramater x, ktory je nepriamo
tmerny hmotnosti atbmu m, aj typickej interakénej energii medzi atémami He, e¢. Pre atéom
He st hodnoty tychto ¢isel tak malé, ze F(a) > 0 pre V a, a preto hélium bez d'alsej pomoci
pri T = 0K neskrystalizuje do fcc mriezky. Ako vidno na obrazku (1), kde je znazorneny
priebeh E(a) aj v pripade inych atomov interagujtcich len van der Waalsovou interakciou,
teda inertnych plynov, tento jav nastéva len v pripade He/[]

'Hmotnostne aj tak zanedbateInych.

2Pre viac detailov okolo L-J potencialu vid [?], zaroveii pripomefime, Ze typickd interakénd energia v
pripade atomu He € = 0.9 meV a typicky priemer atému He o= 2.56A.

3Takyto odhad dostaneme velmi jednoducho, ak si v jednom rozmere predstavime atém s priemerom o
uvdzneny medzi dvoma inymi, kde vzdialenost medzi taziskami najblizsich je a.

4V na%om jednoduchom priklade pracujeme len s fcc mriezkou, ale ukazuje sa, ze hélium bez dodato¢ného
vonkajsieho tlaku naozaj zostava kvapalné aj pri 7' = 0K.
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Obr. 1: Energie inertnych plynov v pripade zaratania vplyvu nulovych kmitov.

Mala hodnota € ma za nasledok aj dalsie javy. Kedze pritazlivé interakcie medzi ato-
mami He st slabsie, ako interakcie s atbmami iného typu, hélium bude viac tahané prave k
atomom iného typu, a teda zméaca akykolvek materié]ﬂ Zéroven malé pritazlivé sily medzi
atomami He sposobuju nizku teplotu varu He.

1.2 Supratekutost He - experimentalne fakty

Ako uz vieme, hélium zostava kvapalné aj pri nizkych teplotéch. Dalsou zvlagtnostou je,
7e *He sa pri nizkych teplotach dostédva do supratekutého stavu. To znamend, ze dokaZze
tiect s nulovou viskozitou. Experimentalne to vyzera tak, ze pri schladeni vzorky He pod
bod fazového prechodu, zacne supratekuta faza unikat zo vzorky cez rézne trhliny. Ak by
sme vSak chceli tu istu vzorku “pomiesat’, zistili by sme, Ze to nejde bez konania prace.
Ak by ale bola cela vzorka supratekutou, c¢akali by sme, Ze Zziadnu pracu konat netreba.
Jednoduchy zéver je taky, ze vo vzorke mame zastupené obe fazy. T4 viskozna je zodpovedna
za silové posobenie na naSe “mieSadlo”, zatial ¢o supratekuté faza nema viskozitu a tak unika
tadial, kadial viskézna faza nemodze. Podiel objemu supratekutej a viskoznej fazy rastie so
znizujucou sa teplotou. Supretekutost pri nizkych teplotach a schopnost zmacat povrchy
sposobuju velmi pozoruhodné javy.ﬂ

Pri ¢itani predchadzajiceho odstavca nds moze zarazit vyznam izotopu “He v nagich
avahéch. Izotop 3He taktiez prechadza do supratekutého stavu, avSak pri radovo nizich
teplotach. Déovodom sa rozne Statistické rozdeleniaﬂ, ktorym jednotlivé izotopy podliehaju.
Pri nizsich teplotach viak dva fermiony He dokazu vytvorit viazany bozénovy stav a kedze

5Presne opaény jav ako kvapka vody na lotosovom liste.
SNiekedy je lepsie raz vidiet, ako stokrat po¢ut, a preto: http: //www.youtube.com/watch?v=2Z6UJbwxBZI
"4He je bozén, zatial ¢o *He je fermion.
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pre ne uz plati Bose-Einsteinovo rozdelenie, dokazu vSetky takéto bozény spadnit do jedného
kvantového stavu a spravat sa supratekuto.

1.3 He inde ako v Condensed Matter Structures

Cielom prvej kapitoly bolo spomenit aspon niektoré fakty a suvislosti o atome He a ukazat,
7e tento druhy najlahsi prvok je v skutocnosti velmi zaujimavy. Naga pozornost sa upriamila

na atém He v kontexte tuhych létoklﬂ. Hélium je vSsak nemenej pozoruhodné aj pre iné oblasti
fyziky. Spomenme aspoi niekolko.

Pre jadrovii a subjadrovi fyziku je velmi zaujimava stabilita jadier *He, ako mozno
vidiet na obrazku (2)E| Tento poznatok je dolezity napriklad pre vysvetlenie termonuklearnych
reakcii prebiehajucich vo hviezdach, ¢o je zase zivna poda astrofyziky... Ako vidime, hélium
je d'aleko fascinujucejsie, ako by sa mohlo na prvy pohlad zdat.

Average binding energy per nucleon (MeV)
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Obr. 2: Véazbova energia na jeden nukleén v MeV-och.

8Paradoxne hlavne preto, Ze hélium odmieta byt tuhou latkou.

9Teda vysoka hodnota vizbovej energie, ktorej pri¢inu treba hladat v obsadeni stavov v jadre prave styrmi
fermiénmi.
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2 Hartree-Fock a Hélium

2.1 H-F rovnice pre atém He

Podrobne popisané odvodenie H-F rovnic sa da najst v [2], preto tu nebudeme opakovat cela
procediru. Pripomenme, Ze sa jedna o efektivnu Schrédingerovu rovnicu ziskant varia¢nou
metdédou minimalizacie funkcionalu energie Hartree-Fockovho stavu E[¢], kde v je Slaterov
determinant. V nasom pripade uvazujeme, ze oba elektrony obsadia zakladny, sféricky symet-
ricky orbital 1s. Prvy elektron obsadi stav s priemetom spinu na os z smerom hore a druhy
smerom dole. Tento predpoklad vedie k sérii uprav H-F rovnic, velmi podrobne popisanych
v [2]. Vysledkom st H-F rovnice (2) pre jeden orbital ¢(z). Pri numerickych vypoctoch sa
lepsie pracuje s funkciou f(z)=z¢(z), pre ktoria pozadujeme splnenie okrajovych podmienok:

f(0)=f(00)=0.

" 2 [ z(t) | € N [y at? fA(t)
f(z)+2 {5_/95 dtt—2+EJ f(x) =0; z(w)fm. (2)

Veli¢iny v rovnici st bezrozmerné. Hodnota typickej atémovej energie E, = 27.2 €V.
Nasou tlohou je najst vlastné funkcie f(z) tohto problému a im zodpovedajice vlastné ¢isla
;- Tieto rovnice budeme rieSit nasledujucim spésobomm:

1. Na zaklade toho, ¢o vieme, si zvolimd'!| startovné f(z)=f;(z).
2. Vypocitame z(z).

3. VyrieSime rovnicu, nadjdeme nové f,(z) a jemu prislusné 5
4. Vratime sa k 1. bodu, ale ako vychodzie f(z) berieme f,(z).

Cely algoritmus opakujeme a rieSenie najdeme, az ked input = output.

Celkovt energiu atomu He v zakladnom stave dostaneme tupravou funkcionalu E[¢],
popisanou v [2], do tvaru:
£ 9| £ _ 0 d?x 2(z) [y dtf?(t)

(3)

Ey | Eo (fy* dwf2(x))”

Nasou tulohou je taktiez vypocitat tento funkcional pre najdené rieSenie selfkonzistentného
problému zadaného H-F rovnicami (2).

10Teraz len naértneme spdsob, podrobny postup je uvedeny v tretej ¢asti.
1 Je dobré zvolit ho mudro.
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2.2 Oc¢akavané rieSenie

Este predtym, ako sa pustime do samotného rieSenia problému, je dobré zamysliet sa nad
tym, ¢o od neho o¢akavame. Zaroven si tak moézeme odpovedat na otazku vyberu zaciatocnej

Jo().

Oprieme sa o to, ¢o uz riesit vieme. Systém podobny tomu nasmu tvori atém vodika,
ktorého riesenie pozname. Atom He ma na rozdiel od H o jeden e~ a o jeden p* viac. Ak
by sme vSak uvazovali jeden z elektronov atému He v dostatocnej vzdialenosti od jadra, déa
sa Cakat, ze druhy e~ CiastoCne odtieni kladny naboj jadra. Tomu vzdialenejSiemu elektréonu
sa cela situacia potom javi velmi podobne, ako v pripade atomu vodika. Je preto prirodzené
Cakat, ze pre dost velké z bude f(z) vyzerat podobne ako z¢y(z). Kde vy(z) je vinova
funkcia zédkladného stavu atomu H.

V pripade, ked je jeden z elektronov blizko jadra, efekt tienenia druhym e~ je oproti
interakcii s jadrom slaby a pri troche Stastia sa da zanedbat. Ak tak urobime, dostaneme
opat situaciu podobnu vodiku, avSak tentokrat s nabojom jadra 2-+. Chemicky tato situacia
zodpoveda kationu He™. Ked si premyslime, ako vchadza hodnota naboja jadra do Bohrovho
polomeru ag, a teda aj do vlnovej funkcie zékladného stavu g (r) o e_é, je rozumné
predpokladaf, Ze v blizkosti jadra f(z) oc ze 2.

Ked sme si uvedomili, ¢o ¢akame od rieSenia v tesnej blizkosti a vo vel'kej vzdialenosti
od jadra, mdzeme to vyuzit pri vol'be startovného f(x). Cely nas numericky vypocet urobime
pre funkciu fio(z) a vysledok porovname s uvazovanymi funkciamiF_ZI

fsl(:r;) =xe ”, fsz(iv) = ge 2%, (4)

f(x)
030

R 0.56419 ¢ * x

025}

020f

1.59577 ¢ 2% x

01sf

Obr. 3: fa(z) a fe(z).

12 Ako vidime, funkcia f(z) do vztahov (2) a (3) vchadza bez zavislosti na norme. Avsak grafy, ktoré budeme

uvadzat vo vysledkoch, sit vykreslené uz pre spravne normované f(z) = f(z)/ \/ (477 I fQ(x)da:)
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3 Numerické rieSenie

V tejto Casti kone¢ne pristipime k naSmu postupu rieSenia problému, zadaného rovnicami (2) a
(3). Jednotlivé kroky budeme vysvetlovat na ktskoch kodu pisaného v prostredi Mathematica.
Cely funkény kod prikladame v prilohe.

3.1 Numericky vypocet z(t) a vypocet f,(xz) Eulerovou metédou

Na zaciatku definujeme fi(z). Uréime hodnotu L. Robime tak s ohladom na numerické
vypocty. UvaZujeme dostatoéne velké L tak, aby sme mohli pracovat s okrajovymi pod-
mienkami: f(0) = f(L)=0.

L =12;

f = x*Exp[-2x];
fb = FunctionInterpolation[f,{x,0,L}];
normfb = NIntegrate[fb[x]~2,{x,0,L}];

RieSenie rovnice (3) budeme hladat Eulerovou metédoum, pre ktora definujeme vel'kost
kroku /. Cfm mensie & si zvolime, tym presnejsie vypoc¢itame priebeh funkcie f,(z). Je taktiez
velmi vyhodné si vopred vypoéitat hodnoty integrélneho ¢lena pre kazdy krok z;,1=x;+h.
Samotné numerické pocitanie integralov nechavame Mathematice.

ArrG = Array[0, 0];
h = 1/1000;

For[i = 1, i*h <= L, i++, xi = ixh;
zet [t_?NumberQ] := NIntegrate[fb[x]~2, {x, 0, t}];

G = NIntegratel[zet[t]/t~2, {t, xi, L},
WorkingPrecision -> 6]/normfb + 1/L;

ArrG = Append[ArrG, G];
1;

Néhodne strelime dve hodnoty ELO v kode oznacené ako el a e2. Numericky najdeme
priebeh f(z) pre tieto hodnoty. Je doleZité aby pre jedno z - bolo f(L)>0 a pre druhé f(L)<0.
Ked7Ze hladame zakladny stav, musime vyberat tak, aby sme os x pre >0 v jednom pripade
nepretli ani raz a v druhom pripade prave raz. Typicky vysledok vystrelenia je znazorneny
na obrazku (4):

el
e2

-0.5;
-3;

q=0;
Tabll = Table[{0, 0}, {q, q}];
Tabl2 = Table[{0, 0}, {q, q}];

13Pre detaily pozri [3].
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For[j = 0, j <=1, j++,

If[j == 0, e = el;, e = e2;];
For[i = 0, i*h <= L, i++, xi = ixh;

If[i == 0, fi = 0; dfi = 1; fil = h; dfil = dfi;,

H = Extract[ArrG, il;
zat = (2/xi - H + e);

dfi = dfil; fi = fi1;
fil = (1-zat*h~2)*fi + dfi*h;
dfil = dfi - 2*zat*fi*h;

1;

1f[j == 0,
Tabll = Append[Tabll, {xi, fi}];,
Tabl2 = Append[Tabl2, {xi, fi}];];

1;
1;

fel = Interpolation[Tabll];

fe2 = Interpolation[Tabl2];

Print[

Plot[{fel[x], fe2[x]}, {x, 0, 30}, PlotRange -> {{0, L}, {-2, 2}},
AxesLabel->{x,x\ [CurlyPhi]}]

1;

2L

Obr. 4: Priebeh funkcie f(x) pre vystrelené hodnoty +-: el = -0.5 a e2 = -3.

0
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f)alej hladame metodou delenia intervalu (el,e2) také Eio, pre ktoré bude splnena
podmienka f(L)=0. Ked sa to podari, nasli sme vlastnt funkeiu f(z) a jej vlastné ¢islo . V
dalsom kroku sa vratime a cely algoritmus opakujeme, aZ kym funkcia, ktora do algoritmu
vkladame a jej prislichajuce vlastné ¢islo, nie st rovnaké ako funkcia a vlastné ¢islo, ktoré z

algoritmu vyjdu ako vysledok.

fe = fel;
While[Abs[fe[L]] >= 10~-6,

Tabl3 = Table[{0, 0}, {q, q}];
e = (el + e2)/2;
For[i = 0, i*dx <= L, i++, xi = i*dx;
If[i == 0, fi = 0; dfi = 1; fil = dx; dfil = dfi;,

H = Extract[ArrG, il;

zat = (2/xi - H + e);

dfi = dfitl; fi = fi1;

fil = (1-zat*dx~2)*fi + dfix*dx;
dfil = dfi - 2xzatxfixdx;

15

Tabl3 = Append[Tabl3, {xi, fil}];
1;

fe = Interpolation[Tabl3];

If[fe[L] > 0, e2 = e, el = e];
1;

Print[e];

normfe = NIntegrate[fe[x]~2, {x, 0, L-2}];

Print [Plot [{fb[x]/Sqrt [4*Pi*normfb], fel[x]/Sqrt[4*Pi*normfel}, {x, O, L},
PlotRange->{{0,L},{0,0.3}},AxesLabel->{x,x\ [CurlyPhil}]1];

3.2 Numericky vypocet funkcionalu E[f]

Hartree-Fockov energeticky funkcional pre Slaterov determinant E[¢| je v naSom pripade
funkcionél E|[f]. Numerické pocitanie tohoto integralu opét prenechavame Mathematice.

zet [x_7NumberQ] := NIntegrate[fel[t]~2, {t, 0, x}];
Integ = NIntegrate[fe[x] 2*zet[x]/x, {x, 0, L},WorkingPrecision->10];
En = 2%(e - Integ/normfe~2)
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4 Vysledky a diskusia

4.1 Vysledky

Pozrime sa na hodnoty vlastnych c¢isel I ziskanych v jednotlivych iterdciach uvedeného al-
goritmu.

—€/EO
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Obr. 5: Hodnoty vlastnych ¢isel 7, Vv Jednotlivych iteraciach.

Ako vidime, uz po péar iteraciach sme sa dostali do takého stavu, pre ktory sa hodnota vlast-

ného ¢isla meni na trovni radu 1073, Kvoli presnosti v uréeni I, sme numericky vypocet

nechali bezat, az kym rozdiel medzi poslednym a predposlednym ziskanym vlastnym ¢islom
nebol na trovni 107%. Ako mo6Zzeme nahliadnut, f(x) v poslednej a predposlednej iteracii st
naozaj rovnakeé.

f(x)
030

[ _ f_10(x)
025

0.20f
i N f 11(x)

015}
0.10]

0.05

ooO— 4 T 1y

Obr. 6: Funkcia f(x) pre atéom He v zédkladnom stave.

Vysledok funkcionalu (3), vypocitany vyssie uvedenou metodou, je F = (—2.86...)Ey. Této
hodnota dobre zodpoveda experimentalne nameranej hodnote £ = —2.9F,. Poznamenajme,
ze presny numericky vypocet predstavuje hodnotu : F = —2.861679995612F), [4].
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4.2 Diskusia

Pozrime sa na asymptotiku vypocitanej funkcie s fq(z) a feo(x).

f(x)
030

025 [/ \
020/

i
015}

0.10

0.05

0.00

Obr. 7: Porovnanie fq(x), fsa(z) a fre(x).

Ako vidime, pre malé hodnoty x je rieSenie naozaj velmi blizke fq(x), tak, ako sme ocakavali.
Vo vécsich vzdialenostiach je hodnota fg.(z) naozaj véicsia ako hodnota fso(x), zrejme
vdaka tienenému naboju jadra druhym elektronom. Podotknime vSak, Ze je mensia, ako ta v
pripade atéomu vodika, teda fg(z). To znamen4, Ze efekt tienenia nie je zase tak velky, ako
sme si mysleli.

Na zéver par slov k vypoctu energie. Hartree-Fockove rovnice predstavuja variac¢nii
metdédu minimalizacie funkcionalu E[¢]. My vSak vieme, ze takymto sposobom dostaneme
energiu vicsiu, alebo rovnt energii zakladného stavu.[5] Treba si v8ak uvedomit, Ze nas vysle-
dok je zatazeny aj chybou, pochadzajicou z numerickych metéd, ktoré pouzivame. Tym
padom sa moze stat, ze vypocitame energiu nizsiu, ako je energia zakladného stavu. Nasou
snahou by malo byt vplyv tychto chyb ¢o najviac potlacit.
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