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1 DFT - MINIMALISTICKÝ ÚVOD

1 DFT - minimalistický úvod

V tejto £asti podávame stru£ný popis základov DFT. Cie©om je objasnenie hlavnej my²lienky
a nie vy£erpávajúca botanika v²etkých existujúcich odnoºí a vylep²ení DFT.

1.1 �o je to DFT?

Základným kame¬om Density Functional Theory (=teórie hustotového funkcionálu) je, ºe celá
informácia o mnoho£asticovom1 interagujúcom systéme je uloºená v n0(r), hustote základného
stavu a ºe kaºdá fyzikálna veli£ina systému je popísate©ná ako funkcionál tejto hustoty F [n0].
Namiesto s mnoho£asticovou vlnovou funkciou Ψ(r1, ..., rN) teda pracujeme s objektom ne-
porovnate©ne jednoduch²ím.

Teoretický základ poloºili Hohenberg a Kohn svojimi dvoma existen£nými teorémami.
Tie dokazujú úlohu n0 ako základnej premennej teórie a moºnos´ zostrojenia univerzálneho
funkcionálu energie E[n], ktorý je minimalizovaný práve n0.

Nane²´astie, teorémy nehovoria ni£ o tvare funkcionálov pre konkrétne elektrónové
systémy. Tie je vo v²eobecnosti ve©mi ´aºké zostroji´ a presné rie²enia nie sú známe pre
systémy pozostávajúce z viac ako jedného elektrónu. Tento problém rie²i Kohn-Shamov ansatz,
ktorý nám dáva metódu na zostrojenie uºito£ného pribliºného funkcionálu základného stavu
pre reálne (mnohoelektrónové) systémy.

1.2 Hohenberg-Kohn teorémy

Uvaºujme elektrónový problém s hamiltoniánom

Ĥ = − ~2

2m

∑
i

∇i
2 +

∑
i

Vext(ri) +
1

2

∑
i 6=j

e2

|ri − rj|
. (1)

Prvý £len je kinetická energia elektrónov2 a posledný £len je Coulombova interakcia
medzi elektrónmi. Prostredný £len je vonakj²í potenciál, za ktorý v najjednoduch²om prípade
povaºujeme Coulombovu interakciu medzi jadrami a elektrónmi. Interakciu jadier s jadrami
zatia© neuvaºujeme a pridáme ju neskôr.

Vext(r) L99 n0(r)

⇓ ⇑
Ψi({r})⇒ Ψ0({r})

Tradi£né rie²enie Schrödingerovej rovnice predstavuje trojicu dvojitých ²ípiek na dia-
grame. Hohenberg-Kohnove teorémy3 dop¨¬ajú schému preru²ovanou ²ípkou. Po¤me sa teda
pozrie´, o £om hovoria.

1Teória je platná pre ©ubovo©né £astice, ale my odteraz budeme hovori´ len o elektrónoch.
2Kinetickú energiu iónov neuvaºujeme v¤aka Born-Oppenheimerovmu priblíºeniu
3�alej uº len HK teorémy.
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1.2 Hohenberg-Kohn teorémy 1 DFT - MINIMALISTICKÝ ÚVOD

Teoréma 1: Vonkaj²í potenciál Vext(r) je aº na aditívnu kon²tantu ur£ený len pomocou hus-

toty elektrónov v základnom stave n0(r).

Dôkaz 1: Sledujme schému a predpokladajme, ºe máme dva vonkaj²ie potenciály V 1
ext a V

2
ext

lí²iace sa viac ako len o kon²tantu, ale vedúce na rovnakú n0. Tieto potenciály vedú
na dva rôzne hamiltoniány Ĥ1, Ĥ2 a tým pádom na rôzne Ψ1

0, Ψ2
0. Tie v²ak pod©a

predpokladu majú dáva´ rovnakú n0. Energia E1 je vlastnou hodnotou Ĥ1, ale nie Ĥ2,
a preto

E1 = 〈Ψ1
0|Ĥ1|Ψ1

0〉 < 〈Ψ2
0|Ĥ1|Ψ2

0〉 = E2 + 〈Ψ2
0|Ĥ1 − Ĥ2|Ψ2

0〉.

Toto v²ak môºeme prepísa´ ako

E1 < E2 +

∫
dr(V 1

ext(r)− V 2
ext(r))n0(r).

Ni£ nám v²ak nebráni zopakova´ postup pre energiu E2. S£ítaním posledných rovníc tak
prídeme k sporu

E1 + E2 < E1 + E2.

Dochádzame teda k záveru, ºe dva rôzne potenciály nemôºu dáva´ tú istú hustotu elek-
trónov v základnom stave.

Dôsledky 1: Hamiltonián je plne ur£ený (aº na triviálny kon²tantný posun v energii) v¤aka
n0(r). Tým pádom sú v princípe ur£ené aj v²etky vlnové funkcie pre základný aj exci-
tované stavy. Pre£o znalos´ n0(r) presne ur£uje hamiltonián môºeme lep²ie pochopi´ z
argumentu, ktorý podal E. Bright Wilson v roku 1965. Ak poznáme n0(r), tak

• vieme presnú polohu jadier (tie sa nachádzajú v singularitách n0(r)),

• vieme náboj jadier (integrovaním hustoty okolo jadra alebo presnej²ie cez �nuclear
cusp condition� od Kata (1957) a Steinera (1963)

Teoréma 2: Pre ©ubovo©ný Vext(r) moºeme pomocou n(r) de�nova´ univerzálny funkcionál

celkovej energie E[n]. Globálne minimum E[n] bude energiou základného stavu a hustota

n0(r) bude minimalizova´ tento funkcionál.

Dôkaz 2: Pod©a Teorémy 1 vieme, ºe v²etky vlastnosti systému sú opísate©né cez n0(r). Preto
aj celkovu energiu môºeme napísa´ ako

EHK [n] = T [n] + Eint[n]︸ ︷︷ ︸
FHK [n]

+

∫
dr(Vext(r)n0(r) + EII , (2)

kde FHK [n] je univerzálny funkcionál od n(r) rovnaký pre v²etky elektrónové systémy
(nezávisí od Vext(r)) a EII je interakcia jadier. Druhá £as´ teorémy je len varia£ným
princípom pre energiu a hovorí, ºe ke¤ vezmeme hustotu inú ako základného stavu,
dostaneme energiu vä£²iu ako E0.
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1.3 Kohn-Sham ansatz 1 DFT - MINIMALISTICKÝ ÚVOD

Dôsledky 2: Ak variáciu funkcionálu so zachovaním po£tu £astíc nahradíme ©ubovo©nou s
pouºitím Lagrangeovho multiplikátora µ4, dostaneme

δ

(
EHK [n]− µ

(∫
drn(r)−N

))
= 0, (3)

£o vedie na Lagrange-Eulerove rovnice

µ =
δEHK [n]

δn(r)
= Vext(r) +

δFHK [n]

δn(r)
. (4)

Z rovnice (4) teraz vidíme, v £om je problém. Keby sme vedeli presný tvar FHK [n], tak
vieme vyráta´ n(r). To v²ak nevieme a musíme h©ada´ rôzne aproximácie (viac ¤alej).

1.3 Kohn-Sham ansatz

Hlavná my²lienka ansatzu spo£íva v rie²ení náhradného problému s neinteragujúcimi elek-
trónmi, ale interagujúcou elektrónovou hustotou za predpokladu, ºe základné stavy oboch
systémov sú totoºné. Tento prístup povedie na jedno-elektrónové rovnice a v²etky ´aºkosti spo-
jené s �mnohoelektrónovos´ou� skryjeme do neklasického £lena, tzv. výmenného (=exchange)
funkcionálu. Presnos´ rie²enia je potom ur£ená presnos´ou aproximácie práve tohto funkci-
onálu. Najznámej²ie takéto aproximácie sú rôzne typy LDA (= Local Density Approximation)
a GGA (= Generalized-Gradient Approximation) funkcionálov. V LDA sú £leny závisiace od
hustoty, v GGA aj od jej gradientu � odtia© názvy metód.

Uvaºujme Kohn-Sham ansatz pre základný stav5. Dva základné predpoklady sú

1. presná n0(r) interagujúceho systému sa dá reprezentova´ pomocou náhradnej hustoty
neinteragujúceho systému,

2. náhradný neinteragujúci hamiltonián má efektívny lokálny potenciál V σ
eff (r)

6 a vonkaj²í
potenciál od spinu nezávisí.

Majme teda náhradný hamiltonián7

Ĥσ
new = −1

2
∇2 + V σ

eff (r). (5)

Systém sa skladá z N = N↑ + N↓ elektrónov v Nσ orbitáloch Ψσ
i (r) s najniº²ími vlastnými

hodnotami εσi hamiltoniánu (5).
Elektrónová hustota náhradného systému je

nnew(r) =
∑
σ

n(r, σ) =
∑
σ

Nσ∑
i=1

|Ψσ
i (r)|2, (6)

4Má význam chemického potenciálu.
5Snahou v sú£asnosti je h©adanie spôsobov, ako po£íta´ vlastnosti excitovaných stavov (nie len vedie´ o ich

existencii z HK teorém).
6Pôsobiaci na elektrón so spinom σ na mieste r.
7Odteraz Hartreeho jednotky.
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1.3 Kohn-Sham ansatz 1 DFT - MINIMALISTICKÝ ÚVOD

kinetická energia je daná

TS = −1

2

∑
σ

Nσ∑
i=1

〈Ψσ
i |∇2|Ψσ

i 〉 (7)

a (klasická) Coulombova interak£ná energia elektrónovej hustoty, ktorá interaguje sama so
sebou (Hartreeho energia)

EHartree[n] =
1

2

∫
drdŕ

n(r)n(ŕ)

|r− ŕ|
(8)

Namiesto (2) teraz máme Kohn-Shamov funkcionál energie základného stavu8

EKS[n] = TS[n] + EHartree[n] + Exc[n] +

∫
drVext(r)nnew(r) + EII . (9)

Porovnaním s (2) vidíme, ºe

Exc[n] = EHK [n]− (TS[n] + EHartree[n]) = (T [n]− TS[n]) + (Eint[n]− EHartree[n]), (10)

kde n = n(r, σ). Výmenný funkcionál je teda rozdielom kinetických a interak£ných £lenov pre
reálny a �ktívny systém.

Chceme varírova´ (9) pod©a n = nnew, ale to závisí od Ψσ
i . Pouºitím pravidla funkci-

onálnej derivácie zloºenej funkcie získavame varia£né rovnice

δEKS[n]

δΨσ
i (r)

=
δTS

δΨσ
i (r)

+

(
δEext
δn(r, σ)

+
δEHartree
δn(r, σ)

+
δExc

δn(r, σ)

)
δn(r, σ)

Ψσ
i (r)

, (11)

pri väzbe na ortonormovanos´ Kohn-Sham orbitálov

〈Ψσ
i |Ψσ

j 〉 = δijδσσ́.

Dokopy teda máme varia£nú podmienku s Lagrangeovými multiplikátormi εij

δΩ[Ψσ
i ] = δ(EKS[n]−

Nσ∑
i,j

εij〈Ψσ
i |Ψσ

j 〉) = 0. (12)

Vyuºitím (6) a (7) dostávame

δTS
δΨσ

i (r)
= −1

2
∇2Ψσ

i (r),
δn(r, σ)

Ψσ
i (r)

= Ψσ
i (r).

8HK teorémy nám zaru£ujú, ºe aj TS bude funkcionálom n.
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2 APLIKÁCIA DFT NA VÝPO�ET IONIZA�NÝCH ENERGIÍ

Dosadením týchto funkcionálnych derivácií do (12) dostávame Kohn-Sham (jednoelektrónové)
SchR rovnice

HKSΨσ
i (r) =

Nσ∑
i,j

εσijΨ
σ
i (r), (13)

s hamiltoniánom
HKS = −1

2
∇2 + V σ

KS(r), (14)

kde
V σ
KS(r) = Vext(r) +

δEHartree
δn(r, σ)

+
δExc

δn(r, σ)
= Vext(r) + VHartree(r) + V σ

xc(r). (15)

Ke¤ºe pod©a (6) hustota závisí od orbitálov a efektívny potenciál závisí od hustoty, do-
stávame dokopy self-konzistenté rovnice pre hustotu, ktoré sa rie²ia nasledovným iteratívnym
spôsobom

1. zadaj skú²obnú elektrónovú hustotu nnew,

2. vypo£ítaj efektívny potenciál V σ
KS pod©a (15),

3. rie² rovnice (13) (= vypo£ítaj vl. hodnoty a vl. funkcie hamiltoniánu (14)),

4. vypo£ítaj hustotu pod©a vz´ahu (6),

5. celý proces opakuj, kým nie je zhoda medzi zadanou a vypo£ítanou elektrónovou hus-
totou.

2 Aplikácia DFT na výpo£et ioniza£ných energií

V tejto £asti najprv krátko opí²eme, ako sa ioniza£né energie po£ítajú. V tretej pod£asti
uvedieme vlastné výsledky, získané pomocou vo©ne dostupného programu Atom 5.70, ktorý
napísal J. L. Martins a je moºné ho stiahnu´ na webovej adrese [7].

2.1 Rie²enie Kohn-Sham rovníc pre atómy

Pod©a kapitoly 10.2 v [1] a kapitoly 6.2.2 v [2] sa Kohn-Sham rovnice pre atómy (=najjedno-
duch²ie uzavreté systémy) rie²ia v priblíºení, ke¤ sa elektrónová hustota sféricky vystreduje.
Orbitál sa potom dá napísa´ ako sú£in radiálnej a uhlovej funkcie a nezávisí od spinu. Toto
je pravda pre atómy vzácnych plynov, ktoré majú kaºdý orbitál plne obsadený.

Pre �otvorené systémy� je to samozrejme zloºitej²ie a pod©a kapitoly 10.3 v [1] sa
pouºíva efektívny potenciál s cylindrickou symetriou. Rôzne aproximácie vznikajú pod©a toho,
£o si pri rie²ení u©ah£íme. Bu¤ si môºeme odpusti´ spinovú závislos´ vlnových funkcií, alebo
predpoklad sférickosti elektrónovej hustoty.
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2.2 Spôsoby výpo£tu ioniza£ných energií

2.2 Spôsoby výpo£tu ioniza£ných energií

Existujú minimálne dva spôsoby, ako po£íta´ ioniza£né energie (=IE).

1. ε�HO� = −IE
Pod©a £lánku [4] by v presnej DFT teórií bola ioniza£ná energia rovná mínus vlastnej
hodnote najvy²²ieho obsadeného Kohn-Sham orbitálu. V £lánku [6] je vysvetlené, pre£o
sa táto hodnota pre rôzne aproximatívne Exc blíºi skôr ku hodnote IE+EA

2
(=polovica

sú£tu elektrónovej a�nity a ioniza£nej energie)9.

2. IE = E(X+)− E(X)

Vyuºijeme de�níciu ioniza£nej energie, ako rozdielu celkovej energie iónu s jedným odo-
bratým elektrónom a neutrálneho atómu.

2.3 Výsledky

Pre ioniza£nú energiu poznáme nasledovný (dávno experimentálne overený) trend10:

1. IE stúpa v rámci periódy

So zvä£²ujúcim sa Z rastie sila interakcie medzi jadrom a elektrónmi.

2. IE klesá v rámci skupiny

Najvrchnej²í elektrón je tienený spodnými v zaplnených ²upkách a je stále ¤alej od
jadra.

Výpo£et sme robili pre dve rôzne spinovo polarizované aproximácie (CA11 a PB12) a
výsledky sme porovali s experimentálymi dátami z [9]. Na Obr.1 vidíme, ºe ioniza£ná energia
vypo£ítaná pomocou najvy²²ieho orbitálu je naozaj posunutá oproti experimentálnym hod-
notám a okrem toho aj dos´ nepresná. Základný trend krivky je zachovaný, ale je zjavné, ºe
sa nejedná, len o vertikálny posun. Naproti tomu, na Obr.2 vidíme, ºe oba pouºité funkci-
onály dávajú ve©mi presné výsledky a vypo£ítané krivky takmer nie je moºné odlí²i´ od tej
experimentálnej.

Záver

Myslíme si, ºe tento referát splnil svoju úlohu a sprostredkoval13 autorke prvé, ale ur£ite
nie povrchné zoznámenie s metódou DFT, £o jej v budúcnosti u©ah£í ¤al²ie ²túdium tejto
vcelku rozsiahlej oblasti. Autorka ¤akuje doc. RNDr. Romanovi Marto¬ákovi za odporu£enie
a poºi£anie literatúry, nain²talovanie a rozbehanie programu Atom 5.70 a za ochotu poradi´.

9Aj v na²ich výsledkoch bude vidie´, ºe hodnoty sú výrazne niº²ie ako experimentálne. Pritom, pod©a [6]

pomocou DFT je moºné dosiahnu´ presnos´ 0.1− 0.2eV oproti experimentu.
10Obrázok si môºeme pozrie´ napr. v [8].
11LDA funkcionál autorov Ceperley a Alder parametrizovaný Perdewom a Zungerom.
12Zjednodu²ený GGA funkcionál autorov Perdew, Burke a Ernzerhof.
13Okrem iného pocvi£il trpezlivos´ pri h©adaní chýb.
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2.3 Výsledky

Obr. 1: Porovnanie s experimentom pre metódu s orbitálom

Obr. 2: Porovnanie s experimentom pre metódu s iónom
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