Ionizac¢né energie prvkov H - Ne pomocou DF'T

Michaela Riflikova
17. maja 2012

Obsah

1 DFT - minimalisticky avod
1.1 Co jeto DFT? . . o o
1.2 Hohenberg-Kohn teorémy . . . . . . . . . ... ... L.
1.3 Kohn-Sham ansatz . . . . . . . .. . ...

2 Aplikacia DFT na vypocdet ioniza¢nych energii
2.1 RieSenie Kohn-Sham rovnic pre atomy . . . . . . . .. .. . ... ...
2.2 Sposoby vypoctu ionizaénych energii . . . . .. ..o oL
2.3 Vysledky . . . . o e

Zaver

Literatira



1 DFT - MINIMALISTICKY UVOD

1 DFT - minimalisticky tvod

V tejto ¢asti podavame struény popis zakladov DFT. Cielom je objasnenie hlavnej mys$lienky
a nie vycCerpavajica botanika vSetkych existujucich odnozi a vylepseni DFT.

1.1 Co je to DFT?

Zakladnym kamenom Density Functional Theory (=teo6rie hustotového funkcionalu) je, ze cela
informécia o mnohocasticovom! interagujticom systéme je ulozend v ng(r), hustote zékladného
stavu a ze kazd4 fyzikalna veli¢ina systému je popisatelna ako funkcional tejto hustoty F'[ng.
Namiesto s mnohocasticovou vlnovou funkciou W(ry,...,ry) teda pracujeme s objektom ne-
porovnatelne jednoduchsim.

Teoreticky zaklad polozili Hohenberg a Kohn svojimi dvoma existenénymi teorémami.
Tie dokazuju tlohu ng ako zakladnej premennej teorie a moznost zostrojenia univerzalneho
funkcionalu energie E[n|, ktory je minimalizovany prave nq.

Nanegtastie, teorémy nehovoria ni¢ o tvare funkciondlov pre konkrétne elektronove
systémy. Tie je vo vSeobecnosti velmi tazké zostrojit a presné rieSenia nie st zname pre
systémy pozostavajice z viac ako jedného elektronu. Tento problém riesi Kohn-Shamov ansatz,
ktory nam dava metodu na zostrojenie uzitocného priblizného funkcionélu zakladného stavu
pre relne (mnohoelektronové) systémy.

1.2 Hohenberg-Kohn teorémy

Uvazujme elektronovy problém s hamiltonidnom
R e D N A IR g )
=—5- i ext\Ti) + 5 -
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Prvy ¢len je kinetickd energia elektronov? a posledny ¢len je Coulombova interakcia
medzi elektronmi. Prostredny ¢len je vonakjsi potencial, za ktory v najjednoduchsom pripade
povazujeme Coulombovu interakciu medzi jadrami a elektronmi. Interakciu jadier s jadrami
zatial neuvazujeme a pridame ju neskor.

Veat(r) €== no(x)
Y T
Wi({r}) = Wo({r})
Tradi¢né rieSenie Schrédingerovej rovnice predstavuje trojicu dvojitych Sipiek na dia-

grame. Hohenberg-Kohnove teorémy?® dopliiaji schému prerusovanou $ipkou. Podme sa teda
pozriet, o ¢om hovoria.

I Teéria je platnd pre Tubovolné ¢astice, ale my odteraz budeme hovorit len o elektrénoch.
2Kinetickd energiu iénov neuvazujeme vd'aka Born-Oppenheimerovmu pribliZzeniu
3Dalej uz len HK teorémy.



1.2 Hohenberg-Kohn teorémy 1 DFT - MINIMALISTICKY UVOD

Teoréma 1: Vonkajsi potencidl Ve (r) je aZ na aditivnu konstantu urceny len pomocou hus-
toty elektronov v zdkladnom stave ny(r).

Dokaz 1: Sledujme schému a predpokladajme, Ze mame dva vonkajsie potencialy V1, a V2,
liSiace sa viac ako len o konStantu, ale vedice na rovnaki ng. Tieto potencidly vedi
na dva rozne hamiltonidany H', H? a tym padom na rozne W} 2. Tie viak podla
predpokladu majt davat rovnaka ng. Energia E! je vlastnou hodnotou H!, ale nie H2,
a preto

B = (WA H Wby < (W3 A 3) = B2 + (W3 — A|w3).

Toto vsak mozeme prepisat ako
B! < B4 [ dr(Vi,(x) = V2 (0)no(o).

Ni¢ nam vSak nebrani zopakovat postup pre energiu E?. Séitanim poslednych rovnic tak
prideme k sporu

E'+E*<E'+ E*
Dochadzame teda k zaveru, ze dva rozne potencialy nemdzu davat t ista hustotu elek-
tronov v zakladnom stave.

Doésledky 1: Hamiltonian je plne uréeny (az na trividlny konstantny posun v energii) vd'aka
no(r). Tym padom su v principe uréené aj vSetky vinové funkcie pre zédkladny aj exci-
tované stavy. Preco znalost ng(r) presne ur¢uje hamiltonian mézeme lepsie pochopit z
argumentu, ktory podal E. Bright Wilson v roku 1965. Ak pozname ny(r), tak

e vieme presni polohu jadier (tie sa nachadzaji v singularitach ng(r)),

e vieme naboj jadier (integrovanim hustoty okolo jadra alebo presnejsie cez ,nuclear
cusp condition® od Kata (1957) a Steinera (1963)

Teoréma 2: Pre lubovolny V.. (r) moZeme pomocou n(r) definovat univerzdlny funkciondl
celkovej energie En]. Globdlne minimum E[n] bude energiou zdkladného stavu a hustota
no(r) bude minimalizovat tento funkciondl.

Dokaz 2: Podla Teorémy 1 vieme, ze vSetky vlastnosti systému st opisatelné cez ng(r). Preto
aj celkovu energiu mozeme napisat ako

Eukln] =Tn| + Eiu[n] +/dr(Ve$t(r)n0(r) + Erp, (2)

kde Fy[n] je univerzalny funkcional od n(r) rovnaky pre vSetky elektronové systémy
(nezavisi od V., (r)) a Ejr je interakcia jadier. Druha ¢ast teorémy je len variaénym
principom pre energiu a hovori, ze ked vezmeme hustotu int ako zakladného stavu,
dostaneme energiu vacsiu ako FEj.
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Désledky 2: Ak varidciu funkcionalu so zachovanim poctu ¢astic nahradime Tubovolnou s
pouzitim Lagrangeovho multiplikitora p*, dostaneme

5 (EHK[n] _ ( / drn(r) — N)> 0, (3)

¢o vedie na Lagrange-Eulerove rovnice

~ on(r) ext(r) + on(r) (4)

Z rovnice (4) teraz vidime, v ¢om je problém. Keby sme vedeli presny tvar Fpg[n], tak
vieme vyratat n(r). To vSak nevieme a musime hladat rozne aproximacie (viac dalej).

1.3 Kohn-Sham ansatz

Hlavn4 myslienka ansatzu spociva v rieSeni nadhradného problému s neinteragujicimi elek-
tronmi, ale interagujicou elektréonovou hustotou za predpokladu, ze zakladné stavy oboch
systémov su totozné. Tento pristup povedie na jedno-elektronové rovnice a vsetky tazkosti spo-
jené s ,mnohoelektronovostou® skryjeme do neklasického ¢lena, tzv. vymenného (=exchange)
funkcionalu. Presnost rieSenia je potom urcend presnostou aproximécie prave tohto funkci-
onalu. Najznamejsie takéto aproximacie st rozne typy LDA (= Local Density Approximation)
a GGA (= Generalized-Gradient Approximation) funkcionalov. V LDA st ¢leny zavisiace od
hustoty, v GGA aj od jej gradientu — odtial nazvy metod.
Uvazujme Kohn-Sham ansatz pre zékladny stav®. Dva zékladné predpoklady st

1. presna ng(r) interagujiceho systému sa da reprezentovat pomocou nahradnej hustoty
neinteragujiceho systému,

2. nahradny neinteragujici hamiltonian mé efektivny lokdlny potencial V5 f(r)G a vonkajsi
potencial od spinu nezavisi.

Majme teda nahradny hamiltonian”

rro 1 o
Hnew = _§V2 + eff(r)‘ (5)

Systém sa skladd z N = NT + N* elektronov v N orbitaloch W9(r) s najnizsimi vlastnymi
hodnotami 7 hamiltonianu (5).
Elektréonova hustota nahradného systému je

Mnew(r) = Y _n(r,o) =Y > [U7(r), (6)

o o 1

4M4 vyznam chemického potencidlu.

5Snahou v stcasnosti je hl'adanie sposobov, ako pocitat vlastnosti excitovanych stavov (nie len vediet o ich
existencii z HK teorém).

6Posobiaci na elektron so spinom o na mieste r.

"Odteraz Hartreeho jednotky.
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kinetickd energia je danéa

Ts— -5 3 > (w7 V) g

(e

a (klasickd) Coulombova interakéna energia elektronovej hustoty, ktord interaguje sama so
sebou (Hartreeho energia)

1 ,
Emmam:§/w&ﬂﬂﬁ9 (8)

Namiesto (2) teraz mame Kohn-Shamov funkciondl energie zédkladného stavu®
EKS[”] = TS[n] + EHartree[n] + Ezc[n] + /dr‘/(axt(r)nnew(r) + EII- (9)

Porovnanim s (2) vidime, ze
Ere[n] = Enkn] — (Ts[n] + Enartree[n]) = (T'[n] — Ts[n]) + (Eint[n] — Enartreeln]),  (10)

kde n = n(r, o). Vymenny funkcionél je teda rozdielom kinetickych a interakénych ¢lenov pre
redlny a fiktivny systém.

Chceme varirovat (9) podla n = ny,ey, ale to zéavisi od ¥7. Pouzitim pravidla funkci-
onalnej derivacie zlozenej funkcie ziskavame varia¢né rovnice

5EjKS[n] 5T‘S ( 5Ee:rt +5EHartree + (5Exc )5%(1‘,0’)

50e(r) ~ 00e(r)  \Gn(r.0) " on(r.o) | on(ro)) w(r) (11)

pri véizbe na ortonormovanost Kohn-Sham orbitalov
(W7WF) = 0ij00s-

Dokopy teda mame variacni podmienku s Lagrangeovymi multiplikdtormi e;;
NO'
0QW7] = 8(Exesln] — Y _eii{¥7[¥5)) =0. (12)
i,J

Vyuzitim (6) a (7) dostavame

0T 1,
e A VAA 4

8HK teorémy nam zarucujd, Ze aj Ts bude funkciondlom n.



2 APLIKACIA DFT NA VYPOCET IONIZACNYCH ENERGII

Dosadenim tychto funkcionalnych derivacii do (12) dostavame Kohn-Sham (jednoelektronoveé)
SchR rovnice

NO'
HysV7(r) = ZE%‘I’?(T)a (13)
‘7j
s hamiltonidnom .
Higs = — 5V + Vig(n), (14)

kde
5EHartree 5Exc

n(r,o)  on(r,o)

Ked7ze podl'a (6) hustota zavisi od orbitélov a efektivny potencial zavisi od hustoty, do-
stavame dokopy self-konzistenté rovnice pre hustotu, ktoré sa riesia nasledovnym iterativnym
sposobom

Vis(r) = Veu(r) + = Veur () + Virartree(r) + V(). (15)

1. zadaj sktisobniu elektronovi hustotu n,,e,

2. vypocitaj efektivny potencial V74 podla (15),

3. rie§ rovnice (13) (= vypo¢itaj vl. hodnoty a vl. funkcie hamiltonidnu (14)),
4. vypocitaj hustotu podla vztahu (6),

5. cely proces opakuj, kym nie je zhoda medzi zadanou a vypocitanou elektréonovou hus-
totou.

2 Aplikacia DFT na vypocet ioniza¢nych energii

V tejto cCasti najprv kratko opiSeme, ako sa ionizaCné energie pocitaju. V tretej podcasti
uvedieme vlastné vysledky, ziskané pomocou volne dostupného programu Atom 5.70, ktory
napisal J. L. Martins a je mozné ho stiahnut na webovej adrese [7].

2.1 RieSenie Kohn-Sham rovnic pre atéomy

Podla kapitoly 10.2 v [1] a kapitoly 6.2.2 v [2] sa Kohn-Sham rovnice pre atomy (=najjedno-
duchsie uzavreté systémy) riesia v priblizeni, ked sa elektronova hustota sféricky vystreduje.
Orbitél sa potom da napisat ako sucin radialnej a uhlovej funkcie a nezavisi od spinu. Toto
je pravda pre atomy vzacnych plynov, ktoré maja kazdy orbital plne obsadeny.

Pre ,otvorené systémy“ je to samozrejme zloZitejsie a podla kapitoly 10.3 v [1] sa
pouziva efektivny potencial s cylindrickou symetriou. R6zne aproximécie vznikaju podla toho,
¢o si pri rieSeni ulfah¢ime. Bud si moézeme odpustit spinovi zavislost vinovych funkcii, alebo
predpoklad sférickosti elektronovej hustoty.



2.2 Sposoby vypoctu ionizacnych energif

2.2 Spobsoby vypoctu ionizaénych energii
Existuju minimélne dva sposoby, ako pocitat ionizacné energie (=IE).
1. .o = —IE

Podla ¢lanku [4] by v presnej DET teorii bola ioniza¢na energia rovna minus vlastnej
hodnote najvysgieho obsadeného Kohn-Sham orbitalu. V ¢lanku [6] je vysvetlené, preco
sa tato hodnota pre rézne aproximativne F,. blizi skor ku hodnote % (=polovica
sctu elektronovej afinity a ioniza¢nej energie)®.

2. IE = E(X*) - B(X)

Vyuzijeme definiciu ioniza¢nej energie, ako rozdielu celkovej energie i6nu s jednym odo-
bratym elektréonom a neutralneho atému.

2.3 Vysledky

Pre ioniza¢nt energiu pozname nasledovny (davno experimentalne overeny) trend!:

1. 1IE stipa v ramci perioédy

So zvacSujicim sa Z rastie sila interakcie medzi jadrom a elektronmi.

2. IE klesa v rdmci skupiny

Najvrchnejsi elektron je tieneny spodnymi v zaplnenych Supkach a je stale dalej od
jadra.

Vypocet sme robili pre dve rozne spinovo polarizované aproximacie (CA'' a PB!?) a
vysledky sme porovali s experimentalymi datami z [9]. Na Obr.1 vidime, Ze ioniza¢né energia
vypoc¢itana pomocou najvyssieho orbitalu je naozaj posunuta oproti experimentalnym hod-
notam a okrem toho aj dost nepresnéa. Zakladny trend krivky je zachovany, ale je zjavné, Ze
sa nejednd, len o vertikdlny posun. Naproti tomu, na Obr.2 vidime, Ze oba pouzité funkci-
onaly davaju velmi presné vysledky a vypocitané krivky takmer nie je mozné odliSit od tej
experimentalnej.

Zaver

Myslime si, e tento referat splnil svoju tilohu a sprostredkoval'® autorke prvé, ale urcite

nie povrchné zoznamenie s metodou DFT, ¢o jej v budtcnosti ulah¢i dalgie Studium tejto
veelku rozsiahlej oblasti. Autorka dakuje doc. RNDr. Romanovi Martonakovi za odporudenie
a pozicanie literatiry, nainstalovanie a rozbehanie programu Atom 5.70 a za ochotu poradit.

9Aj v nagich vysledkoch bude vidiet, Ze hodnoty st vyrazne nizsie ako experimentalne. Pritom, podla [6]
pomocou DFT je mozné dosiahnut presnost 0.1 — 0.2eV oproti experimentu.

190brazok si mozeme pozrietf napr. v [8].

ULDA funkcional autorov Ceperley a Alder parametrizovany Perdewom a Zungerom.

127jednoduseny GGA funkcional autorov Perdew, Burke a Ernzerhof.

130krem iného pocviéil trpezlivost pri hladani chyb.



2.3 Vysledky

| Ionizacnd energia ako minus vlasmad hodnota najvyisieho ohsadeného K5 orbitilu
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Obr. 1: Porovnanie s experimentom pre metédu s orbitalom

|IunizaEmi energia ako rozdiel energii neutrdlneho atému a idnu
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Obr. 2: Porovnanie s experimentom pre metoédu s ibnom
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