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Predhovor

Semindr z elektrickych a optickiych vlastnosti materidlov je doplnkom k prednaske Elektrické a optické
vlastnosti materidlov, ktord mé z roznych dovodov iba minimélny rozsah 2/0. Hlavnym cielom seminara
je budovanie formalneho aparatu a doplhanie vysledkov, ktoré boli v prednéske z rozsahovych dévodov
spomenuté bez dokazu (napr. semiklasickd pohybova rovnica pre blochovské elektrony, Hartreeho-
Fockove rovnice, druhé kvantovanie, energia coulombovského plynu elektrénov, energia zviazaného
systéemu elektronov a fononov, Kubova formula, Franckov-Condonov jav). Okrem toho na seminéri
preberame aj niektoré nové fyzikalne systémy a javy (pasovéa Struktira kremika, de Haasov-van Alp-
henov jav, Andersonova lokalizécia v jednorozmernych drotoch, polariza¢na katastrofa), na ktoré v
prednéske nezvysil priestor.

Podmienka na udelenie kreditov:
Prednesenie seminéra v rozsahu 30 minit (20 minat prezenticia + 10 minut diskusia) na dohodnutu
tému.

Odkazy na iné texty

V prednéskach sa odvoldvam na nasledovné texty z kurzu fyziky tuhych latok na FMFI UK:
“Uvod do fyziky materialov”: prednéaska ¢islo n citovana ako L.n

“Elektrické a optické vlastnosti materidlov”: prednagka ¢islo n citovana ako Il.n

“Kvantova teéria mnohocasticovych systémov”: prednéaska ¢islo n citovana ako IV.n

Poznamka o volbe jednotiek a o konvenciach

1. V skriptach pouzivame jednotky SI. Jedinou vynimkou je absolutna teplota, ktora chapeme ako
veli¢inu s rozmerom energie.

2. Naboj elektrénu oznacujeme —e, t.j. predpokladame, ze e > 0.

3. Pod frekvenciou rozumieme kruhovi frekvenciu.
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4 1 PASOVA STRUKTURA KREMIKA

1 Pasova struktura kremika

Cielom tejto prednagky je ilustrovat pojem pasovej struktiry na pripade technologicky velmi dolezi-
tého materialu - kremika. Najprv vysvetlime pojem sp? hybridizacie, zopakujeme poznatky o chemickej
vizbe z bakalarskej prednasky I.13 a zdovodnime Struktaru krystalu kremika. Vo zvysku prednasky
vyloZime najjednoduchsiu teériu disperzie elektrénov vo valenénom péase. Vysledky pre vodivostny pés
spomenieme bez dékazu.

sp® hybridizacia

Elektronova konfiguracia kremika je Si=[Ne] 3s? 3p2. Naivne by sme mohli o¢akévat, ze kremik je iba
dvojmocny, pretoze mé nezaplnenti atoméarnu Supku 3p s dvomi elektronmi. Experimentalnym faktom
ale je, ze kremfk je obvykle §tvormocny. V tomto a nasledujicom odstavci ukdZzeme, preco je tomu tak.

Obr. 1: Hybridizované orbitaly okolo kremikového jadra v strede itvorstenu. Obrazok moZno interpretovat aj ako
viizobné orbitaly vlozené do bodu Bravaisovej mriezky typu fcc v lavom prednom dolnom bode elementarnej kocky (t.j.
do bodu oznaceného 2), pozri dalsi vyklad.

Oznac¢me atomérny orbital kremika 3s ako |s). Jeho energia v izolovanom atéme nech je 5. Podobne
nech |pz), |py), [p2) s (degenerované) atomarne orbitaly kremika typu 3p. Ich energia v izolovanom
atome nech je €,. Namiesto toho, aby dva elektrony obsadzovali orbital |s) a dalsie dva elektrony
niektoré z 3p orbitalov, elektréony v chemicky naviazanom kremfku obsadzuji nasledovné linearne
kombinacie orbitalov |s), |pz), |py) @ |pz), tzv. hybridizované orbitaly, pozri obrazok 1:

1) = 538+ e+ lpy) + =)
2 = S () + lpe) — Ipy) — =)
3) = 5 ()~ lpe) +Ipy) — =)
4 = S ()~ lpe) — Ipy) + ).

Vlnova funkcia ¢s(r) = @s(r) v stave 3s je sféricky symetricka, kym vlnové funkcie v stavoch |p,),
Ipy) a |p.) mozno zapisat ako £, (1), Ly, (1) a Z@p(r), kde @p(r) je sféricky symetrickd funkcia. Preto
napriklad vlnova funkcia v hybridizovanom orbitali |1) je

1
D) = 5 |oolr) + T )

Pre jednoduchost fixujme taku vzdialenost r od jadra, pre ktora funkcie ¢4(r) aj ¢p(r) maja rovnaké
znamienka. Pytajme sa, v ktorom smere je pravdepodobnost |11(r)[? vyskytu elektronu v hybridi-
zovanom orbitdli 1 najvac¢sia (pre dant vzdialenost r). Je zrejmé, ze maximum sa realizuje v smere
x =y = z. Podobne by sme ukazali, ze pravdepodobnost vyskytu elektronu v hybridizovanom orbitali
2 je maximalna v smere x = —y = —z, atd. Preto elektrény v orbitaloch 1,2,3,4 sa prednostne nacha-
dzaju v oblastiach pozdlz taznic pravidelného stvorstenu so stredom v jadre atému, pozri obrazok 1.



Ked7ze atomarne orbitaly |s), [pz), |py) @ |p-) st navzajom ortogonéalne, ahko mozno overit, Ze aj
hybridizované orbitaly st navzajom ortogonalne, t.j. plati (i|j) = d;;. Naviac, kedze Hytom|s) = €4|s)
a podobne Hutom|pi) = €plpi), potom energia elektrénu v hybridizovanom orbitali je (i|Hatoml|i) =
%(55 + 3¢p). Energia Styroch elektrénov v hybridizovanych orbitdloch potom je €, + 3¢y, ¢o je viac
ako energia nehybridizovaného atému 2e + 2¢,, kedZe samozrejme €5 < €,. Preco je teda hybridizacia
vyhodn4?

Chemicka vizba
V 1.13 sme ukézali, ze chemické viizba medzi atdémami A a B, ktoré maju po jednom volnom elektrone,
vznika nasledovne. Ak elektrony mozu obsadzovat orbital g4 atému A a orbital pp atému B, potom
obsadenim obidvoma vizobnymi elektronmi vhodnej linedrnej kombinacie ¢ = capa + cppp, tzv.
vizobného orbitalu, déjde k vytvoreniu chemickej vizby medzi A a B. Sila vizby je pritom umernd
prekryvu vlnovych funkeif p4 a ¢p.

Kremik s elektronmi v hybridizovanych orbitdloch 1,2,3 a 4 moéze vytvorit Styri chemické vizby,
oproti maximalne dvom vézbam v nehybridizovanom stave. Ak je vizobna energia dostato¢ne velka,
hybridizacia a formovanie Styroch vizieb sa preto stand energeticky vyhodnymi, pozri obrazok 2.
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Obr. 2: Zlava doprava: energetické hladiny atoméarneho kremika, hybridizované hladiny, vizobné a antivizobné hladiny.
Pri dostato¢ne velkej energii viazby sa oplati maximalizovat pocet vdzieb pomocou hybridizacie. Celkom vpravo si
znézornené valencné a vodivostné pasy, ktoré vznikaji delokaliziciou elektrénov vo vézobnych alebo antivizobnych
orbitaloch.

7 uvedeného je zrejmé, ze v optimalnej kryStalickej mriezke musi mat kazdy atém kremika prave
Styroch najblizgich susedov. Tito susedia musia vytvarat pravidelny Stvorsten so stredom v Studova-
nom atéme. Experimentéalne pozorovans struktura kremika spliia toto kritérium: Bravaisova mriezka
kremika je fcc s mriezkovou konstantou a a s dvomi atémami bazy v bodoch (0,0,0) a p'= (§,§, 7).

pozri obrézok 3.
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Obr. 3: Vravo je obrazok fcc struktary, vpravo pohlad zhora na jednotkovii bunku kremika. Atémy v roznych vyskach
s oznacené réznymi symbolmi.
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Disperzné zakony pre valenc¢né pasy

V tomto odstavci preskimame delokalizaciu vizobnych orbitalov. Skimajme krystal kremika s A
Bravaisovymi bunkami, t.j. s 2NV atémami. Nech R st body Bravaisovej mriezky. Ak do kazdé¢ho bodu
R vlozime §tvoricu vdzobnych orbitalov ako na obrazku 1, Tahko vidno, 7e takto vyplnime vSetky
viizby véizobnymi orbitalmi.! Preto kazdy viizobny orbitdl mézeme identifikovat dvojicou R, 4, kde
i = 1,2,3,4. Polohy stredov vézobnych orbitalov ozna¢me ako R; a samotné orbitaly ozna¢me |R;).
Predpokladajme naviac, ze stavy |R;) tvoria ortonorméalny systém, t.j. ze (R;|R;) = d;;.

Vo zvygku tohto odstavca metédou tesnej vazby najdeme disperzné zakony pre 4 valenéné pasy,
ktoré vzniknu delokalizaciou $tyroch typov orbitalov |R;). Naivny pristup k tejto alohe by si vyzadoval
diagonalizaciu matice 4N x 4N. My vSak vyuzijeme Blochovu vetu, podla ktorej vinova funkciu [¢(k))
mozeme hladat ako linedrnu kombinaciu |1 (k)) = 2?:1 ¢iki) blochovskych vlnovych funkcii |ki) (pozri

1.14):
1

ki) = —— 3 R Ry).
Schrédingerovu rovnicu H |y (k)) = e(k)|¢(k)) po nasobeni zlava vektorom (ki| mozeme pisat v tvare
Hij(k)ej = e(k)ei,

kde sme zaviedli maticové elementy zavislé od vinového vektora k:
. . 1 ik-(R—R.
Hij(k) = (kilH[kj) = > D NRTRIR|HIRy).
R; R

Teda namiesto diagonalizacie matice 4N x 4N nam sta¢i diagonalizovat matice H;j(k), ktorych rozmer
je 4x 4 (ale ich pocet je rovnaky, ako pocet k-bodov, t.j. ). Dalsi postup vyzaduje znalost maticovych
elementov (R;|H|R;). V naich avahach pouZijeme Standardny ansatz pre model tesnej vizby:

(Ri|H|R;) = e,
(R;|H|R;) = —£, R;,R; = najbl.susedia,
(R;|HIR;) =0, R;,R; # najbl.susedia,

t.j. predpokladame, Ze energia vizobného orbitalu je ep a Ze elektrén moéze tunelovat s amplitadou
pravdepodobnosti —t/2 medzi najbliz§imi susedmi na mriezke. Tymito najbliz§imi susedmi si v na-
Som pripade dvojice vazobnych orbitdlov s jednym spolo¢nym atémom kremika. Pre takyto ansatz
dostaneme H;;(k) = ep pre diagonélne maticové elementy a

t e,

Hij(k) = —5 > et
pre nediagondlne maticové elementy, kde suma beZi cez spojnice h;; stredov takych orbitalov typu i
a 7, ktoré zdielaju spolo¢ny atom kremika. 7 obrazkov 1,3 po dlh§om zapozerani vidno, ze pre kazdua

dvojicu i a j existuju prave dve pripustné hodnoty h;;, ktoré sa liSia iba znamienkom:

hip = i%(07 L, 1)3 hy3 = i%(laoa 1)7 hyy = i%(L 1,0),
hgs = +£9(1,-1,0), hoy =+£%(1,0,-1), hgy ==£5(0,1,-1).

Preto disperzné vztahy pre 4 valencné pasy, ktoré vznikaju delokalizaciou vizobnych orbitdlov, sa
rieSeniami problému pre vlastné ¢isla nasledovnej matice 4 x 4:

€B —tcos W —tcosg Fzatksa 4 oo %ﬂ

Hii(k) = —t cos % €B o —tcos % —tcos %
—tcos %’%a —tcos % £ ¢ cos %
—t cos W —t cos Ktk ¢ cog ’%ﬂ .

'V nagom vyklade sme za body Bravaisovej mriezky zvolili body vo vyike a/4 a 3a/4 na obrazku 3. Pri alternativnej
volbe bodov vo vyskach a a a/2 by sme na obrazku 1 museli zvolit inak natocené vizobné orbitaly.
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Obr. 4: Disperzné zakony pre 4 valenéné pasy v kremiku pozdlz iary I'X. VIavo: na§ model. Vpravo: experiment.

Spektrum na c¢iare I'’X
Pozdlz ¢iary vysokej symetrie k = (k,0,0) je matica H;j(k) vysoko symetrickd. Vlastné vektory ¢
vtedy mozno uhédnut:

1 0
111 1 -1 1 0 1 1
Cs = — cpl = — Cpo = — cl= =
S 2 1 9 hl \/g 0 9 h2 \/§ 1 I l 2 _1
1 0 —1 —1

Lahko moZno overit, ze vlastné energie prislusné k spominanym vlastnym vektorom st
ka ka
es(k):ag—t—%cosz, ep1(k) = ena(k) =ep +1t, El(k):ag—t—&—thosZ.

Disperzné zakony pre valencné pasy s, [, hl a h2 st ukdzané na obrazku 4. Porovnanie s experimen-
talnymi datami ukazuje, Ze nas popis je kvalitativne spravny. Tri valen¢né pasy s vysokymi energiami
nazyvame dierové, pretoze dopované diery budu prednostne obsadzovat tieto pasy. Najvysg§iu energiu
maju dva degenerované pasy hl a h2, ktorych disperzia v smere I'X je nulova. Tieto dva péasy nazy-
vame pasmi tazkych dier, pretoze v limite nekone¢nej hmotnosti energia nezavisi od vlnového vektora.
Pas I, ktory je v bode I' degenerovany s pasmi tazkych dier, nazyvame pésom lahkych dier, pretoze
jeho disperzia je vacSia nez disperzia pasov hl a h2. P4s s lezi hlboko pod pasmi dier a jeho prispevok
k transportnym vlastnostiam polovodi¢ov mozno zanedbat.

Presnejsi popis hrany valencénijch pdsov

Pri vac8om rozliSeni na energetickej osi by sme videli, Ze v maxime experimentilne pozorovanych
valen¢nych pasov v bode I' sti v skuto¢nosti degenerované iba dva pasy. Treti pds mé energiu znizent
0§ = 0.044 eV, t.j. zhruba o 440 K.? Preto pri izbovej teplote a nizsich teplotach st diery dominantne
excitované do dvoch vysgich pasov, ktoré st degenerované v bode I'. Disperzné zakony tychto péasov
nie st kvadratické, ale komplikovanejiie.> V literatire sa tieto disperzné zakony ¢asto zjednodusene
zapisuju po ustrednen{ cez vSetky smery v k-priestore v tvare

h2k2 h2k2 * *
enn(k) = — o e =25 b o537 Tih g 53,
2m 2m
mhh mlh m m

kde index hh oznacuje tazké diery (heavy holes) a lh oznacuje Tahké diery (light holes). Hmotnost
elektronu vo vakuu sme oznagili ako m.

2Toto rozitiepenie je désledkom malého, ale koneéného relativistického efektu: tzv. spinovo-orbitalnej vizby.
3Pozri napriklad u¢ebnicu Kittel II. Numerické tdaje pre efektivne hmotnosti, atd., som prevzal z noviej ucebnice
Soélyoma.
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Disperzny zakon pre vodivostny pas

Vodivostné pasy kremika vznikaji delokalizaciou Styroch antivizobnych orbitdlov. Minimum najniz-
gieho vodivostného pasu ma energiu o A = 1.14 ¢V vy&Siu ako maximum valen¢ného pasu. Minimum
sa nenachadza v bode k = 0, ale na ¢iare I'X v bode (ko,0,0), pricom ko ~ 0.85%”. Preto najnizgie
optické prechody budu nepriame. Zo symetrie je zrejmé, ze existuje 6 ekvivalentnych minim v bodoch
(£ko,0,0), (0,%kg,0) a (0,0, £kp). Pre konkrétnost uviadzame spektrum v okoli minima (kg,0,0):

2 - 2 h2 ]{,‘2 _|_k2 m: *
h (kx k()) 4 ( Y Z)’ ” — 09167 meL

" =0.191.
2me” 2m? | m m

e(k) = e(ko, 0,0) +

Disperzny zékon v okoli minim je anizotrépny: pozdlzna hmotnost m:” vodivostného elektrénu je tak-
mer rovnaki ako hmotnost elektrénu vo vakuu m, kym jeho prie¢na hmotnost mZH je omnoho mens§ia.

Obr. 5: Experimentalne disperzné zakony pre najvyssie valentné pasy a najnizsi vodivostny pas v kremiku pozdiz ¢iar
I'X aTL.

Namety na seminarnu pracu

1. Skonstruujte podobnym sposobom teoriu pre vodivostné pasy kremika a vysledky porovnajte s experimentom.

2. Nastudujte k - p poruchovii teériu pre Struktiru hrany valenéného pasu kremika s uvaZenim spinovo-orbitalnej vizby.
3. Preskimajte elektronovi struktru grafénu (t.j. jednej hexagonalnej grafitovej roviny s normalou povedzme v smere
osi z). Navod: Ukazte, ze vdaka sp? hybridizacii 3 elektrony uhlika plne zaplnia viizobné pasy, ktoré lezia hlboko pod
Fermiho energiou. V blizkosti Fermiho energie lezia tzv. m-pasy, ktoré pochadzaji z delokalizacie elektrénov v orbitali

p.. Dalej ukaZte, 7e antiviizobné pasy z sp? orbitalov maji energiu omnoho vid&siu, nez Fermiho energia.

2 Semiklasickd dynamika elektrénov

Cielom tejto prednéasky je objasnit, za akych podmienok mozno pouzivat nasledovné semiklasické
vyrazy pre grupova rychlost a pre zrychlenie vinovych balikov:

 10e4(k)

Vik = £ Ik = —e(E + v, x B). (1)

Uvidime, Ze tieto vyrazy moZno pouZzivat iba pre dostato¢ne slabé aplikované polia E, B. V nasich
tvahéach sa pritom obmedzime iba na pripad externého elektrického pola. Pre magnetické polia dokaz
nebudeme robit.

Wannierove funkcie
Predpokladajme, 7e Blochove funkcie idealneho krystalu st ip(r) a im prislusné vlastné energie
st e,(k). Predpokladajme dalej, ze krystal pozostava z N elementarnych buniek a zostrojme sadu



Wannierovych vinovych funkcii w,,(r — R) lokalizovanych okolo mriezkovych bodov R.:*

1 _ik. i
wp(r—R) = \/—N ;e kank(r), Yk (r \F Ze kR —R),

kde druhy vztah predstavuje inverznu transformaciu. Pomocou ortonormélnosti Blochovych funkcii
T'ahko nahliadneme, Ze aj Wannierove funkcie st ortonormaélne:

/d?’rw;;(r — R)wm(r — Rl) = 5nm5RR"

Nech hamiltonidn pre elektrén v idedlnom krystali je Hy. Posobenie hamiltonianu Hy na Wannierovu
vlnovi funkciu w, (r — R) mozno Tahko vy¢islit, ak w,, (r — R) vyjadrime pomocou Blochovych funkcii:

How,(r —R) \F Z R Hogh(r) \F Z e~ Rey (k) i)
Ak teraz Blochove funkcie spétne prepiSeme pomocou Wannierovych funkcii, dostaneme
1 T (R
H()’U}n(l‘ — R) = N Z wn(r — Rl) Zt’fn(k)elk'(R -R) _ _ Z tn(R — R/)wn(r — Rl)
R/ k R/

Tuato rovnicu mozno interpretovat ako tunelovanie elektréonov medzi roznymi Wannierovymi funkciami
s amplitudou tunelovania do vzdialenosti g

tn(p) = _'/iv' Z eiik.ﬁgn(k)a en(k) = — Z eik.ﬁtn(ﬁ)v (2)

k I3

kde sme pre tplnost uviedli aj inverzny vztah medzi e, (k) a t,(p). Dolezité pritom je, Ze tunelovanie
je nenulové iba medzi stavmi z toho istého pasu n. Stoji tiez za zmienku, Ze rovnicu (2) pre spektrum
en(k) mozno interpretovat aj ako Fourierov rozvoj periodickej funkcie v k-priestore.

Casovy vyvoj vlnovych balikov
V tejto Casti budeme riesit casovii SchR pre vlnovi funkciu pre elektron pohybujici sa v kryStali v
pritomnosti dodato¢ného externého pola U(r,t):

i) = Hip;  H = Hy+ Ulr,t).
VInova funkciu elektrénu rozvinieme podla uplného systému Wannierovych funkeii,

= fa(R, tywa(r — R).
nR

V tejto reprezentacii ma f,(R,t) vyznam amplitady pravdepododnosti pre vyskyt elektronu v n-tom
pése v blizkosti mriezkového bodu R.. Ide o tzv. obalkovi vinovi funkciu. Po dosadeni tohto rozvoja
do ¢asovej SchR, prenédsobeni oboch stran zlava vyrazom w},(r — R) a po integrovani [ d3r oboch stran
dostaneme SchR pre obalkova vinova funkciu

ihfa(R,t) = [—tn(R’ —R)fa(R) + > Unw (R, R) f(R)

Rl

kde sme zaviedli nasledovny maticovy element pre aplikovany externy potencial:

U (R, R/) = / dPrw’ (r — R)U(r)w, (r — R). (3)

“Pre dany pas n ide vlastne o zmenu bazy medzi N Blochovymi funkciami a AN Wannierovymi funkciami. Stoji za
zmienku, Ze volba Wannierovych funkcii nie je jednozna¢na. Namiesto Blochovych funkcii 1,k (r) by sme totiz mohli
zobraf, funkcie e*%%t,1(r), ktoré st (a7 na fazy) s nimi totozné. Pri takejto volbe by sme viak dostali Wannierove funkcie
wn(r — R) = LN e RFqy 1 (r), ktoré st rozne od Wannierovych funkcii wy,(r — R). Kongtrukcii maximélne
lokalizovanych Wannierovych funkcii sa venuje prehladovy ¢lanok N. Marzari et al, arXiv:1112.5411.
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Viimnime si, Ze externy potencial vo vSeobecnosti rozptyluje elektrony z jedného pasu do druhého.
Preto vo v8eobecnom pripade nemézu byt jednopasové vyrazy (1) spravne. Ak je vSak externy potenciél
dostatotne pomalou funkciou r, potom pre lokalizované Wannierove funkcie mozno potencial U(r) vo
vyraze pre U, (R, R’) vyhat pred integral a z ortonormalnosti Wannierovych funkcii potom vyplyva
Upn' (R, R’) = U(R)0ppdrry- V takomto pripade sa SchR pre obélkovi vinovi funkciu zjednodusi na
tvar

ihfu(R, 1) Zt R)fa(R) + U(R)fu(R).

Ak uvéazime, ze Taylorov rozvoj (do nekone¢ného radu) funkcie f,(r) v bode r = R mozno formélne
zapisat v tvare f,,(R + p) = e”V f,,(R), pricom operator V posobi na R, potom prvy ¢len na pravej
strane moZzeme upravit nasledovnym sposobom:?

LR - R)(R) = Zt DR+ 7) = | =S ta(@)ePY | fa(R) E en(~i9) fu(R).
7

V poslednej rovnosti sme vyraz v hranatej zatvorke identifikovali ako e, (k) z rovnice (2), kde namiesto
vlnového vektora k treba vziat operator —iV. Ukdazali sme teda, Ze pre pomaly sa meniaci potencial
mozno SchR pre obalkova vlnova funkciu pisat v jednoduchom tvare

ihfa(R,1) = Heg fo(R), Heff:en( aaR)+U<R> (4)

Co sme ziskali? Nemusime riesit komplikovant SchR pre elektron, ktorého hamiltonian obsahuje kine-
ticka energiu elektronu, periodicky mriezkovy potencial a potencial pomaly sa meniacej poruchy U(r).
Ak sa totiZz obmedzime na hladanie obalkovej vinovej funkcie pre pas n, potom sacet kinetickej energie
a periodického mriezkového potencidlu mézeme nahradit operatorom e, (—iV) a teda staci riesit zjed-
nodusentu SchR s efektivnym hamiltonidAnom H.g. Takto sme napriklad postupovali v bakalarskej

prednagke pri vypocte primesnych hladin v polovodi¢och, kde sme predpokladali e, (—iV) = —@igf.

Rovnice semiklasickej dynamiky

Skumajme ¢asovy vyvoj strednej hodnoty veli¢iny X v stave popisanom obélkovou vinovou funkciou
fn(R,t). Strednd hodnota veli¢iny X je definovana vztahom (X)(t) = > g f#(R,t)X fn(R,t), pricom
operator X posobi na sturadnice R. Ak operator X explicitne nezévisi od ¢asu, pre zavislost strednej
hodnoty (X)(t) od ¢asu dostavame vyraz

LU %[afﬁgf"”mm,w+f;<R,t>X8f"gf"“ ,

= = Z Heg [ (R, )X fo(R,t) + fi (R, ) X Hegr (R, 1)),

kde v druhom riadku sme pouzili SchR (4) pre obalkovi vlnova funkciu. Ak naviac v prvom ¢lene
vyuZzijeme, Ze operator Heg je hermitovsky, dostaneme rovnicu

d(X) ()

dt :%Zﬁ;(R?t) X, Heg] fa(R, 1) = (X); X = — X, Heg],
R

ih

ktorti mozeme interpretovaf tak, 7e ¢asovii zmenu strednej hodnoty veli¢iny X meria operator X.
Tento formalizmus budeme teraz aplikovat pri §tadiu ¢asovych zavislosti strednych hodnét operé-
torov sturadnice r a hybnosti p. Za¢nime vypoc¢tom operatora ¢asového vyvoja hybnosti:

1
th

SStriktne vzaté, siradnica R prebieha len cez mriezkové body. Avsak, kedZe semiklasicky popis je aplikovatelny iba
pre pomaly sa meniaci potencial, mozeme R nahradit spojitou stradnicou r.

p = — [p, He = % p,U(r)] = —VU = F.
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V druhej rovnosti sme vyuzili, Ze kinetickd energia v hamiltoniane (4) je funkciou hybnosti, a preto
komutuje s p. Pri odvodeni tretej rovnosti sme pracovali v r-reprezentécii, v ktorej operétor hybnosti
p = —ih%. Ak za F zoberieme znamy vyraz pre Lorentzovu silu, dostaneme rovnicu pre zrychlenie
kompatibilni s (1). Treba v8ak pripomenut, Zze nase odvodenie mozno pouzit iba na vypocet zrychlenia
v désledku pritomnosti elektrostatického potencidlu. Odvodenie by bolo treba rozsirit aj o analyzu
vplyvu vektorového potencialu.

Pri odvodeni vyrazu pre I je uZitoéné pracovat v p-reprezentécii, v ktorej operator suradnice je®
r= ih%. Ak naviac vyuzijeme de Broglieho vztah p = hk, potom dostaneme

- = e ()] 5

¢o je rovnica kompatibilnd s rovnicou pre rychlost vinového balika (1). Zistili sme teda, ze

rovnice semiklasickej dynamiky (1) vyplyvaji z efektivneho hamiltonianu (4); tieto rovnice st
platné, ak mozno zanedbat medzipasové prechody, t.j. pre dostato¢ne slabé aplikované polia.

Blochove oscilacie a Wannierove-Starkove hladiny

V tomto odstavci budeme studovat pohyb elektréonu v jednorozmernom krystali s mriezkovou konstan-
tou a v aplikovanom elektrickom poli E. Budeme predpokladat, ze pole E je dostatotne malé, aby
sme mohli zanedbat medzipasové prechody. Jednopésovy efektivny hamiltonian je v takom pri-
pade Hegr = £(p/h) + eEx. RieSenie SchR s tymto hamiltonianom je komplikované, preto sa v nasom
vyklade obmedzime na jej semiklasickti analyzu. Semiklasickd pohybova rovnica pre hybnost a jej
rieSenie si

: Et
W= —eB,  k(t) = k(0) — %
Kedze k-priestor je periodicky s periédou 27 /a, elektron teda vykonéva oscilacie v k-priestore s perio-
dou 7 = % Periodickému pohybu v k-priestore zodpoved4 periodicky pohyb v oby¢ajnom priestore:
1 [tT7E {g 1 k(0)—27/a de dk 1 k(0)—27/a de
t —z(t) = = —dt = — —— = —dk.
w(t+7p) —a(t) h/t k" " /k(o) dk ;. eE Jyo dk

Posledny vyraz je vSak rovny —i [ak(o),gﬂ Ja — Ek(o)] = 0 kvoli periodicite disperzného vztahu e.
Teda elektron vykonadva nie postupny pohyb, ale tzv. Blochove oscilacie. Jeho vinova funkcia je
lokalizovana a elektricky prud neméze tiect, napriek tomu, Ze sa elektréony pohybuju v dokonalom
krystali!

Teraz ukazeme, ze vinové funkcie elektrénov v stave Blochovych oscilatorov vytvaraju sadu po-
kryvajucu cely kry$tal, pricom vzdialenost susednych vinovych funkcii je Ax = a. PouZijeme pritom
Bohrovu-Sommerfeldovu semiklasickn teériu, podla ktorej st dovolené iba tie cyklické trajek-
torie, ktorych uéinok splita kvantovaciu podmienku $pdx = (n+ 7)h, kde n je celé ¢islo a v je
(konstantna) fazova korekcia. Poc¢itajme teda u¢inok pre semiklasicka trajektoriu

TE TE TE h
%pdx = / pidt = [pz]iF — / pxdt = eE/ xdt = eETp(x) = —(x),
0 0 0 a

kde sme v druhej rovnici integrovali per partes. V tretej rovnici sme vyuzili, Ze pohyb je periodicky
s periodou Tg a vo Stvrtej rovnici sme zaviedli strednd stradnicu (x) orbity. Ak vyuZijeme Bohrovu-
Sommerfeldovu kvantovaciu podmienku ¢ pdz = (n + v)h, potom odtialto dostaneme

() =(n+7)a,  (@)np1 = (X)n = a.

To znamend, ze ku kaZzdej elementérnej bunke kryStalu prislicha jeden Blochov oscilator. Kedze v
krystali existuje makroskopické elektrické pole, rozdiel energii susednych Blochovych oscildtorov bude
Ae = eFa. Teda energetické spektrum studovaného pésu pozostava zo sady rovnako vzdialenych hladin.
Tieto hladiny vytvaraji tzv. Wannierov-Starkov rebrik.

Tahko sa overi, Ze [r;, p;] = iid;;, ako aj mé byt.
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Wannierov-Starkov rebrik mozno pozorovat spektroskopickymi metédami. Podmienkou jeho vzniku
je zanedbatelnost medzipasovych prechodov a tiez nerovnost 7g < 7, t.j. peridda Blochovej oscilacie
7 musi byt kratsia nez relaxacny cas elektréonov 7. Tato nerovnost mozno alternativne pisat v tvare

h
— < eFa.
i

To znamend, Ze elektrické pole musi byt silné a relaxa¢ny ¢as 7 musi byt dlhy (t.j. vzorka musi byt ¢ista
a teplota nizka). Wannierov-Starkov rebrik bol najlepsie pozorovany v supermriezkach, t.j. v systémoch
s velkou mriezkovou konstantou a, kedy nie st potrebné extrémne hodnoty E a 7.

Zenerovo tunelovanie

Skimajme opéat jednorozmerny krystal vo vonkajSom elektrickom poli E v priblizeni takmer volnych
elektronov. Nech elektréon sa pohybuje v n-tom péase so Sirkou pésu €g a zakdzany pés medzi n-tym a
n+ 1-vym péasom je A. Analyza ukazuje, pravdepodobnost (tzv. Zenerovho) tunelovania elektronu pod
vplyvom pola E z n-tého pasu do n + 1-vého pasu je zanedbatelné, ak

A2
eFa < —. (5)
€0

Wannierov-Starkov rebrik je teda pozorovatelny, iba ak % <eka < ?—02. Tato nerovnost mozno splnit

. s 2 2
iba v materiadloch, pre ktoré % < ?—0.

Namety na seminarnu pracu

1. Vysledok (5) overte priamym vypo¢tom amplitidy medzipasového tunelovania (3) v modeli Kroniga-Penneyho. Na-

Studujte aj kvaziklasicki tedériu Zenerovho tunelovania vo WKB pribliZeni.

2. Pomocou Boltzmannovej rovnice v priblizeni relaxa¢ného ¢asu vypocitajte pridovi hustotu jgwe'd™ “*, ktort v elek-
ﬁ2k2

tronovom plyne s disperznym zdkonom ex = “5*- indukuje prie¢ne elektrické pole E(r,t) = Eque’@™ ™t a najdite

tzv. prie¢nu vodivost definovant vztahom jqu = 01(q,w)Eqw. Navod: distribu¢nt funkciu elektréonov hladajte v tvare
flr,k,t) = f2 + gre’* ™" a predpokladajte konstantny relaxacny Cas.

3 de Haasov- van Alphenov jav

V tejto prednaske ukdzeme, ako mozno §tudiom oscilacii rovnovaznej magnetizacie M v externom
magnetickom poli B (tzv. de Haasovho-van Alphenovho javu) uréit tvar Fermiho plochy kovu. Budeme
pracovat v jednopasovom pribliZeni a ukazeme, 7e de Haasov- van Alphenov jav magnetickym analégom
Blochovych oscilacii a Wannierovho-Starkovho rebrika v externom elektrickom poli.

Efektivnu Schrodingerovu rovnicu pre obalkova vinova funkciu nabitej Castice v magnetickom poli
mozno riesit presne, ak disperzny zdkon ma tvar e(—iV) = —5225*2. Ked7e nas v8ak zaujima pohyb
elektronov so veobecnym disperznym zakonom e(—iV), presné rieSenie vo vSeobecnosti nepozname,
a preto v nasom vyklade pouzijeme Onsagerovo semiklasické rieSenie. Predpokladame totiz, ze efekt
je sposobeny elektrénmi v blizkosti Fermiho plochy, t.j. vysokoenergetickymi elektrénmi, pre ktoré by

malo byt semiklasické pribliZenie vhodné.

Cyklotronova frekvencia pre vSeobecny disperzny zakon
Skumajme trajektoriu v k-priestore pre blochovsky elektrén vo vonkajSom magnetickom poli B. Mame
teda skimat semiklasicki pohybova rovnicu
. e Oe
hk = ——— x B. 6
h 0k (6)
Zvolme pre jednoduchost os z rovnobeznti so smerom aplikovaného pola. Nech pociatotné energia
elektronu je € a jeho poéiatoéna hybnost v smere pola je k,. Trajektoriu elektréonu v recipro¢nom
priestore tvori priese¢nica ekvienergetickej plochy pre energiu € s rovinou k, =kongtanta. Oznafme
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Obr. 6: VIavo: trajektoria elektréonu v hybnostnom priestore pre vieobecny disperzny zakon. Vpravo: dve trajektorie s
tou istou hybnostou k. v smere pola B pre blizke energie ¢ a € + de.

velkost plochy (v k-priestore) obopnutej takouto trajektoriou A(e, k,). V dalsom vyklade budeme
skamat prirastok plochy dA pri naraste energie € — € + de a pri fixovanom k,. Nech dk je element
pozdlz trajektorie a nech 6k je kolma vzdialenost §tudovanych trajektorii v zvolenom bode. Z pohybovej
rovnice (6) vyplyva:

dk  eBoe

dt  h ok’
Tu sme uvazili, Ze do vektorového sucinu v (6) prispieva iba zlozka rychlosti v, (k) = %g—i kolm4 na B.
Pre element plochy medzi ekvienergetickymi hladinami dostavame dA = dkdk = %—]23556#. Preto celkova
plocha medzi ekvienergetickymi hladinami je

eB eB

kde T je perioda pohybu v k-priestore. S uvazenim vztahu w. = 27 /T odtialto dostaneme, Ze cyklot-
ronové frekvencia (pre dané k, a ¢) je dana vztahom

wele, k) = el <d‘4>1. (7)

2 \de

Teda cyklotrénova frekvencia zavisi od zmeny plochy trajektérie pri zmene energie. V8&imnime si, Ze vo
vSeobecnosti w. zavisi aj od hybnosti v smere osi z, pretoZe pre rézne k., obopinaja trajektorie rozne
plochy.”

Semiklasické kvantovanie pohybu v magnetickom poli.
Podl'a semiklasickej Bohrovej-Sommerfeldovej kvantovacej podmienky st mozné iba tie klasické drahy
Castice, pre ktoré nasledovny integral

%p-dr-(n—i—’y)h

nadobtda celo¢iselné nasobky n Planckovej konstanty h.2 Do integralu vstupuje kAnonicka hybnost
p, ktora v pripade pohybu elektrénu s nabojom —e v magnetickom poli mé dva prispevky, mechanicka
hybnost a hybnost od pola, p = ik — cA.

" Ak pouZijeme vyjadrenie §A = § dkék = be § #’“(k), formulu pre cyklotronovi frekvenciu moéZeme zapisat aj v tvare

2meB
wc(e, kz) = W
vy (k)
Odtialto 'ahko nahliadneme, %e napriklad pre parabolicky disperzny zakon plati w. = fﬁ, a teda v tomto pripade

cyklotronova frekvencia od e, k. nezavisi, ako sme ukazali aj v I1.2.
8+~ je fazovy faktor rovnaky pre vietky orbity.
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Pocitajme najprv Bohrov-Sommerfeldov integral pre mechanickii hybnost. VSimnime si, Ze z
pohybovej rovnice (6) vyplyva semiklasicka rovnica

hk = —er x B (8)

s rieSenim hk(t) = —er(t) x B+4-const. Preto prispevok mechanickej hybnosti k Bohrovmu-Sommerfeldovimu

integralu je
j{hkdr:67{1"XB'dr+const-7{dr:eB-7{r><dr:2e<I>,

kde ® je magneticky tok pretekajtci cez plochu ohranicent trajektoériou ¢astice. V poslednej rovnici sme
vyuzili, ze § r x dr = 25n, kde n je normala k rovine trajektoérie a S je plocha obopnuta trajektoriou.

Na druhej strane, Bohrov-Sommerfeldov integral pre hybnost od pola je —e§ A - dr = —e®,
preto Bohrovu-Sommerfeldovu kvantovaciu podmienku mozno pisat v tvare

¢ = (n +v)Po,

kde sme zaviedli kvantum magnetického toku ®¢ = 2. Odtialto vyplyva, ze plochy dovolenych trajek-

o
torii v r-priestore nadobtdaju kvantované hodnoty

00
7 pohybovej rovnice (8) vsak vyplyva, ze dlzkovy element v k-priestore suvisi s dizkovym elementom
v r-priestore vztahom dk = %dr. Preto dovolené plochy trajektorii v k-priestore maja velkost

eB\? (27)°B
An— (h) Sn_(n+7) (I)O )

Gize plochy A, vytvaraju rebrik dovolenych hodnét, pricom rozdiel ploch v k-priestore pre dve susedné
trajektorie je
271)?B
0A=App1 — Ap = (2m) .
0
Ak pouzijeme vysledok pre minimélny prirastok plochy v rovnici (7) pre cyklotréonovu frekvenciu,
dostaneme pre minimalny prirastok energie

de = hwe.

Preto dovolené hodnoty e, (k,) energie elektréonov pohybujucich sa s fixovanou hybnostou k, zavisia aj
od diskrétneho indexu n = 0,1,2,.... Tento kvaziklasicky vysledok je v zhode s presnym vysledkom

21.2
enlhe) = e (n+1/2) + > o)

pre spektrum elektrénov s parabolickym disperznym zakonom, pozri I1.3. Vo vSeobecnom pripade vSak
cyklotronova frekvencia w, moze zavisiet od excitafnej energie, a preto zavislost od indexu n bude
komplikovanejsia ako pre harmonicky oscilator.

de Haasov-van Alphenov jav
V dalsom vyklade ukazeme, ze:
1

1. magnetizacia M kovov je v silnych magnetickych poliach oscilujicou funkciou 5

2. 7 periody oscilacii § (%) mozno ur¢it plochu tzv. extremélnych orbit Aextrem:

)

Co je extremélna orbita? Pre dané natoc¢enie magnetického pola st orbity tvorené priese¢nicami rovin
kolmych na B a ekvienergetickych ploch. Nas buda zaujimat priese¢nice s Fermiho plochou. Plochy A
(v k-priestore) obopnuté orbitami na Fermiho ploche zévisia od hybnosti v smere pola k. Extremalne
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Obr. 7: Extremalne orbity na Fermiho ploche pre magnetické pole orientované zvislo.

orbity su také orbity, pre ktoré ma funkcia A(k,) lokalne minimum alebo maximum. De Haasov-van
Alphenov jav teda mozno pouzit na mapovanie Fermiho ploch: natacanim aplikovaného pola vodi
monokrygtalickej vzorke mozno urcit plochy extremalnych orbit a nasledne tvar Fermiho plochy (alebo
ploch).

Ako uvidime neskor, podstatou de Haasovho-van Alphenovho javu je kvantovanie energetickych
hladin v magnetickom poli. Jav je preto pozorovatelny, ak

2

h A
—,T<<hwc<< —.
T EF

V prvej nerovnosti Ziadame, aby neurcitost energie elektrénu 2, spodsobend rozptylmi, ako aj tepelné
rozmazanie boli mengie ako rozdiel hladin hw,. harmonického oscilatora (na extremalnej orbite). Druha
nerovnost zarucuje pouzitelnost jednopasového kvaziklasického popisu. Ak tato nerovnost nie je spl-
nend, jednopésové priblizenie neplati, lebo dochédza k tzv. magnetickym prierazom, ktoré st analégom
Zenerovho tunelovania v silnom elektrickom poli.

de Haasov-van Alphenov jav: zdé6vodnenie
Podl'a I.23 moZno pri teplote T' = 0 pocitat magnetizaciu vzorky s energiou F a objemom V = L, L, L. pomocou vztahu
_ 10FE
=~V5B"
Teda potrebujeme poznat energiu E vzorky ako funkciu B. Pre jednoduchost nebudeme uvaZovat o spine elektronov, pre-
toze jeho pritomnost nie je v nasich tvahach podstatna. V nulovom magnetickom poli je energia systému elektronov

dand obvyklym vyrazom
dk dk.dk
E = = z £y
Ek fxex V/ o 22 fxex,

kde fx je Fermiho-Diracova distribu¢na funkcia. V pritomnosti magnetického pola st vlastné stavy indexované
kvantovymi ¢islami n a k.. Preto rozdelovaciu funkciu fix musime nahradit rovnovaznou rozdelovacou funkciou fn(k-)
a spektrum ey musime nahradit vyrazom typu (9). Naviac, ked%e na kazdd hladinu n pripada plocha 64 = (27)*B/®,
v rovine (kg,ky), z rozmerovych dévodov musime integral cez (ks,k,) nahradit nasledovnou sumaéaciou cez jednotlivé
hladiny n:

/dkzdky _ SA ifﬁi

(2m)2 (2m)2 — Py —

Fyzikdlnym zmyslom tohto priradenia je, %e kazda hladina n vo vzorke s prierezom S (v smere kolmom na magnetické
pole) je degenerovan faktorom §AS/(2mw)? = BS/®g = ®/®g, kde ® je celkovy magneticky tok pretekajici cez vzorku,
pozri aj I1.3.

V kone¢nom magnetickom poli bude obsadenych prvych s+ 1 hladin n = 0,1,2,...,s, pricom hladina n je obsadena
stavmi s hybnostami k. v intervale (—ky, ky) a hodnoty k, moZno ur¢it pomocou chemického potencidlu p elektronov
zo vztahu e, (k) = p. Hladkd Fermiho plocha pri B = 0 je teda v kone¢nom poli nahradena sadou valcovitych tatvarov
s podstavami s plochami A,, pozri obrazok 8. Pocet ploch s + 1 pri raste pola klesa a vysledny tdtvar sa coraz viac
odchyTuje od Fermiho plochy v nulovom poli. Energia systému elektronov je pritom dana vyrazom

S kﬂ/
BB =g 3 [ G kealh)

Obréazok 8 moZno reprezentovat aj ako sadu diskov s vySkami ko — ki, k1 — ko, ..., ke—1 — ks, 2ks, ks—1 — ks,
...y k1 — ko, ko — k1. Pre elektrony s danou hodnotou k., t.j. pre elektrony “vo vyske” k., definujme tzv. plniaci
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Obr. 8: Vlavo: Fermiho plocha obopinajica obsadené stavy k-priestoru pri 7 = 0. Vpravo: vo vonkajsom poli st
obsadené stavy vnitri s + 1 valcovitych dtvarov.

faktor v(k.) = A(k.)/dA. Pri zmene magnetického pola B sa meni krok 0A a teda aj plniaci faktor. Zakazdym, ked
v(k-) nadobudne celo¢iselnd hodnotu, prispevok k energii F(B) od elektronov “vo vyske” k. sa zmeni skokom, a teda
veli¢cina OE /OB zaznamena delta-funkény impulz. Po sebe nasledujice pulzy pri B; a Bjy1 teda musia spliiat vztah
I/(kz7Bj) — l/(kz, Bj+1) = 1, Cize

1 1 (2n)?

Bj  Bjy1 PoA(k:)
Tento vysledok uz mé tvar postulovany v rovnici (10). Problémom vSak je, Zze rozne “vysky” k. prispievaji réznymi
frekvenciami. D4 sa vSak ukdzat (pozri namet ¢. 1), Ze po s€itani v8etkych prispevkov oscilujiicich na réznych frekvenciach
preziju len prispevky od extremalnych prierezov, odkial plynie vysledok (10).

V tomto texte podporime intuitivne zrejmy vysledok (10) nasledovnym argumentom. Amplituda oscilacii pochadzaji-

cich od disku n bude zrejme tmerna hribke disku &k, —kn+1. Tdto hribku uréime pomocou rovnice €pt1(knt1) —en(kn) =
0 pre susedné hodnoty k, a kn+1, v ktorej pouzijeme odhad

En+1(kn+1) = hw. + 5n(kn+l) ~ hwe + sn(kn) + hvi(kn+l - kn)a

kde v je grupova rychlost na Fermiho ploche v smere osi z v disku n. Pre hribku disku n tak dostaneme vysledok
kn — knt1 = we/vi. To znamend, Ze najvicsie hriubky diskov sa realizuji v oblastiach, kde v7 = 0, teda (ako sme pred-

pokladali) pri extremélnych prierezoch.

Namety na seminarnu pracu
1. Prepokladajte, Ze spektrum elektronov v magnetickom poli ma tvar e, (k.) = fuwe(n + ) + €. (k.) a ukazte, ze velky
termodynamicky potencial pre neinteragujici systém elektronov je dany formulou

o dk: B < = en (k=)
QT,V, ) = VT/ o %;m {Hexp <7T )}

Magnetizaciu preto mozeme pocitat ako M = —% (89/8B)H’V. Pomocou Poissonovej sumacnej formuly dokazte vysle-
dok (10).
2. Semiklasické vysledky porovnajte s exaktnym riefenim pre kvadraticky disperzny zdkon ex =

h2K?
2m* *

4 Andersonova lokalizacia v jednorozmernych drétoch

V tejto prednaske ukizeme, ze v neusporiadanom jednorozmernom dréte st vietky stavy lokalizované.”

Landauerova-Soukoulisova formula

Sktmajme prad tectci cez jednorozmerny drot, t.j. drot s dostato¢ne malymi prieCnymi rozmermi.
Pohyb v tychto prie¢nych smeroch nech je obmedzeny na najniz§iu kvantova hladinu. Takyto drot
nazyvame jednokanélovym. Predpokladame, 7e drot mozno rozdelit na 3 oblasti: dokonaly Tavy pri-
vodny vodi¢ pripojeny na l'ava elektrodu s chemickym potencidlom g, skimany neusporiadany vodié¢
a napokon dokonaly pravy privodny vodi¢ pripojeny na prava elektrédu s chemickym potencidlom ps.
Prud tec¢uci zlava doprava je neseny elektréonmi pochadzajicimi z Tavej elektrody, preto rozdelovacia

“Podrobnejsi vyklad Citatel najde napr. v P. Marko§ and C. M. Soukoulis, Wave Propagation, Princeton University
Press 2008. T. Bzdusek a P. Marko§ mi pomohli odstranit niektoré nepresnosti vykladu, za ¢o im dakujem.
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Obr. 9: Studovana geometria. Jednorozmerna vzorka je cez dokonalé jednorozmerné privodné vodife napojend na
rezervoary 1 a 2.

funkcia pre tieto elektrony je f(ep — p1). Velkost pradu budeme vyhodnocovat v Tavom privodnom
vodici s dlzkou L. Ak grupové rychlost elektronu v stave k je vy, potom ¢as, za ktory elektrén v stave
k prejde cez lavy privodny vodi¢, je L, /v. Prad ¢astic, ktoré sa dostant az do pravého privodného
vodica preto je

dk 10
hoa =2 Tl ) =2 [ oriap it —m) =5 [ dTEsE -~ m)

kde Ty je pravdepodobnost transmisie cez neusporiadany drot pre elektron v stave k. Faktor 2 zohlad-
nuje spin elektronov. Celkovy prad cez drdt potom je

2e 2¢2

I'=—e(Jima = J21) = =5 [ deT(e) [f(e — ) = fle = pa)] = —%T(ﬁF)(m —p2) = —-T(er)V,

kde V' = ¢1 — ¢2 je rozdiel elektrochemickych potencialov medzi elektrodami a 7 (er) je pravdepodob-
nost transmisie pri Fermiho energii.'® Pre odpor drétu tak dostavame vysledok

v h 1

"= et

tzv. Landauerovu-Soukoulisovu formulu. Ak zavedieme odrazivost drétu pomocou vztahu R =
1 — 7, odpor drétu méZeme zapisat ako sicet dvoch prispevkov:

b AR
2e2  2e2T°

Prvy prispevok, ktory je nezavisly od transmisie drotu a je pritomny aj pre idedlny drot s nulovou od-
razivostou R, nazyvame kontaktny odpor. D4 sa ukizat, Ze tento prispevok je odporom kontaktov.!!
Druhy prispevok je intrinzicky, tzv. Stvorbodovy odpor drotu. V tejto prednéske budeme Studovat
Stvorbodovy odpor drétu s primesami.

B /‘,‘ D
g e

i
1
B
v

Obr. 10: Rozptyl na jednej bariére. VIavo: geometricky vyznam amplitad A, B,C, D v rovnici (11). V strede: definicia
amplitid ¢, r pre prechod a odraz pri dopade na bariéru sprava. Vpravo: definicia amplitid t',r" pre prechod a odraz pri
dopade na bariéru zlava.

10Pre jednoduchost predpokladame, Ze teploty v oboch elektrodach st rovnaké. Predpokladali sme naviac, Ze naloZené
napétie V je infinitezimalne malé. Zaujimame sa totiZ iba o tzv. linedrnu vodivost, t.j. linearny koeficient v Taylorovom
rozvoji I = GV + Ga V2 + .. ..

"Tento vysledok sa ukazuje napriklad vo vyberovej prednaske o mezoskopickej fyzike.
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Rozptyl na jednej bariére -
Skimajme rieSenia SchR pre volny elektrén pri energii € = % v pritommnosti jednej bariéry v okol
x = 0. Nalavo a napravo od bariéry budeme vlnova funkciu elektrénu hladat v tvare

w(x < 0) — Aeikm + Befikx; 1/)(% > 0) — Ceik:r + Defikav7 (11)

kde A, D st amplitady vin dopadajtcich na bariéru a B, C st amplitudy vin odchadzajucich od bariéry.
Zaved'me teraz amplitadu prechodu ¢ a amplitadu odrazu r pre elektron dopadajuci na bariéru sprava.
Podobne nech ' a v’ st amplitady prechodu a odrazu pre ¢asticu nalietavajtcu na bariéru zlava. Potom
amplitudy odlietavajtcich vin B, C mozno vyskladat z amplitad dopadajicich vin nasledovne:

(e)=(e 2 )(5)=2(5). ®

kde sme zaviedli maticu rozptylu S (scattering matrix). Pre bezrozmerny §tvorbodovy odpor jednej
_ Ik

bariéry p definovany vztahom Ry, = % p potom plati p LR

Vlastnosti matice rozptylu
Zachovanie poctu castic

Pradova hustotu mozno poéitat zo vztahu j = Tg;i(w*vw —1V*). Prudova hustota elektronov nalavo

od bariéry je %(\AP —|BJ?), kym napravo od bariéry je to %(|C\2 —|D|?). Zo zékona zachovania po¢tu

elektronov teda dostavame A2 + |D|? = |B|? + |C|?, ¢ize

(4%, D) < g > — (B*,C) < p > - (A*,D*)ST5< g >

kde sme v druhej rovnici vyjadrili B, C cez A, D pomocou S-matice. Prvy a posledny vyraz sa maju
rovnat pre vietky A, D. Tak dostaneme podmienku pre S-maticu STS = 1, alebo explicitne

|r]2 + \t]2 = \r'[2 + \15’|2 =1; rt* 4+t = 0. (13)

Inverzia casu

Predpokladajme, Ze hamiltonian popisujici pohyb elektrénu je realny,'”> H = H*. Potom ak v je
rieSenie SchR, H = e, potom aj ¥* je rieSenim tej istej SchR s tou istou vlastnou energiou. To v8ak
znamend, ze nas rozptylovy problém maé aj rieSenie

Y(r <0) = R (x> 0) = D*etFr 4 Cremihe,

Ale amplitady odlietajucich vin A*, D* sa musia daf vyjadrit pomocou dopadajacich vin B*,C* a
povodnej S-matice:

(8)-2(2) (3)-=(2)-=(2)

kde druhé rovnica vznikla z prvej rovnice komplexnym zdruzenim a vyuzili sme tiez rovnicu (12).
KedZe druha rovnica musi platit pre vietky A, D, musi byt S*S = 1, alebo explicitne

r|? 4+t = |72+t = 1; "t +rt* =1r't" +r*t’ = 0. (14)

Porovnanim rovnic (13,14) napokon dostaneme nasledovné podmienky pre ¢, 7, ¢, r':

t
% + [t]* = 1; t' =t r = —t—*r*. (15)

Rozptyl na posunutej bariére
Nech ta ista bariéra je posunutd do bodu z = [. Opit predpokladajme, Ze vinova funkcia pred a za
bariérou mé tvar

Y(z < 1) = Ae*® 4 Be~ike, bz > 1) = Ce*® 4 De—ike,

12Vo vgeobecnosti stadi ziadat nezavislost systému vod&i otoceniu smeru plynutia Casu.
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Zavedme sturadnice &' = x — [. Pre vlnové funkcie v oblastiach ' < 0 a 2’ > 0 tak dostaneme
1/}(«%'/ < 0) — Aleikx/ + B/ef’ikx/; w(x/ > 0) — Cleikx/ + Dlefik’z‘/’

kde A’ = Ae*'. B’ = Be 'l C' = Ce* a D' = De*'. V &arkovanych suradniciach viak bude
rozptyl popisany uZ zavedenou S-maticou:

(&)=s(5) (0 d)(&)-s( ) (5)

Preto matica S popisujtca rozptyl na bariére posunutej o [ je dand vztahom

B _ A _ eikl 0 eikl 0
(2)-s(2) (% &) %)

Ak rozpigeme posledny vztah medzi S a S po zlozkach, pre amplitidy prechodu a odrazu t,#, 7,7’ na
posunutej bariére dostaneme

7= 6—2zkl,r; ’ €2zkl7,/' (16)

|
Il
X
Il
\.@F

Prenosova matica
Namiesto S-matice bude uzito¢né skimat tzv. prenosova maticu M (transfer matrix), ktord dava
do savisu amplitudy vin A, B na lavej strane bariéry s amplitatdami C, D na pravej strane bariéry:

(5)=2(5) = (2 )= (e )

Explicitny vyraz pre M sme pritom ziskali rozrieSenim systému rovnic (12) pre nezname C, D. Po-
sledna rovnica plati, ak uvdZime zachovanie poctu Castic a symetriu vod&i inverzii ¢asu. VSimnime si,
. . . ) . . . Lo . 2
7e bezrozmerny odpor p bariéry popisane]j prenosovou maticou M je dany zlozkou Mo, t.j. p = |Mi2]”.

A - : E I c
_ ‘ — “} =
il Bl
B F e
| | D
= o
Mo M® X

Obr. 11: Geometricky vyznam amplitad A, B, C, D, E, F pre rozptyl na dvoch bariérach.

Rozptyl na dvojbariérovom systéme

V dvojbariérovom systéme budeme skumat tri oblasti: lavi a prava asymptoticka oblast a medzibari-
érovy priestor. Ozna¢me amplitudy pravo- a Tavobeznych vin et v tychto oblastiach takto: A, B v
Tavej oblasti, E, F' medzi bariérami a C, D v pravej oblasti. Nech M(12) s prenosové matice pre obe

bariéry. Potom
CN_vol EY. CN\_voayn( A
(o)== () (5)=rom ().

(2)-w(2)

Teda prenosovou maticou M pre ststavu bariér je stcin prenosovych matic jednotlivych bariér, M =
M@ MDD Nech matice M@ a MM maja explicitny tvar

M(g) _ < 1/t§ 7“2/t2 ) M(l) _ ( l/tf T’l/tl )

ry/ty 1/t i/t 1/t

Ak pouZzijeme parametrizaciu t; = |t1|e?X1, ty = [ta|e™2, 71 = |r1]€™®' a ro = |ro|e??, potom bezroz-
merny odpor zlozenej bariéry bude

2
ro, T pL | p2 | o /PIP2
=M122=7*+7 = + +2 cos(¢1 — P2 + 2x2),
p=IMul = et i T Tl TR T e < )
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kde v poslednej rovnici sme individualne odpory jednotlivych bariér oznacili p; = |r;|?/|t;|%, i = 1,2.

Ak napokon vyuZzijeme identitu | tilP = % = 1+ p;, dostaneme pre bezrozmerny odpor zloZenej
bariéry vyraz
p=p1+p2+ 2p1p2 + 2¢/ prpa(L + p1) (1 + pa) cos(d1 — o + 2x2). (17)

V klasickom pripade je odpor sériového zapojenia jednoducho sti¢tom odporov. Preto klasicky odpor
dvojbariérového systému by bol p; + po. Na§ vysledok ukazuje, ze kvantovomechanicky odpor dvojbari-
érového systému je odlisny. Rozdiel je sposobeny interferenciou vin rozptylenych na roznych bariérach.
Ako uvidime, jednym z dosledkov je, ze odpor neusporiadaného drotu nerastie s dlzkou drotu linearne,
ale omnoho rychlejgie.

Koherentné séitavanie odporov: Andersonova lokalizacia

Skumajme teraz odpor drétu v nasledovnej modelovej situacii. Nech v drote sa nachadza subor iden-

tickych, ale ndhodne umiestnenych bariér, ktorych individualny odpor je p;. NaSou tlohou je najst

odpor drotu dizky L > a s N = L/a bariérami, kde a je priemerna vzdialenost medzi bariérami.
Budeme postupovat nasledovne. Predpokladajme, Zze odpor p,, drotu s n bariérami poznéme. Potom

odpor drotu s n + 1 bariérami mozeme pocitat pomocou dvojbariérovej formuly (17):

Pt = pn + 1+ 20001 + 260/ pu(1 + pr)p1 (1 + p1), (18)

kde &, je nahodne oscilujica faza. Ak budeme predpokladat, Ze stredna hodnota &, = 0, potom pre
ustredneny odpor p, dostaneme iterac¢nd rovnicu

Pn+1 = Pn + p1+ 2pnp1,

ktort prepiSme pomocou parametra A = 1+2p; do tvaru p,4+1 = Ap, + p1. Lahko overime, Ze rieSenim
tohto problému s pociatoénou podmienkou p,—1 = p1 je

Ustredneny bezrozmerny (3tvorbodovy) odpor drotu dizky L potom bude

p(L) = 5 (45 -1),

kde dlzka & = m(liigpl)
p(L) ~ L/¢ a drot sa sprava ako klasicky Ohmov odpor, pretoze p rastie s dizkou drotu linearne.
Ak viak L > &, potom odpor drotu rastie s dizkou exponencialne. Inymi slovami, vodivost G klesa
exponencialne. To mozno interpretovat ako désledok lokalizacie elektronu na gkale &: elektréon “neciti”
rozdiel potencidlov medzi koncami vzorky.

mé vyznam polomeru lokalizicie: ak dlzka vzorky je mensSia nez &, potom

Namety na seminarnu pracu

1. Itera¢nt rovnicu (18) rieste numericky. Predpokladajte, Ze veli¢ina &, je ndhodne rozloZena v intervale (—1,1). Najdite
rozdelovaciu funkciu pre In p,, ako funkciu n.

2. Skimajte viazané a antiviazané povrchové stavy v polonekonefnom vodi¢i. Hladajte exponencialne tlmené rieSenia:
(a) polonekone¢ného modelu Kroniga-Penneyho vo formalizme prenosovej matice.

(b) polonekone¢ného jednorozmerného modelu tesnej vizby zavedeného v prvom odstavci 1.14.

5 Priblizenie Hartreeho-Focka

V tejto prednaske odvodime rovnice pre Hartreeho-Fockove orbitaly ¢, (x,s). Pre elektrony, ktorych
spin S = %, moze priemet spinu s na zvolend os nadobudat dve hodnoty: s = 5 alebo s = —%. Elektron
v jednotasticovom stave a sa potom s amplitidou pravdepodobnosti ¢4(X, s) nachadza v mieste x a s
priemetom spinu s.

N[ = ~—
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Budeme predpokladat, Ze hamiltonidn interagujticeho systému N elektrénov mozno pisat ako su-
et jednocasticovych energii h; = h(x;) a dvojcasticovych interakcii V;; = V(x; — x;), pricom pre
jednoduchost predpokladame, Ze ani h;, ani V;; nezévisia od spinovych indexov:

N
H=Y hix;) + %ZV(XZ» _x)). (19)
i=1 oy

Pripominame, Ze interaként energiu V;; pritom mozno zakazdym vybrat tak, aby bola parna, t.j. aby
platilo V(x; — x;) = V(x; — x;).

Stredna hodnota energie v Hartreeho-Fockovom stave

Nagou prvou ulohou bude skonstruovat funkcional E[y] = (¢¥|H|v), kde [¢) je Slaterov determinant
Hartreeho-Fockovych orbitalov ¢, (X, S), @as(X,5), ...y Pay (X, s). Symbolom i = (x;, s;) oznatme po-
lohu a spinovy stav i-teho elektrénu a symbolom [ di = ESZ_ J d®x; ozna¢me stcet cez vietky mozné
polohy a spinové stavy. Pocitajme najprv jednocasticovt energiu i-teho elektrénu:

WIhid) = 5 SO [ NG (1) (Vi (1) (V)

PP
1 /
_ P+P kN .
= N S D)y Op, P 0Py Pl - Opypy [ digp (D)hivp (i),
PP
kde P, P’ st permutacie N-tice stavov aq,...,ay. Ak si teraz viimneme, Ze permutéicie P a P’ musia

byt rovnake, dostaneme (1|h;[Y)) = >_p [ dipp (i)hipp,(i). Preto celkova jednocasticova energia

elektrénov je
N 1 N
Ei[y) =) (ki) = 7> {Z / dw}a(z‘)hmu)} :
i=1 P li=1

Ak si teraz uvedomime, zZe vyraz v krutenej zatvorke nezavisi od toho, pre ktoru permutaciu ho vyhod-
nocujeme (kedZe ide o sucet cez vSetky stavy aq,...,an), vysledok pre Fj[i)] mozeme prepisat do tvaru
Er[y] =2, [ dig;, (i)hipa, (i), kde sumacia bezi cez obsadené stavy ai,...,an. Ak sa naviac vratime
k explicitnym stradniciam i = (x,s) a integralom [di = Y, [ d®x, pre celkovii jedno&asticovi
energiu elektrénov dostaneme

B =YY / 0%, (%, 5)h(X) Py (X, 5).

Teraz pocitajme strednt hodnotu dvojcasticovej interakénej energie:

Ba] = 501 3 Vilo) = 537 -0 Y [l dNgy (1) by (NI Vion (). oy ().

i#] PP’ i#]

Explicitnym integrovanim cez siradnice N — 2 ¢astic (okrem castic ¢ a j) dostaneme

1 /
_ Z _1\P+P Z
E2 [’lp] — ‘ ( 1) 5P1P1/ o 6Pi—1Pl‘l_15Pi+1Pi,+1 oo 5Pj—1P]{_15Pj+1PJ/'+1 o 5PNP1/\7
" pp i<j

< [ didihy 0k Vi i) 0,0

kde sme kvoli zjednodu$eniu zapisu predpokladali i < j a preto sme nepisali faktor 1/2. Teraz si
véimnime, %e pre dand permutéiciu P existuji dve permutéacie P’, ktoré daju nenulovy prispevok:
jedna moznost je P = P a druha moZnost je, ze P’ sa od P li§i iba vymenou stavov i-tej a j-tej
castice, P; <+ Pj. V tomto poslednom pripade st samozrejme parity permutécii P a P’ opa¢né. Tak
dostaneme

ZURS O > [ didier e, Vi o, 0) = o (on ()] ¢
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kde sme sa vratili k sumovaniu cez ¢ # j. Podobne ako pri diskusii o jednocasticovej energii, vyraz v
kratenej zatvorke opét nezéavisi od toho, pre ktori permutéciu ho vyhodnocujeme (kedze ide o sucet
cez vetky pary obsadenych stavov ap # a;). Z tohto dovodu mozeme stredntt hodnotu dvojcasticove;j
energie pocitat ako nasledujicu sumu cez vSetky pary obsadenych stavov ap # q;:

Bt =5 3 [ didiiet, (06 Vi o 00pu () — (o)

ax#a;

V&imnime si, Ze vo vyraze pre Es[¢)] nie je potrebné sumdciu cez obsadené péry stavov obmedzit
podmienkou ap # aj, pretoze Clen s ap = a; da nulovy prispevok. Ak naviac explicitne rozpiSeme
symbolické integracie, pre strednii hodnotu dvojcasticovej energie napokon dostaneme

Bay] = % >3 / dxd®y (%, 5)0% (¥, 8 )WV (X = ¥) [Par (X, 8)0a, (¥, ) — ay (X, 5)0a (¥, 5)] -

ag,a; s,s’

Jednocdasticové orbitaly s predpisanym priemetom spinu

Odteraz budeme predpokladat, Ze jednocasticové stavy a mézu byt dvoch typovia=ataa=a . V
stave a = o T budeme predpokladat, ze pa1(x, %) = pat(x) a @ar(x, —%) = 0, teda Ze priemet spinu je
s urcitostou % Podobne v stave « | budeme predpokladat, ze ¢q (%, %) =0 a pal(x, —%) = @q (%),
teda Ze priemet spinu je s urcitostou —%. Lahko overime, %e pre stavy a = ao a b = o’ plati

D @n(x,8)@p(X, 8) = 60,010y (X)p g0 (X).

Preto v baze stavov a = ao moZno celkovi energiu E[¢)] pisat ako nasledovny funkcional stavu |¢):

By = % / %07 ()1 (X) Pao (X)

+ 303 [ [ @yt 6V (= 3) (930 (5)pan () = Sraran (¥ ()],

ao Bo’

kde sumacie sa opét vedu cez obsadené stavy.

Optimalizacia Hartreeho-Fockovych orbitalov

Funkciondl energie Hartreeho-Fockovho stavu E[t)] teraz budeme minimalizovat s vedlajsimi pod-
mienkami normovanosti vinovych funkcii [ d3x¢%, (X)¢ac(x) = 1, ktoré popfseme Lagrangeovymi
multiplikitormi €,,. Variovanim podla ¢}, (x) dostaneme!3

h(X)Pae(x) + / By s (y)V (X = y) [980/(¥)Pao (X) = G0/ Pac (¥)p0" (X)] = EaotPac(X),| (20)
Bo

tzv. Hartreeho-Fockove rovnice pre optimélne jednocasticové vinové funkcie. Druhy ¢len na la-
vej strane pochidza od dvojcasticovych interakcii elektréonu v §tudovanom stave ao s elektréonmi v
obsadenych stavoch Bo’. V&imnime si, Ze prispevok od B¢’ = ao vymizne, ako aj méa byt, pretoze
Castica nemé interagovat sama so sebou. Rovnicu (20) mozno pisat ako oby¢ajna Schrédingerovu rov-
nicu Hf; ppac(X) = €aoPac(x). Ako uvidime neskor, za istych okolnosti mozno e, interpretovat ako

'3Pri variovani po¢itame zmenu §F[¢] funkcionalu F[¢)] = E[Y] — 3 €ao [ d°x¢hs (X)@ac(x) pri infinitezimalnej
zmene vlnovej funkcie ¢, (x) na funkciu @3, (x) + 1™ (x). Tak dostaneme

5F[y] = / sy (x) [h() = 4] 9o () + 3 / x / Py (@ (VX — 7) (0500 (¥) 037 () — Boarprr (9)050: ()]
Bo’

¢o moéZeme zapisat v tvare 0F[¢] = fd3x77* (x)G(x). Kedze podla predpokladu maji byt vlnové funkcie optimalne,
musi platit 0F[¢)] = 0 pre vSetky infinitezimalne odchylky n*(x). To v8ak bude mozné iba vtedy, ked G(x) = 0, <o je
rovnica z hlavného textu. Variovanie podla ¢~-(x) je formélne komplikovanejsie, ale napokon da konzistentny vysledok
G*(x) = 0. Napokon pripomeiime, %e popisana varia¢na procedira popisuje, striktne vzaté, iba podmienku eztremdlinosti
a nie minima.
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Hartreeho-Fockovu energiu ¢astice v jednocasticovom stave ¢q,(x). Efektivny hamiltonian Hpyp pritom
na vlnovu funkciu ¢, (x) posobi nasledovnym sposobom:

HE g (x) = [B(%) + Vi (%)) 00 () — / Byvs (%, Y)0o(y).

Hartreeho potencial Vi (x) a hustota Fockovho vymenného potencialu v, (x—y) st pritom dané vyrazmi

Vi (x) =/d3yV(X—Y)Z\soaa(Y)\27 Vo (%,Y) = Y G (¥)V (X = ¥)Pac (%),

ao

kde sumy bezia cez obsadené stavy. V&imnime si, ze Fockova ¢ast operatora posobi nelokilne, pretoze
vysledok v bode x zavisi od vlnovej funkcie pa,(y) vo vietkych bodoch priestoru y.

Pozornému ¢itatelovi zrejme neuniklo, ze zatial sme neriesili otazku, ¢ rieSenia @, (X) s navzajom
ortogonalne. Zdalo by sa, Zze sme mali zaviest omnoho viac Lagrangeovych multiplikitorov, aby sme
zarutili, ze [ d3x¢h,(X)¢ps(X) = dap. Teraz ukiZzeme, 7e to nebolo potrebné. Ukazme najprv, Ze
operator Hf » je hermitovsky. Kedze potencial V (r) je redlny, je zrejmé, ze aj Hartreeho potencial Vi
je realny. Preto ¢len h(x)+ Vg (x) v hamiltoniane Hf,  je hermitovsky. Staci teda preskamat Fockovu
cast Hf. operatora Hf . Viimnime si, ze kedze potencial V (r) je parny, plati aj vi(x,y) = v, (y, X).
Preto pre Iubovolné funkcie ¢ a v plati

WiHEle) =~ [ [ ayv uxy)e <y>=—[/ o [ Py () (e, Y)0()| = (ol HEI)"

Teda HYp je hermitovsky operator. Vlastné vektory hermitovského operdtora vSak mozu byt zvolené
ako navzajom ortogonélne. Preto sada orbitalov ¢, (x) sa déa zvolit tak, aby vytvarala ortonormélny
systém. Odvodenie Hartreeho-Fockovych rovnic je hotové.

Koopmansova veta
Teraz preskimajme fyzikdlny vyznam vlastnych energii €,, v Hartreeho-Fockovej rovnici. UkéZeme,
ze (za istych ohrani¢ujucich predpokladov, pozri d'alej) plati Koopmansova veta, podla ktorej €0
je energiou elektréonu v stave ao. Energiu Castice v interagujlicom systéme v stave ao budeme pritom
definovat ako zmenu celkovej energie d E[)] systému po dodani do systému ¢astice v stave ao.

Dokaz zatnime vypoltom velkosti energie €4,. Nasobenim rovnice (20) zlava funkciou ¢}, (x) a
naslednym integrovanim [ d3x dostaneme

Eac = 530 + Z Vaa,ﬂa’fﬁa’-
Bo’

V tomto odstavci sumacie podla So’ a pod. bezia cez vietky stavy, nielen cez obsadené stavy. Obsa-
denost stavu ao pritom popisuje obsadzovacia funkcia fcw, ktor4 nadobtida hodnoty 0 a 1. VSimnime
si, ze vlastna hodnota energie €4, nie je rovna energii €5, = [ d3x¢?%, (x)h(X)pacs(x) neinteragujiceho
elektréonu v stave .., pretoze €., zahfia aj korekcm o interakciu elektréonu s elektrénmi v stavoch

©Bo", Pricom
Vo o / i / Py () (YIV (X — ¥) [0807 (5) a0 (%) — Bt P ()50 (X)] -

Pre parny potencial V (r) je matica Vs gor symetricka, t.j. plati Vog o = V3or ao- S tymito oznaceniami
mozno celkovi energiu systému E[i)] pisat v tvare

Zfacrgag + = ZZVQO’ ,Ba’faafﬂo (21)
aoc  fBo’

Energiu elektronu v stave awo poéitajme ako zmenu celkovej energie 0E[¢] po dodani elektrénu do
stavu ao, t.j. pri zmene obsadzovacieho ¢isla § for = 1. Z vyrazu (21) dostaneme

6E[¢] = 58@ + Z Vaa,ﬁo’fﬁa’ = Eao>
Bo’
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t.j. dokézali sme Koopmansovu vetu. Predpokladali sme pritom, Ze V.4 g,/ sa pri zmene poctu Castic
nezmeni. V konecnom systéme tento predpoklad zjavne neplati. Zmenu Vi, g, v8ak moZeme zanedbat
vo velkych systémoch pri dodatoénej podmienke, 7Ze vinova funkcia stavu ¢, je delokalizovana.
V priblizeni Hartreeho-Focka sme teda ukazali, Ze energia elektréonov v interagujicom systéme je
in4, ako v systéme bez interakcii. Ocakavame, Ze v presnom rieSeni je tento rozdiel eSte vyraznejsi.
Poznamka na zéver. Viimnime si, Ze na rozdiel od vyrazu pre celkovi energiu systému E[¢], v
interakénom prispevku k e,, nefiguruje faktor 1/2. To znamend, Ze celkovi energia E[t] nie je jedno-

duchym stac¢tom energif £qq:14

EW] = %U: fac€as — % Z Z Vagﬁglfagfggr. (22)

aoc Bo’

Z tohto dovodu nie je o¢ividné, ze mnohocasticovy stav s minimélnou energiou vznikne obsadenim N
jednocasticovych stavov s miniméalnou energiou.

Priklad: atém He
V atome hélia sa jedna o dlohu o pohybe dvoch elektrénov v poli jadra s ndbojom 2e a so zahrnutim coulombovskej
interakcie medzi elektrénmi. Hamiltonian problému ma tvar

o 2¢? e?

H = h(x1) + h(x2) + V(x — y); h(x) = V(r)

C2mox? 47reo|x|; - dreglr|”

Budeme predpokladat, %e obidva elektrony v atéme He obsadia ten isty orbital ¢(x), raz so spinom hore, raz so spinom
dole. V takom pripade sa Hartreeho-Fockova rovnica (20) redukuje na tvar

h(x)p(x) + Vi (x)p(x) = ep(x);  Viu(x) = /d3yV(X ~y)le),

t.j. Fockov ¢len nie je pritomny. O¢akavame, Ze vlnova funkcia ¢(x) bude typu s, t.j. izotrépna, ¢ize zavisi iba od velkosti
r = |x| polohového vektora meraného od jadra. Podobne aj Hartreeho potencial Vi (r) je potom iba funkciou 7.

Pot¢itajme potencialnu energiu Vi (r) budent rozlozenim naboja —e|o(r)|?. Za tym tcelom definujme funkciu z(R) =
4m fOR drr®|p(r)|?. Tato funkcia meria pravdepodobnost vyskytu elektronu v guli s polomerom R okolo jadra. Elektrické
pole £(R) na povrchu gule s polomerom R podla Gaussovej vety je 4mR*E(R) = —ez(R)/eo. Kedze elektrické pole je
gradientom elektrostatického potencidlu, £(R) = —d¢/dR, potencidlnu energiu Vy (r) moZno poditat podla

Vir(r) = —¢(r) = -© /oodRzgj).

4eq

Odteraz budeme merat dizku v jednotkach Bohrovho polomeru ap, © = r/ap. Typicki atomarnu energiu oznaéme
Ey = ey tychto jednotkach mozno Hartreeho-Fockove rovnice pisat v tvare'?

V numerickych vypoc¢toch je vyhodnejsie hladat funkciu f(z) = z¢(z) namiesto funkcie p(z). Hartreeho-Fockove rovnice
pre funkciu f(x) vyzeraji nasledovne:

" 2 [ , _ Joatf* ()
f(x)+2 {Ef/z dt—JrE—O} f(z)=0; z(x) = m. (24)

Okrajové podmienky pre f(z) st f(0) = f(oo0) = 0. Rovnica pre f(z) je rovnicou pre vlastné &isla - a vlastné funkcie

f(@).

Namety na seminarnu pracu
1. Numericky vyrieSte Hartreeho-Fockov problém (24) pre vlastni funkciu f() a vlastnt energiu . Celkovii energiu

atomu He vypotitajte pomocou vztahu'®

E _,e 1 [d%[dyex)PV(x-y)ley)’

B _ e T I de
Eo o Eo J d*x[p(x)|? Eo Uooo d;z:fQ(x)]2

(25)

14Mohla by vzniknit otazka, preco pri vypocte energie elektronu v stave o nepocitame § E[1)] pomocou rovnice (22).
Doévod je taky, Ze energia .o zavisi od obsadzovacich &isel fgo/.

!5Kineticki energiu sme pisali v sférickych stradniciach a zanedbali sme derivicie podla uhlov, kedZe uvazujeme
stavy typu s. Vyraz pre z(z) sme dostali z definicie funkcie z(R) po jej predeleni jednotkou pisanou v tvare 1 =
ar [ drr®|p(r)|?. Robime tak s ohladom na numerické vypocty. Vysledna formula pre z(z) je teraz zapisana tak, Ze
nezavisi od normalizicie funkcie p(z).

5Podobne ako vztah (24) pre z(z), aj koneény vyraz pre energiu zikladného stavu atomu vodika (25) nezavisi od
normy vlnovej funkcie f(z). Ku kone¢nému vyrazu sme dospeli nasledovne: Najprv sme v prvej rovnici interakény ¢len
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a vysledok porovnajte s experimentalnou hodnotou —2.9F.

2. Skumajte model s jednolasticovou energiou s netrividlnou zavislostou od spinu (napriklad so zahrnutim spinovo-
orbitalnych interakcii) a so spinovo zavislou interakénou energiou (napriklad so zahrnutim dip6l-dip6lovych interakcii
medzi spinmi). Pre takyto model sformulujte Hartreeho-Fockove rovnice pre spinory.

3. Metodou Hartreeho-Focka numericky hladajte energiu zédkladného stavu molekuly Ho. Zvolte vhodnu bazu jednocas-

ticovych orbitélov a rovnice (20) prepiste do maticového tvaru.

6 Druhé kvantovanie

V tejto prednéske zavedieme formalizmus, v ktorom sa da jednoducho hovorit o kvantovych systémoch
mnohych ¢astic. Tento formalizmus nesie niekolko mien: druhé kvantovanie, formalizmus krea¢nych a
anihila¢énych operatorov, atd.

Bozoény

Vgeobecnt vlnova funkciu bozénového systému s N Casticami moZno zapisat ako linedrnu kombiné-
ciu vlnovych funkcif ¢¥n, N, (1,2,...,N) s Ny Casticami v jednocasticovom stave a;, Na Casticami
v jednocasticovom stave ag, atd., teda vlnové funkcie ¥y, n,,..(1,2,...,N) tvoria bazu v priestore
N-¢asticovych vlnovych funkcii. Vlnové funkcie ¢¥n, n,,..(1,2,..., N) mozno vyjadrit pomocou jedno-
tasticovych vlnovych funkcii nasledovne:'’

U, (L2 ) = | R S o ()0 (2) o (V). (26)

' {r}

V jazyku druhého kvantovania mozno vinové funkcie zapisat jednoduchgie. Zékladnymi pojmami st
pojem véikua a pojmy kreafnych a anihilaénych operatorov:

e Nech |0) je tzv. vAkuum, t.j. stav bez ¢astic. Predpokladédme, ze vikuum je normovanym stavom:
(0[0) = 1.

e Nech a; a aj sd tzv. anihilaéné a krea¢né operatory pre bozény v jednocasticovom stave
i. Ziadame, aby anihila¢né a kreacné operatory spliiali tzv. kdnonické komutaéné vztahy pre
bozony:

[ai,a;r-] = dij, [ai,aj] = [a;r,a}] = 0. (27)

e Ziadame, aby pre vSetky jednocasticové stavy ¢ platila rovnost a;|0) = 0. Neskor uvidime, Ze
fyzikalnym obsahom tejto podmienky je fakt, Ze vaikuum neobsahuje ziadne ¢astice.

Zovseobecnenim postupu pre 1 harmonicky oscilator (napriklad zo zelenej u¢ebnice) l'ahko dokazeme,
ze:

(a) vlastné hodnoty operatora N; = azai sl nezaporné

(b) ak N;|e) = n;le), t.j. ak |¢) je vlastny stav operdtora N; s vlastnou hodnotou n;, potom a;|c) je
vlastnym stavom operétora N; s vlastnou hodnotou n; — 1, kym aj]c} je vlastnym stavom operatora
N; s vlastnou hodnotou n; +1

vydelili jednotkou. V druhej rovnici sme pouzili nasledovni tpravu:

5 €22(x)

/dx./dy|¢<x>| Vix - y)le) =2/dx\so<x>\ o YV lety) =2/dXI<p(X)I

4meo|x]|

Prva rovnost vyplyva z toho, Ze v polovici pripadov je |y| < |x| a v druhej polovici je |y| > |x|. Vysledok dostaneme, ked v
druhej polovici premenujeme x <> y. V druhej rovnici sme f‘yle‘ d*yV (x—y)|e(y)|? identifikovali ako potencial naboja
z(x) lokalizovaného v guli s polomerom [x|, pri¢om potrebujeme hodnoty potencialu na povrchu tejto gule. Vysledny
vztah pre energiu (25) potom dostaneme prechodom k bezrozmernym cylindrickym stradniciam a vyuZitim vztahu (24)
pre z(x).

"Predpokladame, 7e jednocasticové stavy a1, as, ... vytvaraji aplny ortonormalny systém.
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(¢) z (a) a (b) vyplyva, Ze pripustné vlastné hodnoty n; si nezaporné celé ¢isla

Teda operator N; mozno interpretovat ako operator poétu ¢astic, krea¢ny operator az do systému
vklada ¢asticu v jednocasticovom stave ¢ a anihilaény operétor a; zo systému vyberd Casticu v jedno-
Casticovom stave i. Lahko mozno ukazat, Ze normovanymi vlastnymi stavmi operdtorov N; su stavy

typu
1 M ()7
’Nl,NQ,...>:W<a1> <a2> |0>

Stav | Ny, Na,...) obsahuje Ny bozonov v stave 1, No bozénov v stave 2, atd. Preto | N1, Na,...) popi-
suje ten isty mnohocasticovy stav ako N-Casticova vinové funkcia (26).

Fermiony
Bazova vinova funkcia N-¢asticového fermiénového problému s obsadenymi jednocasticovymi stavmi
la1), |a2), ..., |an) sa da pisat v tvare

1 P
1/1a1,a2,...,aN(1, 2., N) = W Z(_l) PP (1)@1:'2 (2) - - PPy (N)’ (28)
“{P}
kde Pi, Py, ..., Py je permutécia stavov |a1),|as), ..., lay) a faktor (—1)F sa rovna +1 pre tie permu-
tacie, ktoré mozno vyrobit parnym po¢tom parovych vymien z konfiguracie |a1), |a2), ..., |an). Faktor

(—=1)" sa rovnd -1 pre zvy$né permutacie, t.j. tie, ktoré mozno vyrobit neparnym poc¢tom parovych
vymien.

V nasledovnom vyklade modifikujeme bozénovy formalizmus anihilaénych a krea¢nych operatorov
na pripad fermiénov. Opét zacneme definovanim vakua, komuta¢nych vztahov a pésobenia na vakuum:

e Nech |0) je vAkuum, t.j. stav bez ¢astic. Predpokladame, Ze vakuum je normovanym stavom:
(0]0) = 1.

e Nech ¢; a C;-f sd tzv. anihila¢né a kreac¢né operatory pre fermiony v jednocasticovom stave
1. Ziadame, aby anihila¢né a krea¢né operatory spliali tzv. kinonické antikomutaéné vztahy pre
fermiony:

{ci,c;-} = 0ij, {ci,cj} = {cj,c}} = 0. (29)

Tzv. antikomutéator je pritom definovany vztahom {X,Y} = XY + Y X.

e Ziadame, aby pre v8etky jednocasticové stavy i platila rovnost ¢;|0) = 0. Neskor uvidime, Ze
fyzikalnym obsahom tejto podmienky je fakt, Ze vakuum neobsahuje ziadne ¢astice.

Identickym postupom ako pre bozény mozno ukazat, ze operator N; = c;rci mozno interpretovat
ako operator poc¢tu ¢astic, kreaény operator C;-r do systému vklad4 ¢asticu v jednocasticovom stave
¢ a anihila¢ny operéator ¢; zo systému vybera Casticu v jednocasticovom stave i. Lahko tiez ukdZeme,
7e bazové stavy N-fermionového Hilbertovho priestoru (28) mozno v druhom kvantovani zapisat na-
sledovne:

|ﬂ)0170427---7aN> = 621622 s CLN‘O>'

Teraz ukdzeme, ze N-Casticové stavy g, as,....axn,) Vytvaraja ortonormalnu bazu. Najprv ukidzme, ze

mnohocasticove stavy, v ktorych fermiony obsadzuji rozne sady jednocasticovych orbitalov {ay, as, ..., an}
a {b1,ba,...,by}, st navzdjom ortogonalne. Predpokladajme napriklad, Ze stav b je obsiahnuty v sade
{b1,ba,...,bn}, ale nie v {ay,as,...,an}. Potom

_ ToAf i _
<¢bl,b27~~,b1\r‘1/’@1,@27---7@N> - <O|CbN c e ChyCh1Cq i Cqy - - - Capny ’0> =0,
pretoze anihilaény operator ¢, mozno presunit celkom doprava tak, aby posobil na stav |0). Tato
procedtira moéze zmenit nanajvy§ znamienko skaldrneho sucinu. Avsak ¢,|0) = 0, ¢m je ortogonalita
stavov dokazana.
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Na druhej strane, pre normu stavu [¢q, as,....ay) dostaneme

<¢a1,a2,---,awWahag,--.,azv) = <O’CaN e CQQCalc(Tllclg cee CLN‘0> = <O‘CaN o Cay(1— Cjzlcm)cjzg e CZN’0>
= (Olcay - - CasCly .- ch |0) = ... =(00) =1,

cize stav |Yq, as,..,ay) je normalizovany. Pouzili sme pritom, Ze [cjllcal,clj] =0prej #1.

Viimnime si dalej, ze v8etky stavy a1, ag,. .., an musia byt navzajom rozne, ina¢ ¢, as....an) = 0,
pretoze z antikomutacnych vztahov vyplyva, Ze chel = 0. Inymi slovami, overili sme platnost Pauliho
vyluéovacieho principu.

Nakoniec, ak sada stavov {b1, ba,...,by} je permutaciou sady {ai,as,...,an}, potom

<¢b1,b2w~:bN ’1/}(1171127---7‘1N> = =1,

kde znamienko plus (resp. minus) dostaneme pre parnu (resp. neparnu) permutaciu. Poradie kread-
nych operatorov v definicii fermiénového mnohocasticového stavu teda nie je irelevantné ako v pripade
bozénov.

Operatory vo formalizme druhého kvantovania

Vo zvysku tejto prednasky ukazeme, ako mozno zapisat operatory vo formalizme druhého kvantovania.
Pre tzv. jednodéasticové operatory F = sz\il fi, t.j. operatory, ktoré su suc¢tom posobeni f na
jednotlivé castice (napriklad operatory celkovej hybnosti, celkovej kinetickej energie, celkového spinu,
atd.), dostaneme vysledok

N
F=3"fi= Y lalfPes  (alflg) = [ dii@fieali) (30)
i=1 af

Na druhej strane, pre tzv. dvoj€asticové operatory G = %Z#j gij, ktoré st stuctom posobeni g;;

na pary ¢astic 4, (typickym prikladom je coulombovska interakéné energia), dostaneme'®

G= 53 0= > taslahd) cielesess (ablahd) = [ di [ i eii)esilae, (esti)| (31

i#£j apyé

V&imnime si, Ze v oby¢ajnom zapise (v tzv. “1. kvantovani”) st operatory F a G su¢tami cez jednotlivé
Castice, resp. pary ¢astic. V “2. kvantovani” s tie isté operatory suc¢tami cez bazové vektory |«) uplnej
ortonormalnej bazy jednocasticovych stavov s vinovymi funkciami .

Odvodenie pre jednocasticové operdtory

Pracujme v jednocasticovej béze stavov |a),|b), ..., ktoré su vlastnymi stavmi operatora f. V tomto
pripade (a|f|b) = fadap. Je zrejmé, Ze v tejto baze morzno operator F pocitat sumovanim cez vietky
jednocasticové stavy, pricom kazdému stavu |a) priradime hodnotu veli¢iny f, nasobent operatorom

F = Zfaclca = Z(amb)clcb.

ab

poctu castic clca:

Pre konkrétnost sme predpokladali fermiénovy pripad, ale v bozénovom pripade by sme dostali taky
isty vysledok. Druhé rovnica je na prvy pohlad zbyto¢ne komplikovana, ale bude uzitotna v dalom
vyklade.

V dalsom kroku prejdeme od ortonormalnej béazy |a), |b), ... k v8eobecnej ortonormélnej baze

) =) Uasla);  (al =) Usilal, (32)

18Vgimnime si, Ze pre dvoj¢asticové maticové elementy plati (ab|g|cd)* = {(cd|g|ab). Naviac, kedZe zakazdym mozno
zvolit parne interakcie g;; = gj;, musi tiez platit (ablg|cd) = (ba|g|dc). Z tychto dvoch vlastnosti vyplyva, Ze maticové
elementy (ab|g|ab) a (ab|g|ba) vystupujiice vo vyraze pre energiu zakladného stavu v priblizeni Hartreeho-Focka st reédlne.
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kde druhd rovnica je hermitovsky zdruzend k prvej rovnici. Staré bazové stavy oznacujeme latinskymi
indexami, kym nové stavy gréckymi. Skalarny siucin medzi stavmi z novej bazy je

() = 3 UL Uslalb) = Z U Usa = ZUﬂa (UT) (UUT>BQ.

ab

Z podmienky ortonormalnosti novej bazy (a|f) = 0,5 tak dostdvame obmedzenie >, Uk, Ug, = dop
pre tvar transformacnej matice, ktoré tiez mozno zapisat ako UUT = 1 alebo Ut = U~!. Teda trans-
forma¢ni matica medzi ortonormalnymi bézami musi byt unitarna. Odtialto tiez vyplyva
podmienka UTU = 1 alebo v explicitnom tvare Y aUsUag = dqp. Preto inverznt transformaciu od
novej k starej bdze mozno zapisat v tvare

a) = dawlb) = Y UsuUas|b) = Z Usal@);  {al =) Usal
b ab a

kde poslednd rovnica je hermitovsky zdruZenou rovnicou pre |a). Kedze vlnové funkcie si mozno pred-
stavit ako vysledok posobenia kreac¢nych operatorov na vikuum, kreaCné operatory sa transformuju
nasledovne:

Z aa av Cq = Z UaaCa- (33)

Ak dosadime vyrazy (32), (33) do vyrazu pre F, dostaneme

F=> (alflb)ches =D > Ui, (alfIb)Uspchics = > (ol f|B)ches
ab

ab aff af

Odvodili sme teda vyraz (30) pre jednocasticové operatory, ktory plati pre fermiony aj bozény.

Odvodenie pre dvojcasticové operdtory

Pracujme opét najprv v takej baze jednocasticovych stavov, v ktorej je operator g diagondlny, t.j.
v ktorej plati (ablgled) = d4c0pq(ablglab). V tejto baze modzeme dvojasticovy operator G poditat
analogicky ako sme pocitali jednocasticovy operator F' v Specidlnej baze: musime s¢itat cez vSetky
pary jednocasticovych stavov |a),|b) a kazdej dvojici priradif strednt hodnotu (ab|g|lab) nasobenu
operatorom poltu Castic Py, v dvojici stavov |a), |b):

1
G =5 (ablglab)Puy

ab

Ak |a) # |b), potom Py, = ngnp, kde ng, np st operatory poc¢tu astic v stavoch |a) a |b). Na druhej
strane, ak |a) = |b), potom P,, = ng(ng — 1). Skombinovanim tychto vysledkov dostaneme P, =
NaNp — OapNg. Ak operdtory poctu Castic vyjadrime cez kreané a anihilacné operatory, potom P, =
chac};cb — 0apCaCq @ v nadej Specidlnej jednocasticovej baze mozeme pisat

1 1 1
_ f ] fo _Sacte) = L
G=3 Eb:<ab|9!ab>( aCaChCh — SabCaCa) = 3 Eb d<ablglcd>( hCeCyca = depclhca) = 5 Eb d<ab|9|cd> Leheace.

V poslednej rovnosti sme uvazili, ze pre fermiony aj bozony plati identita cjlccc};cd — (5cbc£cd = czcgcdcc,

ktora mozno dokézat pomocou kénonickych komuta¢nych (resp. antikomuta¢nych) vztahov.
V dalgom kroku prepiSeme nas vysledok pre G do vSeobecnej bézy, pricom vyuzijeme transformacné
vztahy (32) a (33):

1
G= Z Z aUsp (ablg|ed)UsqUscc), cﬁc(;c,y =3 Z (af|glyd)e! cﬂc(507
abcd aByd afyo

Tym sme dokazali vysledok (31) pre dvojcasticové fermionové aj bozonové operétory.
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Priklad: molekula vodika

V tomto odstavci skonstruujeme najjednoduchsi model molekuly vodika. Hilbertov priestor jednocasti-
covych stavov obmedzime na dva ortogondalne orbitaly |1) a |2), ktoré s lokalizované v blizkosti atomov
1 a 2. Molekulu popiSeme nasledovnym tzv. Hubbardovym modelom

H=—t Z(CJ{UCQU + cggclg) + U(niyniy + nopnay), (34)

g

kde prvy ¢len popisuje tunelovanie elektrénov medzi stavmi |1) a |2) s amplitidou tunelovania t¢.
Druhy ¢len, v ktorom ng,, = clgcag je operator poctu Castic v orbitali a so spinom o, zjednodusene
popisuje coulombovské interakcie medzi elektronmi. V Hubbardovom modeli sii totiz ponechané iba
interakcie medzi dvomi elektrénmi, ktoré sa nachadzaja v tom istom orbitali. Energia coulombovského
odpudzovania elektrénov v jednom orbitali je

U= / d*x / Py lo1 (%) Por(v) 2V (x — y) = / dx / @y o2 (%) P02 (y) PV (x — ).

ZjednoduSenie spodiva v tom, Ze podla (31) do popisu coulombovskej interakcie V(x — y) medzi elek-
tronmi vstupuji vSetky maticové elementy (ac, Bc’|V|vyo,do’), teda napriklad ¢leny s « = v =1 a
B =6 = 2, popisujtice odpudzovanie elektronov v rozli¢nych orbitéloch, ale aj dalsie. V Hubbardovom
modeli st vSak ponechané iba maticové elementy s a = 8 = v = 0§, pretoze zanedbané maticové ele-
menty si omnoho mensie ako U.

Operatory pola
Pri skitmani problémov bez transla¢nej symetrie je vyhodné namiesto kreaénych a anihilaénych operatorov pracovat s
tzv. operatormi pola. Nejde pritom o fundamentélne nové objekty; operatory pola s vlastne iba vhodne zvolené
linedrne kombindcie kreaénych a anihilaéngch operdtorov.

Pre jednoduchost teraz zavedieme operatory pola pre systém bezspinovych ¢astic s iplnou ortonormélnou bazou
jednocasticovych stavov a s vlnovymi funkciami (v x-reprezentacii) ¢ (x). Krea¢né a anihila¢né operatory pola si v
tomto pripade definované vztahmi

i) = enx)ch vE) =D pax)ca.
Ak vyuzijeme ortonormalitu bazy «, Tahko nahliadneme, Ze inverzné vztahy maja tvar

o /dgxcpa (x)' (x); Ca = /d3x<p; (%) (x).
Ak naviac vyuzijeme dplnost bazy «, dostaneme nasledovné antikomutaéné vztahy (pre pripad fermionov):

D3I =0 '@V =0  {$E),'¥)}=dx-y)
Pravidla pre bozény by sme dostali nahradenim antikomutatorov komutatormi.
Ak vo vyrazoch pre jednocasticové a dvojcasticové operatory (30) a (31) vyuZzijeme definiciu operatorov pola, do-
staneme pre ne nasledovné elegantné vyrazy:

F = /dS)QZﬂL(x)f()()’(/)(x)7 (35)
G = %/d3x/d3y’¢d(x)¢f(y)g(x, y)zp(y)w(x) (36)

Dérazne upozoriiujeme, Ze hoci tieto vyrazy pripominaju vyrazy pre stredné hodnoty operatorov f(x) a g(x,y), v sku-

toCnosti ide o operdtory. S operatormi pola v tomto skripte nebudeme pracovat a zavadzame ich len pre dplnost.

Namety na seminirnu pracu
1. Najdite vlnovi funkciu a energiu zakladného stavu molekuly vodika popisanej modelom (34). Navod:

(a) V molekule vodika st dva elektrony. Hilbertov priestor dvojcasticovych stavov pozostava z = 6 stavov typu

ﬁ
cjwczg,|0>. Preto rieSenie problému vodikovej molekuly je ekvivalentné diagonalizacii hamiltonovskej matice 6 x 6. S
vyuZitim symetrii problému moZno ttato dlohu vyriesit analyticky.

(b) Definujte operatory

_ . 1
§T=) clicar, ST =) clicar,  57=5 ) (clicar —cljca), (37)

kde a = 1,2 &isluje orbitalne stavy. Presvedéte sa, Ze tieto operatory spliiaji komutacné vztahy

57 =1[8",57]/2, [$%,8%] =8, [§%,87]=-5",



30 7 PRECHOD KOV-IZOLANT V PRIBLIZENI HARTREEHO-FOCKA

a preto st operatormi projekcie spinu na smer osi z a zvySovacimi a zniZovacimi operatormi spinu (pozri zelent knihu).
Definujme tie? operator celkového spinu S? = (S%)% 4 (S¥)? 4 (S7)?. Ukazte dalej, ze hamiltonian (34) komutuje s
operatormi S? a S7, t.j. [H,8?] = [H,S%] = 0.

(¢) Definujme dalej operator parity P s fyzikdlnym vyznamom vymeny orbitalov 1 a 2. Ziadajrne teda P2 =1, PcL,P =
¢l a Pciy P = cap. Vakuum sa pri vymene orbitdlov 1 a 2 nemeni, t.j. P|0) = |0). Overte platnost vztahov [H, P] =0 a
[P, S| =[P,5°] =0

(d) Teraz skonstruujme také linedrne kombindacie stavov clacjm, |0), ktoré st vlastnymi stavmi operatorov P, S?, and S*.
Zagnime so stavom s kvantovymi &islami S = 1 a S = 1 a aplikujme nail zniZovaci operator priemetu spinu S~ :

1) = cliely|0),  [To) =272 (el + el b0y, |Toa) =l b o).

Overte, Ze parita (t.j. vlastné &islo operatora P) tychto tzv. tripletnych stavov je P = —1. UkaZte tiez, Ze nasledovny
stav, ktory je kolmy na stav |Tp),
—9—1/2 T
|S1) =2 / (CITCa - CuC;TNO)v

ma kvantové ¢isla S = S* =0 a P = 1. Zostavajice dva stavy obsahuji dvojnasobne obsadené orbitaly 1 a 2:
—1/2 —1/2
|S2) =2 / (CITCL + C;TC£¢)|0> |Ss) =2 / (CITCL - CETC;¢)|O>

Ukazte, Ze stav |S2) ma kvantové &isla S = S* =0 a P = 1, kym stav |S3) méa kvantové ¢isla S =5 =0a P = —1.

(e) Vgetky stavy, okrem dvojice |S1) a |S2), maji teda rozne kvantové &isla. Ukazte, Ze vietky nediagonalne maticové
elementy hamiltonidanu H v tejto baze st nulové, okrem maticovych elementov (S1|H|S2) a (S2|H|S1).

2. Rieste tu isti dlohu ako v tlohe 1, ale skiimané ¢astice nech si bozény so spinom S = 0 alebo S = 1.

3. Nech polpriestor z > 0 je vyplneny kovom a v polpriestore = < 0 je vikuum. UkaZzte, Ze v takomto systéme mozu vznikat
spontanne elektromagnetické viny tvaru E = (E.(x), Ey(z),0)e*¥ ™" a B = (0,0, B.(z))e**¥~"*  ktoré st exponen-

cidlne lokalizované v blizkosti povrchu kovu z = 0. N4jdite disperzny zdkon w = w(k) tychto tzv. povrchovych plazmoénov.

7 Prechod kov-izolant v priblizeni Hartreeho-Focka

V tejto predniske budeme v priblizeni Hartreeho-Focka studovat prechody kov-izolant. V prvej casti
odhadneme energiu hustého coulombovského plynu elektrénov, ktort sme v I1.7 potrebovali pri analyze
stability Wignerovho krystalu. V druhej ¢asti najprv zavedieme Hubbardov model a potom odhadneme
kritickd interakciu U, pre prechod kov-izolant.

Hamiltonian coulombovského plynu

V tomto odstavci prepiSeme hamiltonian systému N elektrénov v krabici s objemom V s periodickymi
okrajovymi podmienkami do jazyka druhého kvantovania. Za Gplny systém jednocasticovych stavov
vezmeme stavy |ko) s rovinnovlnovymi orbitalnymi vlnovymi funkciami ﬁeik'r a spinom o, ktoré

st kreované a anihilované operatormi CL , @ Cko. V tejto béze je operdtor kinetickej energie elektronu

diagonalny, a preto celkova kineticka energia N-Casticového systému sa podla (30) da zapisat v tvare

_ T
Hyin = E EkCly Cko
ko

Budeme predpokladat, ze elektréony sa hybu v prostredi s homogénnym iénovym pozadim s nabo-
jovou hustotou en, pricom n = %, teda celkovy néboj systému elektrény + pozadie je nulovy. Takyto
model sa nazyva modelom Zelé. Hamiltonian pre coulombovské interakcie v modeli Zelé preto mozno

pisat v tvare

62
Ho = o [ % [ [p°(6) o ) =]

8mep r —r

kde p®(r) je hustota po¢tu elektrénov.!? Elektronovii hustotu budeme reprezentovat pomocou priamej a

spitnej Fourierovej transformécie v systéme s objemom V a s periodickymi okrajovymi podmienkami,?°

1 iq- —iqg-
F0 = e = [P
q

195 touto hustotou je asociovana nabojova hustota o°(r) = —ep®(r).
20Ty zavedené konvencie pre priamu a spitni Fourierovu transformaciu pouZivame aj pri transformovani ostatnych
veli¢in, napr. coulombovskych interakcii.
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Ak si dalej viimneme, Ze p°(r) = n+ % >0 pge'@™, Tahko nahliadneme, e komponenta elektrénovej
hustoty s q = 0 presne vykompenzuje iénové pozadie a hamiltonidn coulombovskych interakcii moézeme
transformovat na tvar

2 i(pr+qr’)
€ €
Heow = .—55 E E PZP;/ng/dST/_,-
8megV |r — 1’|
q7#0 p#0

Ak teraz pomocou vztahu r' = r — R zaviedieme relativnu siradnicu R a namiesto cez premenné r, r/
integrujeme cez dvojicu r, R, dostaneme

1 , , e 1

Heow = 5153 § : E :pgple’/dgreZ(p+q) r/dSR et = E :qugpe—q’

2V 4regR 2V
q7#0 p#0 q#0

kde druhti rovnost sme dostali po explicitnom preintegrovani cez r. Zaviedli sme pritom Fourierovu

transforméciu coulombovskej interakcie Vg = [ d3r4e—e*iq'r, ktora budeme pocitat z nasledovnej

TEQT
uvahy. Coulombovské interakcia 4;6207« suvisi s elektrostatickym potencidlom bodového naboja —e vzta-
hom V(r) = —ep(r), preto spliia Laplaceovu rovnicu —AV (r) = %5(1‘). Fourierovou transforméciou
odtial'to dostaneme )
e
Vg=—.
4 €0q?

Na tomto mieste je potrebné upozornit na nasledovna subtilitu: v systéme s jednym elektrénom
v bode x je pg = e 4% teda podla prave odvodenej formuly Heoy = ﬁ Zqﬂ) Vq # 0, ¢o je zjavne
nespravne. Problém je v tom, Ze sme nevyladili tzv. vlastnid coulombovska interakciu elektrénu, t.j.
coulombovské pdsobenie elektrénu na seba. V systéme s NV elektronmi a homogénnym kompenzujicim
pozadim je preto potrebné odratat vlastni coulombovska energiu N elektronov. Po tejto korekcii je
interakéna energia dana vztahom

1
Hcoul = ﬁ Z Vq (pgpe_q — N) .
q#0

Pri prepise operdtora pg do jazyka druhého kvantovania najprv vyuzijeme defini¢ny vztah p®(r) =
>, 6(r—r;) pre hustotu elektréonov. Po Fourierovej transformécii dostaneme aplikovanim vysledku (30)

vyraz
N

Pq = /d:“’rpe(r)em"r = Z e AT = Z CL_qo.Cka.

i=1 ko

Preto operator coulombovskej interakénej energie mozno pisat v tvare

E :E : t t E : 1
ck—qackgck’-i-qo"ck/O" — CkoCko

1
Hcoul = v, Z Vq
2V ko k'o’ ko

q#0

Vyuzitim kanonickych komutacnych vztahov mozno vyraz pre coulombovskud interakciu zjednodugit a
po pripoéitani kinetickej energie bude vysledny hamiltonian coulombovského plynu v modeli Zele?!

1
H = Z €kCLUCk0' + ﬁ Z Vq Z Z CTk_qGCL+qUICk’U’CkU- (38)
ko q#0 ko k'o’

Vypocet energie coulombovského plynu do 1. raddu poruchovej teorie
V tomto odstavci budeme skiimat husty coulombovsky plyn elektronov. Podla I1.6 preto interakény
¢len v hamiltonidne (38) moZzeme povazovat za mali poruchu. Zakladnym stavom neinteragujtceho

Z!Tento hamiltonian by sme dostali aj priamym aplikovanim vzorcov pre jedno- a dvoj¢asticové operatory v metode
druhého kvantovania, po zohladneni interakcie elektronov s homogénnym i6novym pozadim (ktora sa prejavi vynechanim
¢lena s q = 0 v coulombovskom ¢lene).



32 7 PRECHOD KOV-IZOLANT V PRIBLIZENI HARTREEHO-FOCKA

systému elektronov je tzv. Fermiho more |F'S), t.j. stav, v ktorom st obsadené vSetky jednocasticové
stavy s vlnovym vektorom |k| < k. Energia neinteragujtceho systému Ej je podla 1.12 dana vztahom
Ey = 3Nep.

Nagim cielom bude vypocitat pomocou poruchovej tedrie energiu Erg Fermiho mora do 1. radu v
interak¢énom ¢lene. Korekciu 1. rddu poruchovej teérie pritom dostavame vypoctom strednej hodnoty
interak¢nej ¢asti hamiltonianu (38) v stave |F'S):

ZZZV FS|Ck+qaCk’ qa’ck/ ’CkU‘FS>

kk’q;éOO'o'

Maticovy element je nenulovy, iba ak operator clT( +chL,_ a0’ kreuje tu isti dvojicu jednocasticovych

stavov, ktoré boli anihilované operatorom cy/qscio. Kedze q # 0, odtial'to vyplyva podmienka k = k/—
a o0 = o’. Preto sa energia F; zjednodusi na tvar

By = 2y Z Z FS|Ck’ oo o | FS) = = Z o kafk’

K'#k © k’;ék

kde sme pocet elektronov, ktoré v stave Fermiho mora |F'S) obsadzuju jednoc¢asticovy stav [ko), oznaéili
fix. Vyuzili sme pritom, Ze rovnica cL »Cko|F'S) = fx|F'S) plati bez ohl'adu na priemet spinu o. Funkcia
fx je skokovou funkciou, pre ktoru plati fx = 1 pre |k| < kp a fx = 0 pre ostatné k. Zamenou sumy
za integral dostaneme

62 3
- Y hdea= s [ S )

a0k € q

kde sme zaviedli funkciu F(q) = (2+)3 [ &3k fi f—q, ktortt mozno interpretovat ako objem prieniku
dvoch Fermiho gal so stredmi posunutymi o vektor g, pozri obrazok 12. Elementarnym vypoctom
mozno ukizat, Ze pre ¢ < 2kp plati

F(q) = 3”,_q+lig
V=013 2kp "3\ 2%/ |

kym F'(q) = 0 pre ¢ > 2kp. Integréciu podla q v rovnici (39) mozno trividlne vykonat vo sférickych

stradniciach a takto dostaneme Fq = 3 N&ke
Pre energiu zékladného stavu coulombovského plynu elektrénov do prvého radu v interakénom
Clene plati EFps = Eg + E1, Cize
Eps _31°k% 3 ckp
N 5 2m 1672 €

Ak teraz vyuzijeme vztah k% = 37%n a hustotu n elektrénového plynu budeme meraf pomocou para-

metra 7o, pricom %7‘("!“8 = n~!, potom prechodom do atémovych jednotiek, v ktorych dizky meriame
v jednotkach Bohrovych polomerov ap = % a energiu meriame v jednotkich Ep = %rfj% =
% h22 = 13.6 €V dostaneme napokon

maB

Brs _ 221 0916
NEg 12 Ts

, (40)

kde r; = Tg Ako je v8ak moZné, ze coulombovska energia Fy nie je presne rovnéd nule? Ved celkova
nabojova hustota v modeli Zelé je v celom priestore nulova! V IV.9 ukazeme, Ze konetna zaporna hod-
nota F; je dosledkom Pauliho vyludovacieho principu: elektrény s rovnakym spinom sa vo Fermiho
mori jeden druhému vyhybaja, ¢o znizuje ich celkovi energiu. Na druhej strane, elektrény s opaénymi
spinmi st vo Fermiho mori tplne nekorelované. Lepsie priblizenia k vlnovej funkcii elektrénov vyzaduja
zahrnutie korelacii aj medzi elektréonmi s opaénymi spinmi.
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Obr. 12: Oblast v k-priestore, ktorej objem definuje funkciu F(q).

Coulombovsky plyn v Hartreeho-Fockovom pribliZeni.
Teraz ukazeme, 7e stav |F'S), t.j. Slaterov determinant rovinnych vin s vlnovymi vektormi k < kr, je rieSenim Hartreeho-
Fockovych rovnic. Preto vysledok poruchového vypoctu energie coulombovského plynu je zarovein Hartreeho-Fockovym
pribliZzenim k energii coulombovského plynu.

Pri dokaze budeme postupovat tak, ze budeme predpokladat, Ze rieSenim Hartreeho-Fockovych rovnic je sada rovin-
nych vin vypliiajicich Fermiho more. Uk4Zeme, Ze tento predpoklad je vnatorne konzistentny.

Ak je stav |F'S) rieSenim Hartreeho-Fockovych rovnic, potom podla IIL.5 je sucet Hartreeho potencialu a in-
terakcie s i6novym nébojom presne nulovy, kym hustota Fockovho potencidlu (rovnakd pre obe projekcie spinu) je

etPr

2
. R . . 1 .
v(r) = ey} le\<pp T Hartreeho-Fockove rovnice pre model Zelé preto maji tvar

92 s
e e e) = [ dyex = )ey) = o).
Lahko sa presved¢ime, Ze rovinné vlny si riefenim tychto rovnic, t.j. n4$ povodny predpoklad naozaj bol vnitorne kon-

zistentny.

Hubbardov model

Skamajme pohyb elektréonov v tesne viazanom pase s Wannierovymi orbitalmi v bodoch i a predpokla-
dajme, ze elektréony tuneluju medzi orbitalmi s amplitidou ¢. Pre konkrétnost studujme pripad kubicke;j
mriezky s mriezkovou konstantou a a N mriezkovymi bodmi a predpokladajme periodické okrajové
podmienky. Obmedzme sa pritom na pripad tunelovania iba medzi dvojicami najblizsich bodov (ij)
na mriezke. Druhym predpokladom modelu bude, Ze elektréon-elektrénova interakcia je extrémne tie-
nend, podobne ako v modeli atomu vodika (34). Tak dostaneme tzv. Hubbardov model na kubicke;j
mriezke

H = —tz Z (c;-rUng + cLCm) +U Z nitniy = Hyin + Hy, (41)
(ij) @ i

kde U je energia lokilneho coulombovského odpudzovania a c;'U a ¢j» st kreacné a anihila¢né operéatory
pre elektrén so spinom o vo Wannierovom orbitali <.

Prechod kov-izolant v Hubbardovom modeli

Odteraz sa obmedzime na $tudium Hubbardovho modelu v pripade, Ze v systéme sa pohybuje N = N
elektréonov. Najprv preskiimame zékladny stav tohto modelu v dvoch extrémnych pripadoch, v nein-
teragujucej limite U = 0 a v tzv. atémovej limite ¢t = 0.

Neinteragujica limita U = 0. V tejto limite model moZno riesit prechodom ku krea¢nym a anihila¢nym
operdtorom popisujicim blochovské elektrony:

o1 ik-R .} o1 —ikR }
ko = W Zel CRo> CRo = W Ze ' ko
R k

kde druha rovnica popisuje spétnt Fourierovu transforméciu. Stoji za zmienku, Ze na rozdiel od obvyk-
lych Fourierovych transformaécii, tentokrat nie je vol'ba normalizac¢nych faktorov pri priamej a spétnej

Fourierovej transformacii vecou konvencie, ale je diktovana poziadavkou, Ze tak operatory c;r( - ako aj

operatory CI{U musia spliiat kdnonické komutacné vztahy.

Lahko nahliadneme, Ze pomocou krea¢nych a anihila¢nych operatorov c;rm a ks mozno hamiltonian

pisat v diagonalnom tvare, t.j. ako ststavu volnych ¢astic:

Hyn = E 6kCL,Cka,
ko



34 7 PRECHOD KOV-IZOLANT V PRIBLIZENI HARTREEHO-FOCKA

kde ex = —2t (cos kya + cos kya + cos k.a) je spektrum tesne viazaného pasu na kubickej mriezke.
Vsimnime si, Ze minimalna blochovska energia je ex—g = —6t a maximélna energia je eq = 6¢, kde
Q=(%,%,7). Dalej si vSimnime, Ze ak energia Blochovej viny k je €y, potom energia Blochovej viny
k+Q je ex1q = —ek. Preto hustota stavov N (e) musi byt symetricka okolo € = 0 a v zdkladnom stave
napoly obsadeného pasu |F'S) budi obsadené vSetky blochovské stavy so zapornymi energiami:

F8) = | T ek, | 10)

ex <0

To znamend, Ze mozno definovat Fermiho plochu ako geometrické miesto bodov v recipro¢nom pries-
tore, pre ktoré e = 0. Preto v limite U = 0 je zdkladny stav kovom.

Atémovd limita t = 0. V tejto limite m4 zékladny stav energiu E = 0 a je 2V krat degenerovany.
Prvy excitovany stav pozostava z jedného holénu (t.j. orbitalu bez elektronu) a jedného dublonu (t.j.
dvojnéasobne obsadeného orbitélu). Tento stav je tiez makroskopicky degenerovany a na jeho vytvorenie
je potrebné dodat konetni energiu U. Preto zdkladny stav je v tejto limite izolantom.

Odhad kritickej interakcie U,

Z predchadzajtuceho vykladu je zrejmé, Ze (pri fixovanej tunelovacej amplitide ¢) musi existovat kri-
tickd hodnota U,, ktora oddeluje kovové systémy pre U < U, od izolujucich systémov pre U > U.. Vo
zvygku tejto prednasky sa budeme zaoberat odhadom kritickej interakcie U..

Odhad U, z globdlnej nestability kovu. V tomto odstavci budeme porovnévat energie dvoch varia¢nych
stavov: kovového stavu |F'S) a niektorého z 2V izolujucich zakladnych stavov |I) = (HR C;UR) 0).
Strednd hodnota energie v kovovom stave je

1
Eps = (FS|H|FS) = ZZskfk+UZ nrt)(nRy) = 2/\// deN(e)e + L NU,

kde sme vyuzili, ze (nr,) = %, kedze celkovy pocet elektronov so spinom o je %f a elektrény sa

rovnomerne rozlozené na vsetkych bodoch mriezky. V druhej rovnosti sme zaviedli hustotu stavov
N (e), ktoré je vztiahnuta nie na objem, ale na poc¢et buniek krystélu, pricom pre celkovy pocet stavov
v pase plati ffgt deN (g) =

Na druhej strane, stredné hodnota energie izolujuceho stavu je Ey = (I|H|I) = 0. Naozaj, poten-
cidlna energia v stave |I) je trividlne rovné nule a kineticka energia v tomto stave je tiez nulova, pretoze
ak aplikujeme operator Hy;, na akykolvek stav |I), vysledkom bude stav s jednym holénom a jednym
dublénom, a nie stav |I).

Ked7e prechod kov-izolant nastéva pri splneni podmienky Fpg = FEi, pre kritickt hodnotu U,
dostavame vyraz

6t
Ue= 8/ deN (e)e =~ 12t,
0
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Obr. 13: Obrazok demonstruje, Ze pohyb holénu cez Hubbardov izolant vo vZeobecnosti meni spinovi konfiguraciu
izolantu. V pociato¢nom stave st vietky susedné spiny antiparalelné, kym v kone¢nom stave (po dvoch skokoch hol6nu
smerom dol'ava) existuji $tyri dvojice rovnobeznych spinov.
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kde v poslednom odhade sme hustotu stavov aproximovali konstantou N (e) ~ 157 pre |e| < 6t.

Odhad U, z lokdlnej nestability izolantu. V tomto odstavci budeme porovnavat energiu stavu |I) a
prvého excitovaného (holon-dublénového) stavu izolantu |H D). Obrazok 13 ukazuje, Ze pri pohybe
holénu cez rozloZzenie spinov v izolujicom stave sa rozlozenie spinov méze zmenit. Ak sa vSak holon hybe
cez feromagneticky usporiadané spiny, potom sa pri jeho pohybe spinové pozadie nemeni. Analogické
uvahy platia aj pre pohyb dublénov. Uvazujme preto feromagneticky izolant so v8etkymi spinmi nadol
I = (1lg CTRJ |0), z ktorého vyberieme elektron s hybnostou p a vlozime ho do stavu s hybnostou k

a spinom nahor:
|HD) = CLTCNHCI{JQ x CLTCPJ/ HCL¢|O>,
R q

kde v poslednej rovnici sme uvazili, ze [ [ ckdO) o [ CL¢|O>, kedZe plne obsadeny pas mozno vytvorit
bud obsadenim vietkych Wannierovych orbitalov, alebo vietkych Blochovych vin. Pomocou druhej
formy zapisu holén-dublénového stavu Tahko nahliadneme, 7e pre strednit hodnotu kinetickej energie
plati

(HD|Hyin|HD) = (I|Hxin|I) + ex — €p = €k — €p,

kde posledna rovnost vyplyva z pozorovania, Ze kinetickd energia plne obsadeného pasu je nulovi. Na
druhej strane, pre strednt hodnotu interakénej energie plati

1 N-1
(HD|Hy|HD) =U S (npi)nry) =U S — x — U,

kde v poslednom kroku sme vyuzili, ze N' > 1. Preto celkova energia holén-dublénového stavu je
Eup = (HD|H|HD) = U + ¢k — €p. Tato energia nadobtida minimalnu hodnotu pre volbu p = Q
a k =0, kedy Epyp = U — 12t. Izolant sa stiva nestabilnym voci tvorbe parov, ak Fyp = Ep. Tak
dostavame odhad kritickej hodnoty pre prechod kov-izolant U, = 12t¢.

Napriek tomu, ze dva rozne odhady vedu k tej istej kritickej hodnote U, = 12¢, tdto hodnota nie
je presna, ale iba priblizné, pretoze vznikla porovnanim energii jednoduchych varia¢nych (a nie opti-
mélnych) kovovych a izolujucich stavov.

Namety na seminarnu pracu

1. V priblizeni Hartreeho-Focka vypotitajte jednocasticové energie coulombovského plynu elektronov v stave |F'S). Over-
hauser ukézal, Ze existuje iné rieSenie HF rovnic s nizSou energiou, v ktorom je spinova hustota modulovana v priestore.
Nastudujte Overhauserovo riesenie, ako aj jeho kritiku.

2. Skimajte Hubbardov model (41) na Stvorcovej mriezke metédou Hartreeho-Focka. Predpokladajte, ze na 1 bod
mrieZky pripada v priemere 1 elektron. Za varia¢ny Slaterov determinant vezmite zakladny stav |¢o) jedno&asticového

hamiltonidnu
OR [ .
Hy = Zskcfwckg —A ZelQ (C}{TCRT — C;uCRi) ,
ko R

kde A je variany parameter s rozmerom energia. Navod:
(a) Hamiltonian H, prepiste do tvaru

’
B ; N £k 70’A Cko
Ho = Z( ko “k+Qo ) ( —oA  —ex ) < Gkt Qo )7

ko

kde ¢iarka nad sumou znamend, ze suma cez k bezi cez polovicu 1. Brillouinovej zoény. Hamiltonian H, diagonalizujte
prechodom k novym operdtorom ay, Px:

() () =(5)
—UVk Uk Ck+Q B /Bk '

kde |uk|® + |vk|? = 1 a kvoli zjednoduSeniu zapisu sme nepisali spinovy index.

(b) Ukazte, ze |to) popisuje izolant so Sirkou zakdzaného pasu 2A. Vypoditajte stredné hodnoty <¢0\CI100R0|’!/10>- Akému
magnetickému stavu zodpoved4 vlnova funkcia [¢9)? Nagu volbu vlnovej funkcie porovnajte s diskusiou o magnetickom
usporiadani Hubbardovho izolantu v I1.7.

(c) Vypocitajte stredntt hodnotu energie v Hubbardovom modeli vo variacnom stave |¢o), t.j. vypolitajte E(A) =
(¥o|H |bo), kde H je Hubbardov hamiltonian (41). VyuZite pritom, Ze (1o|nrnri|vo) = (Yo|nrt|to) (Yo|nry|to). Naj-
dite optimélnu hodnotu A.
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3. Numerickym vypoctom overte tvrdenie z prednasky I11.7, Ze kritickd hodnota tienenia pre Mottov prechod v dopova-

nom kremiku je ksap = 1.19.

8 Interakcia elektronov s fononmi

V tejto prednéske najprv skon§truujeme hamiltonidn pre zviazany systém elektronov a fonénov. Potom
v druhom réde poruchovej teorie, kde za poruchu vezmeme elektron-fonénovi interakciu, vypocitame
energiu [ubovolného stavu s fixovanymi pocétami elektronov a fononov. Vysledok dalej aplikujeme na
vypocet doby Zivota elektronov a elektrického odporu. Napokon sa oboznamime s fonénmi indukova-
nou elektron-elektrénovou interakciou.

Hamiltonian zviazaného systému elektrénov a fonénov

Skumajme najprv izolované elektronové a fonénové podsystémy v dokonalom krystali. Pre jednoduchost
sa pri popise elektrénov obmedzime na jediny blochovsky pés; preto jednoelektrénové stavy buda
¢islované vinovym vektorom k a projekciou spinu o. Predpokladajme dalej, ze krystal je tvoreny
Bravaisovou mriezkou s jednoatémovou bazou, pricom hmotnost iénov je M. Fonénové stavy buda
¢islované vinovym vektorom q a indexom vetvy s = 1, 2, 3. Hamiltonian systému nezavislych elektrénov
a fon6énov méa potom tvar

1
Hy = ZekCLockg + Z hwqs [agsaqs + 2] , (42)
ko qs

kde CL ., & Cko SU kreacné a anihilacné operatory pre elektrony v stave ko. Podobne aLS a aqs s fonénove
krea¢né a anihila¢né operatory.

V I1.8 sme ukazali, 7e v kmitajicej mriezke existuje poruchovy potencial 6V (r) pdsobiaci na jednot-
livé elektrony. Preto systém elektréonov a fonénov treba opisat dodatoénym jednocasticovym operato-
rom Hiyt = ZZ]\L 1 6V (r;), ktory podla vSeobecnych pravidiel na prepis jednocasticovych operatorov do
jazyka druhého kvantovania mozno pisat v tvare Hing = >y ,(k + q|5V|k>CL +qoCko- Ak teraz vyuzi-
jeme vysledok pre maticovy element (k + q|6V'|k) odvodeny v I1.8, hamiltonidn popisujici interakciu

elektronov a fonénov mozeme zapisat v tvare??
1
Hint = — Z Z gf;k+ch+qgckg(aq5 + aT_qS). (43)
N k,o q#0,s

Teda interakcie medzi elektronmi a fonénmi mozno interpretovat ako rozptyly elektréonov sposobené
absorbciou alebo emisiou fonénov, pricom v zrazkovych procesoch sa zachovava celkova kvazihybnost
systému elektrony + fonony.

Energia zviazaného systému elektronov a fononov

Hamiltonidn zviazaného systému elektréonov a fononov je su¢tom c¢lena popisujiceho volné elektrony
a fonény Hy a vizbového ¢lena Hiy, ¢ize H = Hy + Hiy. V nasich dvahach budeme predpokladat, ze
interakény ¢len Hiyy je malou poruchou oproti velkému élenu Hy. Cielom tohto odstavca je odvodit
formulu pre energiu mnohocasticového stavu [¢), ktory je vlastnym stavom Hjp, do druhého radu
poruchovej tedrie podla Hin. KedZze [¢) je vliastnym stavom Hy, v tomto stave mame presne uréeny
pocet elektronov a fonénov. Pre konkrétnost predpokladajme, Ze stav [1) je definovany rozdelovacou
funkciou pre elektrony fyx, a rozdelovacou funkciou pre fonény Ngs. V nultom rdde poruchovej teorie
potom mame

Bo() = WIHol) = Y fweic+ Y (zvqs " ;) e
qs

ko

22V tejto prednaske pracujeme v tzv. opakovanej zone, preto nemusime explicitne vypisovat posunutia o vektory

recipro¢nej mriezky K.



37

V prvom rade poruchovej teorie plati Fy(¢) = (| Hing|¥). Ked'Ze operator Hip, meni pocet fonénov,
stavy Hing|®) a |¢) majt zaruéene rozne pocty fonénov, ¢ize musia byt ortogonalne.?? Preto Ey (1) = 0.
Korekcia k energii druhého radu je dana vSeobecnym vztahom

__ oy IdHm )
B == 2 Byl - By

Operéator Hiy je vhodne vahovanym su¢tom operatorov c;r{ +qoCkolqs A CL_ qackgags. Preto do vyrazu
pre Es(¢) budu prispievat iba tie stavy |x), ktoré mozeme pisat ako?*

- Lo + 1 T i
|Xk7g7q7s> = ﬁck+qackaaqs|w>’ |Xk,a,q,s> - mck_qackaaqshm.

Pre tieto dve moznosti dostavame nasledovné vysledky:

_ I
<Xk707q’5’Hint‘w> = ng,k—i-qfko(l - kaqu) V Nq57

1
<XI,U,q,s’Hint‘¢> = ngsc,k—qfka(l - fqua) \V/ Nqs + 1;

pricom prislusné excita¢né energie st

EO(Xli_,U,q,s) - EO(I/}) = €k-—q €kt hqu,
EO(XIZ,U,q,s) —Eo(¢) = ektq ek — hwgs.

Ak tieto vysledky dosadime do vyrazu pre E2(v) a naviac uvazime, ze rozdelovavia funkcia fy, nado-
biida iba hodnoty 0 a 1, dostaneme pre korekciu k energii druhého radu napokon vyraz

o(1— o) Ngs (1= frao)(Nas + 1
Zz[kkm‘sz( Sxtqo) +‘kkq’2fk( fre—qo)(Ngs + 1)

€ hwgs €k — Ek—q — hw
ko q#0,s €k k+q + k k—q qs

Kedze celkové energia stavu |¢) je E' = Ey(v) + Ea(1), tvrdenie z prednasky 11.8 je preto dokdzané.

Doba zivota elektrénov

Pomocou Fermiho zlatého pravidla teraz vypocitame dobu Zzivota elektronu v stave ko s energiou
ek > 0, teda ziadame k > kp.?® Zaujimame sa pritom len o elektrény v blizkosti Fermiho plochy,
t.j. ziadame e < ep. Vypolet budeme pre jednoduchost robit pri teplote T' = 0, kedy jedinym
typom rozptylovych procesov, ktoré moézu nastat, je rozptyl spojeny s emisiou fonénu. Skimajme
teda rozptylovy proces s nasledovnymi podéiatoénymi a koncovymi stavmi, ktoré sa vlastnymi stavmi
operatora Hy:

i) = el IFS)0Vpn;  |f) = b |FS)al 110V pm,

kde | F'S) oznacuje zaplnené Fermiho more a |0)pp je vakuum pre fonény. Podl'a Fermiho zlatého pravidla
je pravdepodobnost rozpadu pociato¢ného stavu |i), pre ktory plati Hy|i) = E;|i), dand nasledovnou
sumou cez vietky myslitelné koncové stavy |f), pre ktoré plati Ho|f) = Ef|f):

1 2T .
= TS I ) 6B — )
Tk 7

Po uvézeni explicitného tvaru operatora Hiy, a stavov |i) a |f) odtialto dostaneme

27T 1 Z’
Tk_ gkk’

2Ty je podstatneé, ze |1) je vlastnym stavom Ho, a teda operatorov poctu fonénov vo vietkych modoch. Keby stav
[1) bol linedrnou superpoziciou stavov s roznymi poctami fon6nov, nas argument by neplatil.

2 Pouzitim znamych maticovych elementov operatorov aqs a aIlS medzi stavmi s Ngs a Ngs = 1 fonénmi lahko na-
hli'adneme7 ze stavy |Xy o.q.s) @ |XI,o,q,s> st normované na jednotku.

Z5Gtale pouzivame konvenciu, podla ktorej je e = 0 na Fermiho ploche.

— flgx)é(ék/ — €k + hwk/_ks).
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Vgimnime si, ze vdaka zakonu zachovania energie je energia rozptyleného elektronu ey = ex — hwy/ _ks-
Tato energia musi byt kladna, lebo rozptyleny elektron musi skoncit mimo Fermiho plochy. Teda
podiatoCny elektron musel mat energiu vicgiu, nez je energia emitovaného fonénu. Elektrony v tesnej
blizkosti Fermiho plochy preto m6zu emitovat iba akustické fonény. Pripomenme tiez, 7e aj rozptyleny
elektrén sa musi nachédzat v tesnej blizkosti Fermiho plochy.

Vo v8eobecnom pripade by si d'aldi vyklad vyzadoval numerické vypocty. Preto sa obmedzime na
modelovy pripad, v ktorom frekvencia akustickych fonénov vo vetve s je dand vztahom wy, = vk s
izotrépnou rychlostou zvuku vs. Okrem toho budeme predpokladat, Ze Fermiho plocha mé tvar gule s
polomerom kr a ze Fermiho rychlost je kon$tantna na celej Fermiho ploche.

Kedze vektory k a k’ sa nachadzaju v tesnej blizkosti Fermiho plochy, dizka vektora k/ — k bude
dominantne zévisiet od uhla 6 medzi k a k/, pricom |k’ — k| = 2k sin %, pozri I11.8. Sumu cez koncové
hybnosti elektronu k’ teraz nahradime integralom cez energie a cez priestorovy uhol,

1 ds2 ds2

kde vg je objem primitivnej bunky krystalu a d€2 = dpdf sin 6 je element priestorového uhla. V druhe;j
rovnosti sme zanedbali zavislost hustoty elektronovych stavov N(g) od energie. Tak dostaneme

L 2o [l OF [ o ha0)

Tk

kde sme zaviedli oznaenie hwy(0) = 2hvskpsin(0/2) ~ hvskg6, pricom priblizna rovnost plati pre
malé uhly 6. Integrél cez ¢’ moZno trivialne vykonat a ako vysledok dostavame

1

o TN Oy / o 2160 © e — hn(0). (44)

kde ©(x) je Heavisideova funkcia, t.j. funkcia definovana vzfahmi O(z) = 1 pre x > 0 a ©(z) = 0
pre x < 0. Heavisideova funkcia popisuje uz spominantu skutocnost, ze energia elektronu musi byt
valsia, nez energia emitovaného fonénu. Vsimnime si d'alej, ze v limite e < Awg (kde wp je maximalna
akusticka frekvencia) existuje pri rozptyle na akustickom moéde s maximélny rozptylovy uhol 65 dany
vztahom hws(6s) = ek, ktory preto mozno odhadnut ako 6, = =k

- h’l)sk‘,F i
Ak explicitne vykoname integréaciu podla ¢, pre dobu Zivota elektréonu nakoniec dostaneme

1 ™ 0 2
— = N(O)’U()Z/ dfsinf|g°(0)|" .
- Jo

v h

Pri dalgom postupe pouZijeme odhad dominantného maticového elementu pre vizbu medzi elektronmi

hq
]\/IUH

zvuku a U je typicka interakéna energia medzi elektronmi a ionmi.?® Ak dalej pouzijeme odhad ¢ ~

p 2 p
a pozdlznymi akustickymi fon6nmi ‘ g(|1| ~ U? , kde M je hmotnost iénov, v je rychlost pozdlzneho

krf, dostaneme odtialto }g”(@ﬂ2 ~ UQ%H. Po dosadeni tohto vysledku do vyrazu pre dobu Zivota

elektréonu dostavame )
h U<hkp
— ~ N(0)vg————
Tk (0)uo M Y|

2 3
3 u K

0 ~Y
I M (hoyghe)?

kde sme hustotu stavov odhadli vztahom N(0) = 435—’2. Ak budeme predpokladat, Zze mame zhruba
1 elektrén na elementarnu bunku, potom nwvy ~ 1 a maximalnu frekvenciu mézeme odhadnit ako

wo ~ v)kp, pretoze Fermiho vlnovy vektor je vtedy porovnatelny s rozmermi Brillouinovej zény. Ak
2

naviac identifikujeme kombinéciu 5;]{7%2 ako bezrozmernu konstantu elektron-fononovej vizby A (pozri
Il

I1.8), pre dobu Zivota elektronu dostaneme napokon

by ek
Tk (hwo)?

26Pri odvodeni tohto vysledku sme Blochove vlnové funkcie nahradili rovinnymi vlnami, pozri I1.8. Vizbu na prie¢ne
mody zanedbéavame.
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Pozndmka 1. Analogicky vypocet mozno urobit pre dobu Zivota diery, t.j. ak pociato¢nym stavom je
Fermiho more minus jeden elektron v stave ko, kde k < kp a teda € < 0. Dostali by sme % o Jex |3

Pozndmka 2. Analyzovali sme dobu Zivota elektrénu pri T = 0, ale pri konecnej energii. M4 zmysel
sa pytat na dobu Zivota v opacnom pripade: skiimajme elektrén presne na Fermiho ploche, t.j. pre
ex = 0, ale pri konecnej teplote T'. D4 sa ukazat, ze v takom pripade % o T3, teda rolu energie astice
hra teplota systému.

Pozndmka 3. Vysledok (44) pre dobu zivota elektronov tizko suvisi s vysledkom pre zmenu spektra
elektronov (pozri 11.8). Ak totiz vyuZzijeme, 7ze pre logaritmus komplexného &isla z = |z|e®¥ plati
In z = In|z| + iy, obidva vysledky mozno zapisat jedinym vztahom

_ h dQ) 9. hws(f) —ex —in
g = N(0 75 5(9)°1
i ()vo/zm - l9°(9)] Mo (0) + e + iy’

kde n je infinitezimalna kladna energia. Korekény ¢len na pravej strane sa nazyva vlastna energia
elektréonu. Jej redlna ¢ast popisuje zmenu disperzného zékona elektréonu, kym imaginarna ¢ast popisuje
jeho dobu zivota.

Pozndmka 4. V limite |ex| — 0 existuje rychlejsi rozptylovy proces ako nami uvaZovana emisia fono-
nov: na konci tejto prednagky ukazujeme, ze dosledkom vizby medzi elektrénmi a fondénmi je existen-
cia (fononmi sprostredkovanej) elektron-elektronovej interakcie. Podla I1.6 preto v tejto limite plati
h

e X g2 + (7T)?. Vsimnime si, Ze neurcitost energie elektronu % je omnoho mensia ako jeho energia

€k. To znamend, Ze v limite nizkych energii je elektron dobre definovanou ¢asticou.

Odpor

Pri diskusii o vplyve neusporiadanosti na elektrénové stavy sme poukazali na to, ze dobu zivota elek-
tréonov nemozno vo vSeobecnosti stotoznit s relaxaénym ¢asom vstupujicim do Drudeho formuly pre
vodivost. Videli sme, Ze rozptylové procesy treba vahovat faktorom zohladiujucim zmenu rychlosti v
danom rozptylovom procese. V najjednoduchsom pripade izotrépneho disperzného zakona staci rozptyl
o uhol 6 vahovat faktorom 1 — cosf. Pre transportny relaxaény ¢as elektronu s energiou e > 0 pri
teplote T' = 0, ktory sa rozptyluje na dlhovinnych akustickych fonénoch, tak dostaneme:

hi /95 , ) &
— ~7N(0)v dfsin |g°(0 1—cosf) ~ A\
o (0) o; ; 19°(0)]” ( ) (o)

Ked energiu e nahradime teplotou, dostaneme T—’Z oc T5. V intervale teplot T' < hwg preto o¢akavame,
ze rozptyl na kmitoch mriezky dé prispevok k mernému odporu pej—pn T°. D4 sa ukéazaft, ze v limite
vysokych teplot T' > hwy je teplotnd zavislost merného odporu pel—pn oc T'. Zavislost pe—pn od teploty
v celom intervale teplot od T' < hwy po T > hwg popisuje tzv. Blochova-Griineisenova formula.

Efektivna elektron-elektréonova interakcia

V kvantovej mechanike sa ukazuje, Ze Fermiho zlaté pravidlo pre pravdepodobnost prechodu pod vplyvom poruchy
Hine z vlastného stavu |i) neporuseného systému, pre ktory plati Holi) = E;|i), do vlastného stavu |f), pre ktoty plati
Ho|f) = Ey|f), moZno zovseobecnit do vyssich radov poruchovej teorie. Pre tato pravdepodobnost moZno odvodit
vysledok

2w .
Ppi = — (1T 6(Ef — Ei),

kde operator T je dany vztahom

1 1 1
T = Hint + Hint=———F———Hint + Hint

- — Hip —Hint + ...
E; — Ho +in Ei—Ho+in " Ei—Ho+in ™

Ukéazeme, ze vdaka prispevku druhého radu v Hint k T medzi elektrénmi vzniké efektivna fon6nmi indukovana interakcia.
Jej fyzikalna povaha je nasledovné: jeden z elektronov interakciou s mriezkou vybudi fonon, ktory je nasledne druhym
elektronom absorbovany. Elektrony si teda vymiefiaja virtualne fonony. Takyto pohlad na mechanizmus interakcie je
dobre znamy v kvantovej teorii pola, podla ktorej si kazdu interakciu predstavujeme ako vymenu virtuélnych castic.
étudujme zrazku dvoch elektronov pridanych k Fermiho moru, t.j. rozptylovy proces medzi nasledovnymi stavmi |z)
alf):
i) = clch [FS)00pn; 1) = chpqrChoqu FS)0)oh-
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V nagom vyklade budeme predpokladat, Ze interakcia medzi elektronmi a fonénmi je slaba. V takom pripade bude velkost
maticového elementu (f|T|i) ur¢end prvym nenulovym prispevkom v rozvoji podla Hin:. Lahko nahliadneme, ze prvy
nenulovy prispevok je

L R {f|Hint|m){m|Hins|)
(VT18)  4F Hin —pe Fli) = 32 S

Preto do uvahy pripadaji dva typy medzistavov:
Im1) = cfygreh [FS)al o |0)pns  [ma) = clyel o) |FS)ak|0)pn

s energiami Ep,, — B = cx4q — €k + hwgs @ B, — By = ep—q — €p + hwqgs. Maticovy element pre elektrén-elektronovy
rozptyl preto je

1 1
T +
<f| ‘ ng k+qu,p a |:5k — €k+q — h/.dqs Ep —E€p—q — hqu
Zo zakona zachovania energie Ey = Ei vyplyva, 7ze Ae = ex — €k+q = —Ep + Ep—q, teda ak jeden elektron v rozptylovom
procese strati energiu Ae, druhy elektron musi takito energiu ziskat. Maticovy element pre elektron-elektronovy rozptyl
potom moéZeme zjednodusit na tvar

. 2w
(f1T%) N- ng k+a(Ip—a.p) (Ag)—(quqs)27

kde sme vyuzili symetriu (gp_q.p)" = gp,p—q maticovych elementov. V zjednodusenom modeli zavedenom v II.8 sme
predpokladali, Ze maticovy element zavisi iba od prenesenej hybnosti, gg 1 = gq- V takomto modeli l'ahko nahliadneme,
Ze Gk x+q(Gp—ap)” = |gfl|2 > 0. Preto fonénovou vymenou indukované efektivna interakcia medzi elektronmi je pritazliva
pre procesy s malou prenesenou energiou |Ae| < hwgs.

Ak k efektivnej interakcii medzi elektronmi pripocitame aj tienené coulombovské odpudzovanie medzi elektréonmi,
pre vysledni elektron-elektronovi interakciu v zjednoduSenom modeli dostaneme

2

‘/eﬁ = 79 ( + k’2 Z' q| AE (ﬁqu)

V pripade, Ze pritazliva zlozka celkovej interakcie je dostatoc¢ne silné, v kove dochadza k tvorbe Cooperovych parov a

nésledne vznika supravodivy stav, pozri napr. I1V.5,6,10.

Namety na seminarnu pracu

1. Nastudujte teoriu Peierlsovej nestability, napriklad podla Kittelovej uc¢ebnice. Vysledky vysvetlite pomocou renorma-
lizacie fononového spektra wqs, pozri I1.8. Pomocou Peierlsovej nestability zdévodnite Struktiru a elektrické vlastnosti
polyacetylénu.

2. V I1.8 sme nagli tvar vdzobnej konStanty gy iyq pre rozptyl blochovského elektréonu zo stavu k do stavu k + q na
fonone z vetvy s. Pre malé q najdite zavislost gy, ,» od q v nasledovnych 8 pripadoch: (tienené alebo netienené interakcie
medzi elektronmi a ionmi) x (akustické alebo optické mody) x (pozdlzne alebo prietne mody). Rozhodnite, za akych
podmienok je ten-ktory pripad relevantny.

3. Rieste Boltzmannovu rovnicu pre elektrony rozptylované na fonoénoch a dokaZzte platnost Blochovej-Griineisenovej

formuly pre teplotni zavislost merného odporu.

9 Polariza¢na katastrofa

V prvej Casti tejto prednasky odvodime Lorentzov vztah medzi lokdlnym a makroskopickym polom v
dielektriku. V druhej ¢asti prednasky preskimame dve aplikicie predstavy o polarizacnej katastrofe:
Mottov prechod kov-izolant a feroelektrické materily.

Rozdiel medzi lokdlnym a makroskopickym pol'om

V makroskopickej elektrodynamike oznacuje E(r) hodnotu elektrického pola spriemerovani cez ele-
mentarnu bunku okolo bodu r.2” Lokalne pole v danom bode priestoru E'°%(r) je vo v&eobecnosti
rozne od E(r). Izolanty v externom poli E®' si z elektrického hladiska moZno predstavit ako sadu
dipdlov p;. Lokalne pole Ek’k(r) v akomkol'vek bode priestoru mozno preto pocitat nasledovne:

1 3r(pr)_r2p
Elok _ Eext 1\ M1 ) i P
+ 4dmeg Z r? ’

i

2 - - P - s e . ]
"V tomto odstavci pre zjednodusenie zapisu explicitne nevyznacujeme frekvenené zavislosti poli.



41

kde r; st polohové vektory dipélov p; voci §tudovanému bodu. Pre makroskopické pole E naopak

plati
B — B 4 1 /d3r3r(P T) — r2P,
4dmeg rd

kde r je opit polohovy vektor spajajici Studovany bod s bodom, v ktorom existuje polarizacia P, t.j.
(cez elementérnu bunku) ustrednend hustota dipolov.
Preto medzi lokadlnym a makroskopickym polom v dielektriku existuje vztah

1 3r;(pi - 1) — 72p; 3r(P-r)—r’P
E°k _E = AL VAL —/f
47eg [Z o ' o

Vgimnime si, e pre velké vzdialenosti od §tudovaného bodu mézeme sumu cez dipély nahradit integ-
ralom cez polarizaciu, a preto vel'ké vzdialenosti neprispievaju k rozdielu medzi E'°¢ a E. Tento rozdiel
preto moZno odhadniif ako rozdiel sumy a integralu pre vzdialenosti r < R, kde R je vhodne zvolena
makroskopické skala.

Predpokladajme, Zze R moZno volit tak, aby vnutri gule s polomerom R boli dipélové momenty
rovnaké, p; = p, t.j. makroskopickd polarizacia vnutri gule P je konstantna. Potom moézeme pisat

Elok —E + Emikro _ EP,

kde EP je makroskopické pole vnatri homogénne polarizovanej gule s polomerom R a polarizaciou P
a E™ikro je sticet poli od dipolov vnitri tejto gule.

Vijpocet pola EF. Pre elektrickt indukciu vnutri gule plati D = ¢E + P, kym vonku gule mame
D = ¢ E. Maxwellove rovnice pre elektrické pole mozno pisat v tvare?

V-E=0; VxE=0.

Oznafme vnutro gule ako oblast 1 a vonkajSok ako oblast 2. Okrajové podmienky pre elektricku
indukciu a intenzitu v bode R na povrchu gule moZno pisat v tvare

D;-R=Ds-R; E; x R=E; xR.
Lahko mozno overit, Ze rieSenim Maxwellovych rovnic je nasledovné rozloZenie elektrického pola:

1 1 3r(p-r)—r2
E—-_'P B r(p-r) —rp

- 4d7eg 7o ’

kde p = %WR3P je dipolovy moment celej gule. Inymi slovami, pole vonku gule je totozné s polom
dipolu a pole vnitri gule je homogénne, pricom EP = E; = —%P. Toto elektrické pole moZno alter-
nativne interpretovat aj ako dosledok existencie ndboja na povrchu gule s plosnou hustotou P - n, kde
n je vonkajSia normdla v bode na povrchu gule.

Vijpocet pola E™X. Vypotet urobime pre pole v mriezkovom bode jednoduchej kubickej mriezky s
mriezkovou konstantou a. Nech p = (p, py, p). Pocitajme napriklad zlozku pol'a v smere osi x:

jé:3i@px—+jpy4—kpz)—-@2-+j2%—k2na

Emikro — 1
v dmepa’d (i2 + j2 + k2)5/2 ’

0,7,k

kde Giarka nad sumou znamené obmedzenie 52 + j2 +k? < (R/a)?. Zaroven musime samozrejme vylaéit
prispevok bodu i = j = k = 0, t.j. pdsobenie dip6lu na seba samého.
Pri vypocte pola EMK pouzijeme nasledovné identity, ktoré vyplyvaju z kubickej symetrie:

! .. / . / .2 ’ -2 !

iJ _ ik e 7 _ J _ k?
Z (42 + 52 + k2)5/2 - Z (42 + 52 + k2)5/2 =0 Z (42 + 52 + k2)5/2 - Z (42 4 52 + k2)5/2 - Z (2 4 52 + k2)5/2°

5,k 4,5,k 5,k 4,5,k 4,5,k

28Prva rovnica vyplyva z V- D = 0 a z homogenity polarizacie, V - P = 0. V druhej rovnici zanedbavame indukény
¢len, predpokladajic dostato¢ne nizke frekvencie.
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Lahko nahliadneme, Ze E;}likro = 0. Analogickym postupom mézeme postupovat aj pre ostatné kompo-
nenty vektora E™* a napokon dostaneme vysledok E™K = 0. Tento vysledok je désledkom vysokej
symetrie kubického systému a vo vSeobecnosti neplati. AvSak v izotrépnych systémoch ako napr. kva-
paliny a plyny, ktorych symetria je eSte vysSia ako kubickd, tento vysledok zostédva v platnosti.

Po uvézeni vysledkov pre EP a E™X napokon dostaneme Lorentzov vztah medzi makroskopic-

kym polom E a lokalnym polom E!°* v bode s aspon kubickou symetriou:

1
EPk=E+ —P. (45)
3€0

D4 sa ukazat, 7ze podstatny rozdiel medzi mikroskopickym a makroskopickym vypoctom elektrického
pola je v tom, Ze v mikroskopickom vypocte explicitne vynechavame podsobenie dipélu na seba, kym v
makroskopickom vypoéte je toto posobenie pritomné.??

Mottov prechod kov-izolant
Skumajme prechod kov-izolant v dopovanom polovodici. Tento problém sme uz analyzovali v prednagke
I1.7. V tomto odstavci budeme prezentovat alternativny pohlad na tento prechod.

Pre konkrétnost sa obmedzime na dopovanie typu n. Nech koncentracia dopantov je n a nech v
izolujicom stave obsadzuji dopované elektréony vodiku podobny zakladny stav s atémovym polomerom

*
ap = ap,

m*
kde ap je Bohrov polomer, €, je relativna permitivita izolujacej matrice a m, m* st hmotnosti elektréonu
vo vakuu a v kry§tali. Opit teda pracujeme s efektivnym hamiltonidnom pre obalkové vinové funkcie
v priblizeni izotrépnej efektivnej hmotnosti a zanedbévame mozZné degeneracie dna vodivostného pésu.
Dopovany polovodi¢ moézeme na dizkovych gkalach porovnatelnych s ap chapat ako kontinuum
s relativhou permetivitou €5, v ktorom sa nachadzaju polarizovatelné primesi. Medzi indukciou a
intenzitou elektrického pola preto plati vztah D = €pesE + Pimyp, kde Piyp je prispevok k polarizacii
od primesi. Nagim cielom je najst relativnu permitivitu eg dopovaného polovodica, definovanii vztahom
D = ¢perE. Porovnanim oboch vyrazov pre D pre izotrépne systémy dostavame vztah

Rmp
eF

ER = €5+

V zelenej uéebnici kvantovej mechaniky sa ukazuje, Ze statickd polarizovatelnost atomu vodika v
zékladnom stave, t.j. koeficient imernosti v, vo vatahu p = egysE"°K, je30 ~, = 187?@%. Ak v tomto
odvodenf zohTadnime, 7Ze v nasom pripade €; # 1 a %* # 1, pre polarizovatelnost v, vodiku podobnych
viazanych stavov dopovanych elektréonov dostaneme v, = 18me S(a’]g)“?’. Preto pre prispevok k polarizécii
od primesi plati

Pimp = 0,0 EK)

kde sme zaviedli susceptibilitu primesi o = 18mn(a%)>.
Na druhej strane, kedZe v nami Studovanom pripade st nébojové hustoty tienené faktorom e,
Lorentzov vztah (45) medzi lokalnym a makroskopickym polom nadobudne tvar

1
E“=E+ —Pinp.
+ 3€0€s P

2Naozaj, poéitajme stredni hodnotu elektrického pola (E) v malej guli s objemom v okolo jedného z dipolov. Pole
(E) potitajme ako sucet prispevku (Eyon) od dipdlov vonku zo skimanej gule a prispevku (Eany) od dip6lu p vnitri gule.
V ucebnici J. D. Jackson: Classical Electrodynamics sa ukazuje, ze prispevok (Eyon) k strednému polu od dip6lov vonku
zo skiimanej gule je rovny polu, ktoré tieto dip6ly generuji v strede gule, t.j. v naSom pripade (Evon) = 0. Na druhej
strane, Jackson tiez ukazuje, Ze prispevok k strednému polu od dip6lu vnutri gule je vo(Ednu) = —ﬁp. Makroskopické
pole teda treba stotoznit s polom (Eyon) + (Ednu), kym lokilne pole je totozné s (Eyon).

?’OVysled012< vs ~ a mozno odvodit aj z klasickej tedrie pre polarizovatelnost tesne viazanych elektronov, podla ktorej

Vs~ 225 #, pozri napr. 1.22, ak za typickd energiu medzipasovych prechodov hw; vezmeme energiu zakladného stavu

atéomu vodika a ak urobime odhad ¢; ~ e.
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Ak pomocou tohto vyrazu vylacime lokalne pole E'°% zo vztahu pre Pimp, pomocou vysledného vztahu
medzi Piy,p a makroskopickym polom E napokon najdeme hladany vyraz pre relativnu permitivitu

dopovaného polovodica:
€ € <1 + ag >
R = — 75 | -
’ 1-0a%/3

Teda pri dosiahnuti hodnoty a = 3 relativna permitivita diverguje, ¢o mozno interpretovat tak, Ze
elektrony prestédvaji byt viazané k primesnym atémom a nastava prechod z izolantu do kovu. Prechod
nastane pri kritickej koncentracii n., ktort mozeme odhadniif z podmienky o = 3. Tak dostaneme

1\ 1/3
n}3ay = <6> ~ 0.38.

™

Je pozoruhodné, ze odhad vychadzajuci z predstavy o polarizacnej katastrofe (t.j. nestabilite izolantu)
je takmer totozny s odhadom ni/?’a*B ~ 0.36, ktory bol v IL.7 odvodeny z tivah o nestabilite kovu.
Obrazok 14 ukazuje, Ze experimentilne dita pre mnozstvo dopovanych polovodi¢ov s atémovymi po-
lomermi v rozmedzi 1 az 1000 A mozno velmi dobre fitovat formulou ni/ 3@% = 0.26, v kvalitativnej
zhode s jednoduchou tedriou zaloZenou na predstave polarizainej katastrofy (alebo, ekvivalentne, na

Mottovej tedrii). Uvedeny fit plati pre zmeny koncentracie v rozmedzi 6smich radov!

wEat =026

"
| €PN spp k
T

10 \\\\e‘G!\A’/A'N’H

17T \\\E\f\/)x'o‘/l
IRV s e
10" jo b 10 4 102t {U‘w /Mc

(en3)

Obr. 14: V rovine so siradnicami n. (t.j. kritickd koncentracia n. dopantov) a aj (efektivny Bohrov polomer) st
znéazornené experimentalne data pre r6zne dopované polovodi¢e v Sirokom intervale n. a a. Experimentalne data mozno
dobre fitovat formulou nt/*a} = 0.26.3!

Susceptibilita i6novych krystalov

V tomto odstavci preskimame prispevok iénovych stupiiov volnosti k elektrickej susceptibilite 16-
novych krystalov. Obmedzime sa na studium klasického modelu i6novych krystalov s dvomi opacne
nabitymi i6bnmi v bunke. Pre konkrétnost majme na mysli kry§tal NaCl. Budeme skumat iba dlho-
vlnné optické fonony, kedy okamziti konfiguriciu mriezky mozno popisat dvomi vektormi: vektorom
posunutia podmriezky atémov Na uy a vektorom posunutia podmriezky atémov Cl u_. Ak hmotnosti
i6bnov oznac¢ime ako My, M_ a kratkodosahové sily medzi nimi popiSeme harmonickymi oscilatormi s
pruznostou K, potom pohybové rovnice pre iébny nadobudnu tvar

My, = —K(up —u_)+QEP°S,  M_i_=—-K(u_ —u,)— QEPX,

kde +@Q je i6novy naboj. Zavedme postupne relativnu vychylku u = uy — u_ podmriezky atémov

o C . . . > 1 1 1 ) . s ~2 K
Na voci podmriezke atémov Cl, redukovant hmotnost 5; = 3 T oA @ ionova frekvenciu w7 = ;.

Pomocou tychto veli¢in sa pohybova rovnica redukuje na tvar
- ~2 Q lok .
u=—wru+ ME — u,
31Stoji za zmienku, Ze obrazok 14 vyzera az prili§ dobre: pouZita teéria polarizovatelnosti nezohl'adiiuje degeneracie
minim vodivostnych pasov ani anizotropiu disperznych zakonov. Dobry stlad tedrie s experimentom moéZe stuvisiet s
metodikou odhadu aj, ¢o obvykle nie je priamo merané, ale iba odvodena veli¢ina.
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kde posledny ¢len na pravej strane popisuje trenie, a teda konecné straty. Ak teraz uvaZime, Zze v
pritomnosti koneénej vychylky u existuje v materiali nenulova polarizacia P" = n;,Qu, kde njon je
koncentracia jedného typu iénov, a ak budeme predpokladat harmonicky casovy priebeh E°K o e~
potom pre prispevok i6nov k polarizicii dostaneme vyraz P°" = eo( Zj’n) E"°%. kde sme zaviedli
lokalnu i6novi susceptibilitu

2
( ion)O _ Q1on
aw - 2 + . )
0F — w(w + i)
_ Nion@? - . .. . - . T . P . .
pricom Qlon = M V&imnime si, Ze lokalna i6nové susceptibilita mé& zndmy rezonan¢ny tvar, ktory

je plne analogicky s vysledkom pre tesne viazané elektrony (pozri 1.22). Avsak, kedze frekvencie @ aj

Qion SO Gmerné f ich hodnoty st zhruba \/— ~ 40 krat mensie nez elektronové frekvencie.

Dielektricka funkcia iénovych krystalov
V nasom vyklade sa obmedzime na Stidium 1zoluJuc1ch ibnovych krystalov K lokalnej susceptibilite

al teda prispievaji tesne viazané elektrony a iony, al = (oszre)o + (a}ff“) Ak sa dalej obmedzime
na stadium frekvencif porovnatelnych s i6novymi, potom (o)

Podla Clausiovej-Mossottiho formuly preto pre dielektricka funkciu plati

mozeme nahradit kongtantou af .

Cto

ER(W):1+1_QO/3

Vsimnime si, Ze funkcia eg(w) je charakterizovana tromi parametrami Qion, Wr a agore, ako aj tlmenim

7. Po jednoduchych, ale zdlhavych tpravach mézeme dielektricka funkciu prepisat do tvaru

Esw% — ecow(w + )
w? — w(w + )

er(w) = , (46)

kde sme tri parametre Qion, @7 a . nahradili tromi novymi parametrami €, €x a Wy

core

2 2 0 2
=14 core + Qlon/wT . o =1+ Qcore . W = 02— Q1on
s 1—1al,.— 302 /&2’ < 1—-a9,../3 =" 340
3 Xcore ion core core

Analyzou funkcie (46) Tahko nahliadneme, Ze €5 oznacuje (staticka) hodnotu permitivity pri frekvencii
w = 0, kym €5 0znacuje vysofrekvenénu permitivitu, pri¢om pod vysokymi frekvenciami tu rozumieme
frekvencie, ktoré st velké oproti fonénovym frekvenciam, ale malé oproti frekvenciam medzipasovych
prechodov. V&imnime si, Ze vdaka kone¢nej hodnote frekvencie €, plati nerovnost €5 > €. Fyzikélny
zmysel veli¢iny wr ozrejmime neskoér.

Al

- —
':"-":L r." C‘f/;'%

Obr. 15: Optické vlastnosti i6novych krystalov. VIavo: frekvenéna zavislost realnej ¢asti dielektrickej funkcie €' (w).
V strede: disperzné zdkony wi(q) pre dva polariténové mody, ktoré vznikaju (pri fixovanom vlnovom vektore a smere
polarizacie) hybridizaciou dvoch inych moédov: prieénych optickych fonoénov a fotémov. Vpravo: frekven¢na zéavislost
koeficientu odrazu R(w).

Kolektivne médy v i6novych krystaloch
Teraz preskimame optické vlastnosti media s dielektrickou kongtantou danou vztahom (46). Pre jed-
noduchost v nasich tvahach zanedbame (obvykle malé) tlmenie a polozime v = 0. Za¢neme analyzou
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kolektivnych médov:

Spontdnne pozdiZne kmity sa deja pri takej frekvencii w, ktora je rieenim rovnice ep(w) = 0, pozri
I.21. Frekvenciu spontannych pozdlznych kmitov oznacujeme wy, a plati pre fiu vztah

wf = —u?, (47)
oo

ktory sa nazyva Lyddaneho-Sachsovym-Tellerovym (LST) vztahom. KedZe €5 > €4, musi platit
wr, > Wr.

Spontdnne priecne kmity s vinovym vektorom q st mozné iba pri frekvencii, ktora splha rovnicu

2_ .2
2q? = w?er(w), pozri 1.21.32 Ak dielektrickt funkciu prepigeme do tvaru eg(w) = €xo 755 _:}2, dostaneme
T

nasledovné dve riefenia pre w?:

1 2q? 202\ 2 202
Wi(Q):§ w%+7q :I:\/<w%+q) —4w:2p—q

€0 € €0

Riesenia w3 (¢) sa redukuji na jednoduché vzfahy v dvoch limitach:

(a) V extrémne dlhovlnnej limite ¢ < ¢*, kde ¢* ~ WTT‘/Q ~ 10° m~!, mame w, (¢) = wr, t.j. horna
vetva mé charakter optického fononu, kym w_(q) = %, t.j. dolna vetva popisuje fotén v médiu s
indexom lomu /€.

(b) Mimo extrémne dlhovlnnej limity, t.j. pre ¢ > ¢*, mame w4 (q) = \/%, t.j. horna vetva ma fotonovy
charakter, kym w_(q) = wr, t.j. dolné vetva zodpoveda optickému fonénu.

Pri fixovanej polarizacii kolmej na smer Sirenia vlny q sme teda dostali dva prie¢ne moédy, ktoré
maju zmieSany fotonovo-fondnovy charakter. Tieto dva nové médy nazyvame polaritdony. Ak uvazime,
ze pre dany vlnovy vektor q mame dve nezéavislé polarizacie, spolu tak dostavame styri mody.

Na zaver tohto odstavca poznamenajme, Ze v8etky velic¢iny, ktoré vstupuju do Lyddaneho-Sachsovho-
Tellerovho (LST) vztahu, st meratelné. Tabulka 1 ukazuje, ze tento vztah vyborne popisuje vztah

medzi vibraénymi a optickymi vlastnostami krystalov.

Si GaAs AlAs BN MgO AgF
wr/wr 1 107 112 124 1.81 1.88

Vesfeo 1 1.08 1.11 1.26 1.83 1.88

Tabul'ka 1: Experimentalne hodnoty veli¢in vstupujicich do LST vztahu. S rasttcim iénovym charakterom krystalu
rastie aj pomer wr, /wr. Viimnime si, Ze pre kovalentne viazany kremik je v dlhovinnej limite ¢ — 0 frekvencia pozdlznych
a prie¢nych optickych moédov rovnakd, wr, = wr. Ide o formélny désledok faktu, Ze “idonovy” naboj kremika je @ = 0 a
nasledne e; = €. Z fyzikalneho hladiska ide o velmi prirodzeny vysledok: v limite ¢ — 0 nemozno rozlisit pozdizne a
prie¢ne mody, kedZe neexistuje smer Sirenia. Rovnaky vysledok dostavame aj v ibnovych krystaloch, avsak iba v extrémne
dlhovlnnej limite ¢ < ¢*: v tejto limite je frekvencia pozdiznych aj prie¢nych fonénov rovna wy .

Optické vlastnosti ionovych krystalov
Komplexny index lomu média je dany vztahom n(w) + ik(w) = /er(w). Koeficient odrazu R pre
ziarenie dopadajuce z vikua kolmo na Studovany polonekoneény material je dany vztfahom

(n —1)% 4+ K2
(n+1)2+ k2

Podobnym postupom ako v 1.21,22 teraz preskimame frekven¢nu zavislost funkcie R(w).

Oblast w < wr: Index lomu je rasticou funkciou frekvencie w a meni sa od hodnoty n(0) = /€5 do
n(wr) — 0o. Spolu s indexom lomu s frekvenciou rastie aj odrazivost R. Absorpény koeficient k = 0,

32Tato formulka plati, len ak moZeme zanedbaft zavislost dielektrickej funkcie od q. Vo v&eobecnejom pripade plati
Aq* = w?ey (¢, w), pozri linky.
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preto material je priehladny.

Oblast wp < w < wr: V tejto oblasti je index lomu n = 0 a k > 0. Preto v celej oblasti je odrazivost
R =1 a material odraza Zziarenie podobne ako kov. Suvisi to s absenciou kolektivnych médov v tejto
oblasti frekvencii.

Oblast w > wr,: Index lomu je rastticou funkciou w a meni sa od n(wr) = 0 do n(c0) = y/€x. Odrazivost
sa meni nemonoténne a pri frekvencii, pri ktorej je index lomu n = 1, je nulova. Absorb¢ny koeficient
k = 0, preto material je priehladny.

Feroelektricka nestabilita

V niektorych materidloch s taziskd kladného a zaporného naboja navzajom posunuté. Takéto materidly teda majua
spontannu nenulovi polarizdciu a nazyvame ich feroelektrika. V d'alsom vyklade sa obmedzime na popis tzv. posuvnej
feroelektrickej nestability, akd sa typicky realizuje v materialoch so Struktirou perovskitu.

Feroelektricka nestabilitu moZno chapat ako $pecidlny priklad polarizatnej katastrofy: akonahle lokélna staticka
susceptibilita a’_y = a2, + % prekro¢i hodnotu al_y = 3, dielektricka funkcia e, diverguje a v materiali spontanne
vznikéd polarizacia. Velkost pola?izécie nemozno vypocitat z linearnej teérie. Podla linearnej teorie, t.j. ak polarizacia je
linearnou funkciou E, totiz pri a2_, > 3 polarizacia rastie nad vietky medze. Aviak ked je polarizacia velka, linearizovana
teoria prestane platit a nelinedrne javy obvykle stabilizuji kone¢nti hodnotu polarizacie.

Alternativne mozZno feroelektricki nestabilitu chapat ako tzv. nestabilitu s mikkym moédom. Viimnime si totiz, Ze
ak €, rastie do vel'kych hodnot, potom podla Lyddaneovho-Sachsovho-Tellerovho vztahu frekvencia prie¢nych optickych
fononov wr klesa do nuly. Moédy s nizkymi frekvenciami volame méikké. Akonédhle wr = 0, fonénovy mod s touto
frekvenciou moze byt obsadeny [ubovolnym poétom kvéant. Spontédnna pritomnost takychto statickych (deformacénych)
modov je viak ekvivalentna nenulovej polarizécii.

Vysokoteplotna dielektricka faza perovskitov mé& nulovi spontdnnu polarizaciu, P = 0. KedZe v nizkoteplotnej
feroelektrickej faze P # 0, polarizaciu P moZno povazovat za parameter usporiadania prechodu dielektrikum-
feroelektrikum. Obvykle je tento fazovy prechod druhého druhu, t.j. parameter usporiadania sa meni so zmenou teploty

spojito. Teplotnt zavislost P moZno kvalitativne popisat pomocou Landauovej tedrie fazovych prechodov.

Namety na seminarnu pracu

1. Skiimajme skrutkovitd molekulu dizky | = Na, ktora je tvorena sadou N dipolov kolmych na os molekuly, pricom
ich taziska lezia na osi molekuly. Nech n-ty dipdl je okolo osi molekuly pootoceny o uhol 0,, = Q’TT" Predpokladajte, ze
dipély si tvorené kladnym a zadpornym atémom spojenym pruzinou, ktord v nulovom externom poli nie je natiahnuta.
Nech pruZiny maja fixovany smer v priestore a v externom poli sa atémy tvoriace dip6l mozu posavat iba pozdlz pruzin.
Skiimajte plyn z takychto molekul s koncentraciou n. Najdite dielektricky tenzor €;;(q,w) skiimaného plynu. Bude takyto
plyn kruhovo dvojfarebny? Navod. Ozna¢me jednotkovy vektor v smere osi molekuly ako n. Najprv skimajte dipdlovy

moment p molekuly indukovany vlnou Eef@r~#w!

a vypocitajte koeficient polarizovatelnosti v;;(n, q,w) definovany vzta-
hom p; = €07i;(n, q,w)E;. Potom stredujte veli¢inu v;;(n, q,w) cez vietky orientacie vektora n.

2. Skonstruujte klasicky mikroskopicky model pre zviazané kmity mriezky jednoduchého ionového krystalu, povedzme
CsCl, a prie¢neho elektromagnetického pola. V prvom kroku skdmajte dva nezviazané systémy: pruzinkovy model pre
CsCl a volné prie¢ne elektromagnetické pole s vektorovym potencidlom A(r,t). V druhom kroku zapnite vizbu medzi

oboma systémami, pozri hamiltonian (51) v II1.10.

10 Teoéria linearnej odozvy

V tejto prednaske najprv odvodime vieobecnt formulu, ktord umoziuje pocitat zmeny fyzikilnych
veli¢in v skimanom systéme po aplikovan{ externych polf. Predpokladame pritom, Ze aplikované polia
st malé. Preto zmeny pocitame poruchovou metédou. Obmedzime sa na prvy rad poruchovej tedrie,
teda na tzv. linearnu odozvu. V druhej Casti prednasky budeme vSeobecnt tedriu aplikovat na vypocet
optickej vodivosti dokonalych krystalov.

Poruchova tedria: Kubova formula
Predpokladajme, 7ze skiimany systém interaguje s externe aplikovanym polom prostrednictvom poru-
chového hamiltonidnu

V(t) = |Fe ™! 4 Flewt| et
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Predpokladdme teda harmonicky priebeh poruchy s frekvenciou f+w. Poruchovy hamiltonidn je ex-
plicitne hermitovsky. V hamiltonidne je zahrnuty faktor e, kde ~ je infinitezimalne mald kladna
frekvencia, ktory popisuje pomalé zapinanie poruchy z pociatocnej nulovej hodnoty pre t — —oc.
Nasim cielom bude najst (¢asovo zavisli) zmenu strednej hodnoty veli¢iny G oproti jej hodnote v
rovnovaznom systéme.

Predpokladajme, Ze neporuSeny systém je popisany od casu nezdvislym hamiltonidnom Hy s vlast-
nymi stavmi |n) a vlastnymi energiami E,. Potom rovnovazna stredna hodnota veli¢iny G v neporu-
Senom stave bude dand vztahom

(G) =" pa(nlGIn), (48)
n
kde p,, = %e_E"/T je rovnovéazna pravdepodobnost obsadenia stavu [n)a Z =) e En/T je statisticka
suma. V pritomnosti ¢asovo zéavislej poruchy V (¢) musime hovorit a ¢asovo zavislych stavoch |¢(t))
systému. Pre malé poruchy ocakévame, ze ku kazdému neporusenému stavu |n) prislacha ¢asovo zavisly
stav |1, (t)). Ak budeme predpokladat, 7e obsadenie stavov zostane popisané funkciou p,,** potom
zmenu strednej hodnoty veli¢iny G mdzeme pocitat pomocou vztahu

(6G(1) =D pu [(Un(®)|Glen(1)) = puln|Gln)] - (49)

Nasou prvou tlohou pri vypocte (§G(t)) je najst vinovu funkciu |4, (t)). RieSenie ¢asovo zavislej
SchR

0
zhaw(t)) = H(t)|y(t))

s hamiltonidanom H (t) = Hy + V (¢) hl'adajme nasledovnym rozvojom do tplného systému stavov |k):
(1)) = ar(t)e P k).
k

Po dosadeni vlnovej funkcie [¢(t)) do ¢asovo zéavislej SchR, nésobeni vyslednej rovnice zlava vekto-
rom (m| a po jednoduchej tuprave, pri ktorej vyuzijeme ortonormalnost systému vlastnych stavov |k),
dostaneme systém diferencidlnych rovnic pre ax(t):

. 1 .
(1) = = S mlVIk)e iy,
k

kde sme zaviedli oznacenie hw,, = En — Ei.
Systém rovnic pre ag(t) budeme riesit poruchovou metédou, t.j. hfadame rozvoj ax(t) = ag)) +

(1)

a,’(t) + ... podla mocnin V. Zaujimajme sa o vinovt funkciu |4, (t)), ktord vznikne z neporuseného

vlastného stavu |n) ¢asovym vyvojom v pritomnosti poruchy. V nultom rade poruchovej teérie preto
Ziadame, aby a,(io) = Okn-

V prvom rade poruchovej teorie preto pre koeficienty s m # n dostavame pohybovt rovnicu aﬁ) (t) =
L (m|V|n)e*mnt alebo po integrovani cez ¢as

a(l)(t) — _leiwmnt <m‘F‘n> e—iwt + <m‘FT‘n> eiwt evt

W — W — 7y Wimn + w — 7y ’

kde sme vyuzili po¢iatoéni podmienku, ze pre t — —o0 je a%) = 0. Na druhej strane, koeficient ag)(t)
musi byt rydzo imaginarny®* a preto s presnostou do 1. radu vo V mozno pisat a,(t) = 1 + i¢ = €'?,
kde ¢ je reélne ¢islo radu V. Preto s presnostou do 1. rddu vo V' pre vlnova funkciu |1, (t)) plati

[Un (1)) = e Ent/hn) + |51 (1)),

33V ¢ase t sa hladina FE, posunie na hodnotu E,(t) = E,+(n|V (t)|n), preto by sme mohli o¢akavat, %e vd'aka pomalosti
zapinania poruchy bude rozdelenie stavov v ¢ase ¢t dané zmenenou pravdepodobnostou p,(t) = Z%t e~ En(/T Ak viak
budeme predpokladat, Ze frekvencia w je dostatotne vysokéd, potom obsadenie stavov nebude stihat oscilovat. Preto do
rozdelenia p,(t) bude vstupovat hodnota E,(t) = E, spriemerovana cez niekol'ko peri6d, t.j. rozdelenie zostane v ¢ase
nemenné, p,(t) = pn. Pri optickych frekvenciach, ktoré st predmetom nasho zaujmu, vyzera tento predpoklad rozumne.
#Norma vlnovej funkcie ¢, (t)) pocitana do 1. radu podla V je totiz 1 = 3, |ar(t)e “Er/"2 = |1 + c1511>(15)|2 +

> ktn |a§€1)(t) =1+ a%l)(t) + a{V* (t). Porovnanim zadiatku a konca zistime, Ze al" (t) musi byt rydzo imaginarne.
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kde sme zaviedli oznacenie |69 (t)) = >, ., aly (t)e~Emt/hm) pre primes stavov s m # n do vlnovej
funkcie |9y, ()). Ak tento vysledok pouzijeme pri vypocte maticovych elementov (¢, (t)|G |y (%)), do 1.
rddu vo V dostaneme

(W) Glen(t)) = (n|Gln) = (5 (B)|Gln)e’e™ PN 1 (n|G5ihy (1)) 0PN,

Ak si teraz uvedomime, 7e s presnostou do 1. radu vo V naviac plati |09, (t))e ™ = |61, (1)), fazoveé
faktory e**® mozeme vynechat a po dosadeni do (49) napokon pre zmenu strednej hodnoty veli¢iny G
dostaneme tzv. Kubovu formulu:

n|G|m)(m|F|n) _; n|Gm)(m|Ff|n) |
(0G(t)) = 1 Z(Pn — Pm) [< Clin _>i) 1127 >e_“"t + < Lfm 4>—<w |—FW| >6“"t et (50)

m#n

Té4to rovnica je hlavnym vysledkom teérie linedrnej odozvy. Vo zvysku tejto prednasky pouzijeme Ku-
bovu formulu na vypocet optickej vodivosti. Za tym Gc¢elom musime najprv identifikovat hamiltonidn
interakcie s elektromagnetickym polom V().

Hamiltonian systému ¢astic v elektromagnetickom poli
Hamiltonidn systému nabitych Castic s ndbojmi ¢; a hmotnostami m; v elektromagnetickom poli po-
pisanom skalarnym potencidlom ¢(r) a vektorovym potencidlom A(r) moZno pisat v tvare

1 g g A}
H(t)ZHO—QZi:W(pi'AH-Ai'Pi)‘FZi:(Qmi+qz'<15i ) (51)
kde Hy je hamiltonian systému v nulovom poli. Zaviedli sme pritom oznaCenia A; = A(r;,t) a
¢i = ¢(r;,t) kde r; je siradnica i-tej Castice. Budeme sa zaoberat odozvou systému na transver-

zalne elektromagnetické pole, ktoré popiSeme v kalibracii s ¢ = 0 a V- A = 0. Ak sa naviac obmedzime
na slabé polia, mozeme zanedbat cleny iimerné A? a (51) mozeme zapisat v tvare H(t) = Ho + V (t),
kde

e
V) =5 Z (A; - pi+pi-A). (52)

7
Obmedzili sme sa pritom iba na elektrénové stupne volnosti s ¢; = —e a m; = m. Zanedbali sme teda

odozvu i6nov, ktorit v8ak mozno analyzovat analogicky.

Ako obvykle, obmedzime sa na skiimanie systémov vo velkej krabici s objemom V s periodickymi
okrajovymi podmienkami. Priamu a spatnt piestorovii Fourierovu transforméciu Fubovolnej velic¢iny
budeme definovat vztahmi

. 1 ;
Xk = /d?’rX(r)e_Zk'r; X(r)= v Zk:XkBZk'r, (53)

pri¢om vlnovy vektor k prebieha cez diskrétnu sadu hodnét konzistentnych s okrajovymi podmienkami.
V dalsom vyklade budeme hladat odozvu na nasledovny harmonicky ¢asopriestorovy priebeh (re-
alneho) vektorového potencialu:

1 o o
A(r’ t) - 9 (Aqezq-r—zwt + Aiqe—zq.r—mwt) et (54)

Predpokladame pritom, Ze vlnovy vektor q je konzistentny s okrajovymi podmienkami a nie identicky
nulovy. Kedze potencial A(r,t) je transverzalny, musi platit q-Aq = 0 a z realnosti potencialu vyplyva,
ze A_q = Ag. Faktor et opif popisuje pomalé zapinanie poruchy.

Operatory nabojovej a pridovej hustoty

Skumajme najprv jediny elektréon popisany vlnovou funkciou #(r). Nagim ciefom je najst operator
hustoty naboja g(r) v bode r a operétor hustoty pridu j(r) v bode r, ktorych strednymi hodnotami sa
znéme vyrazy pre nabojovi hustotu o(r) a pradovi hustotu j(r) pre elektron v stave s vinovou funkciou
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¥ (r). Budeme pracovat v x-reprezentacii a spinovy stupeil volnosti pre jednoduchost zanedbame. M4
teda platit, pozri napr. 1.26:

or) = / (%) a(r)p(x) = —e [(r)?

ihe
2m

~ 62
i) = /dgxw*(X)j(r)w(X) =5 W) VY(r) = ¢(r) Ve (r)] — EAW(Y)IQ

V&imnime si, Ze r v tychto vyrazoch je parametrom a x je operatorom polohy Castice. Ak uvazime, Ze
v x-reprezentacii ma operator hybnosti tvar p = —ih@ l'ahko nahliadneme, Ze nasledovné operatory

meraji ndbojova a pridova hustotu jednocasticovijch stavov 35
O(r) = —ed(r — x) A() — [Pé(r —x) +6(r — x) ]_*62 o(r —x)
r) = —ed(r — x); r)= r—x)+46r—x Ad(r — x).
0 ) J 9 p p

Preto operatory nabojovej a priadovej hustoty systému castic s polohovymi vektormi r; si

2m

j(1) = —e >0 =) J(1) =~ 3 [pidlr — )+ 8(r —r)pi] - & ZM

i

Da,leJ pocitajme Fourierove komponenty operatorov naboj JoveJ a prudoveJ hustoty 0q a Jq Ak pouZzijeme
definicie (53) a ak pradovi hustotu vyjadrime ako sacet jq = J q +J dia «mechanickej” pradovej hustoty
jq a “diamagnetickej” pradovej hustoty jgia, dostaneme

2
A —iqri.  q e —iqry —iq-r; adi € —iqry
Qq:—eg e AT Jq:_Qm [pie ari 4 e qrzpi]; Jga:—m E AT (55)

Po zohladneni explicitného tvaru funkcie A(r,t) pre operator “diamagnetickej” pradovej hustoty do-
staneme vyraz

ad ne? e? 9
ia —twt+yt iwt+yt —2iq-r;
Jq = Agqe VA_qe E e ‘)

kde n je koncentracia elektronov a m je hmotnost elektréonu vo vakuu.
Ak sa napokon vratime k poruchovému hamiltonianu (52) a opét vyuZijeme explicitny priestoro-
¢asovy priebeh (54) funkcie A(r,t), potom zohladniac definiciu operatora Jq moézeme pisaf

. . 1 . 1 ;
V(t) = |Fe ™t 4 Fleiwt] et F=-3Aq-J g FT:—vA_q-Jq.

Poruchovy hamiltonidn sme teda explicitne vyjadrili v takom tvare, pre ktory sme odvodili Kubovu
formulu.

Désledky translaénej symetrie

Pri posunutiach T'(R) v8etkych elektronov o akykol'vek mriezkovy vektor R sa hamiltonian Hy nezmeni, &ize [T'(R), Ho] =
0. Preto (mnohocasticové) vlastné stavy |n) hamiltonianu Ho moZno vybrat tak, aby boli zarovei vlastnymi stavmi
operatorov T(R). Ked7e posunutia tvoria (abelovski) grupu, da sa ukazat, 7e T(R)|n) = eF ' ®/"n), kde veli¢inu P
nazveme kvazihybnostou stavu |n). Teda vietky vlastné stavy operatora Ho maji ostrt hodnotu kvazihybnosti.

Nech kvazihybnost vlastného stavu |n) je P, t.j. nech T(R)|n) = eF®/"n). Teraz ukdzeme, 7e kvazihybnost
stavu (3, e 2*i)|n) je P — 2hq. Naozaj, pri posunuti vietkych Zastic r; — r; + R sa faktor Y, e 2™ zmeni na
e HAR S o729 5 preto T(R)(Y, e 2971 |n) = '@ -2h)R/A(S™ o=2iaTi)|n) g h.t.d.

Désledok 1: ak 2q nie je vektorom recipro¢nej mriezky, potom strednd hodnota <Zief2iq‘”> je nulova, pretoZe
podla (48) je definovana ako stdet maticovych elementov (n|>", e~ **4¥i|n). Tieto maticové elementy st nulové, pretoze
st to prekryvy stavov s roznymi kvazihybnostami.

35Vyraz pre §(r) je o¢idiny. Pri kontrole vyrazu pre j(r) si sta¢i uvedomit, Ze (pretoZe p je hermitovsky operator)

[ ' Gpste = x)00 = [ a*xde x)0(0) [pY(0]" = if(x) 50" ().
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Désledok 2: maticovy element (n|Jq|m) moze byt nenulovy, iba ak pre hybnosti stavov |n) a |m) plati P,, = P,, —hq.
Toto tvrdenie vyplyva z pozorovania T(R)J¢|m) = e 4RI T(R)|m) = ¢ Fm=mOR/AF |m).

Kubova formula pre elektricki vodivost X

Nagou ulohou je vypocitat stredni hodnotu operatora pradovej hustoty jq(t) = (Jq) + <j gia> do prvého
radu podla A(r,t). Kedze operator J gia je linedrne imerny vektorovému potencialu, stredni hodnotu
(J gia> treba pocitat v neporusenom stave. Tak dostaneme

2dia ne’ —iwtyt e? iwtyt —2iq-r;
(Jq ) =——Agqe i —VA_qe v E e iy,
m

m -
7

Odteraz sa obmedzime na $tadium dokonaliyjch krystdlov, t.j. kry$talov bez porich, ktoré su invariantné
vocéi translaciadm o mriezkové vektory. Z translacénej symetrie vyplyva, ze ak 2q nie je vektorom reciproc-
nej mriezky (¢o predpokladame), potom druhy ¢len vo vyraze pre <j dqia> vypadne. Pre diamagneticky
prad tak dostaneme vysledok (J dia) — —%Aqe*iw”w.

O mechanickej priidovej hustote predpokladame, Ze jej strednd hodnota v neporusenom systéme
je nulova. Preto z Kubovej formuly (50) dostavame priamo strednt hodnotu mechanickej priadove;
hustoty:

n\jq|m><m\j,q|n> ) Aqe—iwt <n|jq|m><m|jq|n> ’ queiwt

et
Wmn — W — ¥y Wmn + W — &y

(Jq) = % Z?;(pn—pm) <

7 translacnej invariantnosti opéat vyplyva, Ze druhy ¢len v hranatej zatvorke je nulovy. Aby totiz
platilo <n\jq\m> # 0, musi byt P, = P, — hiq. Na druhej strane, aby platilo (m\jq]m 2 0, musi
byt P, = P, — hq. Obe rovnice mozno splnit, iba ak je 2q vektorom recipro¢nej mriezky, ¢o vSak
vylucujeme.

Po sé¢itani mechanickych a diamagnetickych pridov napokon dostdvame pre strednt hodnotu cel-
kovej prudovej hustoty vysledok

.o 7’L€2 —iw
]q (t) = |:Aa6(q,W) — m(;aﬁ:| Age t"r’Yt? (56)

kde indexy «, § oznacuji kartézske stradnice pradov a poli. Tenzorova funkcia Ayg(q, w) je definovana
vztahom

(n]Jg|m)(m|J” |n)
Wmn — (W +1ivy)

Ras@:) = 755 3 (o — o) 57)

m#n

Vsimnime si, Ze vysledok (56) pre jq je zmysluplny: Fourierova komponenta q pradu je generovana
(iba) Fourierovou komponentou q vektorového potencialu. Prid naviac osciluje v ¢ase podla e~
t.j. rovnako ako budiaca Fourierova komponenta. Ak dalej uvazime, Ze komponenta vektorového po-
tencialu Age_i“’””ft generuje komponentu elektrického pola Eg(t) = —%Age_i“’“”t = Ege_iw“”t kde

Eg =i(w+ i’y)Ag, potom vysledok pre pridova hustotu mézeme zapisat v tvare

Jq(t) = gas(a,w)Ege™ 0,

kde sme zaviedli tenzor optickej vodivosti o,5(q,w). Porovnanim s (56) napokon dostavame hlavny
vysledok tejto prednéasky, tzv. Kubovu formulu pre tenzor vodivosti dokonalych krystalov

oap(dq,w) = —bap — Naplq,w) | - (58)

Vsimnime si, ze kedze do vyrazov pre o.5(q,w) a Ayg(q,w) vstupuje frekvencia iba v kombinécii
w + 47, vetky singularity funkcie o,4(q,w) ako funkcie komplexnej frekvencie w musia lezat v dolnej
polrovine. Inymi slovami, funkcia o,5(q,w) je analytickd v hornej polrovine komplexnej roviny w. Z
1.21 vieme, Ze ide o vieobecnti vlastnost akejkol'vek funkcie odozvy na pole s asovym priebehom e~?.
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V [.21 sme tiez ukazali, Ze tato vlastnost je ekvivalentna s predpokladom kauzality systému, t.j. s
predpokladom, Ze nasledok nasleduje az za pric¢inou.

Symetria voéi obrateniu ¢asu
V tomto odstavci preskimame symetriu funkcie Aop(q,w). Budeme predpokladat, Ze hamiltonian Ho systému bez po-
sobenia vonkajSieho pola explicitne nezavisi od spinovych premennych a Ze je realny, t.j. Hy = Hj. Tento predpoklad
m4 fyzikdlny vyznam invariantnosti vo¢i zdmene ¢asu. Jednym z dosledkov tohto predpokladu je, Ze vlastné stavy |n)
hamiltonianu Ho moZno vybrat realne, t.j. tak, aby platil vztah |n)* = |n).

Najprv vztahom X(t) = ¢H0t/h Xe=Hot/l Jefinujme ¢asovi zavislost operatorov. Vsimnime si, ze X (t) popisuje
heisenbergovsky vyvoj operatora X v systéme s hamiltonidnom Hy. Dalej si v§imnime, Ze vyraz (57) moZno prepisat do

tvaru
Aap(q,w =W an/ dte’t=t <n ‘ [jg(t), ij] ‘ n> . (59)

Dokaz najlahSie urobime prepisanim (59) do povodného tvaru (57): ak vyuZijeme najprv tplnost systému vlastnych
stavov, t.j. identitu ) |m)(m| =1, a potom definiciu heisenbergovského €asového vyvoja operatorov, mézeme pisat

/ dtei“t_'yt<n|j§(t)ij|n) :/ dte™t=t Z(n|jg(t)|m)(m|ij|n) :/ dtei(“+w7‘7”'+i7)t(n|jg|m>(m|ij|n>.
0 0 0

m
Po vykonani trivialnej ¢asovej integréacie a po zopakovani identického postupu pre druhy ¢len komutatora v (59) napokon
lahko overime platnost vysledku (59), ktorého fyzikdlnym zmyslom je, Ze funkcia Ang(q,w) je (Gasovou) Fourierovou
transforméciou rovnovdznej korelacnej funkcie mechanickijch pridov <[jf; (), jqu] >

Teraz si v§imnime, Ze z T-invariantnosti hamiltonianu, t.j. z Hy = H{, vyplyva v8eobecné vlastnost heisenbergovskeho
vyvoja [X (t)]" = X™(—t), kde X ™ je operator komplexne zdruzeny k operatoru X. Dalej si viimnime, ze (J§)* = —Je

i
ako vidno napriklad zo vztahov (55). Preto plati [Jg (t)]" = —J24(—t). Napokon si vimnime, Ze pre strednd hodnotu
Tubovolnej veli¢iny plati ({(n|X|n))* = (n|X*|n), pretoze mozeme predpokladat, Ze |n)* = |n). Ak vyuZijeme tieto

poznatky vo vyraze (59), dostaneme
iwt—yt B Fo — L e —iwt—yt ‘ |: 8 e ]
Aop(q,w) = Z pn/ dte” <n ‘ [Jq LS 2G( t)] ‘ n> =Y ; Pn /0 dte <n Jq (1), J24 n> ,

kde sme v druhom kroku vyuzili, Ze hamiltonidn Hy nezavisi od ¢asu, t.j. Zze korela¢né funkcie zavisia iba od rozdielov
casu. Ukazali sme teda, Ze

Aaﬂ(q, w)* = Aﬂa (q7 —w)

Ak teraz vyuzijeme vyraz (58), lahko nahliadneme, %e z tejto “symetrie” tenzora A.s(q,w) vyplyva aj “symetria”
oap(q,w)” = 0a(q, —w). Ak dalej pouZijeme vztah medzi dielektrickou funkciou a optickou vodivostou e.g(q,w) =
dap + ﬁaag(q, w), pozri napr. 1.21, dostaneme tiez “symetriu” e.5(q,w)” = €ga(q, —w), ako sme tvrdili bez dokazu v
II1.9.

Namety na seminarnu pracu

1. Predpokladajte, Ze v systéme posobi harmonicky elektrostaticky potencial ¢(r,t) = % (qzﬁqeiq‘r*m + qﬁfqe*iq'”“’t) e,
Modifikaciou vykladu v prednaske najdite nim indukovant nabojovi hustotu gq v §tudovanom systéme.

2. Najdite formulu pre prispevok iénovych stupiiov volnosti k tenzoru optickej vodivosti krystalu typu CsCl. Vsetky

operatory vyjadrite cez krea¢né a anihila¢né operatory normélnych fonénovych moédov.

11 Medzipasové prechody v izolantoch

V tejto prednaske najprv zjednodusime Kubovu formulu pre dokonalé kryStaly na Specidlny pripad
vodivosti izotrépneho izolantu pri optickych frekvenciach. f)alej ukazeme, ako vyplyva jednocasticova
formula z plnej Kubovej formuly. Nakoniec vypracujeme teériu, ktord nam pri vypocte optickej vodi-
vosti umozni zohl'adnit excitonové efekty.

Opticka vodivost elektricky izotrépnych systémov

Odteraz sa obmedzime na §tadium viditelného svetla, ktorého vlnové dlzky st radovo stovky nm. Teda
vlnové vektory q st omnoho kratsie nez typicky rozmer Brillouinovej zény a méZzeme ich nahradit nulou.
Do KuboveJ formuly (58) preto prostrednitcvom vyrazu (57) vstupuje operator mechamckeJ pradovej
hustoty Jo, ktory vdaka vztahu (55) mozeme nahradit vyrazom Jo= ——P kde P = >, Pi je operator
celkovej hybnosti elektrénov.
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Vo v§eobecnom pripade je vodivost 0,3(0,w) tenzorova veli¢ina, a preto smer pradu moéze byt vo
vSeobecnom pripade rozdielny ako smer elektrickej zlozky elektromagnetickej viny. V dalsom vyklade
sa obmedzime na analyzu opticky izotropnych latok, t.j. budeme predpokladat, Ze o435 = 00a3. V
izotrépnom pripade teda mézeme pisat

ne’ e? S 2 Pn— Pm
——A ; A = —5 P .
|: m (Oa UJ):| ’ (O,W) 3m2hv mz?én }<m| |TL>‘ Wnmn, — (w 4 2’7)

o
CwHiy

o(0,w)

Pre makroskopicky systém s kvizispojitym spektrom mozno sumy cez mnohocasticové stavy m,n
vo vyraze pre A(0,w) pisat ako integraly. Vznikd preto otézka, ako mame pocitat integrily typu
lim, o f d:pﬁ. Najprv si viimnime, Ze pre konecné hodnoty v plati ﬂii'y = = 172 = iﬂl«ﬂ' Ak
je v malé, potom imaginarna Cast predstavuje tzky a vysoky lorentzian s plochou Fm. Preto v limite
v — 0 imaginarnu ¢ast mozno nahradit funkciou Fimd(z).

Na druhej strane, realna cast ﬁ% nam dava predpis, ako pocitat integrily z funkcie % Skumajme

povedzme integral ffa %"E. Podl'a beznych definicii integralu je tento objekt divergentny. Z nazoru je
ale zrejmé, ze tento integral je su¢tom dvoch rovnako velkych (hoci nekone¢nych) ploch, jednej kladne;j
a druhej zapornej. Preto je rozumné definovat predpis, ktory da v tomto pripade vysledok 0. Jednou
moznostou je pocitat integral z ﬁ'ﬁ pre konecné v a potom Studovat limitu v — 0. Takyto predpis
nazyvame pocitanim integrdlu v zmysle vlastnej hodnoty a oznatujeme ho symbolom P (od principal
value). Ukazali sme teda tzv. Weierstrassovu vetu:

. 1 1 .
%g%a:iw =P <x) Find(x).

Vyuzijuc Weierstrassovu vetu teda redlnu a imagindrnu ¢ast funkcie A(0,w) mozeme zapisat v tvare:

2 2 _
/ _ € 2 Pn — Pm
NOw) = 3m2th§#n:‘<m|Pn>‘ o pn,
" e R 2
N(O0,w) = o S [mIPIn)| (pn — pm)3 (B — En — Iew).
3m*Y sl

Integraly pre realnu cast A’(0,w) treba chapat v zmysle vlastnej hodnoty. Imaginérna cast A”(0,w) v
kone¢nom systéme pozostiva zo sady Diracovych delta-funkcii. V makroskopickom systéme so spojitym
spektrom bude funkcia A”(0,w) kone¢nd na koneénom intervale frekvencii.

Pre redlnu a imaginarnu ¢ast elektrickej vodivosti dostavame nasledovné vyrazy:

/ ne? / 1., . 1" - 1 [ne? /

o(0,w)=m [m —A (0,0)] d(w) + ;A (0, w); o"(0,w) = » [m —A (O,w)] .
Realna cast vodivosti teda pozostava z dvoch prispevkov. Prispevok umerny d(w) popisuje idedlny
vodi¢: ak je jeho viha nenulova, potom vodivost v statickej limite w = 0 je nekone¢n4.?® V nagom
idealizovanom modeli bez rozptylovych procesov takyto pripad moéze nastat, ak skmany materidl
je kov. V redlnych systémoch v normalnom (t.j. nesupravodivom) stave pritomnost kone¢ne velkych
rozptylovych procesov obvykle mozno popisat zdmenou mé(w) — %m vo vyraze pre o' (0,w). Takyto
prispevok k vodivosti sa obvykle nazyva Drudeho vodivost.

Na druhej strane, ako vidno z explicitného vyrazu pre A”(0,w), druhy prispevok k realnej casti
vodivosti moZno priamo interpretovat ako absorbciu kvant Ziarenia s energiou Aw pri sucasnej zmene
mnohoelektrénového stavu.

Ak budeme predpokladat, Ze pri optickych frekvencidch moéZzeme prispevok Drudeho vodivosti k
celkovej vodivosti zanedbat, pre opticku vodivost napokon dostavame vyraz

, _ me? -
o'(w) = Wﬁ;hmw

" (o= p3)0(03 — B — ), (60)

36V idealizovanych systémoch bez necistot zavisi hodnota funkcie A(q — 0,w — 0) od poradia limit. D4 sa ukézat, 7e
Drudeho vodivost dostaneme tak, Ze najprv polozime q — 0. Ak pouZijeme opa¢né poradie limit, t.j. ak najprv poloZime
w — 0, potom nenulova vaha pri 6(w) znamena pritomnost Meissnerovho javu, ¢ize supravodivost. Pozri D. J. Scalapino,
S. R. White, and S. C. Zhang, Phys. Rev. B 47, 7995 (1993).
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kde sme odteraz zafali mnohocasticové stavy oznaCovat « a [ namiesto n a m.

Priblizenie nezavislych elektrénov
V tomto priblizeni predpokladame, 7e hamiltonian systému elektrénov bez aplikovaného pola mé tvar

_ T
Hy = E EnkCpiyCnkos

nko

kde cilkg, Cnko SU krea¢né a anihila¢né operatory pre elektréon v Blochovom stave [nko), pricom n je
pasovy index, k je kvazihybnost z 1. Brillouinovej zény a o je projekcia spinu na zvoleni kvantovaciu
0s.37

Pravdepodobnost obsadenia akéhokol'vek mnohoc¢asticového stavu p, hamiltonianu Hy vo velkom
kédnonickom stubore je danéd su¢inom pravdepodobnosti f,x, pre obsadenie jednotlivych jednocastico-
vych stavov |nko). Nech napriklad A je mnozina obsadenych a B je mnozina neobsadenych Blochovych
stavov v mnohocasticovom stave a. Potom pre rovnovaznu pravdepodobnost p, plati

Pa = H frko H (1_fnka)a

nko€ A nko€B

kde f,ko je Fermiho-Diracovo rovnovazne rozdelenie.
K optickej vodivosti prispievaja také dvojice mnohocasticovych stavov a a 3, pre ktoré je maticovy
element {B|P|a) nenulovy. Operator celkovej hybnosti viak mozno pisaf v tvare3®

P =" pK)mnch e o (61)

nm ko

KedZe pripustné stavy a a 8 maju v jednocasticovom pribliZzeni presne zadané poéty elektronov v
jednotlivych Blochovych stavoch, nenulovost maticového elementu znamend, ze mnohocasticové stavy
« a [ musia byt takmer identické: vietky jednocasticové stavy st v oboch stavoch o a 8 naraz obsadené
alebo naraz prazdne, okrem obsadenia dvoch jednocasticovych stavov, povedzme |nko) a |mko). Pre
konkrétnost budeme predpokladat, Zze v mnohocasticovom stave a je Blochov stav [nko) obsadeny a
|mko) je prazdny, kym v mnoho¢asticovom stave 3 je Blochov stav |[nko) prazdny a |mko) je obsadeny.
V&imnime si, Ze musi byt m # n, pretoze inak by stavy a a g boli identické a zakon zachovania energie
Eg — E, = hw by nemohol byt splneny pre fotény s kone¢nou frekvenciou.

Nech A a B st mnoziny rovnako obsadenych a rovnako neobsadenych Blochovych stavov v mno-
hocasticovych stavoch «, 8. Potom pravdepodobnosti mnohocasticovych stavov a a g si

Pa = H flKJ H (1 - flKO’) X fnka(l - fmka)a
IKoeA IKoeB

P = H flKU H (1 - flKO‘) X (1 - fnka)fmka~
IKoe A IKoeB

Sumaciu cez vSetky dvojice mnohocasticovych stavov «, § vo vyraze (60) mozeme vykonat nasle-
dovne. Najprv vyberme dvojicu Blochovych stavov |nko) a |mko), ¢m je zéroveir definované zjedno-
tenie AU B mnozin A a B. V d'alsom kroku sc¢itajme cez vSetky rozklady AU B na A a B. Napokon

37Zanedbavame teda spinovo-orbitalnu vizbu a predpokladame, Ze energia elektréonu v stave |nko) nezavisi od o.
38Pouzijic explicitny tvar Blochovych vlnovych funkeii ¥ (r) = ﬁelk'runk(r), pre maticové elementy operatora p

dostavame

(mk'|p|nk)

%/dBrefikl'rufnk/(r)(fihV) [eik'runk(r)]

/ 1 i(k—k’)- * .
Atk [plnle)+ 3 3¢ R [ o (0) (-9 (o),
R vo

kde v druhom ¢lene druhého riadku sme integrél cez objem zamenili integralom cez objem elementarnej bunky krystalu
vo a sumou cez bunky R. Vyuzili sme pritom periodicitu modulaénych funkcii, unk(r+R) = unk(r). Lahko nahliadneme,
e vysledok moZno pisat v tvare (mk’|p|nk) = p(k)mndkw, t-j. operator hybnosti je diagonalny v kvazihybnosti, pri¢om
P(K)mn = hKSmn + fvo APrul (0) (—iAV ) tnk (1).
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scitajme cez vetky dvojice Blochovych stavov [nko) a [mko). Po dosadent vyrazov pre p, a pg do (60)
teda dostavame

71'62
a'(w) = m Z Z |p(k)mn|2 (fnka_fmka)é(gmk_gnk_hw) Z H flKU H (1 - flKO’) )

ko m#n rozklady LIKoeA IKoeB

kde sme uvazili, ze Eg — Eo = €k — Enk @ (B|P|a) = p(K)mn. Pre sumu cez rozklady viak plati

ST fxe IT O-fxo)| = [ [fike + (1 - fio)] =1,

rozklady LIKoeA IKoeB IKoe AUB

kde v prvej rovnosti sme si uvedomili, ze rozklady vznikna explicitnym roznasobenfm binomického
sacinu, V druhej rovnosti sme vyuzili, Ze binomicky sucin je sti¢inom jednotiek.

Pre vodivost opticky izotréopnych prostredi pri kone¢nych frekvenciach v pribliZzeni nezavislych
elektrénov napokon dostaneme

2me?
0'/(0.)) = m Z Z ’p(k)mn‘z (fnk - fmk)é(gmk —&nk — hw>7
k m#n

kde sme vyuzili, Ze rovnovazne Fermiho-Diracovo rozdelenie nezavisi od projekcie spinu, a faktor 2
pochédza od sumacie cez spinovy index.

Medzipasové prechody v izolantoch s uvazenim excitéonovych efektov

V tomto odstavci budeme skumat optické vlastnosti dokonalého izolantu s priamymi dovolenymi optic-
kymi prechodmi medzi stavmi z valenéného pasu v a vodivostného pasu c¢. Budeme predpokladat, ze
teplota je omnoho nizdia ako 8irka zakdzaného pasu A. V takom pripade bude v rovnovahe obsadeny iba
zékladny stav |0), ktory budeme aproximovat stavom s plne obsadenym valenénym pésom a prazdnym
vodivostnym pasom.3? Kubova formula (60) sa preto zjednodusi na tvar

2
e 2
U/(w):W/B;O’<B|PO> 5(E5—E0—hw),

kde sumécia bezi cez vSetky excitované stavy |3), pre ktoré je maticovy element (3|P|0) nenulovy.
7 explicitného tvaru operatora celkovej hybnosti (61) a z postulovaného tvaru zakladného stavu |0)
vyplyva, Ze stavy |#) musia vzniknit zo stavu |0) excitovanim elektronu s danou hybnostou k z pasu
n do pasu m, t.j. musia byt typu cjnkacnkg\0>. Kedze sa zaujimame o oblast frekvencii fuw ~ A, pasové
indexy musime volit nasledovne: m = ¢ a n = v. Spinovy index méze nadobudat dve hodnoty o =1, ],
ale hodnota tohto indexu nijako neovlyvni nage tvahy. Preto sa v dalsom vyklade pre jednoduchost
obmedzime na analyzu bezspinového problému a pritomnost spinu zahrnieme pomocou faktora 2 v
Kubovej formule.

Vlastné stavy |3) s jednym péarom elektron+diera zapiSme ako nasledovné linedrne kombindacie
stavov cikcvk|0>:

1
8) = = > prclieul0),
k

kde A je pocet elementarnych buniek v skimanom krystali. Z poziadavky normovanosti (3|8) = 1
vyplyva normovacia podmienka % >k lek|? = 1. Ak Blochove stavy |nk) budeme reprezentovaf ako
linedrne kombinacie Wannierovych stavov |[nR) v bunke R s im prislusnymi krea¢nymi a anihilac-
nymi operatormi, dostaneme nasledovny vztah medzi blochovskymi a wannierovskymi kreaénymi a
anihila¢nymi operatormi:

P 1 —ikR

. 1
c e’k'RcT; Cnk = —— e CnR-
e T e

39Je dobré si uvedomit, e tento stav nie je skutoénym vlastnym stavom systému, ak zahrnieme aj coulombovské
interakcie medzi elektronmi. Ak v8ak energetickd medzera A je omnoho vic¢sia nez coulombovské interakcie, potom nami
uvazovany stav bude dobrym priblizenim k skuto¢nému zékladnému stavu.
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Pomocou wannierovskych operatorov preto mozno stav |3) zapisat nasledovne:

\/7 Z p(r (T:I‘CC'Ul'v 10),

rely

kde ¢(r, — ry) = ﬁ- S e reTr) je obalkova vinova funkcia paru s elektrénom vo Wannierovom
orbitali typu ¢ v mriezkovom bode r. a dierou vo Wannierovom orbitali typu v v mriezkovom bode
r,. Vnutorna vlnova funkcia excitéonu ¢(r. — r,) pritom zavisi len od relativnej polohy r = r, — r,
elektréonu a diery®. Pre systémy s redukovanou hmotnostou m* paru elektron-+diera ju mozno uréif
rieSenim Schrédingerovej rovnice (pozri 11.10)

p? o2
- = 62
| = et (62)
kde Eg — Ep = A + ¢ je excitatnd energia paru Castica-diera.

Maticovy element (G|P|0) je uréeny vlnovou funkciou paru, (5|P|0) = ka(k)m,(mcikcvkm) =
ﬁzkp(k)cvwﬁ. Ak dalej vyuZzijeme, ze prechod v — ¢ je dovoleny, a teda p(0)q, # 0, odtialto

dostaneme*!

(6IP[0) =~ p(0 Zwk— )es VN (0),

pri¢om v druhej rovnici sme maticovy element prepisali pomocou obélkovej vnitornej vinovej funkcie
o(r = 0). Ak stavy |B) ocislujeme indexom n, ich vnatorné vlnové funkcie oznadime ¢, (r) a ich
excitacné energie oznadime A + €,, potom pre opticki vodivost napokon dostaneme

o) = 22 Ol 3 O 58 + 20— ), (63)

3m2wug

kde faktor 2 pochadza od sumécie cez spiny a vy = %- je objem jednotkovej bunky krystalu.

Namety na seminarnu pracu

1. Studujte bodové poruchy (primesné atémy, F-centra, atd.) v izolantoch. Preskimajte jednak prechody medzi réznymi
viazanymi stavmi tej istej poruchy, ale aj medzi viazanymi stavmi a delokalizovanymi blochovskymi stavmi. Ako moZno
pouzit techniku EPR na §tadium vlnovych funkcii F-centier? Vysvetlite tilohu defektov pri luminiscencii v nepriamych
polovoditoch a pri zafarbeni izolantu s velkym zakdzanym pésom.

2. Vypocitajte dobu Zivota stavu 2p atomu vodika. Nastudujte teoriu fosforescencie v molekulovych systémoch.

12 Excitény a Franckov-Condonov jav

V tejto prednagke preskimame medzipdsové prechody s uvazenim interakénych efektov. V prvej Casti
pouzijeme vysledok (63) na vypocet optickej vodivosti izolantov so zahrnutim exciténovych efektov. V
druhej ¢asti popiSeme Franckov-Condonov jav.

Medzipasova vodivost so zahrnutim exciténovych efektov*?

Z kvantovej mechaniky vieme, Ze hamiltonian systému Castica-+diera (62) mé vlastné stavy dvoch ty-
pov: viazané stavy s energiou € < 0 a rozptylové stavy s energiou € > 0. Spektrum viazanych stavov
je pritom diskrétne a spektrum rozptylovych stavov je spojité. Obidva prispevky preskimame osobitne.

“0Ked7ze celkova hybnost stavu |8) je nulova, tazisko excitéonu sa nachadza v stave s nulovou hybnostou. Viimnime se
tiez, 7e vinova funkcia interného pohybu je normovana: 3, [o(r)|* = 2 Yjq Phpa 2op €O = L 37, Jonl = 1.

4 Medzipasovy maticovy element p(k)., sme pritom nahradili jeho hodnotou p(0)c, # 0 pre k = 0. Predpokladali sme
totiz, ze amplitida ¢k je nezanedbatelna iba pre malé vinové vektory k =~ 0. KedZe nezanedbatelny prispevok davaju iba
vlnové vektory porovnatelné s prevratenou hodnotou rozmeru internej vinovej funkcie (r), tento predpoklad je splneny
pre rozptylové stavy alebo pre slabo viazané Wannierove excitény.

*2Tento odstavec je napisany podla ¢lanku R. J. Elliott, Phys. Rev. 108, 1384 (1957).
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Prispevok od viazanijch stavov

KedZze uloha (62) m4 sféricka symetriu, jej rieSenie je vhodné hladat prechodom k sférickym sturad-
niciam r = (7,9, ¢) v tvare nasledovného ansatzu: p(r) = R(r)Y (9, @), kde Y, (9, ) su sférickeé
funkcie. Schrédingerova rovnica pre radidlnu vlnova funkciu R(r) potom nadobudne tvar

1 d [ ,dR 2m* e? (+1
r2dr <7’ dr>+ h? <E+4ﬂ'eoesr>R_ 2 r=0.

Do formuly pre opticki vodivost vstupuje hodnota vinovej funkcie pre r — 0, skimajme preto spravanie
funkcie R(r) v tejto limite. Hladajme rieSenie rovnice pre R(r) v tvare R(r) ~ r”. Aby bola rovnica
splnend, musi platit v(v + 1) = I(l + 1), t.j. musi byt v = [ alebo v = —(I + 1). Pre [ > 1 sa vsak
zaporné hodnoty v daju vylucit, pretoze vedd k vilnovym funkcidam, ktoré nemozno normalizovat kvoli
divergencii v bode r = 0. Teda ak [ > 1, potom R(r) ~ 7! a vlnova funkcia je nulova v bode r = 0.
Ukéazali sme teda, ze k optickej vodivosti mozu prispievat iba izotropne rieSenia s | = 0, o(r) = R(r),
ktorych vlnové funkcie spliiaja rovnicu

1 d [ ,dR 2m* e?

—— |+ |e+—— | R=0. 64

r2dr ( dr) h? ( 471'60657’) (64)
Rovnica (64) je rovnicou pre vlastné stavy R(r) a vlastné energie . RieSenia rovnice (64) so zdpornou
energiou vytvaraji dobre zndme diskrétne spektrum atému vodika. Vlastné stavy a ich energie mozno

o¢islovat indexom n = 1,2,..., pricom pre vlastné energie plati ¢, = —%, kde EF5 = m62 5>FEp a
Ep = % = 13.6 eV.*3 Prislugné vinové funkcie st obvykle normované ako [ d®r|R,(r)|> =1 a
v takom pripade nadobidajt v bode r = 0 hodnoty
1
R (0))? = ———,
‘ n( )’ TF(G*B)?’TI?’
kde a = Tapaap = dmeol® 56 Bohrov polomer. My viak pracujeme s normalizaciou YR lon(R)? =

my
1, preto dostavame lon (0 )|5 = vo|Rn(0)|?. Po dosadeni tychto vysledkov do (63) po vyuziti identity
Ey = l% pre opticku vodivost pri frekvenciach hw < A napokon dostaneme

2 4dmegesa
8mepe ]p 2E% E}
! s B
o (w) = (A — =L — hw); hw < A. 65
@)= "5 e sz 2 ) (65)
K absorpcii svetla teda dochadza pri sade frekvencn hw=A— 2 , ktoré sa s rastom n nahustuju, ale
vaha jednotlivych prispevkov klesa ako ~ —5. D4 sa ukazat, ze optlcka vodivost ¢’ (w) pritom nadobida

kone¢ni hodnotu, ked sa frekvencia hw thl zdola k naivne o¢akavanej absorpénej hrane A4

Prispevok od rozptylovijch stavov
Ak v Schrédingerovej rovnici (62) zanedbame interakciu medzi elektronom a dierou, potom pohyb

elektréonu a diery je uplne nekorelovany a ¢y (r) = \/IN e’®T je riesenim® s energiou g = h k

méme |y (0)]> = 4 a Kubova formula (63) sa redukuje na vysledok pre nezavislé elektrony uvedeny
v 11.10, podla ktorého o'(w) = 0 pre hiw — A*'. Aby sme dostali fyzikdlne zmysluplnejsi vysledok
so spojitou funkciou o’(w) v bode hw = A, musime preto zahrnut interakéné efekty aj pri popise
rozptylovych stavov.

*3Napriklad v CdTe je vizobn4 energia excitonu eo = 10.1 meV, pozri linky.
“Pri frekvencii hw = A — ¢ v limite ¢ — 0T moZzeme sumu v (65) odhadnit ako integral:

= 2F} Ej
Z 3 G n2)”

n=1

2E7%

2E% 1
5 0(e —

.
EB) _ 2k 1
x2? x§ |2Ep

]

:17

i Igf’((zi'))l , v ktorej sa sumuje cez rieSenia x; rovnice g(x) = 0;
i

kde sme pri integrovani pouzili formulku [ dz f(z)d(g(z)) =Y

- . . E . vt
riedenie rovnice € = —§ sme pritom ozna&ili zo.
*50Opét pracujeme v normalizacii 3 g [on(R)> = 1.
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Roztylové rieSenia si mozeme predstavit ako spojito deformované rovinné viny, pricom deformécia je
velka v oblasti malych vzdialenosti elektron-diera a deformaécia mizne v limite velkych vzdialenosti, kde
teda vlnova funkcia prechédza do rovinnej viny. Rozptylové rieSenia preto mozeme ocislovat vinovym
vektorom k, t.j. mame skimat funkcie i (r). Viimnime si dalej, 7e ked7e interakény potencial je nulovy
v limite velkych vzdialenosti r, energia rieSenia @i (r) je totozna s energiou k nemu prislusnej rovinnej
vlny, t.j. ex = gill‘f . Preto hustota rozptylovych stavov je totozna s hustotou stavov N(g) = % 2m*e
v neinteragujucom pripade.

To v8ak neznamend, Ze aj vlnova funkcia @i (r) je rovnakd ako v neinteragujicom pripade. Pre
coulombovsky rozptyl sa d4 ukazat, 7e hustota pravdepodobnosti |¢y(r)|*> m4 pre r = 0 hodnotu

ae®

O = 1 < fa); (o) =

sinh o
kde parameter o = TI'\/EEE zéavisf od energie rozptylového stavu. Teda hustota pravdepodobnosti sti¢as-
ného vyskytu elektréonu a diery v danom bode priestoru je v interagujicom pripade navysena faktorom
f(e) oproti volnym elektrénom a dieram, pre ktoré plati [y (0)]* = 7. Navysenie pravdepodobnosti
zavisi iba od energie relativneho pohybu: pre vysoké energie a@ < 1 je korekény faktor f(«a) = 1, ale
pre nizke energie a > 1 je f(«a) &~ 2a > 1. Tento vysledok je v zhode s intuitivnou predstavou, Ze pri
pomalom vzéjomnom pohybe sa elektron preferenéne zdrziava v blizkosti diery, ktord ho pritahuje.
Ak uvazime, Ze pre spojité spektrum treba vo vyraze (63) urobit substitaciu )., — >, =
V [ deN(e), potom s uvazenim korekéného faktora f(a) pre opticku vodivost v oblasti hw > A dosta-
vame vysledok

 8meges [P(0) el 1

o' (w) = ;
3 %2 |’
w  (mal) 1—exp |:—27T thA]

hw > A. (66)

Porovnanim vysledkov (65) a (66) Tahko nahliadneme, ze vysledna funkcia o'(w) je spojitd na ab-
sorpénej hrane, t.j. v bode hw = A. Interakéné efekty kvalitativne menia tvar spektra v pripade, Ze
energia |fuw — A| je porovnatelna s exciténovou viazbovou energiou EF;. V tomto frekvenénom intervale
pozorujeme dodatoéni absorpciu svetla oproti predpovedi pre neinteragujice elektrony. Pokial viak
|hw — A| > E7, potom interakéné efekty mozno zanedbat.

Franckov - Condonov jav
V tomto odstavci preskimame emisiu a absorpciu v nasledovnom modelovom systéme pri teplote
T = 0. Skiimany systém nech pozostéava z dvoch stupfiov volnosti, elektronového a iénového. Elektron
nech sa moze nachadzat v dvoch stavoch [1) a |2) s energiami 1 < e2. I6novy stupenn volnosti nech
je popisany zovSeobecnenou stradnicou x. Jeho hamiltonidn nech mé tvar harmonického oscilatora,
ktorého rovnovazna poloha nech zavisi od toho, v akom stave sa nachidza elektrén:

Pre elektron v stave |1) nech i6novy hamiltonian ma tvar

s rovnovaznou hodnotou z = 0, vlastnymi funkciami ¢, (z) a im prislugnymi energiami Awy(n + 3).
Na druhej strane, pre elektron v stave |2) nech ionovy hamiltonian m4 tvar posunutého oscilatora

~ oor 1
H=————— + -Muwj(x — x0)*

s rovnovaznou hodnotou x = zg, vlastnymi funkciami ¢, (x—x¢) a im prislusnymi energiami hwg(n+ %)

Posunuty harmonicky oscilator

h

Zavedme bezrozmerni stiradnicu € = z/l, kde [ = -
) M
wo

je typicka vychylka harmonického oscilatora. Pomocou £ moZzno

iénovy hamiltonian zapisat ako H = <o [—j&—zz + &2]. Po zavedeni anihila¢ného operatora a = %(% + &) a krea¢ného
operatora al = %(,d% + £) vlastné stavy i6bnového hamiltonidnu H moZno zapisat v tvare [n) = \/%(af)”\()), kde |0) je

stav bez ¢astic, t.j. a|0) = 0.
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2 2
m4 ten isty tvar ako H, ak ho vyjadrime cez posunuti siradnicu E: ¢ — V2a. Naviac, pretoze d/d§ = d/dg, posunuté

Na druhej strane, posunuty oscilator mono zapisat ako H = 20 [— dEQ + (£ — V2a)?], kde a = 1(%2). Teda H

anihila¢né a kreacné operatory si @ = a — v/, at =at — Va a vlastné stavy posunutého hamiltonidanu H moZno zapisat
v tvare [n) = \/%(af)”r(j), kde |0) je posunuty stav bez Castic, t.j. stav spliiajici podmienku @|0) = 0. Ttto podmienku
mozno zapisat pomocou poévodného anihila¢ného operétora ako al0) = 1/«|0).
Lahko overime (pozri napr. IV.2), Ze normovany vakuovy stav posunutého oscilatora moZno zapisat pomocou nepo-
-~ _o  saat L ~ -
sunutych operatorov ako tzv. koherentny stav v tvare |[0) = e~ 2 eV*®' |0). Ak teraz vyjadrime stavy |0) a |72) pomocou

neposunutych operatorov a ak pritom rozvinieme exponentu evaa' do Taylorovho radu, Tahko nahliadneme, Ze platia
vztahy

3

ml0) = e F(neV™|0) = /e F;

) = —=e 3(0f (ol = va) e oy = (—1)"y [ S B

Sk

Absorpény experiment

KedZe pracujeme pri nulovej teplote, pociatoénym stavom absorpéného experimentu je zakladny stav
elektronového aj ionového stupiia volnosti, t.j. stav ¢o(x) ) s energiou €1 + %hwg. Budeme predpo-
kladat, ze absorpény proces prebehne tak rijchlo, Ze fondnovij stav sa pri absorpcii nezmend, t.j. vinova
funkcia systému po absorpcii fotonu nadobudne tvar ¢o(x) ® |2). Pokial sa v8ak elektron nachadza v
stave |2), vlastnymi stavmi i6nov st vinové funkcie ¢, (x — z¢). Preto po absorpcii sa elektron ocitne
v linedrnej superpozicii vlastnych stavov ¢, (z — ) ® |2) s energiami e + hwo(n + 3):

o) @ 12) = 3 (e — 20) @ [2),

n=0

kde sme vlnovt funkciu zakladného stavu neposunutého oscilatora ¢g(x) rozvinuli do aplného systému
funkcii ¢, (z — x¢) pre posunuty oscilator, pricom prekryvovy maticovy element je znamy z teorie
harmonického oscilatora:

ng xh

kde o = je bezrozmerny parameter charakterizujuci silu vézby medzi elektrénom a iénmi. Podla
Fermiho zlateho pravidla preto hustota pravdepodobnosti absorpcie pri frekvencii w bude tmerna
funkcii

o n
o
— _ —
Py(w)=¢ g py d(e2 — 1 + nhwy — hw),
n=0
teda absorpcia pri frekvencii hw = €2 —e1 +nhwy prebehne s poissonovskou pravdepodobnostou e‘a% .

- . L _ n . ,
Vsimnime si, ze Y~ e~ *%y = 1, ako aj ma byt.

V limite o < 1 dominuje prispevok s n = 0, t.j. absorpcia prebehne rovnako, ako v systéme ne-
naviazanom na i6ny. Naopak, v limite a > 1 bude absorpcia rozlozena na vela prispevkov, pricom
maximuin sa dosahuje pri po¢te vybudenych fonénov n ~ a.*® Naviac, vaha v maxime je iba ~ ﬁ.‘”
Emasng experiment
Budeme predpokladat, Ze prv, nez déjde k emisii, iénovy systém zrelaxuje do zakladného stavu pre
elektron v stave |2), t.j. po¢iatofnym stavom emisného experimentu bude stav ¢g(z — z9) ® |2) s
energiou 52+%hw0. Inymi slovami predpokladdme, Ze relazacny cas je kratsi nez doba Zivota excitovaného
elektronového stavu. Naviac, opat predpokladame, Ze emisny proces prebehne tak rychlo, ze fonénovy
stav sa nestihne zmenit. Preto koneénym stavom emisného experimentu bude stav

¢0($_x0 ®|1 an¢n ®|1>

46Pri prechode od n k n + 1 totiz treba nasobit funkciu C:n faktorom ¢q = aby sme dostali Pre malé n je

o
. nt1 ( +1)l
g > 1 a funkcia 2} rastie. Ale pri a = n je ¢ = 1 a pri dalSom raste n je ¢ < 1 a funkcia (:1— klesa.

47V blizkosti maxima mézeme pri odhadoch pouzivat Stirlingovu formulu n! ~ (Z)"V2mn
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ARLORB) A

Obr. 16: Schematicky naért emisného a absorpéného spektra dvojhladinového systému naviazaného na iénové stupne
volnosti pre a > 1 pri teplote 7' = 0. Absorp&né spektrum pozostava zo sady Ciar pri iw = €2 — 1 + nhwo, kym emisné
spektrum pozostava zo sady ¢iar pri fiw = €2 —e1 —nhiwo. Pokial je Sirka ¢iar a/alebo rozliSovacia schopnost spektrometra
vasia nez hwo, potom pozorujeme iba Siroké obalkové funkcie pre emisiu a absorpciu.

kde sme vInova funkciu ¢g(x —xg) tentokrat rozlozili do uplného systému vlastnych stavov i6nov ¢, (),
ktoré su vlastnymi stavmi iénového systému, ak elektrony st v stave [1). Prekryvovy maticovy element
je opét znamy z teodrie harmonického oscilatora:

by = /dx¢n($)*¢0($ — x9) = (n|0) = \/fe_g-

Kedze energia stavov ¢y, (z) ® [1) je €1 + hwo(n + 3), hustota pravdepodobnosti emisie pri frekvencii w
bude tmernd funkeii

- a®
P(w)=e)_ —r0(e2 — &1 — nhwy — hw).
n=0

V&imnime si, ze pre a < 1, t.j. pre slabu vizbu medzi elektronmi a ionmi, je Py(w) ~ Pe(w), teda
absorpéné a emisné spektra st rovnaké. Ale pre o > 1 je absorptné spektrum posunuté nahor oproti
Cisto elektronovej hodnote €5 — €1, kym emisné spektrum je posunuté nadol a je zrkadlovym obrazom
absorpéného spektra s osou zrkadlenia pri energii €5 — €7.

Namety na seminarnu pracu

1. Vysledky (65,66) popisujt idealne meranie v idealizovanom systéme. Predpokladajte, Ze experimentélnu opticki vodi-
vost 6’ (w) moZno z teoretickej vodivosti o (w) dostat pomocou vztahu 6'(w) = [%_ dvK(v —w)o(v), kde K (x) popisuje
“rozmazanie” experimentélnych dat, ktoré moZno popisat vhodne zvolenou funkciou podobnou Diracovej delta funkcii

6(z), napriklad lorentzianom alebo gaussianom so &frkou (rozmazanim) v, pricom [~ dvK(v) = 1. Preskimajte tvar
13

o
2. V hamiltoniane pre systém Castic v elektromagnetickom poli odvodenom v III1.10 nahrad'te klasické elektromagnetické

funkcie 6'(w) pre rézne hodnoty a vysledky porovnajte s experimentalnymi datami pre CdTe, pozri linky.

pole A(r,t) kvantovanym foténovym polom. Vysledny hamiltonidn porovnajte s hamiltonidnom pre systém elektronov a
fononov. Formalizmus d'alej aplikujte na $tidium Ramanovho rozptylu na jednej molekule. Sformulujte vyberové pravidla
pre tzv. elektronovy Ramanov rozptyl, pri ktorom sa systém molekula + foton dostane z pociato¢ného stavu, v ktorom
elektrony sd v stave |[n) a na molekulu nalietava fotén [kA) s hybnostou k a polarizaciou), do koneéného stavu, v ktorom
elektrony si v stave |n') a od molekuly odlietava fotén |k’'\’). Predpokladajte, Ze Ramanov rozptyl prebehne v dvoch
krokoch: v prvom kroku molekula absorbuje foton |k)) a elektrony sa vybudia do stavu |m), v druhom kroku molekula
vyZziari foton |k’A'). Pre jednoduchost predpokladajte, Ze molekula je nekone¢ne tazki a zanedbajte spétné impulzy pri
vyZziareni a absorpcii fotonov.

3. Nastudujte kinetiku elektréonov a dier pri luminiscencii. Najprv kvalitativne opiSte termalizaciu elektréonov a dier
rozptylom na fonénoch. Po ukonceni termalizacie mozno stav kryStalu charakterizovat koncentraciou elektronov n(t) a
koncentraciou dier p(t). Preskumajte ¢asovy vyvoj n(t) a p(t) v priamych a nepriamych polovoditoch (v nepriamych

polovodicoch predpokladajte, Ze dominantnym procesom je rekombindcia cez primesné stavy).
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