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Predhovor

Seminár z elektrických a optických vlastností materiálov je doplnkom k predná²ke Elektrické a optické
vlastnosti materiálov, ktorá má z rôznych dôvodov iba minimálny rozsah 2/0. Hlavným cie©om seminára
je budovanie formálneho aparátu a dop¨¬anie výsledkov, ktoré boli v predná²ke z rozsahových dôvodov
spomenuté bez dôkazu (napr. semiklasická pohybová rovnica pre blochovské elektróny, Hartreeho-
Fockove rovnice, druhé kvantovanie, energia coulombovského plynu elektrónov, energia zviazaného
systému elektrónov a fonónov, Kubova formula, Franckov-Condonov jav). Okrem toho na seminári
preberáme aj niektoré nové fyzikálne systémy a javy (pásová ²truktúra kremíka, de Haasov-van Alp-
henov jav, Andersonova lokalizácia v jednorozmerných drôtoch, polariza£ná katastrofa), na ktoré v
predná²ke nezvý²il priestor.

Podmienka na udelenie kreditov:
Prednesenie seminára v rozsahu 30 minút (20 minút prezentácia + 10 minút diskusia) na dohodnutú
tému.

Odkazy na iné texty
V predná²kach sa odvolávam na nasledovné texty z kurzu fyziky tuhých látok na FMFI UK:
�Úvod do fyziky materiálov�: predná²ka £íslo n citovaná ako I.n
�Elektrické a optické vlastností materiálov�: predná²ka £íslo n citovaná ako II.n
�Kvantová teória mnoho£asticových systémov�: predná²ka £íslo n citovaná ako IV.n

Poznámka o vo©be jednotiek a o konvenciách
1. V skriptách pouºívame jednotky SI. Jedinou výnimkou je absolútna teplota, ktorú chápeme ako
veli£inu s rozmerom energie.
2. Náboj elektrónu ozna£ujeme −e, t.j. predpokladáme, ºe e > 0.
3. Pod frekvenciou rozumieme kruhovú frekvenciu.
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4 1 PÁSOVÁ �TRUKTÚRA KREMÍKA

1 Pásová ²truktúra kremíka

Cie©om tejto predná²ky je ilustrova´ pojem pásovej ²truktúry na prípade technologicky ve©mi dôleºi-
tého materiálu - kremíka. Najprv vysvetlíme pojem sp3 hybridizácie, zopakujeme poznatky o chemickej
väzbe z bakalárskej predná²ky I.13 a zdôvodníme ²truktúru kry²tálu kremíka. Vo zvy²ku predná²ky
vyloºíme najjednoduch²iu teóriu disperzie elektrónov vo valen£nom páse. Výsledky pre vodivostný pás
spomenieme bez dôkazu.

sp3 hybridizácia
Elektrónová kon�gurácia kremíka je Si=[Ne] 3s2 3p2. Naivne by sme mohli o£akáva´, ºe kremík je iba
dvojmocný, pretoºe má nezaplnenú atomárnu ²upku 3p s dvomi elektrónmi. Experimentálnym faktom
ale je, ºe kremík je obvykle ²tvormocný. V tomto a nasledujúcom odstavci ukáºeme, pre£o je tomu tak.

Obr. 1: Hybridizované orbitály okolo kremíkového jadra v strede ²tvorstenu. Obrázok moºno interpretova´ aj ako
väzobné orbitály vloºené do bodu Bravaisovej mrieºky typu fcc v ©avom prednom dolnom bode elementárnej kocky (t.j.
do bodu ozna£eného 2), pozri ¤al²í výklad.

Ozna£me atomárny orbitál kremíka 3s ako |s〉. Jeho energia v izolovanom atóme nech je εs. Podobne
nech |px〉, |py〉, |pz〉 sú (degenerované) atomárne orbitály kremíka typu 3p. Ich energia v izolovanom
atóme nech je εp. Namiesto toho, aby dva elektróny obsadzovali orbitál |s〉 a ¤al²ie dva elektróny
niektoré z 3p orbitálov, elektróny v chemicky naviazanom kremíku obsadzujú nasledovné lineárne
kombinácie orbitálov |s〉, |px〉, |py〉 a |pz〉, tzv. hybridizované orbitály, pozri obrázok 1:

|1〉 =
1

2
(|s〉+ |px〉+ |py〉+ |pz〉) ,

|2〉 =
1

2
(|s〉+ |px〉 − |py〉 − |pz〉) ,

|3〉 =
1

2
(|s〉 − |px〉+ |py〉 − |pz〉) ,

|4〉 =
1

2
(|s〉 − |px〉 − |py〉+ |pz〉) .

Vlnová funkcia ϕs(r) = ϕs(r) v stave 3s je sféricky symetrická, kým vlnové funkcie v stavoch |px〉,
|py〉 a |pz〉 moºno zapísa´ ako x

rϕp(r),
y
rϕp(r) a

z
rϕp(r), kde ϕp(r) je sféricky symetrická funkcia. Preto

napríklad vlnová funkcia v hybridizovanom orbitáli |1〉 je

ψ1(r) =
1

2

[
ϕs(r) +

x+ y + z

r
ϕp(r)

]
.

Pre jednoduchos´ �xujme takú vzdialenos´ r od jadra, pre ktorú funkcie ϕs(r) aj ϕp(r) majú rovnaké
znamienka. Pýtajme sa, v ktorom smere je pravdepodobnos´ |ψ1(r)|2 výskytu elektrónu v hybridi-
zovanom orbitáli 1 najvä£²ia (pre danú vzdialenos´ r). Je zrejmé, ºe maximum sa realizuje v smere
x = y = z. Podobne by sme ukázali, ºe pravdepodobnos´ výskytu elektrónu v hybridizovanom orbitáli
2 je maximálna v smere x = −y = −z, at¤. Preto elektróny v orbitáloch 1,2,3,4 sa prednostne nachá-
dzajú v oblastiach pozd¨º ´aºníc pravidelného ²tvorstenu so stredom v jadre atómu, pozri obrázok 1.
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Ke¤ºe atomárne orbitály |s〉, |px〉, |py〉 a |pz〉 sú navzájom ortogonálne, ©ahko moºno overi´, ºe aj
hybridizované orbitály sú navzájom ortogonálne, t.j. platí 〈i|j〉 = δij . Naviac, ke¤ºe Hatom|s〉 = εs|s〉
a podobne Hatom|pi〉 = εp|pi〉, potom energia elektrónu v hybridizovanom orbitáli je 〈i|Hatom|i〉 =
1
4(εs + 3εp). Energia ²tyroch elektrónov v hybridizovaných orbitáloch potom je εs + 3εp, £o je viac
ako energia nehybridizovaného atómu 2εs + 2εp, ke¤ºe samozrejme εs < εp. Pre£o je teda hybridizácia
výhodná?

Chemická väzba
V I.13 sme ukázali, ºe chemická väzba medzi atómami A a B, ktoré majú po jednom vo©nom elektróne,
vzniká nasledovne. Ak elektróny môºu obsadzova´ orbitál ϕA atómu A a orbitál ϕB atómu B, potom
obsadením obidvoma väzobnými elektrónmi vhodnej lineárnej kombinácie ϕ = cAϕA + cBϕB, tzv.
väzobného orbitálu, dôjde k vytvoreniu chemickej väzby medzi A a B. Sila väzby je pritom úmerná
prekryvu vlnových funkcií ϕA a ϕB.

Kremík s elektrónmi v hybridizovaných orbitáloch 1,2,3 a 4 môºe vytvori´ ²tyri chemické väzby,
oproti maximálne dvom väzbám v nehybridizovanom stave. Ak je väzobná energia dostato£ne ve©ká,
hybridizácia a formovanie ²tyroch väzieb sa preto stanú energeticky výhodnými, pozri obrázok 2.

Obr. 2: Z©ava doprava: energetické hladiny atomárneho kremíka, hybridizované hladiny, väzobné a antiväzobné hladiny.
Pri dostato£ne ve©kej energii väzby sa oplatí maximalizova´ po£et väzieb pomocou hybridizácie. Celkom vpravo sú
znázornené valen£né a vodivostné pásy, ktoré vznikajú delokalizáciou elektrónov vo väzobných alebo antiväzobných
orbitáloch.

Z uvedeného je zrejmé, ºe v optimálnej kry²talickej mrieºke musí ma´ kaºdý atóm kremíka práve
²tyroch najbliº²ích susedov. Títo susedia musia vytvára´ pravidelný ²tvorsten so stredom v ²tudova-
nom atóme. Experimentálne pozorovaná ²truktúra kremíka sp¨¬a toto kritérium: Bravaisova mrieºka
kremíka je fcc s mrieºkovou kon²tantou a a s dvomi atómami bázy v bodoch (0, 0, 0) a ~ρ = (a4 ,

a
4 ,

a
4 ),

pozri obrázok 3.

Obr. 3: V©avo je obrázok fcc ²truktúry, vpravo poh©ad zhora na jednotkovú bunku kremíka. Atómy v rôznych vý²kach
sú ozna£ené rôznymi symbolmi.
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Disperzné zákony pre valen£né pásy
V tomto odstavci preskúmame delokalizáciu väzobných orbitálov. Skúmajme kry²tál kremíka s N
Bravaisovými bunkami, t.j. s 2N atómami. Nech R sú body Bravaisovej mrieºky. Ak do kaºdého bodu
R vloºíme ²tvoricu väzobných orbitálov ako na obrázku 1, ©ahko vidno, ºe takto vyplníme v²etky
väzby väzobnými orbitálmi.1 Preto kaºdý väzobný orbitál môºeme identi�kova´ dvojicou R, i, kde
i = 1, 2, 3, 4. Polohy stredov väzobných orbitálov ozna£me ako Ri a samotné orbitály ozna£me |Ri〉.
Predpokladajme naviac, ºe stavy |Ri〉 tvoria ortonormálny systém, t.j. ºe 〈Ri|Rj〉 = δij .

Vo zvy²ku tohto odstavca metódou tesnej väzby nájdeme disperzné zákony pre 4 valen£né pásy,
ktoré vzniknú delokalizáciou ²tyroch typov orbitálov |Ri〉. Naivný prístup k tejto úlohe by si vyºadoval
diagonalizáciu matice 4N×4N . My v²ak vyuºijeme Blochovu vetu, pod©a ktorej vlnovú funkciu |ψ(k)〉
môºeme h©ada´ ako lineárnu kombináciu |ψ(k)〉 =

∑4
i=1 ci|ki〉 blochovských vlnových funkcií |ki〉 (pozri

I.14):

|ki〉 =
1√
N

∑
Ri

eik·Ri |Ri〉.

Schrödingerovu rovnicu H|ψ(k)〉 = ε(k)|ψ(k)〉 po násobení z©ava vektorom 〈ki| môºeme písa´ v tvare

Hij(k)cj = ε(k)ci,

kde sme zaviedli maticové elementy závislé od vlnového vektora k:

Hij(k) = 〈ki|H|kj〉 =
1

N
∑
Ri

∑
Rj

eik·(Rj−Ri)〈Ri|H|Rj〉.

Teda namiesto diagonalizácie matice 4N ×4N nám sta£í diagonalizova´ matice Hij(k), ktorých rozmer
je 4×4 (ale ich po£et je rovnaký, ako po£et k-bodov, t.j. N ). �al²í postup vyºaduje znalos´ maticových
elementov 〈Ri|H|Rj〉. V na²ich úvahách pouºijeme ²tandardný ansatz pre model tesnej väzby:

〈Ri|H|Ri〉 = εB,
〈Ri|H|Rj〉 = − t

2 , Ri,Rj = najbl.susedia,
〈Ri|H|Rj〉 = 0, Ri,Rj 6= najbl.susedia,

t.j. predpokladáme, ºe energia väzobného orbitálu je εB a ºe elektrón môºe tunelova´ s amplitúdou
pravdepodobnosti −t/2 medzi najbliº²ími susedmi na mrieºke. Týmito najbliº²ími susedmi sú v na-
²om prípade dvojice väzobných orbitálov s jedným spolo£ným atómom kremíka. Pre takýto ansatz
dostaneme Hii(k) = εB pre diagonálne maticové elementy a

Hij(k) = − t
2

∑
hij

eik·hij

pre nediagonálne maticové elementy, kde suma beºí cez spojnice hij stredov takých orbitálov typu i
a j, ktoré zdie©ajú spolo£ný atóm kremíka. Z obrázkov 1,3 po dlh²om zapozeraní vidno, ºe pre kaºdú
dvojicu i a j existujú práve dve prípustné hodnoty hij , ktoré sa lí²ia iba znamienkom:

h12 = ±a
4 (0, 1, 1), h13 = ±a

4 (1, 0, 1), h14 = ±a
4 (1, 1, 0),

h23 = ±a
4 (1,−1, 0), h24 = ±a

4 (1, 0,−1), h34 = ±a
4 (0, 1,−1).

Preto disperzné vz´ahy pre 4 valen£né pásy, ktoré vznikajú delokalizáciou väzobných orbitálov, sú
rie²eniami problému pre vlastné £ísla nasledovnej matice 4× 4:

Hij(k) =


εB −t cos

kya+kza
4 −t cos kxa+kza

4 −t cos
kxa+kya

4

−t cos
kya+kza

4 εB −t cos
kxa−kya

4 −t cos kxa−kza4

−t cos kxa+kza
4 −t cos

kxa−kya
4 εB −t cos

kya−kza
4

−t cos
kxa+kya

4 −t cos kxa−kza4 −t cos
kya−kza

4 εB

 .

1V na²om výklade sme za body Bravaisovej mrieºky zvolili body vo vý²ke a/4 a 3a/4 na obrázku 3. Pri alternatívnej
vo©be bodov vo vý²kach a a a/2 by sme na obrázku 1 museli zvoli´ inak nato£ené väzobné orbitály.
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Obr. 4: Disperzné zákony pre 4 valen£né pásy v kremíku pozd¨º £iary ΓX. V©avo: ná² model. Vpravo: experiment.

Spektrum na £iare ΓX
Pozd¨º £iary vysokej symetrie k = (k, 0, 0) je matica Hij(k) vysoko symetrická. Vlastné vektory c
vtedy moºno uhádnu´:

cs =
1

2


1
1
1
1

 , ch1 =
1√
2


1
−1

0
0

 , ch2 =
1√
2


0
0
1
−1

 , cl =
1

2


1
1
−1
−1

 .

�ahko moºno overi´, ºe vlastné energie príslu²né k spomínaným vlastným vektorom sú

εs(k) = εB − t− 2t cos
ka

4
, εh1(k) = εh2(k) = εB + t, εl(k) = εB − t+ 2t cos

ka

4
.

Disperzné zákony pre valen£né pásy s, l, h1 a h2 sú ukázané na obrázku 4. Porovnanie s experimen-
tálnymi dátami ukazuje, ºe ná² popis je kvalitatívne správny. Tri valen£né pásy s vysokými energiami
nazývame dierové, pretoºe dopované diery budú prednostne obsadzova´ tieto pásy. Najvy²²iu energiu
majú dva degenerované pásy h1 a h2, ktorých disperzia v smere ΓX je nulová. Tieto dva pásy nazý-
vame pásmi ´aºkých dier, pretoºe v limite nekone£nej hmotnosti energia nezávisí od vlnového vektora.
Pás l, ktorý je v bode Γ degenerovaný s pásmi ´aºkých dier, nazývame pásom ©ahkých dier, pretoºe
jeho disperzia je vä£²ia neº disperzia pásov h1 a h2. Pás s leºí hlboko pod pásmi dier a jeho príspevok
k transportným vlastnostiam polovodi£ov moºno zanedba´.

Presnej²í popis hrany valen£ných pásov
Pri vä£²om rozlí²ení na energetickej osi by sme videli, ºe v maxime experimentálne pozorovaných
valen£ných pásov v bode Γ sú v skuto£nosti degenerované iba dva pásy. Tretí pás má energiu zníºenú
o δ = 0.044 eV, t.j. zhruba o 440 K.2 Preto pri izbovej teplote a niº²ích teplotách sú diery dominantne
excitované do dvoch vy²²ích pásov, ktoré sú degenerované v bode Γ. Disperzné zákony týchto pásov
nie sú kvadratické, ale komplikovanej²ie.3 V literatúre sa tieto disperzné zákony £asto zjednodu²ene
zapisujú po ustrednení cez v²etky smery v k-priestore v tvare

εhh(k) = − ~2k2

2m∗hh
, εlh(k) = −~2k2

2m∗lh
,

m∗hh
m

= 0.537,
m∗lh
m

= 0.153,

kde index hh ozna£uje ´aºké diery (heavy holes) a lh ozna£uje ©ahké diery (light holes). Hmotnos´
elektrónu vo vákuu sme ozna£ili ako m.

2Toto roz²tiepenie je dôsledkom malého, ale kone£ného relativistického efektu: tzv. spinovo-orbitálnej väzby.
3Pozri napríklad u£ebnicu Kittel II. Numerické údaje pre efektívne hmotnosti, at¤., som prevzal z nov²ej u£ebnice

Sólyoma.
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Disperzný zákon pre vodivostný pás
Vodivostné pásy kremíka vznikajú delokalizáciou ²tyroch antiväzobných orbitálov. Minimum najniº-
²ieho vodivostného pásu má energiu o ∆ = 1.14 eV vy²²iu ako maximum valen£ného pásu. Minimum
sa nenachádza v bode k = 0, ale na £iare ΓX v bode (k0, 0, 0), pri£om k0 ≈ 0.852π

a . Preto najniº²ie
optické prechody budú nepriame. Zo symetrie je zrejmé, ºe existuje 6 ekvivalentných miním v bodoch
(±k0, 0, 0), (0,±k0, 0) a (0, 0,±k0). Pre konkrétnos´ uvádzame spektrum v okolí minima (k0, 0, 0):

ε(k) ≈ ε(k0, 0, 0) +
~2(kx − k0)2

2m∗e‖
+

~2(k2
y + k2

z)

2m∗e⊥
,

m∗e‖

m
= 0.916,

m∗e⊥
m

= 0.191.

Disperzný zákon v okolí miním je anizotrópny: pozd¨ºna hmotnos´ m∗e‖ vodivostného elektrónu je tak-
mer rovnaká ako hmotnos´ elektrónu vo vákuu m, kým jeho prie£na hmotnos´ m∗e‖ je omnoho men²ia.

Obr. 5: Experimentálne disperzné zákony pre najvy²²ie valen£né pásy a najniº²í vodivostný pás v kremíku pozd¨º £iar
ΓX a ΓL.

Námety na seminárnu prácu

1. Skon²truujte podobným spôsobom teóriu pre vodivostné pásy kremíka a výsledky porovnajte s experimentom.

2. Na²tudujte k · p poruchovú teóriu pre ²truktúru hrany valen£ného pásu kremíka s uváºením spinovo-orbitálnej väzby.

3. Preskúmajte elektrónovú ²trukúru grafénu (t.j. jednej hexagonálnej gra�tovej roviny s normálou povedzme v smere

osi z). Návod: Ukáºte, ºe v¤aka sp2 hybridizácii 3 elektróny uhlíka plne zaplnia väzobné pásy, ktoré leºia hlboko pod

Fermiho energiou. V blízkosti Fermiho energie leºia tzv. π-pásy, ktoré pochádzajú z delokalizácie elektrónov v orbitáli

pz. �alej ukáºte, ºe antiväzobné pásy z sp2 orbitálov majú energiu omnoho vä£²iu, neº Fermiho energia.

2 Semiklasická dynamika elektrónov

Cie©om tejto predná²ky je objasni´, za akých podmienok moºno pouºíva´ nasledovné semiklasické
výrazy pre grupovú rýchlos´ a pre zrýchlenie vlnových balíkov:

vnk =
1

~
∂εn(k)

∂k
, ~k̇ = −e(E + vnk ×B). (1)

Uvidíme, ºe tieto výrazy moºno pouºíva´ iba pre dostato£ne slabé aplikované polia E,B. V na²ich
úvahách sa pritom obmedzíme iba na prípad externého elektrického po©a. Pre magnetické polia dôkaz
nebudeme robi´.

Wannierove funkcie
Predpokladajme, ºe Blochove funkcie ideálneho kry²tálu sú ψnk(r) a im príslu²né vlastné energie
sú εn(k). Predpokladajme ¤alej, ºe kry²tál pozostáva z N elementárnych buniek a zostrojme sadu
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Wannierových vlnových funkcií wn(r−R) lokalizovaných okolo mrieºkových bodov R:4

wn(r−R) =
1√
N

∑
k

e−ik·Rψnk(r), ψnk(r) =
1√
N

∑
R

eik·Rwn(r−R),

kde druhý vz´ah predstavuje inverznú transformáciu. Pomocou ortonormálnosti Blochových funkcií
©ahko nahliadneme, ºe aj Wannierove funkcie sú ortonormálne:∫

d3rw∗n(r−R)wm(r−R′) = δnmδRR′ .

Nech hamiltonián pre elektrón v ideálnom kry²táli je H0. Pôsobenie hamiltoniánu H0 na Wannierovu
vlnovú funkciu wn(r−R) moºno ©ahko vy£ísli´, ak wn(r−R) vyjadríme pomocou Blochových funkcií:

H0wn(r−R) =
1√
N

∑
k

e−ik·RH0ψnk(r) =
1√
N

∑
k

e−ik·Rεn(k)ψnk(r).

Ak teraz Blochove funkcie spätne prepí²eme pomocou Wannierových funkcií, dostaneme

H0wn(r−R) =
1

N
∑
R′

wn(r−R′)
∑
k

εn(k)eik·(R
′−R) = −

∑
R′

tn(R−R′)wn(r−R′).

Túto rovnicu moºno interpretova´ ako tunelovanie elektrónov medzi rôznymi Wannierovými funkciami
s amplitúdou tunelovania do vzdialenosti ~ρ

tn(~ρ) = − 1

N
∑
k

e−ik·~ρεn(k), εn(k) = −
∑
~ρ

eik·~ρtn(~ρ), (2)

kde sme pre úplnos´ uviedli aj inverzný vz´ah medzi εn(k) a tn(~ρ). Dôleºité pritom je, ºe tunelovanie
je nenulové iba medzi stavmi z toho istého pásu n. Stojí tieº za zmienku, ºe rovnicu (2) pre spektrum
εn(k) moºno interpretova´ aj ako Fourierov rozvoj periodickej funkcie v k-priestore.

�asový vývoj vlnových balíkov
V tejto £asti budeme rie²i´ £asovú SchR pre vlnovú funkciu pre elektrón pohybujúci sa v kry²táli v
prítomnosti dodato£ného externého po©a U(r, t):

i~ψ̇ = Hψ; H = H0 + U(r, t).

Vlnovú funkciu elektrónu rozvinieme pod©a úplného systému Wannierových funkcií,

ψ(r, t) =
∑
nR

fn(R, t)wn(r−R).

V tejto reprezentácii má fn(R, t) význam amplitúdy pravdepododnosti pre výskyt elektrónu v n-tom
páse v blízkosti mrieºkového bodu R. Ide o tzv. obálkovú vlnovú funkciu. Po dosadení tohto rozvoja
do £asovej SchR, prenásobení oboch strán z©ava výrazom w∗n(r−R) a po integrovaní

∫
d3r oboch strán

dostaneme SchR pre obálkovú vlnovú funkciu

i~ḟn(R, t) =
∑
R′

[
−tn(R′ −R)fn(R′) +

∑
n′

Unn′(R,R
′)fn′(R

′)

]
,

kde sme zaviedli nasledovný maticový element pre aplikovaný externý potenciál:

Unn′(R,R
′) =

∫
d3rw∗n(r−R)U(r)wn′(r−R′). (3)

4Pre daný pás n ide vlastne o zmenu bázy medzi N Blochovými funkciami a N Wannierovými funkciami. Stojí za
zmienku, ºe vo©ba Wannierových funkcií nie je jednozna£ná. Namiesto Blochových funkcií ψnk(r) by sme totiº mohli
zobra´ funkcie eiθkψnk(r), ktoré sú (aº na fázy) s nimi totoºné. Pri takejto vo©be by sme v²ak dostali Wannierove funkcie
w̃n(r − R) = 1√

N

∑
k e
−ik·R+iθkψnk(r), ktoré sú rôzne od Wannierových funkcií wn(r − R). Kon²trukcii maximálne

lokalizovaných Wannierových funkcií sa venuje preh©adový £lánok N. Marzari et al, arXiv:1112.5411.
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V²imnime si, ºe externý potenciál vo v²eobecnosti rozpty©uje elektróny z jedného pásu do druhého.
Preto vo v²eobecnom prípade nemôºu by´ jednopásové výrazy (1) správne. Ak je v²ak externý potenciál
dostato£ne pomalou funkciou r, potom pre lokalizované Wannierove funkcie moºno potenciál U(r) vo
výraze pre Unn′(R,R′) vy¬a´ pred integrál a z ortonormálnosti Wannierových funkcií potom vyplýva
Unn′(R,R

′) ≈ U(R)δnn′δRR′ . V takomto prípade sa SchR pre obálkovú vlnovú funkciu zjednodu²í na
tvar

i~ḟn(R, t) = −
∑
R′

tn(R′ −R)fn(R′) + U(R)fn(R).

Ak uváºime, ºe Taylorov rozvoj (do nekone£ného rádu) funkcie fn(r) v bode r = R moºno formálne
zapísa´ v tvare fn(R + ~ρ) = e~ρ·∇fn(R), pri£om operátor ∇ pôsobí na R, potom prvý £len na pravej
strane môºeme upravi´ nasledovným spôsobom:5

−
∑
R′

tn(R′ −R)fn(R′) = −
∑
~ρ

tn(~ρ)fn(R + ~ρ) =

−∑
~ρ

tn(~ρ)e~ρ·∇

 fn(R)
(2)
= εn(−i∇)fn(R).

V poslednej rovnosti sme výraz v hranatej zátvorke identi�kovali ako εn(k) z rovnice (2), kde namiesto
vlnového vektora k treba vzia´ operátor −i∇. Ukázali sme teda, ºe pre pomaly sa meniaci potenciál
moºno SchR pre obálkovú vlnovú funkciu písa´ v jednoduchom tvare

i~ḟn(R, t) = Hefffn(R), Heff = εn

(
−i ∂
∂R

)
+ U(R). (4)

�o sme získali? Nemusíme rie²i´ komplikovanú SchR pre elektrón, ktorého hamiltonián obsahuje kine-
tickú energiu elektrónu, periodický mrieºkový potenciál a potenciál pomaly sa meniacej poruchy U(r).
Ak sa totiº obmedzíme na h©adanie obálkovej vlnovej funkcie pre pás n, potom sú£et kinetickej energie
a periodického mrieºkového potenciálu môºeme nahradi´ operátorom εn(−i∇) a teda sta£í rie²i´ zjed-
nodu²enú SchR s efektívnym hamiltoniánom Heff . Takto sme napríklad postupovali v bakalárskej
predná²ke pri výpo£te prímesných hladín v polovodi£och, kde sme predpokladali εn(−i∇) = −~2∇2

2m∗ .

Rovnice semiklasickej dynamiky
Skúmajme £asový vývoj strednej hodnoty veli£iny X v stave popísanom obálkovou vlnovou funkciou
fn(R, t). Stredná hodnota veli£iny X je de�novaná vz´ahom 〈X〉(t) =

∑
R f
∗
n(R, t)Xfn(R, t), pri£om

operátor X pôsobí na súradnice R. Ak operátor X explicitne nezávisí od £asu, pre závislos´ strednej
hodnoty 〈X〉(t) od £asu dostávame výraz

d〈X〉(t)
dt

=
∑
R

[
∂f∗n(R, t)

∂t
Xfn(R, t) + f∗n(R, t)X

∂fn(R, t)

∂t

]
,

=
1

i~
∑
R

[−Hefff
∗
n(R, t)Xfn(R, t) + f∗n(R, t)XHefffn(R, t)] ,

kde v druhom riadku sme pouºili SchR (4) pre obálkovú vlnovú funkciu. Ak naviac v prvom £lene
vyuºijeme, ºe operátor Heff je hermitovský, dostaneme rovnicu

d〈X〉(t)
dt

=
1

i~
∑
R

f∗n(R, t) [X,Heff ] fn(R, t) = 〈Ẋ〉; Ẋ =
1

i~
[X,Heff ] ,

ktorú môºeme interpretova´ tak, ºe £asovú zmenu strednej hodnoty veli£iny X meria operátor Ẋ.
Tento formalizmus budeme teraz aplikova´ pri ²túdiu £asových závislostí stredných hodnôt operá-

torov súradnice r a hybnosti p. Za£nime výpo£tom operátora £asového vývoja hybnosti:

ṗ =
1

i~
[p, Heff ] =

1

i~
[p, U(r)] = −∇U = F.

5Striktne vzaté, súradnica R prebieha len cez mrieºkové body. Av²ak, ke¤ºe semiklasický popis je aplikovate©ný iba
pre pomaly sa meniaci potenciál, môºeme R nahradi´ spojitou súradnicou r.
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V druhej rovnosti sme vyuºili, ºe kinetická energia v hamiltoniáne (4) je funkciou hybnosti, a preto
komutuje s p. Pri odvodení tretej rovnosti sme pracovali v r-reprezentácii, v ktorej operátor hybnosti
p = −i~ ∂

∂r . Ak za F zoberieme známy výraz pre Lorentzovu silu, dostaneme rovnicu pre zrýchlenie
kompatibilnú s (1). Treba v²ak pripomenú´, ºe na²e odvodenie moºno pouºi´ iba na výpo£et zrýchlenia
v dôsledku prítomnosti elektrostatického potenciálu. Odvodenie by bolo treba roz²íri´ aj o analýzu
vplyvu vektorového potenciálu.

Pri odvodení výrazu pre ṙ je uºito£né pracova´ v p-reprezentácii, v ktorej operátor súradnice je6

r = i~ ∂
∂p . Ak naviac vyuºijeme de Broglieho vz´ah p = ~k, potom dostaneme

ṙ =
1

i~
[r, Heff ] =

1

i~

[
r, εn

(p
~

)]
=

1

~
∂εn(k)

∂k
,

£o je rovnica kompatibilná s rovnicou pre rýchlos´ vlnového balíka (1). Zistili sme teda, ºe

rovnice semiklasickej dynamiky (1) vyplývajú z efektívneho hamiltoniánu (4); tieto rovnice sú
platné, ak moºno zanedba´ medzipásové prechody, t.j. pre dostato£ne slabé aplikované polia.

Blochove oscilácie a Wannierove-Starkove hladiny
V tomto odstavci budeme ²tudova´ pohyb elektrónu v jednorozmernom kry²táli s mrieºkovou kon²tan-
tou a v aplikovanom elektrickom poli E. Budeme predpoklada´, ºe pole E je dostato£ne malé, aby
sme mohli zanedba´ medzipásové prechody. Jednopásový efektívny hamiltonián je v takom prí-
pade Heff = ε(p/~) + eEx. Rie²enie SchR s týmto hamiltoniánom je komplikované, preto sa v na²om
výklade obmedzíme na jej semiklasickú analýzu. Semiklasická pohybová rovnica pre hybnos´ a jej
rie²enie sú

~k̇ = −eE, k(t) = k(0)− eEt

~
.

Ke¤ºe k-priestor je periodický s periódou 2π/a, elektrón teda vykonáva oscilácie v k-priestore s perió-
dou τE = h

eEa . Periodickému pohybu v k-priestore zodpovedá periodický pohyb v oby£ajnom priestore:

x(t+ τE)− x(t) =
1

~

∫ t+τE

t

dε

dk
dt =

1

~

∫ k(0)−2π/a

k(0)

dε

dk

dk

k̇
= − 1

eE

∫ k(0)−2π/a

k(0)

dε

dk
dk.

Posledný výraz je v²ak rovný − 1
eE

[
εk(0)−2π/a − εk(0)

]
= 0 kvôli periodicite disperzného vz´ahu εk.

Teda elektrón vykonáva nie postupný pohyb, ale tzv. Blochove oscilácie. Jeho vlnová funkcia je
lokalizovaná a elektrický prúd nemôºe tiec´, napriek tomu, ºe sa elektróny pohybujú v dokonalom
kry²táli!

Teraz ukáºeme, ºe vlnové funkcie elektrónov v stave Blochových oscilátorov vytvárajú sadu po-
krývajúcu celý kry²tál, pri£om vzdialenos´ susedných vlnových funkcií je ∆x = a. Pouºijeme pritom
Bohrovu-Sommerfeldovu semiklasickú teóriu, pod©a ktorej sú dovolené iba tie cyklické trajek-
tórie, ktorých ú£inok sp¨¬a kvantovaciu podmienku

∮
pdx = (n + γ)h, kde n je celé £íslo a γ je

(kon²tantná) fázová korekcia. Po£ítajme teda ú£inok pre semiklasickú trajektóriu∮
pdx =

∫ τE

0
pẋdt = [px]τE0 −

∫ τE

0
ṗxdt = eE

∫ τE

0
xdt = eEτE〈x〉 =

h

a
〈x〉,

kde sme v druhej rovnici integrovali per partes. V tretej rovnici sme vyuºili, ºe pohyb je periodický
s periódou τE a vo ²tvrtej rovnici sme zaviedli strednú súradnicu 〈x〉 orbity. Ak vyuºijeme Bohrovu-
Sommerfeldovu kvantovaciu podmienku

∮
pdx = (n+ γ)h, potom odtia©to dostaneme

〈x〉n = (n+ γ)a, 〈x〉n+1 − 〈x〉n = a.

To znamená, ºe ku kaºdej elementárnej bunke kry²tálu prislúcha jeden Blochov oscilátor. Ke¤ºe v
kry²táli existuje makroskopické elektrické pole, rozdiel energií susedných Blochových oscilátorov bude
∆ε = eEa. Teda energetické spektrum ²tudovaného pásu pozostáva zo sady rovnako vzdialených hladín.
Tieto hladiny vytvárajú tzv. Wannierov-Starkov rebrík.

6�ahko sa overí, ºe [ri, pj ] = i~δij , ako aj má by´.
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Wannierov-Starkov rebrík moºno pozorova´ spektroskopickými metódami. Podmienkou jeho vzniku
je zanedbate©nos´ medzipásových prechodov a tieº nerovnos´ τE < τ , t.j. perióda Blochovej oscilácie
τE musí by´ krat²ia neº relaxa£ný £as elektrónov τ . Túto nerovnos´ moºno alternatívne písa´ v tvare

h

τ
< eEa.

To znamená, ºe elektrické pole musí by´ silné a relaxa£ný £as τ musí by´ dlhý (t.j. vzorka musí by´ £istá
a teplota nízka). Wannierov-Starkov rebrík bol najlep²ie pozorovaný v supermrieºkach, t.j. v systémoch
s ve©kou mrieºkovou kon²tantou a, kedy nie sú potrebné extrémne hodnoty E a τ .

Zenerovo tunelovanie
Skúmajme opä´ jednorozmerný kry²tál vo vonkaj²om elektrickom poli E v priblíºení takmer vo©ných
elektrónov. Nech elektrón sa pohybuje v n-tom páse so ²írkou pásu ε0 a zakázaný pás medzi n-tým a
n+1-vým pásom je ∆. Analýza ukazuje, pravdepodobnos´ (tzv. Zenerovho) tunelovania elektrónu pod
vplyvom po©a E z n-tého pásu do n+ 1-vého pásu je zanedbate©ná, ak

eEa <
∆2

ε0
. (5)

Wannierov-Starkov rebrík je teda pozorovate©ný, iba ak h
τ < eEa < ∆2

ε0
. Túto nerovnos´ moºno splni´

iba v materiáloch, pre ktoré h
τ �

∆2

ε0
.

Námety na seminárnu prácu

1. Výsledok (5) overte priamym výpo£tom amplitúdy medzipásového tunelovania (3) v modeli Kroniga-Penneyho. Na-

²tudujte aj kváziklasickú teóriu Zenerovho tunelovania vo WKB priblíºení.

2. Pomocou Boltzmannovej rovnice v priblíºení relaxa£ného £asu vypo£ítajte prúdovú hustotu jqωe
iq·r−iωt, ktorú v elek-

trónovom plyne s disperzným zákonom εk = ~2k2

2m
indukuje prie£ne elektrické pole E(r, t) = Eqωe

iq·r−iωt, a nájdite

tzv. prie£nu vodivos´ de�novanú vz´ahom jqω = σ⊥(q, ω)Eqω. Návod: distribu£nú funkciu elektrónov h©adajte v tvare

f(r,k, t) = f0
k + gke

iq·r−iωt a predpokladajte kon²tantný relaxa£ný £as.

3 de Haasov- van Alphenov jav

V tejto predná²ke ukáºeme, ako moºno ²túdiom oscilácií rovnováºnej magnetizácie M v externom
magnetickom poli B (tzv. de Haasovho-van Alphenovho javu) ur£i´ tvar Fermiho plochy kovu. Budeme
pracova´ v jednopásovom priblíºení a ukáºeme, ºe de Haasov- van Alphenov jav magnetickým analógom
Blochových oscilácií a Wannierovho-Starkovho rebríka v externom elektrickom poli.

Efektívnu Schrödingerovu rovnicu pre obálkovú vlnovú funkciu nabitej £astice v magnetickom poli
moºno rie²i´ presne, ak disperzný zákon má tvar ε(−i∇) = −~2∇2

2m∗ . Ke¤ºe nás v²ak zaujíma pohyb
elektrónov so v²eobecným disperzným zákonom ε(−i∇), presné rie²enie vo v²eobecnosti nepoznáme,
a preto v na²om výklade pouºijeme Onsagerovo semiklasické rie²enie. Predpokladáme totiº, ºe efekt
je spôsobený elektrónmi v blízkosti Fermiho plochy, t.j. vysokoenergetickými elektrónmi, pre ktoré by
malo by´ semiklasické priblíºenie vhodné.

Cyklotrónová frekvencia pre v²eobecný disperzný zákon
Skúmajme trajektóriu v k-priestore pre blochovský elektrón vo vonkaj²om magnetickom poli B. Máme
teda skúma´ semiklasickú pohybovú rovnicu

~k̇ = − e
~
∂ε

∂k
×B. (6)

Zvo©me pre jednoduchos´ os z rovnobeºnú so smerom aplikovaného po©a. Nech po£iato£ná energia
elektrónu je ε a jeho po£iato£ná hybnos´ v smere po©a je kz. Trajektóriu elektrónu v recipro£nom
priestore tvorí priese£nica ekvienergetickej plochy pre energiu ε s rovinou kz =kon²tanta. Ozna£me
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Obr. 6: V©avo: trajektória elektrónu v hybnostnom priestore pre v²eobecný disperzný zákon. Vpravo: dve trajektórie s
tou istou hybnos´ou kz v smere po©a B pre blízke energie ε a ε+ δε.

ve©kos´ plochy (v k-priestore) obopnutej takouto trajektóriou A(ε, kz). V ¤al²om výklade budeme
skúma´ prírastok plochy δA pri náraste energie ε → ε + δε a pri �xovanom kz. Nech dk je element
pozd¨º trajektórie a nech δk je kolmá vzdialenos´ ²tudovaných trajektórií v zvolenom bode. Z pohybovej
rovnice (6) vyplýva:

~
dk

dt
=
eB

~
δε

δk
.

Tu sme uváºili, ºe do vektorového sú£inu v (6) prispieva iba zloºka rýchlosti v⊥(k) = 1
~
δε
δk kolmá na B.

Pre element plochy medzi ekvienergetickými hladinami dostávame dA = dkδk = eB
~2 δεdt. Preto celková

plocha medzi ekvienergetickými hladinami je

δA =

∮
dA =

eB

~2
δε

∮
dt =

eB

~2
δεT,

kde T je perióda pohybu v k-priestore. S uváºením vz´ahu ωc = 2π/T odtia©to dostaneme, ºe cyklot-
rónová frekvencia (pre dané kz a ε) je daná vz´ahom

ωc(ε, kz) =
2πeB

~2

(
dA

dε

)−1

. (7)

Teda cyklotrónová frekvencia závisí od zmeny plochy trajektórie pri zmene energie. V²imnime si, ºe vo
v²eobecnosti ωc závisí aj od hybnosti v smere osi z, pretoºe pre rôzne kz obopínajú trajektórie rôzne
plochy.7

Semiklasické kvantovanie pohybu v magnetickom poli.
Pod©a semiklasickej Bohrovej-Sommerfeldovej kvantovacej podmienky sú moºné iba tie klasické dráhy
£astice, pre ktoré nasledovný integrál ∮

p · dr = (n+ γ)h

nadobúda celo£íselné násobky n Planckovej kon²tanty h.8 Do integrálu vstupuje kánonická hybnos´
p, ktorá v prípade pohybu elektrónu s nábojom −e v magnetickom poli má dva príspevky, mechanickú
hybnos´ a hybnos´ od po©a, p = ~k− eA.

7Ak pouºijeme vyjadrenie δA =
∮
dkδk = δε

∮
dk

~v⊥(k)
, formulu pre cyklotrónovú frekvenciu môºeme zapísa´ aj v tvare

ωc(ε, kz) =
2πeB

~
∮

dk
v⊥(k)

.

Odtia©to ©ahko nahliadneme, ºe napríklad pre parabolický disperzný zákon platí ωc = eB
m∗ , a teda v tomto prípade

cyklotrónová frekvencia od ε, kz nezávisí, ako sme ukázali aj v II.2.
8γ je fázový faktor rovnaký pre v²etky orbity.
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Po£ítajme najprv Bohrov-Sommerfeldov integrál pre mechanickú hybnos´. V²imnime si, ºe z
pohybovej rovnice (6) vyplýva semiklasická rovnica

~k̇ = −eṙ×B (8)

s rie²ením ~k(t) = −er(t)×B+const. Preto príspevok mechanickej hybnosti k Bohrovmu-Sommerfeldovmu
integrálu je ∮

~k · dr = −e
∮

r×B · dr + const ·
∮
dr = eB ·

∮
r× dr = 2eΦ,

kde Φ je magnetický tok pretekajúci cez plochu ohrani£enú trajektóriou £astice. V poslednej rovnici sme
vyuºili, ºe

∮
r× dr = 2Sn, kde n je normála k rovine trajektórie a S je plocha obopnutá trajektóriou.

Na druhej strane, Bohrov-Sommerfeldov integrál pre hybnos´ od po©a je −e
∮
A · dr = −eΦ,

preto Bohrovu-Sommerfeldovu kvantovaciu podmienku moºno písa´ v tvare

Φ = (n+ γ)Φ0,

kde sme zaviedli kvantum magnetického toku Φ0 = h
e . Odtia©to vyplýva, ºe plochy dovolených trajek-

tórií v r-priestore nadobúdajú kvantované hodnoty

Sn = (n+ γ)
Φ0

B
.

Z pohybovej rovnice (8) v²ak vyplýva, ºe d¨ºkový element v k-priestore súvisí s d¨ºkovým elementom
v r-priestore vz´ahom dk = eB

~ dr. Preto dovolené plochy trajektórií v k-priestore majú ve©kos´

An =

(
eB

~

)2

Sn = (n+ γ)
(2π)2B

Φ0
,

£iºe plochy An vytvárajú rebrík dovolených hodnôt, pri£om rozdiel plôch v k-priestore pre dve susedné
trajektórie je

δA = An+1 −An =
(2π)2B

Φ0
.

Ak pouºijeme výsledok pre minimálny prírastok plochy v rovnici (7) pre cyklotrónovú frekvenciu,
dostaneme pre minimálny prírastok energie

δε = ~ωc.

Preto dovolené hodnoty εn(kz) energie elektrónov pohybujúcich sa s �xovanou hybnos´ou kz závisia aj
od diskrétneho indexu n = 0, 1, 2, . . .. Tento kváziklasický výsledok je v zhode s presným výsledkom

εn(kz) = ~ωc (n+ 1/2) +
~2k2

z

2m∗
(9)

pre spektrum elektrónov s parabolickým disperzným zákonom, pozri II.3. Vo v²eobecnom prípade v²ak
cyklotrónová frekvencia ωc môºe závisie´ od excita£nej energie, a preto závislos´ od indexu n bude
komplikovanej²ia ako pre harmonický oscilátor.

de Haasov-van Alphenov jav
V ¤al²om výklade ukáºeme, ºe:
1. magnetizácia M kovov je v silných magnetických poliach oscilujúcou funkciou 1

B
2. z periódy oscilácií δ

(
1
B

)
moºno ur£i´ plochu tzv. extremálnych orbít Aextrem:

δ

(
1

B

)
=

(2π)2

Φ0Aextrem
. (10)

�o je extremálna orbita? Pre dané nato£enie magnetického po©a sú orbity tvorené priese£nicami rovín
kolmých na B a ekvienergetických plôch. Nás budú zaujíma´ priese£nice s Fermiho plochou. Plochy A
(v k-priestore) obopnuté orbitami na Fermiho ploche závisia od hybnosti v smere po©a kz. Extremálne
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Obr. 7: Extremálne orbity na Fermiho ploche pre magnetické pole orientované zvislo.

orbity sú také orbity, pre ktoré má funkcia A(kz) lokálne minimum alebo maximum. De Haasov-van
Alphenov jav teda moºno pouºi´ na mapovanie Fermiho plôch: natá£aním aplikovaného po©a vo£i
monokry²talickej vzorke moºno ur£i´ plochy extremálnych orbít a následne tvar Fermiho plochy (alebo
plôch).

Ako uvidíme neskôr, podstatou de Haasovho-van Alphenovho javu je kvantovanie energetických
hladín v magnetickom poli. Jav je preto pozorovate©ný, ak

~
τ
, T � ~ωc �

∆2

εF
.

V prvej nerovnosti ºiadame, aby neur£itos´ energie elektrónu ~
τ , spôsobená rozptylmi, ako aj tepelné

rozmazanie boli men²ie ako rozdiel hladín ~ωc harmonického oscilátora (na extremálnej orbite). Druhá
nerovnos´ zaru£uje pouºite©nos´ jednopásového kváziklasického popisu. Ak táto nerovnos´ nie je spl-
nená, jednopásové priblíºenie neplatí, lebo dochádza k tzv. magnetickým prierazom, ktoré sú analógom
Zenerovho tunelovania v silnom elektrickom poli.

de Haasov-van Alphenov jav: zdôvodnenie

Pod©a I.23 moºno pri teplote T = 0 po£íta´ magnetizáciu vzorky s energiou E a objemom V = LxLyLz pomocou vz´ahu

M = − 1

V
∂E

∂B
.

Teda potrebujeme pozna´ energiu E vzorky ako funkciu B. Pre jednoduchos´ nebudeme uvaºova´ o spine elektrónov, pre-
toºe jeho prítomnos´ nie je v na²ich úvahách podstatná. V nulovom magnetickom poli je energia systému elektrónov
daná obvyklým výrazom

E =
∑
k

fkεk = V
∫
dkz
2π

∫
dkxdky
(2π)2

fkεk,

kde fk je Fermiho-Diracova distribu£ná funkcia. V prítomnosti magnetického po©a sú vlastné stavy indexované
kvantovými £íslami n a kz. Preto rozde©ovaciu funkciu fk musíme nahradi´ rovnováºnou rozde©ovacou funkciou fn(kz)
a spektrum εk musíme nahradi´ výrazom typu (9). Naviac, ke¤ºe na kaºdú hladinu n pripadá plocha δA = (2π)2B/Φ0

v rovine (kx, ky), z rozmerových dôvodov musíme integrál cez (kx, ky) nahradi´ nasledovnou sumáciou cez jednotlivé
hladiny n: ∫

dkxdky
(2π)2

=
δA

(2π)2

∞∑
n=0

=
B

Φ0

∞∑
n=0

.

Fyzikálnym zmyslom tohto priradenia je, ºe kaºdá hladina n vo vzorke s prierezom S (v smere kolmom na magnetické
pole) je degenerovaná faktorom δAS/(2π)2 = BS/Φ0 = Φ/Φ0, kde Φ je celkový magnetický tok pretekajúci cez vzorku,
pozri aj II.3.

V kone£nom magnetickom poli bude obsadených prvých s+ 1 hladín n = 0, 1, 2, . . . , s, pri£om hladina n je obsadená
stavmi s hybnos´ami kz v intervale (−kn, kn) a hodnoty kn moºno ur£i´ pomocou chemického potenciálu µ elektrónov
zo vz´ahu εn(kn) = µ. Hladká Fermiho plocha pri B = 0 je teda v kone£nom poli nahradená sadou valcovitých útvarov
s podstavami s plochami An, pozri obrázok 8. Po£et plôch s + 1 pri raste po©a klesá a výsledný útvar sa £oraz viac
odchy©uje od Fermiho plochy v nulovom poli. Energia systému elektrónov je pritom daná výrazom

E(B) =
BV
Φ0

s∑
n=0

∫ kn

−kn

dkz
2π

fn(kz)εn(kz).

Obrázok 8 moºno reprezentova´ aj ako sadu diskov s vý²kami k0 − k1, k1 − k2, . . ., ks−1 − ks, 2ks, ks−1 − ks,
. . ., k1 − k2, k0 − k1. Pre elektróny s danou hodnotou kz, t.j. pre elektróny �vo vý²ke� kz, de�nujme tzv. plniaci
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Obr. 8: V©avo: Fermiho plocha obopínajúca obsadené stavy k-priestoru pri T = 0. Vpravo: vo vonkaj²om poli sú
obsadené stavy vnútri s+ 1 valcovitých útvarov.

faktor ν(kz) = A(kz)/δA. Pri zmene magnetického po©a B sa mení krok δA a teda aj plniaci faktor. Zakaºdým, ke¤
ν(kz) nadobudne celo£íselnú hodnotu, príspevok k energii E(B) od elektrónov �vo vý²ke� kz sa zmení skokom, a teda
veli£ina ∂E/∂B zaznamená delta-funk£ný impulz. Po sebe nasledujúce pulzy pri Bj a Bj+1 teda musia sp¨¬a´ vz´ah
ν(kz, Bj)− ν(kz, Bj+1) = 1, £iºe

1

Bj
− 1

Bj+1
=

(2π)2

Φ0A(kz)
.

Tento výsledok uº má tvar postulovaný v rovnici (10). Problémom v²ak je, ºe rôzne �vý²ky� kz prispievajú rôznymi
frekvenciami. Dá sa v²ak ukáza´ (pozri námet £. 1), ºe po s£ítaní v²etkých príspevkov oscilujúcich na rôznych frekvenciách
preºijú len príspevky od extremálnych prierezov, odkia© plynie výsledok (10).

V tomto texte podporíme intuitívne zrejmý výsledok (10) nasledovným argumentom. Amplitúda oscilácií pochádzajú-
cich od disku n bude zrejme úmerná hrúbke disku kn−kn+1. Túto hrúbku ur£íme pomocou rovnice εn+1(kn+1)−εn(kn) =
0 pre susedné hodnoty kn a kn+1, v ktorej pouºijeme odhad

εn+1(kn+1) = ~ωc + εn(kn+1) ≈ ~ωc + εn(kn) + ~vzn(kn+1 − kn),

kde vzn je grupová rýchlos´ na Fermiho ploche v smere osi z v disku n. Pre hrúbku disku n tak dostaneme výsledok

kn − kn+1 = ωc/v
z
n. To znamená, ºe najvä£²ie hrúbky diskov sa realizujú v oblastiach, kde vzn = 0, teda (ako sme pred-

pokladali) pri extremálnych prierezoch.

Námety na seminárnu prácu

1. Prepokladajte, ºe spektrum elektrónov v magnetickom poli má tvar εn(kz) = ~ωc(n+ γ) + εz(kz) a ukáºte, ºe ve©ký
termodynamický potenciál pre neinteragujúci systém elektrónov je daný formulou

Ω(T,V, µ) = −VT
∫
dkz
2π

B

Φ0

∞∑
n=0

ln

[
1 + exp

(
µ− εn(kz)

T

)]
.

Magnetizáciu preto môºeme po£íta´ ako M = − 1
V (∂Ω/∂B)µ,V . Pomocou Poissonovej suma£nej formuly dokáºte výsle-

dok (10).

2. Semiklasické výsledky porovnajte s exaktným rie²ením pre kvadratický disperzný zákon εk = ~2k2

2m∗ .

4 Andersonova lokalizácia v jednorozmerných drôtoch

V tejto predná²ke ukáºeme, ºe v neusporiadanom jednorozmernom drôte sú v²etky stavy lokalizované.9

Landauerova-Soukoulisova formula
Skúmajme prúd te£úci cez jednorozmerný drôt, t.j. drôt s dostato£ne malými prie£nymi rozmermi.
Pohyb v týchto prie£nych smeroch nech je obmedzený na najniº²iu kvantovú hladinu. Takýto drôt
nazývame jednokanálovým. Predpokladáme, ºe drôt moºno rozdeli´ na 3 oblasti: dokonalý ©avý prí-
vodný vodi£ pripojený na ©avú elektródu s chemickým potenciálom µ1, skúmaný neusporiadaný vodi£
a napokon dokonalý pravý prívodný vodi£ pripojený na pravú elektródu s chemickým potenciálom µ2.
Prúd te£úci z©ava doprava je nesený elektrónmi pochádzajúcimi z ©avej elektródy, preto rozde©ovacia

9Podrobnej²í výklad £itate© nájde napr. v P. Marko² and C. M. Soukoulis, Wave Propagation, Princeton University
Press 2008. T. Bzdu²ek a P. Marko² mi pomohli odstráni´ niektoré nepresnosti výkladu, za £o im ¤akujem.
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Obr. 9: �tudovaná geometria. Jednorozmerná vzorka je cez dokonalé jednorozmerné prívodné vodi£e napojená na
rezervoáry 1 a 2.

funkcia pre tieto elektróny je f(εk − µ1). Ve©kos´ prúdu budeme vyhodnocova´ v ©avom prívodnom
vodi£i s d¨ºkou Lx. Ak grupová rýchlos´ elektrónu v stave k je vk, potom £as, za ktorý elektrón v stave
k prejde cez ©avý prívodný vodi£, je Lx/vk. Prúd £astíc, ktoré sa dostanú aº do pravého prívodného
vodi£a preto je

J1→2 = 2
∑
k

1

Lx/vk
Tkf(εk − µ1) = 2

∫
dk

2π

1

~
∂ε

∂k
Tkf(εk − µ1) =

2

h

∫
dεT (ε)f(ε− µ1),

kde Tk je pravdepodobnos´ transmisie cez neusporiadaný drôt pre elektrón v stave k. Faktor 2 zoh©ad-
¬uje spin elektrónov. Celkový prúd cez drôt potom je

I = −e(J1→2 − J2→1) = −2e

h

∫
dεT (ε) [f(ε− µ1)− f(ε− µ2)] = −2e

h
T (εF )(µ1 − µ2) =

2e2

h
T (εF )V,

kde V = φ1−φ2 je rozdiel elektrochemických potenciálov medzi elektródami a T (εF ) je pravdepodob-
nos´ transmisie pri Fermiho energii.10 Pre odpor drôtu tak dostávame výsledok

R =
V

I
=

h

2e2

1

T
,

tzv. Landauerovu-Soukoulisovu formulu. Ak zavedieme odrazivos´ drôtu pomocou vz´ahu R =
1− T , odpor drôtu môºeme zapísa´ ako sú£et dvoch príspevkov:

R =
h

2e2
+

h

2e2

R
T
.

Prvý príspevok, ktorý je nezávislý od transmisie drôtu a je prítomný aj pre ideálny drôt s nulovou od-
razivos´ou R, nazývame kontaktný odpor. Dá sa ukáza´, ºe tento príspevok je odporom kontaktov.11

Druhý príspevok je intrinzický, tzv. ²tvorbodový odpor drôtu. V tejto predná²ke budeme ²tudova´
²tvorbodový odpor drôtu s prímesami.

Obr. 10: Rozptyl na jednej bariére. V©avo: geometrický význam amplitúd A,B,C,D v rovnici (11). V strede: de�nícia
amplitúd t, r pre prechod a odraz pri dopade na bariéru sprava. Vpravo: de�nícia amplitúd t′, r′ pre prechod a odraz pri
dopade na bariéru z©ava.

10Pre jednoduchos´ predpokladáme, ºe teploty v oboch elektródach sú rovnaké. Predpokladali sme naviac, ºe naloºené
napätie V je in�nitezimálne malé. Zaujímame sa totiº iba o tzv. lineárnu vodivos´, t.j. lineárny koe�cient v Taylorovom
rozvoji I = GV +G2V

2 + . . ..
11Tento výsledok sa ukazuje napríklad vo výberovej predná²ke o mezoskopickej fyzike.
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Rozptyl na jednej bariére
Skúmajme rie²enia SchR pre vo©ný elektrón pri energii ε = ~2k2

2m v prítomnosti jednej bariéry v okolí
x = 0. Na©avo a napravo od bariéry budeme vlnovú funkciu elektrónu h©ada´ v tvare

ψ(x < 0) = Aeikx +Be−ikx; ψ(x > 0) = Ceikx +De−ikx, (11)

kde A,D sú amplitúdy v¨n dopadajúcich na bariéru a B,C sú amplitúdy v¨n odchádzajúcich od bariéry.
Zave¤me teraz amplitúdu prechodu t a amplitúdu odrazu r pre elektrón dopadajúci na bariéru sprava.
Podobne nech t′ a r′ sú amplitúdy prechodu a odrazu pre £asticu nalietavajúcu na bariéru z©ava. Potom
amplitúdy odlietavajúcich v¨n B,C moºno vysklada´ z amplitúd dopadajúcich v¨n nasledovne:(

B
C

)
=

(
r′ t
t′ r

)(
A
D

)
= S

(
A
D

)
, (12)

kde sme zaviedli maticu rozptylu S (scattering matrix). Pre bezrozmerný ²tvorbodový odpor jednej
bariéry ρ de�novaný vz´ahom R4b = h

2e2
ρ potom platí ρ = |r|2

|t|2 .

Vlastnosti matice rozptylu
Zachovanie po£tu £astíc
Prúdovú hustotu moºno po£íta´ zo vz´ahu j = −i~

2m (ψ∗∇ψ−ψ∇ψ∗). Prúdová hustota elektrónov na©avo
od bariéry je ~k

m (|A|2−|B|2), kým napravo od bariéry je to ~k
m (|C|2−|D|2). Zo zákona zachovania po£tu

elektrónov teda dostávame |A|2 + |D|2 = |B|2 + |C|2, £iºe

(A∗, D∗)

(
A
D

)
= (B∗, C∗)

(
B
C

)
= (A∗, D∗)S†S

(
A
D

)
,

kde sme v druhej rovnici vyjadrili B,C cez A,D pomocou S-matice. Prvý a posledný výraz sa majú
rovna´ pre v²etky A,D. Tak dostaneme podmienku pre S-maticu S†S = 1, alebo explicitne

|r|2 + |t|2 = |r′|2 + |t′|2 = 1; r′t∗ + r∗t′ = 0. (13)

Inverzia £asu
Predpokladajme, ºe hamiltonián popisujúci pohyb elektrónu je reálny,12 H = H∗. Potom ak ψ je
rie²enie SchR, Hψ = εψ, potom aj ψ∗ je rie²ením tej istej SchR s tou istou vlastnou energiou. To v²ak
znamená, ºe ná² rozptylový problém má aj rie²enie

ψ(x < 0) = B∗eikx +A∗e−ikx; ψ(x > 0) = D∗eikx + C∗e−ikx.

Ale amplitúdy odlietajúcich v¨n A∗, D∗ sa musia da´ vyjadri´ pomocou dopadajúcich v¨n B∗, C∗ a
pôvodnej S-matice:(

A∗

D∗

)
= S

(
B∗

C∗

)
;

(
A
D

)
= S∗

(
B
C

)
= S∗S

(
A
D

)
,

kde druhá rovnica vznikla z prvej rovnice komplexným zdruºením a vyuºili sme tieº rovnicu (12).
Ke¤ºe druhá rovnica musí plati´ pre v²etky A,D, musí by´ S∗S = 1, alebo explicitne

|r|2 + tt′∗ = |r′|2 + t∗t′ = 1; r′∗t+ rt∗ = r′t′∗ + r∗t′ = 0. (14)

Porovnaním rovníc (13,14) napokon dostaneme nasledovné podmienky pre t, r, t′, r′:

|r|2 + |t|2 = 1; t′ = t; r′ = − t

t∗
r∗. (15)

Rozptyl na posunutej bariére
Nech tá istá bariéra je posunutá do bodu x = l. Opä´ predpokladajme, ºe vlnová funkcia pred a za
bariérou má tvar

ψ(x < l) = Aeikx +Be−ikx; ψ(x > l) = Ceikx +De−ikx.

12Vo v²eobecnosti sta£í ºiada´ nezávislos´ systému vo£i oto£eniu smeru plynutia £asu.
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Zave¤me súradnice x′ = x− l. Pre vlnové funkcie v oblastiach x′ < 0 a x′ > 0 tak dostaneme

ψ(x′ < 0) = A′eikx
′
+B′e−ikx

′
; ψ(x′ > 0) = C ′eikx

′
+D′e−ikx

′
,

kde A′ = Aeikl, B′ = Be−ikl, C ′ = Ceikl a D′ = De−ikl. V £iarkovaných súradniciach v²ak bude
rozptyl popísaný uº zavedenou S-maticou:(

B′

C ′

)
= S

(
A′

D′

)
;

(
e−ikl 0

0 eikl

)(
B
C

)
= S

(
eikl 0
0 e−ikl

)(
A
D

)
.

Preto matica S̄ popisujúca rozptyl na bariére posunutej o l je daná vz´ahom(
B
C

)
= S̄

(
A
D

)
; S̄ =

(
eikl 0
0 e−ikl

)
S

(
eikl 0
0 e−ikl

)
.

Ak rozpí²eme posledný vz´ah medzi S a S̄ po zloºkách, pre amplitúdy prechodu a odrazu t̄, t̄′, r̄, r̄′ na
posunutej bariére dostaneme

t̄ = t̄′ = t; r̄ = e−2iklr; r̄′ = e2iklr′. (16)

Prenosová matica
Namiesto S-matice bude uºito£né skúma´ tzv. prenosovú maticu M (transfer matrix), ktorá dáva
do súvisu amplitúdy v¨n A,B na ©avej strane bariéry s amplitúdami C,D na pravej strane bariéry:(

C
D

)
= M

(
A
B

)
; M =

(
t′ − rr′/t r/t
−r′/t 1/t

)
=

(
1/t∗ r/t
r∗/t∗ 1/t

)
.

Explicitný výraz pre M sme pritom získali rozrie²ením systému rovníc (12) pre neznáme C,D. Po-
sledná rovnica platí, ak uváºime zachovanie po£tu £astíc a symetriu vo£i inverzii £asu. V²imnime si,
ºe bezrozmerný odpor ρ bariéry popísanej prenosovou maticouM je daný zloºkouM12, t.j. ρ = |M12|2.

Obr. 11: Geometrický význam amplitúd A,B,C,D,E, F pre rozptyl na dvoch bariérach.

Rozptyl na dvojbariérovom systéme
V dvojbariérovom systéme budeme skúma´ tri oblasti: ©avú a pravú asymptotickú oblas´ a medzibari-
érový priestor. Ozna£me amplitúdy pravo- a ©avobeºných v¨n e±ikx v týchto oblastiach takto: A,B v
©avej oblasti, E,F medzi bariérami a C,D v pravej oblasti. Nech M (1,2) sú prenosové matice pre obe
bariéry. Potom(

E
F

)
= M (1)

(
A
B

)
;

(
C
D

)
= M (2)

(
E
F

)
;

(
C
D

)
= M (2)M (1)

(
A
B

)
.

Teda prenosovou maticou M pre sústavu bariér je sú£in prenosových matíc jednotlivých bariér, M =
M (2)M (1). Nech matice M (2) a M (1) majú explicitný tvar

M (2) =

(
1/t∗2 r2/t2
r∗2/t

∗
2 1/t2

)
; M (1) =

(
1/t∗1 r1/t1
r∗1/t

∗
1 1/t1

)
.

Ak pouºijeme parametrizáciu t1 = |t1|eiχ1 , t2 = |t2|eiχ2 , r1 = |r1|eiφ1 a r2 = |r2|eiφ2 , potom bezroz-
merný odpor zloºenej bariéry bude

ρ = |M12|2 =

∣∣∣∣ r1

t1t∗2
+

r2

t1t2

∣∣∣∣2 =
ρ1

|t2|2
+

ρ2

|t1|2
+ 2

√
ρ1ρ2

|t1||t2|
cos(φ1 − φ2 + 2χ2),
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kde v poslednej rovnici sme individuálne odpory jednotlivých bariér ozna£ili ρi = |ri|2/|ti|2, i = 1, 2.
Ak napokon vyuºijeme identitu 1

|ti|2 = |ti|2+|ri|2
|ti|2 = 1 + ρi, dostaneme pre bezrozmerný odpor zloºenej

bariéry výraz

ρ = ρ1 + ρ2 + 2ρ1ρ2 + 2
√
ρ1ρ2(1 + ρ1)(1 + ρ2) cos(φ1 − φ2 + 2χ2). (17)

V klasickom prípade je odpor sériového zapojenia jednoducho sú£tom odporov. Preto klasický odpor
dvojbariérového systému by bol ρ1 +ρ2. Ná² výsledok ukazuje, ºe kvantovomechanický odpor dvojbari-
érového systému je odli²ný. Rozdiel je spôsobený interferenciou v¨n rozptýlených na rôznych bariérach.
Ako uvidíme, jedným z dôsledkov je, ºe odpor neusporiadaného drôtu nerastie s d¨ºkou drôtu lineárne,
ale omnoho rýchlej²ie.

Koherentné s£ítavanie odporov: Andersonova lokalizácia
Skúmajme teraz odpor drôtu v nasledovnej modelovej situácii. Nech v drôte sa nachádza súbor iden-
tických, ale náhodne umiestnených bariér, ktorých individuálny odpor je ρ1. Na²ou úlohou je nájs´
odpor drôtu d¨ºky L� a s N = L/a bariérami, kde a je priemerná vzdialenos´ medzi bariérami.

Budeme postupova´ nasledovne. Predpokladajme, ºe odpor ρn drôtu s n bariérami poznáme. Potom
odpor drôtu s n+ 1 bariérami môºeme po£íta´ pomocou dvojbariérovej formuly (17):

ρn+1 = ρn + ρ1 + 2ρnρ1 + 2ξn
√
ρn(1 + ρn)ρ1(1 + ρ1), (18)

kde ξn je náhodne oscilujúca fáza. Ak budeme predpoklada´, ºe stredná hodnota ξ̄n = 0, potom pre
ustrednený odpor ρ̄n dostaneme itera£nú rovnicu

ρ̄n+1 = ρ̄n + ρ1 + 2ρ̄nρ1,

ktorú prepí²me pomocou parametra Λ = 1+2ρ1 do tvaru ρ̄n+1 = Λρ̄n+ρ1. �ahko overíme, ºe rie²ením
tohto problému s po£iato£nou podmienkou ρ̄n=1 = ρ1 je

ρ̄n =
1

2
(Λn − 1) =

1

2

(
en ln Λ − 1

)
Ustrednený bezrozmerný (²tvorbodový) odpor drôtu d¨ºky L potom bude

ρ̄(L) =
1

2

(
e2L/ξ − 1

)
,

kde d¨ºka ξ = 2a
ln(1+2ρ1) má význam polomeru lokalizácie: ak d¨ºka vzorky je men²ia neº ξ, potom

ρ(L) ≈ L/ξ a drôt sa správa ako klasický Ohmov odpor, pretoºe ρ rastie s d¨ºkou drôtu lineárne.
Ak v²ak L > ξ, potom odpor drôtu rastie s d¨ºkou exponenciálne. Inými slovami, vodivos´ G klesá
exponenciálne. To moºno interpretova´ ako dôsledok lokalizácie elektrónu na ²kále ξ: elektrón �necíti�
rozdiel potenciálov medzi koncami vzorky.

Námety na seminárnu prácu

1. Itera£nú rovnicu (18) rie²te numericky. Predpokladajte, ºe veli£ina ξn je náhodne rozloºená v intervale 〈−1, 1〉. Nájdite
rozde©ovaciu funkciu pre ln ρn ako funkciu n.

2. Skúmajte viazané a antiviazané povrchové stavy v polonekone£nom vodi£i. H©adajte exponenciálne tlmené rie²enia:

(a) polonekone£ného modelu Kroniga-Penneyho vo formalizme prenosovej matice.

(b) polonekone£ného jednorozmerného modelu tesnej väzby zavedeného v prvom odstavci I.14.

5 Priblíºenie Hartreeho-Focka

V tejto predná²ke odvodíme rovnice pre Hartreeho-Fockove orbitály ϕa(x, s). Pre elektróny, ktorých
spin S = 1

2 , môºe priemet spinu s na zvolenú os nadobúda´ dve hodnoty: s = 1
2 alebo s = −1

2 . Elektrón
v jedno£asticovom stave a sa potom s amplitúdou pravdepodobnosti ϕa(x, s) nachádza v mieste x a s
priemetom spinu s.
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Budeme predpoklada´, ºe hamiltonián interagujúceho systému N elektrónov moºno písa´ ako sú-
£et jedno£asticových energií hi = h(xi) a dvoj£asticových interakcií Vij = V (xi − xj), pri£om pre
jednoduchos´ predpokladáme, ºe ani hi, ani Vij nezávisia od spinových indexov:

H =
N∑
i=1

h(xi) +
1

2

∑
i 6=j

V (xi − xj). (19)

Pripomíname, ºe interak£nú energiu Vij pritom moºno zakaºdým vybra´ tak, aby bola párna, t.j. aby
platilo V (xi − xj) = V (xj − xi).

Stredná hodnota energie v Hartreeho-Fockovom stave
Na²ou prvou úlohou bude skon²truova´ funkcionál E[ψ] = 〈ψ|H|ψ〉, kde |ψ〉 je Slaterov determinant
Hartreeho-Fockových orbitálov ϕa1(x, s), ϕa2(x, s), ..., ϕaN (x, s). Symbolom i = (xi, si) ozna£me po-
lohu a spinový stav i-teho elektrónu a symbolom

∫
di =

∑
si

∫
d3xi ozna£me sú£et cez v²etky moºné

polohy a spinové stavy. Po£ítajme najprv jedno£asticovú energiu i-teho elektrónu:

〈ψ|hi|ψ〉 =
1

N !

∑
PP ′

(−1)P+P ′
∫
d1 . . . dNϕ∗P ′1

(1) . . . ϕ∗P ′N
(N)hiϕP1(1) . . . ϕPN (N)

=
1

N !

∑
PP ′

(−1)P+P ′δP1P ′1
. . . δPi−1P ′i−1

δPi+1P ′i+1
. . . δPNP ′N

∫
diϕ∗P ′i

(i)hiϕPi(i),

kde P, P ′ sú permutácie N -tice stavov a1, . . . , aN . Ak si teraz v²imneme, ºe permutácie P a P ′ musia
by´ rovnaké, dostaneme 〈ψ|hi|ψ〉 = 1

N !

∑
P

∫
diϕ∗Pi(i)hiϕPi(i). Preto celková jedno£asticová energia

elektrónov je

E1[ψ] =
N∑
i=1

〈ψ|hi|ψ〉 =
1

N !

∑
P

{
N∑
i=1

∫
diϕ∗Pi(i)hiϕPi(i)

}
.

Ak si teraz uvedomíme, ºe výraz v krútenej zátvorke nezávisí od toho, pre ktorú permutáciu ho vyhod-
nocujeme (ke¤ºe ide o sú£et cez v²etky stavy a1, . . . , aN ), výsledok pre E1[ψ] môºeme prepísa´ do tvaru
E1[ψ] =

∑
ai

∫
diϕ∗ai(i)hiϕai(i), kde sumácia beºí cez obsadené stavy a1, . . . , aN . Ak sa naviac vrátime

k explicitným súradniciam i = (x, s) a integrálom
∫
di =

∑
s

∫
d3x, pre celkovú jedno£asticovú

energiu elektrónov dostaneme

E1[ψ] =
∑
al

∑
s

∫
d3xϕ∗al(x, s)h(x)ϕal(x, s).

Teraz po£ítajme strednú hodnotu dvoj£asticovej interak£nej energie:

E2[ψ] =
1

2
〈ψ|
∑
i 6=j

Vij |ψ〉 =
1

2N !

∑
PP ′

(−1)P+P ′
∑
i 6=j

∫
d1 . . . dNϕ∗P ′1

(1) . . . ϕ∗P ′N
(N)VijϕP1(1) . . . ϕPN (N).

Explicitným integrovaním cez súradnice N − 2 £astíc (okrem £astíc i a j) dostaneme

E2[ψ] =
1

N !

∑
PP ′

(−1)P+P ′
∑
i<j

δP1P ′1
. . . δPi−1P ′i−1

δPi+1P ′i+1
. . . δPj−1P ′j−1

δPj+1P ′j+1
. . . δPNP ′N

×
∫
didjϕ∗P ′i

(i)ϕ∗P ′j
(j)VijϕPi(i) . . . ϕPj (j),

kde sme kvôli zjednodu²eniu zápisu predpokladali i < j a preto sme nepísali faktor 1/2. Teraz si
v²imnime, ºe pre danú permutáciu P existujú dve permutácie P ′, ktoré dajú nenulový príspevok:
jedna moºnos´ je P ′ = P a druhá moºnos´ je, ºe P ′ sa od P lí²i iba výmenou stavov i-tej a j-tej
£astice, Pi ↔ Pj . V tomto poslednom prípade sú samozrejme parity permutácií P a P ′ opa£né. Tak
dostaneme

E2[ψ] =
1

N !

∑
P

1

2

∑
i 6=j

∫
didjϕ∗Pi(i)ϕ

∗
Pj (j)Vij

[
ϕPi(i)ϕPj (j)− ϕPj (i)ϕPi(j)

] ,
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kde sme sa vrátili k sumovaniu cez i 6= j. Podobne ako pri diskusii o jedno£asticovej energii, výraz v
krútenej zátvorke opä´ nezávisí od toho, pre ktorú permutáciu ho vyhodnocujeme (ke¤ºe ide o sú£et
cez v²etky páry obsadených stavov ak 6= al). Z tohto dôvodu môºeme strednú hodnotu dvoj£asticovej
energie po£íta´ ako nasledujúcu sumu cez v²etky páry obsadených stavov ak 6= al:

E2[ψ] =
1

2

∑
ak 6=al

∫
didjϕ∗ak(i)ϕ∗al(j)Vij [ϕak(i)ϕal(j)− ϕal(i)ϕak(j)] .

V²imnime si, ºe vo výraze pre E2[ψ] nie je potrebné sumáciu cez obsadené páry stavov obmedzi´
podmienkou ak 6= al, pretoºe £len s ak = al dá nulový príspevok. Ak naviac explicitne rozpí²eme
symbolické integrácie, pre strednú hodnotu dvoj£asticovej energie napokon dostaneme

E2[ψ] =
1

2

∑
ak,al

∑
s,s′

∫
d3xd3yϕ∗ak(x, s)ϕ∗al(y, s

′)V (x− y)
[
ϕak(x, s)ϕal(y, s

′)− ϕal(x, s)ϕak(y, s′)
]
.

Jedno£asticové orbitály s predpísaným priemetom spinu
Odteraz budeme predpoklada´, ºe jedno£asticové stavy a môºu by´ dvoch typov: a = α ↑ a a = α ↓. V
stave a = α ↑ budeme predpoklada´, ºe ϕα↑(x, 1

2) = ϕα↑(x) a ϕα↑(x,−1
2) = 0, teda ºe priemet spinu je

s ur£itos´ou 1
2 . Podobne v stave α ↓ budeme predpoklada´, ºe ϕα↓(x, 1

2) = 0 a ϕα↓(x,−1
2) = ϕα↓(x),

teda ºe priemet spinu je s ur£itos´ou −1
2 . �ahko overíme, ºe pre stavy a = ασ a b = βσ′ platí∑

s

ϕ∗a(x, s)ϕb(x, s) = δσ,σ′ϕ
∗
ασ(x)ϕβσ′(x).

Preto v báze stavov a = ασ moºno celkovú energiu E[ψ] písa´ ako nasledovný funkcionál stavu |ψ〉:

E[ψ] =
∑
ασ

∫
d3xϕ∗ασ(x)h(x)ϕασ(x)

+
1

2

∑
ασ

∑
βσ′

∫
d3x

∫
d3yϕ∗ασ(x)ϕ∗βσ′(y)V (x− y)

[
ϕβσ′(y)ϕασ(x)− δσσ′ϕασ(y)ϕβσ′(x)

]
,

kde sumácie sa opä´ vedú cez obsadené stavy.

Optimalizácia Hartreeho-Fockových orbitálov
Funkcionál energie Hartreeho-Fockovho stavu E[ψ] teraz budeme minimalizova´ s ved©aj²ími pod-
mienkami normovanosti vlnových funkcií

∫
d3xϕ∗ασ(x)ϕασ(x) = 1, ktoré popí²eme Lagrangeovými

multiplikátormi εασ. Variovaním pod©a ϕ∗ασ(x) dostaneme13

h(x)ϕασ(x) +
∑
βσ′

∫
d3yϕ∗βσ′(y)V (x− y)

[
ϕβσ′(y)ϕασ(x)− δσσ′ϕασ(y)ϕβσ′(x)

]
= εασϕασ(x), (20)

tzv. Hartreeho-Fockove rovnice pre optimálne jedno£asticové vlnové funkcie. Druhý £len na ©a-
vej strane pochádza od dvoj£asticových interakcií elektrónu v ²tudovanom stave ασ s elektrónmi v
obsadených stavoch βσ′. V²imnime si, ºe príspevok od βσ′ = ασ vymizne, ako aj má by´, pretoºe
£astica nemá interagova´ sama so sebou. Rovnicu (20) moºno písa´ ako oby£ajnú Schrödingerovu rov-
nicu Hσ

HFϕασ(x) = εασϕασ(x). Ako uvidíme neskôr, za istých okolností moºno εασ interpretova´ ako

13Pri variovaní po£ítame zmenu δF [ψ] funkcionálu F [ψ] = E[ψ] −
∑
ασ εασ

∫
d3xϕ∗ασ(x)ϕασ(x) pri in�nitezimálnej

zmene vlnovej funkcie ϕ∗γτ (x) na funkciu ϕ∗γτ (x) + η∗(x). Tak dostaneme

δF [ψ] =

∫
d3xη∗(x) [h(x)− εγτ ]ϕγτ (x) +

∑
βσ′

∫
d3x

∫
d3yη∗(x)ϕ∗βσ′(y)V (x− y) [ϕβσ′(y)ϕγτ (x)− δσσ′ϕγτ (y)ϕβσ′(x)] ,

£o môºeme zapísa´ v tvare δF [ψ] =
∫
d3xη∗(x)G(x). Ke¤ºe pod©a predpokladu majú by´ vlnové funkcie optimálne,

musí plati´ δF [ψ] = 0 pre v²etky in�nitezimálne odchýlky η∗(x). To v²ak bude moºné iba vtedy, ke¤ G(x) = 0, £o je
rovnica z hlavného textu. Variovanie pod©a ϕγτ (x) je formálne komplikovanej²ie, ale napokon dá konzistentný výsledok
G∗(x) = 0. Napokon pripome¬me, ºe popísaná varia£ná procedúra popisuje, striktne vzaté, iba podmienku extremálnosti

a nie minima.
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Hartreeho-Fockovu energiu £astice v jedno£asticovom stave ϕασ(x). Efektívny hamiltoniánHHF pritom
na vlnovú funkciu ϕσ(x) pôsobí nasledovným spôsobom:

Hσ
HFϕσ(x) = [h(x) + VH(x)]ϕσ(x)−

∫
d3yvσ(x,y)ϕσ(y).

Hartreeho potenciál VH(x) a hustota Fockovho výmenného potenciálu vσ(x−y) sú pritom dané výrazmi

VH(x) =

∫
d3yV (x− y)

∑
ασ

|ϕασ(y)|2 , vσ(x,y) =
∑
α

ϕ∗ασ(y)V (x− y)ϕασ(x),

kde sumy beºia cez obsadené stavy. V²imnime si, ºe Fockova £as´ operátora pôsobí nelokálne, pretoºe
výsledok v bode x závisí od vlnovej funkcie ϕασ(y) vo v²etkých bodoch priestoru y.

Pozornému £itate©ovi zrejme neuniklo, ºe zatia© sme nerie²ili otázku, £i rie²enia ϕασ(x) sú navzájom
ortogonálne. Zdalo by sa, ºe sme mali zavies´ omnoho viac Lagrangeových multiplikátorov, aby sme
zaru£ili, ºe

∫
d3xϕ∗ασ(x)ϕβσ(x) = δαβ . Teraz ukáºeme, ºe to nebolo potrebné. Ukáºme najprv, ºe

operátor Hσ
HF je hermitovský. Ke¤ºe potenciál V (r) je reálny, je zrejmé, ºe aj Hartreeho potenciál VH

je reálny. Preto £len h(x) +VH(x) v hamiltoniáne Hσ
HF je hermitovský. Sta£í teda preskúma´ Fockovu

£as´ Hσ
F operátora Hσ

HF . V²imnime si, ºe ke¤ºe potenciál V (r) je párny, platí aj v∗σ(x,y) = vσ(y,x).
Preto pre ©ubovo©né funkcie ϕ a ψ platí

〈ψ|Hσ
F |ϕ〉 = −

∫
d3x

∫
d3yψ∗(x)vσ(x,y)ϕ(y) = −

[∫
d3x

∫
d3yϕ∗(x)vσ(x,y)ψ(y)

]∗
= 〈ϕ|Hσ

F |ψ〉∗.

Teda Hσ
HF je hermitovský operátor. Vlastné vektory hermitovského operátora v²ak môºu by´ zvolené

ako navzájom ortogonálne. Preto sada orbitálov ϕασ(x) sa dá zvoli´ tak, aby vytvárala ortonormálny
systém. Odvodenie Hartreeho-Fockových rovníc je hotové.

Koopmansova veta
Teraz preskúmajme fyzikálny význam vlastných energií εασ v Hartreeho-Fockovej rovnici. Ukáºeme,
ºe (za istých ohrani£ujúcich predpokladov, pozri ¤alej) platí Koopmansova veta, pod©a ktorej εασ
je energiou elektrónu v stave ασ. Energiu £astice v interagujúcom systéme v stave ασ budeme pritom
de�nova´ ako zmenu celkovej energie δE[ψ] systému po dodaní do systému £astice v stave ασ.

Dôkaz za£nime výpo£tom ve©kosti energie εασ. Násobením rovnice (20) z©ava funkciou ϕ∗ασ(x) a
následným integrovaním

∫
d3x dostaneme

εασ = ε0
ασ +

∑
βσ′

Vασ,βσ′fβσ′ .

V tomto odstavci sumácie pod©a βσ′ a pod. beºia cez v²etky stavy, nielen cez obsadené stavy. Obsa-
denos´ stavu ασ pritom popisuje obsadzovacia funkcia fασ, ktorá nadobúda hodnoty 0 a 1. V²imnime
si, ºe vlastná hodnota energie εασ nie je rovná energii ε0

ασ =
∫
d3xϕ∗ασ(x)h(x)ϕασ(x) neinteragujúceho

elektrónu v stave ϕασ, pretoºe εασ zah¯¬a aj korekciu o interakciu elektrónu s elektrónmi v stavoch
ϕβσ′ , pri£om

Vασ,βσ′ =

∫
d3x

∫
d3yϕ∗ασ(x)ϕ∗βσ′(y)V (x− y)

[
ϕβσ′(y)ϕασ(x)− δσσ′ϕασ(y)ϕβσ′(x)

]
.

Pre párny potenciál V (r) je matica Vασ,βσ′ symetrická, t.j. platí Vασ,βσ′ = Vβσ′,ασ. S týmito ozna£eniami
moºno celkovú energiu systému E[ψ] písa´ v tvare

E[ψ] =
∑
ασ

fασε
0
ασ +

1

2

∑
ασ

∑
βσ′

Vασ,βσ′fασfβσ′ . (21)

Energiu elektrónu v stave ασ po£ítajme ako zmenu celkovej energie δE[ψ] po dodaní elektrónu do
stavu ασ, t.j. pri zmene obsadzovacieho £ísla δfασ = 1. Z výrazu (21) dostaneme

δE[ψ] = ε0
ασ +

∑
βσ′

Vασ,βσ′fβσ′ = εασ,
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t.j. dokázali sme Koopmansovu vetu. Predpokladali sme pritom, ºe Vασ,βσ′ sa pri zmene po£tu £astíc
nezmení. V kone£nom systéme tento predpoklad zjavne neplatí. Zmenu Vασ,βσ′ v²ak môºeme zanedba´
vo ve©kých systémoch pri dodato£nej podmienke, ºe vlnová funkcia stavu ϕασ je delokalizovaná.

V priblíºení Hartreeho-Focka sme teda ukázali, ºe energia elektrónov v interagujúcom systéme je
iná, ako v systéme bez interakcií. O£akávame, ºe v presnom rie²ení je tento rozdiel e²te výraznej²í.

Poznámka na záver. V²imnime si, ºe na rozdiel od výrazu pre celkovú energiu systému E[ψ], v
interak£nom príspevku k εασ ne�guruje faktor 1/2. To znamená, ºe celková energia E[ψ] nie je jedno-
duchým sú£tom energií εασ:14

E[ψ] =
∑
ασ

fασεασ −
1

2

∑
ασ

∑
βσ′

Vασ,βσ′fασfβσ′ . (22)

Z tohto dôvodu nie je o£ividné, ºe mnoho£asticový stav s minimálnou energiou vznikne obsadením N
jedno£asticových stavov s minimálnou energiou.

Príklad: atóm He

V atóme hélia sa jedná o úlohu o pohybe dvoch elektrónov v poli jadra s nábojom 2e a so zahrnutím coulombovskej
interakcie medzi elektrónmi. Hamiltonián problému má tvar

H = h(x1) + h(x2) + V (x− y); h(x) = − ~2

2m

∂2

∂x2
− 2e2

4πε0|x|
; V (r) =

e2

4πε0|r|
.

Budeme predpoklada´, ºe obidva elektróny v atóme He obsadia ten istý orbitál ϕ(x), raz so spinom hore, raz so spinom
dole. V takom prípade sa Hartreeho-Fockova rovnica (20) redukuje na tvar

h(x)ϕ(x) + VH(x)ϕ(x) = εϕ(x); VH(x) =

∫
d3yV (x− y)|ϕ(y)|2,

t.j. Fockov £len nie je prítomný. O£akávame, ºe vlnová funkcia ϕ(x) bude typu s, t.j. izotrópna, £iºe závisí iba od ve©kosti
r = |x| polohového vektora meraného od jadra. Podobne aj Hartreeho potenciál VH(r) je potom iba funkciou r.

Po£ítajme potenciálnu energiu VH(r) budenú rozloºením náboja −e|ϕ(r)|2. Za tým ú£elom de�nujme funkciu z(R) =

4π
∫ R

0
drr2|ϕ(r)|2. Táto funkcia meria pravdepodobnos´ výskytu elektrónu v guli s polomerom R okolo jadra. Elektrické

pole E(R) na povrchu gule s polomerom R pod©a Gaussovej vety je 4πR2E(R) = −ez(R)/ε0. Ke¤ºe elektrické pole je
gradientom elektrostatického potenciálu, E(R) = −dφ/dR, potenciálnu energiu VH(r) moºno po£íta´ pod©a

VH(r) = −φ(r) =
e2

4πε0

∫ ∞
r

dR
z(R)

R2
.

Odteraz budeme mera´ d¨ºku v jednotkách Bohrovho polomeru aB , x = r/aB . Typickú atomárnu energiu ozna£me
E0 = e2

4πε0aB
. V týchto jednotkách moºno Hartreeho-Fockove rovnice písa´ v tvare15[

− 1

2x2

d

dx

(
x2 d

dx

)
− 2

x
+

∫ ∞
x

dt
z(t)

t2

]
ϕ(x) =

ε

E0
ϕ(x); z(x) =

∫ x
0
dtt2ϕ2(t)∫∞

0
dtt2ϕ2(t)

. (23)

V numerických výpo£toch je výhodnej²ie h©ada´ funkciu f(x) = xϕ(x) namiesto funkcie ϕ(x). Hartreeho-Fockove rovnice
pre funkciu f(x) vyzerajú nasledovne:

f ′′(x) + 2

[
2

x
−
∫ ∞
x

dt
z(t)

t2
+

ε

E0

]
f(x) = 0; z(x) =

∫ x
0
dtf2(t)∫∞

0
dtf2(t)

. (24)

Okrajové podmienky pre f(x) sú f(0) = f(∞) = 0. Rovnica pre f(x) je rovnicou pre vlastné £ísla ε
E0

a vlastné funkcie

f(x).

Námety na seminárnu prácu

1. Numericky vyrie²te Hartreeho-Fockov problém (24) pre vlastnú funkciu f(x) a vlastnú energiu ε
E0

. Celkovú energiu
atómu He vypo£ítajte pomocou vz´ahu16

E

E0
= 2

ε

E0
− 1

E0

∫
d3x

∫
d3y|ϕ(x)|2V (x− y)|ϕ(y)|2∫

d3x|ϕ(x)|2
= 2

ε

E0
− 2

∫∞
0

dx
x
f2(x)

∫ x
0
dtf2(t)[∫∞

0
dxf2(x)

]2 (25)

14Mohla by vzniknú´ otázka, pre£o pri výpo£te energie elektrónu v stave ασ nepo£ítame δE[ψ] pomocou rovnice (22).
Dôvod je taký, ºe energia εασ závisí od obsadzovacích £ísel fβσ′ .

15Kinetickú energiu sme písali v sférických súradniciach a zanedbali sme derivácie pod©a uhlov, ke¤ºe uvaºujeme
stavy typu s. Výraz pre z(x) sme dostali z de�nície funkcie z(R) po jej predelení jednotkou písanou v tvare 1 =
4π
∫∞

0
drr2|ϕ(r)|2. Robíme tak s oh©adom na numerické výpo£ty. Výsledná formula pre z(x) je teraz zapísaná tak, ºe

nezávisí od normalizácie funkcie ϕ(x).
16Podobne ako vz´ah (24) pre z(x), aj kone£ný výraz pre energiu základného stavu atómu vodíka (25) nezávisí od

normy vlnovej funkcie f(x). Ku kone£nému výrazu sme dospeli nasledovne: Najprv sme v prvej rovnici interak£ný £len
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a výsledok porovnajte s experimentálnou hodnotou −2.9E0.

2. Skúmajte model s jedno£asticovou energiou s netriviálnou závislos´ou od spinu (napríklad so zahrnutím spinovo-

orbitálnych interakcií) a so spinovo závislou interak£nou energiou (napríklad so zahrnutím dipól-dipólových interakcií

medzi spinmi). Pre takýto model sformulujte Hartreeho-Fockove rovnice pre spinory.

3. Metódou Hartreeho-Focka numericky h©adajte energiu základného stavu molekuly H2. Zvo©te vhodnú bázu jedno£as-

ticových orbitálov a rovnice (20) prepí²te do maticového tvaru.

6 Druhé kvantovanie

V tejto predná²ke zavedieme formalizmus, v ktorom sa dá jednoducho hovori´ o kvantových systémoch
mnohých £astíc. Tento formalizmus nesie nieko©ko mien: druhé kvantovanie, formalizmus krea£ných a
anihila£ných operátorov, at¤.

Bozóny
V²eobecnú vlnovú funkciu bozónového systému s N £asticami moºno zapísa´ ako lineárnu kombiná-
ciu vlnových funkcií ψN1,N2,...(1, 2, . . . , N) s N1 £asticami v jedno£asticovom stave a1, N2 £asticami
v jedno£asticovom stave a2, at¤., teda vlnové funkcie ψN1,N2,...(1, 2, . . . , N) tvoria bázu v priestore
N -£asticových vlnových funkcií. Vlnové funkcie ψN1,N2,...(1, 2, . . . , N) moºno vyjadri´ pomocou jedno-
£asticových vlnových funkcií nasledovne:17

ψN1,N2,...(1, 2, . . . , N) =

√
N1!N2! . . .

N !

∑
{P}

ϕP1(1)ϕP2(2) . . . ϕPN (N), (26)

V jazyku druhého kvantovania moºno vlnové funkcie zapísa´ jednoduch²ie. Základnými pojmami sú
pojem vákua a pojmy krea£ných a anihila£ných operátorov:

• Nech |0〉 je tzv. vákuum, t.j. stav bez £astíc. Predpokladáme, ºe vákuum je normovaným stavom:
〈0|0〉 = 1.

• Nech ai a a
†
i sú tzv. anihila£né a krea£né operátory pre bozóny v jedno£asticovom stave

i. �iadame, aby anihila£né a krea£né operátory sp¨¬ali tzv. kánonické komuta£né vz´ahy pre
bozóny:

[ai, a
†
j ] = δij , [ai, aj ] = [a†i , a

†
j ] = 0. (27)

• �iadame, aby pre v²etky jedno£asticové stavy i platila rovnos´ ai|0〉 = 0. Neskôr uvidíme, ºe
fyzikálnym obsahom tejto podmienky je fakt, ºe vákuum neobsahuje ºiadne £astice.

Zov²eobecnením postupu pre 1 harmonický oscilátor (napríklad zo zelenej u£ebnice) ©ahko dokáºeme,
ºe:
(a) vlastné hodnoty operátora Ni = a†iai sú nezáporné
(b) ak Ni|c〉 = ni|c〉, t.j. ak |c〉 je vlastný stav operátora Ni s vlastnou hodnotou ni, potom ai|c〉 je
vlastným stavom operátora Ni s vlastnou hodnotou ni − 1, kým a†i |c〉 je vlastným stavom operátora
Ni s vlastnou hodnotou ni + 1

vydelili jednotkou. V druhej rovnici sme pouºili nasledovnú úpravu:∫
d3x

∫
d3y|ϕ(x)|2V (x− y)|ϕ(y)|2 = 2

∫
d3x|ϕ(x)|2

∫
|y|<|x|

d3yV (x− y)|ϕ(y)|2 = 2

∫
d3x|ϕ(x)|2 e

2z(x)

4πε0|x|

Prvá rovnos´ vyplýva z toho, ºe v polovici prípadov je |y| < |x| a v druhej polovici je |y| > |x|. Výsledok dostaneme, ke¤ v
druhej polovici premenujeme x↔ y. V druhej rovnici sme

∫
|y|<|x| d

3yV (x−y)|ϕ(y)|2 identi�kovali ako potenciál náboja
z(x) lokalizovaného v guli s polomerom |x|, pri£om potrebujeme hodnoty potenciálu na povrchu tejto gule. Výsledný
vz´ah pre energiu (25) potom dostaneme prechodom k bezrozmerným cylindrickým súradniciam a vyuºitím vz´ahu (24)
pre z(x).

17Predpokladáme, ºe jedno£asticové stavy a1, a2, . . . vytvárajú úplný ortonormálny systém.
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(c) z (a) a (b) vyplýva, ºe prípustné vlastné hodnoty ni sú nezáporné celé £ísla
Teda operátor Ni moºno interpretova´ ako operátor po£tu £astíc, krea£ný operátor a†i do systému
vkladá £asticu v jedno£asticovom stave i a anihila£ný operátor ai zo systému vyberá £asticu v jedno-
£asticovom stave i. �ahko moºno ukáza´, ºe normovanými vlastnými stavmi operátorov Ni sú stavy
typu

|N1, N2, . . .〉 =
1√

N1!N2! . . .

(
a†1

)N1
(
a†2

)N2

. . . |0〉.

Stav |N1, N2, . . .〉 obsahuje N1 bozónov v stave 1, N2 bozónov v stave 2, at¤. Preto |N1, N2, . . .〉 popi-
suje ten istý mnoho£asticový stav ako N -£asticová vlnová funkcia (26).

Fermióny
Bázová vlnová funkcia N -£asticového fermiónového problému s obsadenými jedno£asticovými stavmi
|a1〉, |a2〉, . . . , |aN 〉 sa dá písa´ v tvare

ψa1,a2,...,aN (1, 2, . . . , N) =
1√
N !

∑
{P}

(−1)PϕP1(1)ϕP2(2) . . . ϕPN (N), (28)

kde P1, P2, . . . , PN je permutácia stavov |a1〉, |a2〉, . . . , |aN 〉 a faktor (−1)P sa rovná +1 pre tie permu-
tácie, ktoré moºno vyrobi´ párnym po£tom párových výmien z kon�gurácie |a1〉, |a2〉, . . . , |aN 〉. Faktor
(−1)P sa rovná -1 pre zvy²né permutácie, t.j. tie, ktoré moºno vyrobi´ nepárnym po£tom párových
výmien.

V nasledovnom výklade modi�kujeme bozónový formalizmus anihila£ných a krea£ných operátorov
na prípad fermiónov. Opä´ za£neme de�novaním vákua, komuta£ných vz´ahov a pôsobenia na vákuum:

• Nech |0〉 je vákuum, t.j. stav bez £astíc. Predpokladáme, ºe vákuum je normovaným stavom:
〈0|0〉 = 1.

• Nech ci a c
†
i sú tzv. anihila£né a krea£né operátory pre fermióny v jedno£asticovom stave

i. �iadame, aby anihila£né a krea£né operátory sp¨¬ali tzv. kánonické antikomuta£né vz´ahy pre
fermióny:

{ci, c†j} = δij , {ci, cj} = {c†i , c
†
j} = 0. (29)

Tzv. antikomutátor je pritom de�novaný vz´ahom {X,Y } = XY + Y X.

• �iadame, aby pre v²etky jedno£asticové stavy i platila rovnos´ ci|0〉 = 0. Neskôr uvidíme, ºe
fyzikálnym obsahom tejto podmienky je fakt, ºe vákuum neobsahuje ºiadne £astice.

Identickým postupom ako pre bozóny moºno ukáza´, ºe operátor Ni = c†ici moºno interpretova´
ako operátor po£tu £astíc, krea£ný operátor c†i do systému vkladá £asticu v jedno£asticovom stave
i a anihila£ný operátor ci zo systému vyberá £asticu v jedno£asticovom stave i. �ahko tieº ukáºeme,
ºe bázové stavy N -fermiónového Hilbertovho priestoru (28) moºno v druhom kvantovaní zapísa´ na-
sledovne:

|ψa1,a2,...,aN 〉 = c†a1
c†a2

. . . c†aN |0〉.

Teraz ukáºeme, ºe N -£asticové stavy |ψa1,a2,...,aN 〉 vytvárajú ortonormálnu bázu. Najprv ukáºme, ºe
mnoho£asticové stavy, v ktorých fermióny obsadzujú rôzne sady jedno£asticových orbitálov {a1, a2, . . . , aN}
a {b1, b2, . . . , bN}, sú navzájom ortogonálne. Predpokladajme napríklad, ºe stav b je obsiahnutý v sade
{b1, b2, . . . , bN}, ale nie v {a1, a2, . . . , aN}. Potom

〈ψb1,b2,...,bN |ψa1,a2,...,aN 〉 = 〈0|cbN . . . cb2cb1c
†
a1
c†a2

. . . c†aN |0〉 = 0,

pretoºe anihila£ný operátor cb moºno presunú´ celkom doprava tak, aby pôsobil na stav |0〉. Táto
procedúra môºe zmeni´ nanajvý² znamienko skalárneho sú£inu. Av²ak cb|0〉 = 0, £ím je ortogonalita
stavov dokázaná.
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Na druhej strane, pre normu stavu |ψa1,a2,...,aN 〉 dostaneme

〈ψa1,a2,...,aN |ψa1,a2,...,aN 〉 = 〈0|caN . . . ca2ca1c
†
a1
c†a2

. . . c†aN |0〉 = 〈0|caN . . . ca2(1− c†a1
ca1)c†a2

. . . c†aN |0〉
= 〈0|caN . . . ca2c

†
a2
. . . c†aN |0〉 = . . . = 〈0|0〉 = 1,

£iºe stav |ψa1,a2,...,aN 〉 je normalizovaný. Pouºili sme pritom, ºe [c†a1ca1 , c
†
aj ] = 0 pre j 6= 1.

V²imnime si ¤alej, ºe v²etky stavy a1, a2, . . . , aN musia by´ navzájom rôzne, iná£ |ψa1,a2,...,aN 〉 = 0,
pretoºe z antikomuta£ných vz´ahov vyplýva, ºe c†ac

†
a = 0. Inými slovami, overili sme platnos´ Pauliho

vylu£ovacieho princípu.
Nakoniec, ak sada stavov {b1, b2, . . . , bN} je permutáciou sady {a1, a2, . . . , aN}, potom

〈ψb1,b2,...,bN |ψa1,a2,...,aN 〉 = ±1,

kde znamienko plus (resp. mínus) dostaneme pre párnu (resp. nepárnu) permutáciu. Poradie krea£-
ných operátorov v de�nícii fermiónového mnoho£asticového stavu teda nie je irelevantné ako v prípade
bozónov.

Operátory vo formalizme druhého kvantovania
Vo zvy²ku tejto predná²ky ukáºeme, ako moºno zapísa´ operátory vo formalizme druhého kvantovania.
Pre tzv. jedno£asticové operátory F =

∑N
i=1 fi, t.j. operátory, ktoré sú sú£tom pôsobení f na

jednotlivé £astice (napríklad operátory celkovej hybnosti, celkovej kinetickej energie, celkového spinu,
at¤.), dostaneme výsledok

F =
N∑
i=1

fi =
∑
αβ

〈α|f |β〉c†αcβ; 〈α|f |β〉 =

∫
di ϕ∗α(i)fiϕβ(i). (30)

Na druhej strane, pre tzv. dvoj£asticové operátory G = 1
2

∑
i 6=j gij , ktoré sú sú£tom pôsobení gij

na páry £astíc i, j (typickým príkladom je coulombovská interak£ná energia), dostaneme18

G =
1

2

∑
i 6=j

gij =
1

2

∑
αβγδ

〈αβ|g|γδ〉 c†αc
†
βcδcγ ; 〈αβ|g|γδ〉 =

∫
di

∫
dj ϕ∗α(i)ϕ∗β(j)gijϕγ(i)ϕδ(j). (31)

V²imnime si, ºe v oby£ajnom zápise (v tzv. �1. kvantovaní�) sú operátory F a G sú£tami cez jednotlivé
£astice, resp. páry £astíc. V �2. kvantovaní� sú tie isté operátory sú£tami cez bázové vektory |α〉 úplnej
ortonormálnej bázy jedno£asticových stavov s vlnovými funkciami ϕα.

Odvodenie pre jedno£asticové operátory
Pracujme v jedno£asticovej báze stavov |a〉, |b〉, . . ., ktoré sú vlastnými stavmi operátora f . V tomto
prípade 〈a|f |b〉 = faδab. Je zrejmé, ºe v tejto báze moºno operátor F po£íta´ sumovaním cez v²etky
jedno£asticové stavy, pri£om kaºdému stavu |a〉 priradíme hodnotu veli£iny fa násobenú operátorom
po£tu £astíc c†aca:

F =
∑
a

fac
†
aca =

∑
ab

〈a|f |b〉c†acb.

Pre konkrétnos´ sme predpokladali fermiónový prípad, ale v bozónovom prípade by sme dostali taký
istý výsledok. Druhá rovnica je na prvý poh©ad zbyto£ne komplikovaná, ale bude uºito£ná v ¤al²om
výklade.

V ¤al²om kroku prejdeme od ortonormálnej bázy |a〉, |b〉, . . . k v²eobecnej ortonormálnej báze

|α〉 =
∑
a

Uαa|a〉; 〈α| =
∑
a

U∗αa〈a|, (32)

18V²imnime si, ºe pre dvoj£asticové maticové elementy platí 〈ab|g|cd〉∗ = 〈cd|g|ab〉. Naviac, ke¤ºe zakaºdým moºno
zvoli´ párne interakcie gij = gji, musí tieº plati´ 〈ab|g|cd〉 = 〈ba|g|dc〉. Z týchto dvoch vlastností vyplýva, ºe maticové
elementy 〈ab|g|ab〉 a 〈ab|g|ba〉 vystupujúce vo výraze pre energiu základného stavu v priblíºení Hartreeho-Focka sú reálne.
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kde druhá rovnica je hermitovsky zdruºená k prvej rovnici. Staré bázové stavy ozna£ujeme latinskými
indexami, kým nové stavy gréckymi. Skalárny sú£in medzi stavmi z novej bázy je

〈α|β〉 =
∑
ab

U∗αaUβb〈a|b〉 =
∑
a

U∗αaUβa =
∑
a

Uβa

(
U †
)
aα

=
(
UU †

)
βα
.

Z podmienky ortonormálnosti novej bázy 〈α|β〉 = δαβ tak dostávame obmedzenie
∑

a U
∗
αaUβa = δαβ

pre tvar transforma£nej matice, ktoré tieº moºno zapísa´ ako UU † = 1 alebo U † = U−1. Teda trans-
forma£ná matica medzi ortonormálnymi bázami musí by´ unitárna. Odtia©to tieº vyplýva
podmienka U †U = 1 alebo v explicitnom tvare

∑
a U
∗
aαUaβ = δαβ . Preto inverznú transformáciu od

novej k starej báze moºno zapísa´ v tvare

|a〉 =
∑
b

δab|b〉 =
∑
αb

U∗αaUαb|b〉 =
∑
α

U∗αa|α〉; 〈a| =
∑
α

Uαa〈α|,

kde posledná rovnica je hermitovsky zdruºenou rovnicou pre |a〉. Ke¤ºe vlnové funkcie si moºno pred-
stavi´ ako výsledok pôsobenia krea£ných operátorov na vákuum, krea£né operátory sa transformujú
nasledovne:

c†a =
∑
α

U∗αac
†
α, ca =

∑
α

Uαacα. (33)

Ak dosadíme výrazy (32), (33) do výrazu pre F , dostaneme

F =
∑
ab

〈a|f |b〉c†acb =
∑
ab

∑
αβ

U∗αa〈a|f |b〉Uβbc†αcβ =
∑
αβ

〈α|f |β〉c†αcβ.

Odvodili sme teda výraz (30) pre jedno£asticové operátory, ktorý platí pre fermióny aj bozóny.

Odvodenie pre dvoj£asticové operátory
Pracujme opä´ najprv v takej báze jedno£asticových stavov, v ktorej je operátor g diagonálny, t.j.
v ktorej platí 〈ab|g|cd〉 = δacδbd〈ab|g|ab〉. V tejto báze môºeme dvoj£asticový operátor G po£íta´
analogicky ako sme po£ítali jedno£asticový operátor F v ²peciálnej báze: musíme s£íta´ cez v²etky
páry jedno£asticových stavov |a〉, |b〉 a kaºdej dvojici priradi´ strednú hodnotu 〈ab|g|ab〉 násobenú
operátorom po£tu £astíc Pab v dvojici stavov |a〉, |b〉:

G =
1

2

∑
ab

〈ab|g|ab〉Pab.

Ak |a〉 6= |b〉, potom Pab = nanb, kde na, nb sú operátory po£tu £astíc v stavoch |a〉 a |b〉. Na druhej
strane, ak |a〉 = |b〉, potom Paa = na(na − 1). Skombinovaním týchto výsledkov dostaneme Pab =
nanb − δabna. Ak operátory po£tu £astíc vyjadríme cez krea£né a anihila£né operátory, potom Pab =
c†acac

†
bcb − δabc

†
aca a v na²ej ²peciálnej jedno£asticovej báze môºeme písa´

G =
1

2

∑
ab

〈ab|g|ab〉(c†acac
†
bcb − δabc

†
aca) =

1

2

∑
abcd

〈ab|g|cd〉(c†accc
†
bcd − δcbc

†
acd) =

1

2

∑
abcd

〈ab|g|cd〉c†ac
†
bcdcc.

V poslednej rovnosti sme uváºili, ºe pre fermióny aj bozóny platí identita c†accc
†
bcd− δcbc

†
acd = c†ac

†
bcdcc,

ktorú moºno dokáza´ pomocou kánonických komuta£ných (resp. antikomuta£ných) vz´ahov.
V ¤al²om kroku prepí²eme ná² výsledok pre G do v²eobecnej bázy, pri£om vyuºijeme transforma£né

vz´ahy (32) a (33):

G =
1

2

∑
abcd

∑
αβγδ

U∗αaU
∗
βb〈ab|g|cd〉UδdUγcc†αc

†
βcδcγ =

1

2

∑
αβγδ

〈αβ|g|γδ〉c†αc
†
βcδcγ .

Tým sme dokázali výsledok (31) pre dvoj£asticové fermiónové aj bozónové operátory.
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Príklad: molekula vodíka
V tomto odstavci skon²truujeme najjednoduch²í model molekuly vodíka. Hilbertov priestor jedno£asti-
cových stavov obmedzíme na dva ortogonálne orbitály |1〉 a |2〉, ktoré sú lokalizované v blízkosti atómov
1 a 2. Molekulu popí²eme nasledovným tzv. Hubbardovým modelom

H = −t
∑
σ

(c†1σc2σ + c†2σc1σ) + U(n1↑n1↓ + n2↑n2↓), (34)

kde prvý £len popisuje tunelovanie elektrónov medzi stavmi |1〉 a |2〉 s amplitúdou tunelovania t.
Druhý £len, v ktorom naσ = c†aσcaσ je operátor po£tu £astíc v orbitáli a so spinom σ, zjednodu²ene
popisuje coulombovské interakcie medzi elektrónmi. V Hubbardovom modeli sú totiº ponechané iba
interakcie medzi dvomi elektrónmi, ktoré sa nachádzajú v tom istom orbitáli. Energia coulombovského
odpudzovania elektrónov v jednom orbitáli je

U =

∫
d3x

∫
d3y|ϕ1(x)|2|ϕ1(y)|2V (x− y) =

∫
d3x

∫
d3y|ϕ2(x)|2|ϕ2(y)|2V (x− y).

Zjednodu²enie spo£íva v tom, ºe pod©a (31) do popisu coulombovskej interakcie V (x− y) medzi elek-
trónmi vstupujú v²etky maticové elementy 〈ασ, βσ′|V |γσ, δσ′〉, teda napríklad £leny s α = γ = 1 a
β = δ = 2, popisujúce odpudzovanie elektrónov v rozli£ných orbitáloch, ale aj ¤al²ie. V Hubbardovom
modeli sú v²ak ponechané iba maticové elementy s α = β = γ = δ, pretoºe zanedbané maticové ele-
menty sú omnoho men²ie ako U .

Operátory po©a

Pri skúmaní problémov bez transla£nej symetrie je výhodné namiesto krea£ných a anihila£ných operátorov pracova´ s
tzv. operátormi po©a. Nejde pritom o fundamentálne nové objekty; operátory po©a sú vlastne iba vhodne zvolené
lineárne kombinácie krea£ných a anihila£ných operátorov.

Pre jednoduchos´ teraz zavedieme operátory po©a pre systém bezspinových £astíc s úplnou ortonormálnou bázou
jedno£asticových stavov α s vlnovými funkciami (v x-reprezentácii) ϕα(x). Krea£né a anihila£né operátory po©a sú v
tomto prípade de�nované vz´ahmi

ψ†(x) =
∑
α

ϕ∗α(x)c†α; ψ(x) =
∑
α

ϕα(x)cα.

Ak vyuºijeme ortonormalitu bázy α, ©ahko nahliadneme, ºe inverzné vz´ahy majú tvar

c†α =

∫
d3xϕα(x)ψ†(x); cα =

∫
d3xϕ∗α(x)ψ(x).

Ak naviac vyuºijeme úplnos´ bázy α, dostaneme nasledovné antikomuta£né vz´ahy (pre prípad fermiónov):

{ψ(x), ψ(y)} = 0; {ψ†(x), ψ†(y)} = 0; {ψ(x), ψ†(y)} = δ(x− y).

Pravidlá pre bozóny by sme dostali nahradením antikomutátorov komutátormi.
Ak vo výrazoch pre jedno£asticové a dvoj£asticové operátory (30) a (31) vyuºijeme de�níciu operátorov po©a, do-

staneme pre ne nasledovné elegantné výrazy:

F =

∫
d3xψ†(x)f(x)ψ(x), (35)

G =
1

2

∫
d3x

∫
d3yψ†(x)ψ†(y)g(x,y)ψ(y)ψ(x). (36)

Dôrazne upozor¬ujeme, ºe hoci tieto výrazy pripomínajú výrazy pre stredné hodnoty operátorov f(x) a g(x,y), v sku-

to£nosti ide o operátory. S operátormi po©a v tomto skripte nebudeme pracova´ a zavádzame ich len pre úplnos´.

Námety na seminárnu prácu

1. Nájdite vlnovú funkciu a energiu základného stavu molekuly vodíka popísanej modelom (34). Návod:
(a) V molekule vodíka sú dva elektróny. Hilbertov priestor dvoj£asticových stavov pozostáva z 4!

2!(4−2)!
= 6 stavov typu

c†aσc
†
bσ′ |0〉. Preto rie²enie problému vodíkovej molekuly je ekvivalentné diagonalizácii hamiltonovskej matice 6 × 6. S

vyuºitím symetrií problému moºno túto úlohu vyrie²i´ analyticky.
(b) De�nujte operátory

S+ =
∑
a

c†a↑ca↓, S− =
∑
a

c†a↓ca↑, Sz =
1

2

∑
a

(c†a↑ca↑ − c
†
a↓ca↓), (37)

kde a = 1, 2 £ísluje orbitálne stavy. Presved£te sa, ºe tieto operátory sp¨¬ajú komuta£né vz´ahy

Sz = [S+, S−]/2, [Sz, S+] = S+, [Sz, S−] = −S−,



30 7 PRECHOD KOV-IZOLANT V PRIBLÍ�ENÍ HARTREEHO-FOCKA

a preto sú operátormi projekcie spinu na smer osi z a zvy²ovacími a zniºovacími operátormi spinu (pozri zelenú knihu).
De�nujme tieº operátor celkového spinu S2 = (Sx)2 + (Sy)2 + (Sz)2. Ukáºte ¤alej, ºe hamiltonián (34) komutuje s
operátormi S2 a Sz, t.j. [H,S2] = [H,Sz] = 0.
(c) De�nujme ¤alej operátor parity P s fyzikálnym významom výmeny orbitálov 1 a 2. �iadajme teda P 2 = 1, Pc†1σP =
c†2σ a Pc1σP = c2σ. Vákuum sa pri výmene orbitálov 1 a 2 nemení, t.j. P |0〉 = |0〉. Overte platnos´ vz´ahov [H,P ] = 0 a
[P,S2] = [P, Sz] = 0.
(d) Teraz skon²truujme také lineárne kombinácie stavov c†aσc

†
bσ′ |0〉, ktoré sú vlastnými stavmi operátorov P , S2, and Sz.

Za£nime so stavom s kvantovými £íslami S = 1 a Sz = 1 a aplikujme na¬ zniºovací operátor priemetu spinu S−:

|T1〉 = c†1↑c
†
2↑|0〉, |T0〉 = 2−1/2(c†1↑c

†
2↓ + c†1↓c

†
2↑)|0〉, |T−1〉 = c†1↓c

†
2↓|0〉.

Overte, ºe parita (t.j. vlastné £íslo operátora P ) týchto tzv. tripletných stavov je P = −1. Ukáºte tieº, ºe nasledovný
stav, ktorý je kolmý na stav |T0〉,

|S1〉 = 2−1/2(c†1↑c
†
2↓ − c

†
1↓c
†
2↑)|0〉,

má kvantové £ísla S = Sz = 0 a P = 1. Zostávajúce dva stavy obsahujú dvojnásobne obsadené orbitály 1 a 2:

|S2〉 = 2−1/2(c†1↑c
†
1↓ + c†2↑c

†
2↓)|0〉 |S3〉 = 2−1/2(c†1↑c

†
1↓ − c

†
2↑c
†
2↓)|0〉

Ukáºte, ºe stav |S2〉 má kvantové £ísla S = Sz = 0 a P = 1, kým stav |S3〉 má kvantové £ísla S = Sz = 0 a P = −1.

(e) V²etky stavy, okrem dvojice |S1〉 a |S2〉, majú teda rôzne kvantové £ísla. Ukáºte, ºe v²etky nediagonálne maticové

elementy hamiltoniánu H v tejto báze sú nulové, okrem maticových elementov 〈S1|H|S2〉 a 〈S2|H|S1〉.
2. Rie²te tú istú úlohu ako v úlohe 1, ale skúmané £astice nech sú bozóny so spinom S = 0 alebo S = 1.

3. Nech polpriestor x > 0 je vyplnený kovom a v polpriestore x < 0 je vákuum. Ukáºte, ºe v takomto systéme môºu vznika´

spontánne elektromagnetické vlny tvaru E = (Ex(x), Ey(x), 0)eiky−iωt a B = (0, 0, Bz(x))eiky−iωt, ktoré sú exponen-

ciálne lokalizované v blízkosti povrchu kovu x = 0. Nájdite disperzný zákon ω = ω(k) týchto tzv. povrchových plazmónov.

7 Prechod kov-izolant v priblíºení Hartreeho-Focka

V tejto predná²ke budeme v priblíºení Hartreeho-Focka ²tudova´ prechody kov-izolant. V prvej £asti
odhadneme energiu hustého coulombovského plynu elektrónov, ktorú sme v II.7 potrebovali pri analýze
stability Wignerovho kry²tálu. V druhej £asti najprv zavedieme Hubbardov model a potom odhadneme
kritickú interakciu Uc pre prechod kov-izolant.

Hamiltonián coulombovského plynu
V tomto odstavci prepí²eme hamiltonián systému N elektrónov v krabici s objemom V s periodickými
okrajovými podmienkami do jazyka druhého kvantovania. Za úplný systém jedno£asticových stavov
vezmeme stavy |kσ〉 s rovinnovlnovými orbitálnymi vlnovými funkciami 1√

V e
ik·r a spinom σ, ktoré

sú kreované a anihilované operátormi c†kσ a ckσ. V tejto báze je operátor kinetickej energie elektrónu
diagonálny, a preto celková kinetická energia N -£asticového systému sa pod©a (30) dá zapísa´ v tvare

Hkin =
∑
kσ

εkc
†
kσckσ.

Budeme predpoklada´, ºe elektróny sa hýbu v prostredí s homogénnym iónovým pozadím s nábo-
jovou hustotou en, pri£om n = N

V , teda celkový náboj systému elektróny + pozadie je nulový. Takýto
model sa nazýva modelom ºelé. Hamiltonián pre coulombovské interakcie v modeli ºelé preto moºno
písa´ v tvare

Hcoul =
e2

8πε0

∫
d3r

∫
d3r′ [ρe(r)− n]

1

|r− r′|
[
ρe(r′)− n

]
,

kde ρe(r) je hustota po£tu elektrónov.19 Elektrónovú hustotu budeme reprezentova´ pomocou priamej a
spätnej Fourierovej transformácie v systéme s objemom V a s periodickými okrajovými podmienkami,20

ρe(r) =
1

V
∑
q

ρeqe
iq·r; ρeq =

∫
d3rρe(r)e−iq·r.

19S touto hustotou je asociovaná nábojová hustota %e(r) = −eρe(r).
20Tu zavedené konvencie pre priamu a spätnú Fourierovu transformáciu pouºívame aj pri transformovaní ostatných

veli£ín, napr. coulombovských interakcií.
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Ak si ¤alej v²imneme, ºe ρe(r) = n+ 1
V
∑

q 6=0 ρ
e
qe
iq·r, ©ahko nahliadneme, ºe komponenta elektrónovej

hustoty s q = 0 presne vykompenzuje iónové pozadie a hamiltonián coulombovských interakcií môºeme
transformova´ na tvar

Hcoul =
e2

8πε0V2

∑
q6=0

∑
p6=0

ρeqρ
e
p

∫
d3r

∫
d3r′

ei(p·r+q·r′)

|r− r′|
.

Ak teraz pomocou vz´ahu r′ = r−R zaviedieme relatívnu súradnicu R a namiesto cez premenné r, r′

integrujeme cez dvojicu r, R, dostaneme

Hcoul =
1

2V2

∑
q6=0

∑
p6=0

ρeqρ
e
p

∫
d3rei(p+q)·r

∫
d3R

e2

4πε0R
e−iq·R =

1

2V
∑
q 6=0

Vqρ
e
qρ

e
−q,

kde druhú rovnos´ sme dostali po explicitnom preintegrovaní cez r. Zaviedli sme pritom Fourierovu
transformáciu coulombovskej interakcie Vq =

∫
d3r e2

4πε0r
e−iq·r, ktorú budeme po£íta´ z nasledovnej

úvahy. Coulombovská interakcia e2

4πε0r
súvisí s elektrostatickým potenciálom bodového náboja −e vz´a-

hom V (r) = −eϕ(r), preto sp¨¬a Laplaceovu rovnicu −4V (r) = e2

ε0
δ(r). Fourierovou transformáciou

odtia©to dostaneme

Vq =
e2

ε0q2
.

Na tomto mieste je potrebné upozorni´ na nasledovnú subtilitu: v systéme s jedným elektrónom
v bode x je ρeq = e−iq·x, teda pod©a práve odvodenej formuly Hcoul = 1

2V
∑

q 6=0 Vq 6= 0, £o je zjavne
nesprávne. Problém je v tom, ºe sme nevylú£ili tzv. vlastnú coulombovskú interakciu elektrónu, t.j.
coulombovské pôsobenie elektrónu na seba. V systéme s N elektrónmi a homogénnym kompenzujúcim
pozadím je preto potrebné odráta´ vlastnú coulombovskú energiu N elektrónov. Po tejto korekcii je
interak£ná energia daná vz´ahom

Hcoul =
1

2V
∑
q 6=0

Vq
(
ρeqρ

e
−q −N

)
.

Pri prepise operátora ρeq do jazyka druhého kvantovania najprv vyuºijeme de�ni£ný vz´ah ρe(r) =∑
i δ(r−ri) pre hustotu elektrónov. Po Fourierovej transformácii dostaneme aplikovaním výsledku (30)

výraz

ρeq =

∫
d3rρe(r)e−iq·r =

N∑
i=1

e−iq·ri =
∑
kσ

c†k−qσckσ.

Preto operátor coulombovskej interak£nej energie moºno písa´ v tvare

Hcoul =
1

2V
∑
q 6=0

Vq

[∑
kσ

∑
k′σ′

c†k−qσckσc
†
k′+qσ′ck′σ′ −

∑
kσ

c†kσckσ

]
.

Vyuºitím kánonických komuta£ných vz´ahov moºno výraz pre coulombovskú interakciu zjednodu²i´ a
po pripo£ítaní kinetickej energie bude výsledný hamiltonián coulombovského plynu v modeli ºelé21

H =
∑
kσ

εkc
†
kσckσ +

1

2V
∑
q 6=0

Vq
∑
kσ

∑
k′σ′

c†k−qσc
†
k′+qσ′ck′σ′ckσ. (38)

Výpo£et energie coulombovského plynu do 1. rádu poruchovej teórie
V tomto odstavci budeme skúma´ hustý coulombovský plyn elektrónov. Pod©a II.6 preto interak£ný
£len v hamiltoniáne (38) môºeme povaºova´ za malú poruchu. Základným stavom neinteragujúceho

21Tento hamiltonián by sme dostali aj priamym aplikovaním vzorcov pre jedno- a dvoj£asticové operátory v metóde
druhého kvantovania, po zoh©adnení interakcie elektrónov s homogénnym iónovým pozadím (ktorá sa prejaví vynechaním
£lena s q = 0 v coulombovskom £lene).
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systému elektrónov je tzv. Fermiho more |FS〉, t.j. stav, v ktorom sú obsadené v²etky jedno£asticové
stavy s vlnovým vektorom |k| < kF . Energia neinteragujúceho systému E0 je pod©a I.12 daná vz´ahom
E0 = 3

5NεF .
Na²ím cie©om bude vypo£íta´ pomocou poruchovej teórie energiu EFS Fermiho mora do 1. rádu v

interak£nom £lene. Korekciu 1. rádu poruchovej teórie pritom dostávame výpo£tom strednej hodnoty
interak£nej £asti hamiltoniánu (38) v stave |FS〉:

E1 =
1

2V
∑
k,k′

∑
q 6=0

∑
σ,σ′

Vq〈FS|c†k+qσc
†
k′−qσ′ck′σ′ckσ|FS〉.

Maticový element je nenulový, iba ak operátor c†k+qσc
†
k′−qσ′ kreuje tú istú dvojicu jedno£asticových

stavov, ktoré boli anihilované operátorom ck′σ′ckσ. Ke¤ºe q 6= 0, odtia©to vyplýva podmienka k = k′−q
a σ = σ′. Preto sa energia E1 zjednodu²í na tvar

E1 =
1

2V
∑
k′ 6=k

∑
σ

e2

ε0(k′ − k)2
〈FS|c†k′σc

†
kσck′σckσ|FS〉 = − 1

V
∑
k′ 6=k

e2

ε0(k′ − k)2
fkfk′ ,

kde sme po£et elektrónov, ktoré v stave Fermiho mora |FS〉 obsadzujú jedno£asticový stav |kσ〉, ozna£ili
fk. Vyuºili sme pritom, ºe rovnica c†kσckσ|FS〉 = fk|FS〉 platí bez oh©adu na priemet spinu σ. Funkcia
fk je skokovou funkciou, pre ktorú platí fk = 1 pre |k| < kF a fk = 0 pre ostatné k. Zámenou sumy
za integrál dostaneme

E1 = − 1

V
∑
q 6=0,k

e2

ε0q2
fkfk−q = − Ve2

ε0(2π)3

∫
d3q

q2
F (q), (39)

kde sme zaviedli funkciu F (q) = 1
(2π)3

∫
d3kfkfk−q, ktorú moºno interpretova´ ako objem prieniku

dvoch Fermiho gú© so stredmi posunutými o vektor q, pozri obrázok 12. Elementárnym výpo£tom
moºno ukáza´, ºe pre q < 2kF platí

F (q) =
3n

4

[
2

3
− q

2kF
+

1

3

(
q

2kF

)3
]
,

kým F (q) = 0 pre q > 2kF . Integráciu pod©a q v rovnici (39) moºno triviálne vykona´ vo sférických
súradniciach a takto dostaneme E1 = − 3

16π2N
e2kF
ε0

.
Pre energiu základného stavu coulombovského plynu elektrónov do prvého rádu v interak£nom

£lene platí EFS = E0 + E1, £iºe
EFS

N
=

3

5

~2k2
F

2m
− 3

16π2

e2kF
ε0

.

Ak teraz vyuºijeme vz´ah k3
F = 3π2n a hustotu n elektrónového plynu budeme mera´ pomocou para-

metra r0, pri£om 4
3πr

3
0 = n−1, potom prechodom do atómových jednotiek, v ktorých d¨ºky meriame

v jednotkách Bohrových polomerov aB = 4πε0~2

me2
a energiu meriame v jednotkách EB = 1

2
e2

4πε0aB
=

1
2

~2

ma2
B

= 13.6 eV dostaneme napokon

EFS

NEB
=

2.21

r2
s

− 0.916

rs
, (40)

kde rs = r0
aB

. Ako je v²ak moºné, ºe coulombovská energia E1 nie je presne rovná nule? Ve¤ celková
nábojová hustota v modeli ºelé je v celom priestore nulová! V IV.9 ukáºeme, ºe kone£ná záporná hod-
nota E1 je dôsledkom Pauliho vylu£ovacieho princípu: elektróny s rovnakým spinom sa vo Fermiho
mori jeden druhému vyhýbajú, £o zniºuje ich celkovú energiu. Na druhej strane, elektróny s opa£nými
spinmi sú vo Fermiho mori úplne nekorelované. Lep²ie priblíºenia k vlnovej funkcii elektrónov vyºadujú
zahrnutie korelácií aj medzi elektrónmi s opa£nými spinmi.
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Obr. 12: Oblas´ v k-priestore, ktorej objem de�nuje funkciu F (q).

Coulombovský plyn v Hartreeho-Fockovom priblíºení.

Teraz ukáºeme, ºe stav |FS〉, t.j. Slaterov determinant rovinných v¨n s vlnovými vektormi k ≤ kF , je rie²ením Hartreeho-
Fockových rovníc. Preto výsledok poruchového výpo£tu energie coulombovského plynu je zárove¬ Hartreeho-Fockovým
priblíºením k energii coulombovského plynu.

Pri dôkaze budeme postupova´ tak, ºe budeme predpoklada´, ºe rie²ením Hartreeho-Fockových rovníc je sada rovin-
ných v¨n vyp¨¬ajúcich Fermiho more. Ukáºeme, ºe tento predpoklad je vnútorne konzistentný.

Ak je stav |FS〉 rie²ením Hartreeho-Fockových rovníc, potom pod©a III.5 je sú£et Hartreeho potenciálu a in-
terakcie s iónovým nábojom presne nulový, kým hustota Fockovho potenciálu (rovnaká pre obe projekcie spinu) je
v(r) = e2

4πε0V
∑
|p|<pF

eip·r

|r| . Hartreeho-Fockove rovnice pre model ºelé preto majú tvar

− ~2

2m

∂2

∂x2
ϕ(x)−

∫
d3yv(x− y)ϕ(y) = εϕ(x).

�ahko sa presved£íme, ºe rovinné vlny sú rie²ením týchto rovníc, t.j. ná² pôvodný predpoklad naozaj bol vnútorne kon-

zistentný.

Hubbardov model
Skúmajme pohyb elektrónov v tesne viazanom páse s Wannierovými orbitálmi v bodoch i a predpokla-
dajme, ºe elektróny tunelujú medzi orbitálmi s amplitúdou t. Pre konkrétnos´ ²tudujme prípad kubickej
mrieºky s mrieºkovou kon²tantou a a N mrieºkovými bodmi a predpokladajme periodické okrajové
podmienky. Obmedzme sa pritom na prípad tunelovania iba medzi dvojicami najbliº²ích bodov 〈ij〉
na mrieºke. Druhým predpokladom modelu bude, ºe elektrón-elektrónová interakcia je extrémne tie-
nená, podobne ako v modeli atómu vodíka (34). Tak dostaneme tzv. Hubbardov model na kubickej
mrieºke

H = −t
∑
〈ij〉

∑
σ

(
c†iσcjσ + c†jσciσ

)
+ U

∑
i

ni↑ni↓ = Hkin +HU , (41)

kde U je energia lokálneho coulombovského odpudzovania a c†iσ a ciσ sú krea£né a anihila£né operátory
pre elektrón so spinom σ vo Wannierovom orbitáli i.

Prechod kov-izolant v Hubbardovom modeli
Odteraz sa obmedzíme na ²túdium Hubbardovho modelu v prípade, ºe v systéme sa pohybuje N = N
elektrónov. Najprv preskúmame základný stav tohto modelu v dvoch extrémnych prípadoch, v nein-
teragujúcej limite U = 0 a v tzv. atómovej limite t = 0.

Neinteragujúca limita U = 0. V tejto limite model moºno rie²i´ prechodom ku krea£ným a anihila£ným
operátorom popisujúcim blochovské elektróny:

c†kσ =
1√
N

∑
R

eik·Rc†Rσ, c†Rσ =
1√
N

∑
k

e−ik·Rc†kσ,

kde druhá rovnica popisuje spätnú Fourierovu transformáciu. Stojí za zmienku, ºe na rozdiel od obvyk-
lých Fourierových transformácií, tentokrát nie je vo©ba normaliza£ných faktorov pri priamej a spätnej
Fourierovej transformácii vecou konvencie, ale je diktovaná poºiadavkou, ºe tak operátory c†kσ, ako aj
operátory c†Rσ musia sp¨¬a´ kánonické komuta£né vz´ahy.

�ahko nahliadneme, ºe pomocou krea£ných a anihila£ných operátorov c†kσ a ckσ moºno hamiltonián
písa´ v diagonálnom tvare, t.j. ako sústavu vo©ných £astíc:

Hkin =
∑
kσ

εkc
†
kσckσ,
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kde εk = −2t (cos kxa+ cos kya+ cos kza) je spektrum tesne viazaného pásu na kubickej mrieºke.
V²imnime si, ºe minimálna blochovská energia je εk=0 = −6t a maximálna energia je εQ = 6t, kde

Q = (πa ,
π
a ,

π
a ). �alej si v²imnime, ºe ak energia Blochovej vlny k je εk, potom energia Blochovej vlny

k+Q je εk+Q = −εk. Preto hustota stavov N(ε) musí by´ symetrická okolo ε = 0 a v základnom stave
napoly obsadeného pásu |FS〉 budú obsadené v²etky blochovské stavy so zápornými energiami:

|FS〉 =

∏
εk<0

c†k↑c
†
k↓

 |0〉.
To znamená, ºe moºno de�nova´ Fermiho plochu ako geometrické miesto bodov v recipro£nom pries-
tore, pre ktoré εk = 0. Preto v limite U = 0 je základný stav kovom.

Atómová limita t = 0. V tejto limite má základný stav energiu E = 0 a je 2N krát degenerovaný.
Prvý excitovaný stav pozostáva z jedného holónu (t.j. orbitálu bez elektrónu) a jedného dublónu (t.j.
dvojnásobne obsadeného orbitálu). Tento stav je tieº makroskopicky degenerovaný a na jeho vytvorenie
je potrebné doda´ kone£nú energiu U . Preto základný stav je v tejto limite izolantom.

Odhad kritickej interakcie Uc
Z predchádzajúceho výkladu je zrejmé, ºe (pri �xovanej tunelovacej amplitúde t) musí existova´ kri-
tická hodnota Uc, ktorá odde©uje kovové systémy pre U < Uc od izolujúcich systémov pre U > Uc. Vo
zvy²ku tejto predná²ky sa budeme zaobera´ odhadom kritickej interakcie Uc.

Odhad Uc z globálnej nestability kovu. V tomto odstavci budeme porovnáva´ energie dvoch varia£ných
stavov: kovového stavu |FS〉 a niektorého z 2N izolujúcich základných stavov |I〉 =

(∏
R c
†
RσR

)
|0〉.

Stredná hodnota energie v kovovom stave je

EFS = 〈FS|H|FS〉 = 2
∑
k

εkfk + U
∑
R

〈nR↑〉〈nR↓〉 = 2N
∫ 0

−6t
dεN(ε)ε+

1

4
NU,

kde sme vyuºili, ºe 〈nRσ〉 = 1
2 , ke¤ºe celkový po£et elektrónov so spinom σ je N2 a elektróny sú

rovnomerne rozloºené na v²etkých bodoch mrieºky. V druhej rovnosti sme zaviedli hustotu stavov
N(ε), ktorá je vztiahnutá nie na objem, ale na po£et buniek kry²tálu, pri£om pre celkový po£et stavov
v páse platí

∫ 6t
−6t dεN(ε) = 1.

Na druhej strane, stredná hodnota energie izolujúceho stavu je EI = 〈I|H|I〉 = 0. Naozaj, poten-
ciálna energia v stave |I〉 je triviálne rovná nule a kinetická energia v tomto stave je tieº nulová, pretoºe
ak aplikujeme operátor Hkin na akýko©vek stav |I〉, výsledkom bude stav s jedným holónom a jedným
dublónom, a nie stav |I〉.

Ke¤ºe prechod kov-izolant nastáva pri splnení podmienky EFS = EI, pre kritickú hodnotu Uc
dostávame výraz

Uc = 8

∫ 6t

0
dεN(ε)ε ≈ 12t,

Obr. 13: Obrázok demon²truje, ºe pohyb holónu cez Hubbardov izolant vo v²eobecnosti mení spinovú kon�guráciu
izolantu. V po£iato£nom stave sú v²etky susedné spiny antiparalelné, kým v kone£nom stave (po dvoch skokoch holónu
smerom do©ava) existujú ²tyri dvojice rovnobeºných spinov.
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kde v poslednom odhade sme hustotu stavov aproximovali kon²tantou N(ε) ≈ 1
12t pre |ε| ≤ 6t.

Odhad Uc z lokálnej nestability izolantu. V tomto odstavci budeme porovnáva´ energiu stavu |I〉 a
prvého excitovaného (holón-dublónového) stavu izolantu |HD〉. Obrázok 13 ukazuje, ºe pri pohybe
holónu cez rozloºenie spinov v izolujúcom stave sa rozloºenie spinov môºe zmeni´. Ak sa v²ak holón hýbe
cez feromagneticky usporiadané spiny, potom sa pri jeho pohybe spinové pozadie nemení. Analogické
úvahy platia aj pre pohyb dublónov. Uvaºujme preto feromagnetický izolant so v²etkými spinmi nadol
|I〉 =

(∏
R c
†
R↓

)
|0〉, z ktorého vyberieme elektrón s hybnos´ou p a vloºíme ho do stavu s hybnos´ou k

a spinom nahor:
|HD〉 = c†k↑cp↓

∏
R

c†R↓|0〉 ∝ c
†
k↑cp↓

∏
q

c†q↓|0〉,

kde v poslednej rovnici sme uváºili, ºe
∏

R c
†
R↓|0〉 ∝

∏
q c
†
q↓|0〉, ke¤ºe plne obsadený pás moºno vytvori´

bu¤ obsadením v²etkých Wannierových orbitálov, alebo v²etkých Blochových v¨n. Pomocou druhej
formy zápisu holón-dublónového stavu ©ahko nahliadneme, ºe pre strednú hodnotu kinetickej energie
platí

〈HD|Hkin|HD〉 = 〈I|Hkin|I〉+ εk − εp = εk − εp,

kde posledná rovnos´ vyplýva z pozorovania, ºe kinetická energia plne obsadeného pásu je nulová. Na
druhej strane, pre strednú hodnotu interak£nej energie platí

〈HD|HU |HD〉 = U
∑
R

〈nR↑〉〈nR↓〉 = U
∑
R

1

N
× N − 1

N
= U,

kde v poslednom kroku sme vyuºili, ºe N � 1. Preto celková energia holón-dublónového stavu je
EHD = 〈HD|H|HD〉 = U + εk − εp. Táto energia nadobúda minimálnu hodnotu pre vo©bu p = Q
a k = 0, kedy EHD = U − 12t. Izolant sa stáva nestabilným vo£i tvorbe párov, ak EHD = EI. Tak
dostávame odhad kritickej hodnoty pre prechod kov-izolant Uc = 12t.

Napriek tomu, ºe dva rôzne odhady vedú k tej istej kritickej hodnote Uc = 12t, táto hodnota nie
je presná, ale iba pribliºná, pretoºe vznikla porovnaním energií jednoduchých varia£ných (a nie opti-
málnych) kovových a izolujúcich stavov.

Námety na seminárnu prácu

1. V priblíºení Hartreeho-Focka vypo£ítajte jedno£asticové energie coulombovského plynu elektrónov v stave |FS〉. Over-
hauser ukázal, ºe existuje iné rie²enie HF rovníc s niº²ou energiou, v ktorom je spinová hustota modulovaná v priestore.
Na²tudujte Overhauserovo rie²enie, ako aj jeho kritiku.
2. Skúmajte Hubbardov model (41) na ²tvorcovej mrieºke metódou Hartreeho-Focka. Predpokladajte, ºe na 1 bod
mrieºky pripadá v priemere 1 elektrón. Za varia£ný Slaterov determinant vezmite základný stav |ψ0〉 jedno£asticového
hamiltoniánu

H0 =
∑
kσ

εkc
†
kσckσ −∆

∑
R

eiQ·R
(
c†R↑cR↑ − c

†
R↓cR↓

)
,

kde ∆ je varia£ný parameter s rozmerom energia. Návod:
(a) Hamiltonián H0 prepí²te do tvaru

H0 =

′∑
kσ

(
c†kσ c†k+Qσ

)( εk −σ∆
−σ∆ −εk

)(
ckσ
ck+Qσ

)
,

kde £iarka nad sumou znamená, ºe suma cez k beºí cez polovicu 1. Brillouinovej zóny. Hamiltonián H0 diagonalizujte
prechodom k novým operátorom αk, βk:(

uk vk
−vk uk

)(
ck
ck+Q

)
=

(
αk

βk

)
,

kde |uk|2 + |vk|2 = 1 a kvôli zjednodu²eniu zápisu sme nepísali spinový index.

(b) Ukáºte, ºe |ψ0〉 popisuje izolant so ²írkou zakázaného pásu 2∆. Vypo£ítajte stredné hodnoty 〈ψ0|c†RσcRσ|ψ0〉. Akému

magnetickému stavu zodpovedá vlnová funkcia |ψ0〉? Na²u vo©bu vlnovej funkcie porovnajte s diskusiou o magnetickom

usporiadaní Hubbardovho izolantu v II.7.

(c) Vypo£ítajte strednú hodnotu energie v Hubbardovom modeli vo varia£nom stave |ψ0〉, t.j. vypo£ítajte E(∆) =

〈ψ0|H|ψ0〉, kde H je Hubbardov hamiltonián (41). Vyuºite pritom, ºe 〈ψ0|nR↑nR↓|ψ0〉 = 〈ψ0|nR↑|ψ0〉〈ψ0|nR↓|ψ0〉. Náj-
dite optimálnu hodnotu ∆.
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3. Numerickým výpo£tom overte tvrdenie z predná²ky II.7, ºe kritická hodnota tienenia pre Mottov prechod v dopova-

nom kremíku je ksa∗B = 1.19.

8 Interakcia elektrónov s fonónmi

V tejto predná²ke najprv skon²truujeme hamiltonián pre zviazaný systém elektrónov a fonónov. Potom
v druhom ráde poruchovej teórie, kde za poruchu vezmeme elektrón-fonónovú interakciu, vypo£ítame
energiu ©ubovo©ného stavu s �xovanými po£tami elektrónov a fonónov. Výsledok ¤alej aplikujeme na
výpo£et doby ºivota elektrónov a elektrického odporu. Napokon sa oboznámime s fonónmi indukova-
nou elektrón-elektrónovou interakciou.

Hamiltonián zviazaného systému elektrónov a fonónov
Skúmajme najprv izolované elektrónové a fonónové podsystémy v dokonalom kry²táli. Pre jednoduchos´
sa pri popise elektrónov obmedzíme na jediný blochovský pás; preto jednoelektrónové stavy budú
£íslované vlnovým vektorom k a projekciou spinu σ. Predpokladajme ¤alej, ºe kry²tál je tvorený
Bravaisovou mrieºkou s jednoatómovou bázou, pri£om hmotnos´ iónov je M . Fonónové stavy budú
£íslované vlnovým vektorom q a indexom vetvy s = 1, 2, 3. Hamiltonián systému nezávislých elektrónov
a fonónov má potom tvar

H0 =
∑
kσ

εkc
†
kσckσ +

∑
qs

~ωqs

[
a†qsaqs +

1

2

]
, (42)

kde c†kσ a ckσ sú krea£né a anihila£né operátory pre elektróny v stave kσ. Podobne a
†
qs a aqs sú fonónové

krea£né a anihila£né operátory.
V II.8 sme ukázali, ºe v kmitajúcej mrieºke existuje poruchový potenciál δV (r) pôsobiaci na jednot-

livé elektróny. Preto systém elektrónov a fonónov treba opísa´ dodato£ným jedno£asticovým operáto-
rom Hint =

∑N
i=1 δV (ri), ktorý pod©a v²eobecných pravidiel na prepis jedno£asticových operátorov do

jazyka druhého kvantovania moºno písa´ v tvare Hint =
∑

k,q,σ〈k+ q|δV |k〉c†k+qσckσ. Ak teraz vyuºi-
jeme výsledok pre maticový element 〈k + q|δV |k〉 odvodený v II.8, hamiltonián popisujúci interakciu
elektrónov a fonónov môºeme zapísa´ v tvare22

Hint =
1√
N

∑
k,σ

∑
q 6=0,s

gsk,k+qc
†
k+qσckσ(aqs + a†−qs). (43)

Teda interakcie medzi elektrónmi a fonónmi moºno interpretova´ ako rozptyly elektrónov spôsobené
absorbciou alebo emisiou fonónov, pri£om v zráºkových procesoch sa zachováva celková kvázihybnos´
systému elektróny + fonóny.

Energia zviazaného systému elektrónov a fonónov
Hamiltonián zviazaného systému elektrónov a fonónov je sú£tom £lena popisujúceho vo©né elektróny
a fonóny H0 a väzbového £lena Hint, £iºe H = H0 +Hint. V na²ich úvahách budeme predpoklada´, ºe
interak£ný £len Hint je malou poruchou oproti ve©kému £lenu H0. Cie©om tohto odstavca je odvodi´
formulu pre energiu mnoho£asticového stavu |ψ〉, ktorý je vlastným stavom H0, do druhého rádu
poruchovej teórie pod©a Hint. Ke¤ºe |ψ〉 je vlastným stavom H0, v tomto stave máme presne ur£ený
po£et elektrónov a fonónov. Pre konkrétnos´ predpokladajme, ºe stav |ψ〉 je de�novaný rozde©ovacou
funkciou pre elektróny fkσ a rozde©ovacou funkciou pre fonóny Nqs. V nultom ráde poruchovej teórie
potom máme

E0(ψ) = 〈ψ|H0|ψ〉 =
∑
kσ

fkσεk +
∑
qs

(
Nqs +

1

2

)
~ωqs.

22V tejto predná²ke pracujeme v tzv. opakovanej zóne, preto nemusíme explicitne vypisova´ posunutia o vektory
recipro£nej mrieºky K.
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V prvom ráde poruchovej teórie platí E1(ψ) = 〈ψ|Hint|ψ〉. Ke¤ºe operátorHint mení po£et fonónov,
stavy Hint|ψ〉 a |ψ〉 majú zaru£ene rôzne po£ty fonónov, £iºe musia by´ ortogonálne.23 Preto E1(ψ) = 0.

Korekcia k energii druhého rádu je daná v²eobecným vz´ahom

E2(ψ) = −
∑
|χ〉6=|ψ〉

|〈χ|Hint|ψ〉|2

E0(χ)− E0(ψ)
.

Operátor Hint je vhodne váhovaným sú£tom operátorov c†k+qσckσaqs a c
†
k−qσckσa

†
qs. Preto do výrazu

pre E2(ψ) budú prispieva´ iba tie stavy |χ〉, ktoré môºeme písa´ ako24

|χ−k,σ,q,s〉 =
1√
Nqs

c†k+qσckσaqs|ψ〉; |χ+
k,σ,q,s〉 =

1√
Nqs + 1

c†k−qσckσa
†
qs|ψ〉.

Pre tieto dve moºnosti dostávame nasledovné výsledky:

〈χ−k,σ,q,s|Hint|ψ〉 =
1√
N
gsk,k+qfkσ(1− fk+qσ)

√
Nqs,

〈χ+
k,σ,q,s|Hint|ψ〉 =

1√
N
gsk,k−qfkσ(1− fk−qσ)

√
Nqs + 1,

pri£om príslu²né excita£né energie sú

E0(χ+
k,σ,q,s)− E0(ψ) = εk−q − εk + ~ωqs,

E0(χ−k,σ,q,s)− E0(ψ) = εk+q − εk − ~ωqs.

Ak tieto výsledky dosadíme do výrazu pre E2(ψ) a naviac uváºime, ºe rozde©ovavia funkcia fkσ nado-
búda iba hodnoty 0 a 1, dostaneme pre korekciu k energii druhého rádu napokon výraz

E2(ψ) =
1

N
∑
kσ

∑
q 6=0,s

[∣∣gsk,k+q

∣∣2 fkσ(1− fk+qσ)Nqs

εk − εk+q + ~ωqs
+
∣∣gsk,k−q∣∣2 fkσ(1− fk−qσ)(Nqs + 1)

εk − εk−q − ~ωqs

]
.

Ke¤ºe celková energia stavu |ψ〉 je E = E0(ψ) + E2(ψ), tvrdenie z predná²ky II.8 je preto dokázané.

Doba ºivota elektrónov
Pomocou Fermiho zlatého pravidla teraz vypo£ítame dobu ºivota elektrónu v stave kσ s energiou
εk > 0, teda ºiadame k > kF .25 Zaujímame sa pritom len o elektróny v blízkosti Fermiho plochy,
t.j. ºiadame εk � εF . Výpo£et budeme pre jednoduchos´ robi´ pri teplote T = 0, kedy jediným
typom rozptylových procesov, ktoré môºu nasta´, je rozptyl spojený s emisiou fonónu. Skúmajme
teda rozptylový proces s nasledovnými po£iato£nými a koncovými stavmi, ktoré sú vlastnými stavmi
operátora H0:

|i〉 = c†kσ|FS〉|0〉ph; |f〉 = c†k′σ|FS〉a
†
k−k′s|0〉ph,

kde |FS〉 ozna£uje zaplnené Fermiho more a |0〉ph je vákuum pre fonóny. Pod©a Fermiho zlatého pravidla
je pravdepodobnos´ rozpadu po£iato£ného stavu |i〉, pre ktorý platí H0|i〉 = Ei|i〉, daná nasledovnou
sumou cez v²etky myslite©né koncové stavy |f〉, pre ktoré platí H0|f〉 = Ef |f〉:

1

τk
=

2π

~
∑
f

|〈f |Hint|i〉|2 δ(Ef − Ei).

Po uváºení explicitného tvaru operátora Hint a stavov |i〉 a |f〉 odtia©to dostaneme

1

τk
=

2π

~
1

N
∑
k′s

∣∣gsk,k′∣∣2 (1− f0
k′)δ(εk′ − εk + ~ωk′−ks).

23Tu je podstatné, ºe |ψ〉 je vlastným stavom H0, a teda operátorov po£tu fonónov vo v²etkých módoch. Keby stav
|ψ〉 bol lineárnou superpozíciou stavov s rôznymi po£tami fonónov, ná² argument by neplatil.

24Pouºitím známych maticových elementov operátorov aqs a a†qs medzi stavmi s Nqs a Nqs ± 1 fonónmi ©ahko na-
hliadneme, ºe stavy |χ−k,σ,q,s〉 a |χ

+
k,σ,q,s〉 sú normované na jednotku.

25Stále pouºívame konvenciu, pod©a ktorej je εk = 0 na Fermiho ploche.
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V²imnime si, ºe v¤aka zákonu zachovania energie je energia rozptýleného elektrónu εk′ = εk−~ωk′−ks.
Táto energia musí by´ kladná, lebo rozptýlený elektrón musí skon£i´ mimo Fermiho plochy. Teda
po£iato£ný elektrón musel ma´ energiu vä£²iu, neº je energia emitovaného fonónu. Elektróny v tesnej
blízkosti Fermiho plochy preto môºu emitova´ iba akustické fonóny. Pripome¬me tieº, ºe aj rozptýlený
elektrón sa musí nachádza´ v tesnej blízkosti Fermiho plochy.

Vo v²eobecnom prípade by si ¤al²í výklad vyºadoval numerické výpo£ty. Preto sa obmedzíme na
modelový prípad, v ktorom frekvencia akustických fonónov vo vetve s je daná vz´ahom ωks = vsk s
izotrópnou rýchlos´ou zvuku vs. Okrem toho budeme predpoklada´, ºe Fermiho plocha má tvar gule s
polomerom kF a ºe Fermiho rýchlos´ je kon²tantná na celej Fermiho ploche.

Ke¤ºe vektory k a k′ sa nachádzajú v tesnej blízkosti Fermiho plochy, d¨ºka vektora k′ − k bude
dominantne závisie´ od uhla θ medzi k a k′, pri£om |k′ − k| ≈ 2kF sin θ

2 , pozri II.8. Sumu cez koncové
hybnosti elektrónu k′ teraz nahradíme integrálom cez energie a cez priestorový uhol,

1

N
∑
k′

= v0

∫
dε′N(ε′)

∫
dΩ

4π
≈ N(0)v0

∫
dε′
∫
dΩ

4π

kde v0 je objem primitívnej bunky kry²tálu a dΩ = dϕdθ sin θ je element priestorového uhla. V druhej
rovnosti sme zanedbali závislos´ hustoty elektrónových stavov N(ε) od energie. Tak dostaneme

1

τk
=

2π

~
N(0)v0

∫
dΩ

4π

∑
s

|gs(θ)|2
∫ ∞

0
dε′δ(ε′ − εk + ~ωs(θ)),

kde sme zaviedli ozna£enie ~ωs(θ) = 2~vskF sin(θ/2) ≈ ~vskF θ, pri£om pribliºná rovnos´ platí pre
malé uhly θ. Integrál cez ε′ moºno triviálne vykona´ a ako výsledok dostávame

1

τk
=

2π

~
N(0)v0

∫
dΩ

4π

∑
s

|gs(θ)|2 Θ [εk − ~ωs(θ)] , (44)

kde Θ(x) je Heavisideova funkcia, t.j. funkcia de�novaná vz´ahmi Θ(x) = 1 pre x ≥ 0 a Θ(x) = 0
pre x < 0. Heavisideova funkcia popisuje uº spomínanú skuto£nos´, ºe energia elektrónu musí by´
vä£²ia, neº energia emitovaného fonónu. V²imnime si ¤alej, ºe v limite εk � ~ω0 (kde ω0 je maximálna
akustická frekvencia) existuje pri rozptyle na akustickom móde s maximálny rozptylový uhol θs daný
vz´ahom ~ωs(θs) = εk, ktorý preto moºno odhadnú´ ako θs = εk

~vskF .
Ak explicitne vykonáme integráciu pod©a ϕ, pre dobu ºivota elektrónu nakoniec dostaneme

1

τk
≈ π

~
N(0)v0

∑
s

∫ θs

0
dθ sin θ |gs(θ)|2 .

Pri ¤al²om postupe pouºijeme odhad dominantného maticového elementu pre väzbu medzi elektrónmi

a pozd¨ºnymi akustickými fonónmi
∣∣∣g‖q ∣∣∣2 ∼ U2 ~q

Mv‖
, kdeM je hmotnos´ iónov, v‖ je rýchlos´ pozd¨ºneho

zvuku a U je typická interak£ná energia medzi elektrónmi a iónmi.26 Ak ¤alej pouºijeme odhad q ∼
kF θ, dostaneme odtia©to

∣∣g‖(θ)∣∣2 ∼ U2 ~kF
Mv‖

θ. Po dosadení tohto výsledku do výrazu pre dobu ºivota
elektrónu dostávame

~
τk
∼ N(0)v0

U2~kF
Mv‖

θ3
‖ ∼ nv0

U2

εFMv2
‖

ε3
k

(~v‖kF )2
,

kde sme hustotu stavov odhadli vz´ahom N(0) = 3n
4εF

. Ak budeme predpoklada´, ºe máme zhruba
1 elektrón na elementárnu bunku, potom nv0 ∼ 1 a maximálnu frekvenciu môºeme odhadnú´ ako
ω0 ∼ v‖kF , pretoºe Fermiho vlnový vektor je vtedy porovnate©ný s rozmermi Brillouinovej zóny. Ak
naviac identi�kujeme kombináciu U2

εFMv2
‖
ako bezrozmernú kon²tantu elektrón-fonónovej väzby λ (pozri

II.8), pre dobu ºivota elektrónu dostaneme napokon

~
τk
∼ λ

ε3
k

(~ω0)2
.

26Pri odvodení tohto výsledku sme Blochove vlnové funkcie nahradili rovinnými vlnami, pozri II.8. Väzbu na prie£ne
módy zanedbávame.
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Poznámka 1. Analogický výpo£et moºno urobi´ pre dobu ºivota diery, t.j. ak po£iato£ným stavom je
Fermiho more mínus jeden elektrón v stave kσ, kde k < kF a teda εk < 0. Dostali by sme 1

τk
∝ |εk|3.

Poznámka 2. Analyzovali sme dobu ºivota elektrónu pri T = 0, ale pri kone£nej energii. Má zmysel
sa pýta´ na dobu ºivota v opa£nom prípade: skúmajme elektrón presne na Fermiho ploche, t.j. pre
εk = 0, ale pri kone£nej teplote T . Dá sa ukáza´, ºe v takom prípade 1

τ ∝ T
3, teda rolu energie £astice

hrá teplota systému.

Poznámka 3. Výsledok (44) pre dobu ºivota elektrónov úzko súvisí s výsledkom pre zmenu spektra
elektrónov (pozri II.8). Ak totiº vyuºijeme, ºe pre logaritmus komplexného £ísla z = |z|eiϕ platí
ln z = ln |z|+ iϕ, obidva výsledky moºno zapísa´ jediným vz´ahom

ε̃k − i
~

2τk
= εk +N(0)v0

∫
dΩ

4π

∑
s

|gs(θ)|2 ln
~ωs(θ)− εk − iη
~ωs(θ) + εk + iη

,

kde η je in�nitezimálna kladná energia. Korek£ný £len na pravej strane sa nazýva vlastná energia
elektrónu. Jej reálna £as´ popisuje zmenu disperzného zákona elektrónu, kým imaginárna £as´ popisuje
jeho dobu ºivota.

Poznámka 4. V limite |εk| → 0 existuje rýchlej²í rozptylový proces ako nami uvaºovaná emisia fonó-
nov: na konci tejto predná²ky ukazujeme, ºe dôsledkom väzby medzi elektrónmi a fonónmi je existen-
cia (fonónmi sprostredkovanej) elektrón-elektrónovej interakcie. Pod©a II.6 preto v tejto limite platí
~
τk
∝ ε2

k + (πT )2. V²imnime si, ºe neur£itos´ energie elektrónu ~
τk

je omnoho men²ia ako jeho energia
εk. To znamená, ºe v limite nízkych energií je elektrón dobre de�novanou £asticou.

Odpor
Pri diskusii o vplyve neusporiadanosti na elektrónové stavy sme poukázali na to, ºe dobu ºivota elek-
trónov nemoºno vo v²eobecnosti stotoºni´ s relaxa£ným £asom vstupujúcim do Drudeho formuly pre
vodivos´. Videli sme, ºe rozptylové procesy treba váhova´ faktorom zoh©ad¬ujúcim zmenu rýchlosti v
danom rozptylovom procese. V najjednoduch²om prípade izotrópneho disperzného zákona sta£í rozptyl
o uhol θ váhova´ faktorom 1 − cos θ. Pre transportný relaxa£ný £as elektrónu s energiou εk > 0 pri
teplote T = 0, ktorý sa rozpty©uje na dlhovlnných akustických fonónoch, tak dostaneme:

~
τ tr
k

≈ πN(0)v0

∑
s

∫ θs

0
dθ sin θ |gs(θ)|2 (1− cos θ) ∼ λ

ε5
k

(~ω0)4

Ke¤ energiu εk nahradíme teplotou, dostaneme ~
τ tr ∝ T 5. V intervale teplôt T � ~ω0 preto o£akávame,

ºe rozptyl na kmitoch mrieºky dá príspevok k mernému odporu ρel−ph ∝ T 5. Dá sa ukáza´, ºe v limite
vysokých teplôt T � ~ω0 je teplotná závislos´ merného odporu ρel−ph ∝ T . Závislos´ ρel−ph od teploty
v celom intervale teplôt od T � ~ω0 po T � ~ω0 popisuje tzv. Blochova-Grüneisenova formula.

Efektívna elektrón-elektrónová interakcia

V kvantovej mechanike sa ukazuje, ºe Fermiho zlaté pravidlo pre pravdepodobnos´ prechodu pod vplyvom poruchy
Hint z vlastného stavu |i〉 neporu²eného systému, pre ktorý platí H0|i〉 = Ei|i〉, do vlastného stavu |f〉, pre ktotý platí
H0|f〉 = Ef |f〉, moºno zov²eobecni´ do vy²²ích rádov poruchovej teórie. Pre túto pravdepodobnos´ moºno odvodi´
výsledok

Pfi =
2π

~
|〈f |T |i〉|2 δ(Ef − Ei),

kde operátor T je daný vz´ahom

T = Hint +Hint
1

Ei −H0 + iη
Hint +Hint

1

Ei −H0 + iη
Hint

1

Ei −H0 + iη
Hint + . . .

Ukáºeme, ºe v¤aka príspevku druhého rádu v Hint k T medzi elektrónmi vzniká efektívna fonónmi indukovaná interakcia.
Jej fyzikálna povaha je nasledovná: jeden z elektrónov interakciou s mrieºkou vybudí fonón, ktorý je následne druhým
elektrónom absorbovaný. Elektróny si teda vymie¬ajú virtuálne fonóny. Takýto poh©ad na mechanizmus interakcie je
dobre známy v kvantovej teórii po©a, pod©a ktorej si kaºdú interakciu predstavujeme ako výmenu virtuálnych £astíc.

�tudujme zráºku dvoch elektrónov pridaných k Fermiho moru, t.j. rozptylový proces medzi nasledovnými stavmi |i〉
a |f〉:

|i〉 = c†k↑c
†
p↓|FS〉|0〉ph; |f〉 = c†k+q↑c

†
p−q↓|FS〉|0〉ph.
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V na²om výklade budeme predpoklada´, ºe interakcia medzi elektrónmi a fonónmi je slabá. V takom prípade bude ve©kos´
maticového elementu 〈f |T |i〉 ur£ená prvým nenulovým príspevkom v rozvoji pod©a Hint. �ahko nahliadneme, ºe prvý
nenulový príspevok je

〈f |T |i〉 ≈ 〈f |Hint
1

Ei −H0 + iη
Hint|i〉 =

∑
m

〈f |Hint|m〉〈m|Hint|i〉
Ei − Em + iη

.

Preto do úvahy pripadajú dva typy medzistavov:

|m1〉 = c†k+q↑c
†
p↓|FS〉a

†
−qs|0〉ph; |m2〉 = c†k↑c

†
p−q↓|FS〉a

†
qs|0〉ph

s energiami Em1 − Ei = εk+q − εk + ~ωqs a Em2 − Ei = εp−q − εp + ~ωqs. Maticový element pre elektrón-elektrónový
rozptyl preto je

〈f |T |i〉 =
1

N
∑
s

gsk,k+qg
s
p,p−q

[
1

εk − εk+q − ~ωqs
+

1

εp − εp−q − ~ωqs

]
.

Zo zákona zachovania energie Ef = Ei vyplýva, ºe ∆ε = εk − εk+q = −εp + εp−q, teda ak jeden elektrón v rozptylovom
procese stratí energiu ∆ε, druhý elektrón musí takúto energiu získa´. Maticový element pre elektrón-elektrónový rozptyl
potom môºeme zjednodu²i´ na tvar

〈f |T |i〉 =
1

N
∑
s

gsk,k+q(gsp−q,p)∗
2~ωqs

(∆ε)2 − (~ωqs)2,

kde sme vyuºili symetriu (gsp−q,p)∗ = gsp,p−q maticových elementov. V zjednodu²enom modeli zavedenom v II.8 sme
predpokladali, ºe maticový element závisí iba od prenesenej hybnosti, gsk,k+q = gsq. V takomto modeli ©ahko nahliadneme,
ºe gsk,k+q(gsp−q,p)∗ = |gsq|2 > 0. Preto fonónovou výmenou indukovaná efektívna interakcia medzi elektrónmi je prí´aºlivá
pre procesy s malou prenesenou energiou |∆ε| < ~ωqs.

Ak k efektívnej interakcii medzi elektrónmi pripo£ítame aj tienené coulombovské odpudzovanie medzi elektrónmi,
pre výslednú elektrón-elektrónovú interakciu v zjednodu²enom modeli dostaneme

Veff =
e2

Ωε0(q2 + k2
s)

+
1

N
∑
s

|gsq|2
2~ωqs

(∆ε)2 − (~ωqs)2
.

V prípade, ºe prí´aºlivá zloºka celkovej interakcie je dostato£ne silná, v kove dochádza k tvorbe Cooperových párov a

následne vzniká supravodivý stav, pozri napr. IV.5,6,10.

Námety na seminárnu prácu

1. Na²tudujte teóriu Peierlsovej nestability, napríklad pod©a Kittelovej u£ebnice. Výsledky vysvetlite pomocou renorma-

lizácie fonónového spektra ω̃qs, pozri II.8. Pomocou Peierlsovej nestability zdôvodnite ²truktúru a elektrické vlastnosti

polyacetylénu.

2. V II.8 sme na²li tvar väzobnej kon²tanty gsk,k+q pre rozptyl blochovského elektrónu zo stavu k do stavu k + q na

fonóne z vetvy s. Pre malé q nájdite závislos´ gsk,k′ od q v nasledovných 8 prípadoch: (tienené alebo netienené interakcie

medzi elektrónmi a iónmi) × (akustické alebo optické módy) × (pozd¨ºne alebo prie£ne módy). Rozhodnite, za akých

podmienok je ten-ktorý prípad relevantný.

3. Rie²te Boltzmannovu rovnicu pre elektróny rozpty©ované na fonónoch a dokáºte platnos´ Blochovej-Grüneisenovej

formuly pre teplotnú závislos´ merného odporu.

9 Polariza£ná katastrofa

V prvej £asti tejto predná²ky odvodíme Lorentzov vz´ah medzi lokálnym a makroskopickým po©om v
dielektriku. V druhej £asti predná²ky preskúmame dve aplikácie predstavy o polariza£nej katastrofe:
Mottov prechod kov-izolant a feroelektrické materiály.

Rozdiel medzi lokálnym a makroskopickým po©om
V makroskopickej elektrodynamike ozna£uje E(r) hodnotu elektrického po©a spriemerovanú cez ele-
mentárnu bunku okolo bodu r.27 Lokálne pole v danom bode priestoru Elok(r) je vo v²eobecnosti
rôzne od E(r). Izolanty v externom poli Eext si z elektrického h©adiska moºno predstavi´ ako sadu
dipólov pi. Lokálne pole Elok(r) v akomko©vek bode priestoru moºno preto po£íta´ nasledovne:

Elok = Eext +
1

4πε0

∑
ri

3ri(pi · ri)− r2
i pi

r5
i

,

27V tomto odstavci pre zjednodu²enie zápisu explicitne nevyzna£ujeme frekven£né závislosti polí.
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kde ri sú polohové vektory dipólov pi vo£i ²tudovanému bodu. Pre makroskopické pole E naopak
platí

E = Eext +
1

4πε0

∫
d3r

3r(P · r)− r2P

r5
,

kde r je opä´ polohový vektor spájajúci ²tudovaný bod s bodom, v ktorom existuje polarizácia P, t.j.
(cez elementárnu bunku) ustrednená hustota dipólov.

Preto medzi lokálnym a makroskopickým po©om v dielektriku existuje vz´ah

Elok −E =
1

4πε0

[∑
ri

3ri(pi · ri)− r2
i pi

r5
i

−
∫
d3r

3r(P · r)− r2P

r5

]
.

V²imnime si, ºe pre ve©ké vzdialenosti od ²tudovaného bodu môºeme sumu cez dipóly nahradi´ integ-
rálom cez polarizáciu, a preto ve©ké vzdialenosti neprispievajú k rozdielu medzi Elok a E. Tento rozdiel
preto moºno odhadnú´ ako rozdiel sumy a integrálu pre vzdialenosti r < R, kde R je vhodne zvolená
makroskopická ²kála.

Predpokladajme, ºe R moºno voli´ tak, aby vnútri gule s polomerom R boli dipólové momenty
rovnaké, pi = p, t.j. makroskopická polarizácia vnútri gule P je kon²tantná. Potom môºeme písa´

Elok = E + Emikro −EP,

kde EP je makroskopické pole vnútri homogénne polarizovanej gule s polomerom R a polarizáciou P
a Emikro je sú£et polí od dipólov vnútri tejto gule.

Výpo£et po©a EP. Pre elektrickú indukciu vnútri gule platí D = ε0E + P, kým vonku gule máme
D = ε0E. Maxwellove rovnice pre elektrické pole moºno písa´ v tvare28

∇ ·E = 0; ∇×E = 0.

Ozna£me vnútro gule ako oblas´ 1 a vonkaj²ok ako oblas´ 2. Okrajové podmienky pre elektrickú
indukciu a intenzitu v bode R na povrchu gule moºno písa´ v tvare

D1 ·R = D2 ·R; E1 ×R = E2 ×R.

�ahko moºno overi´, ºe rie²ením Maxwellových rovníc je nasledovné rozloºenie elektrického po©a:

E1 = − 1

3ε0
P; E2 =

1

4πε0

3r(p · r)− r2p

r5
,

kde p = 4
3πR

3P je dipólový moment celej gule. Inými slovami, pole vonku gule je totoºné s po©om
dipólu a pole vnútri gule je homogénne, pri£om EP = E1 = − 1

3ε0
P. Toto elektrické pole moºno alter-

natívne interpretova´ aj ako dôsledok existencie náboja na povrchu gule s plo²nou hustotou P · n, kde
n je vonkaj²ia normála v bode na povrchu gule.

Výpo£et po©a Emikro. Výpo£et urobíme pre pole v mrieºkovom bode jednoduchej kubickej mrieºky s
mrieºkovou kon²tantou a. Nech p = (px, py, pz). Po£ítajme napríklad zloºku po©a v smere osi x:

Emikro
x =

1

4πε0a3

′∑
i,j,k

3i(ipx + jpy + kpz)− (i2 + j2 + k2)px

(i2 + j2 + k2)5/2
,

kde £iarka nad sumou znamená obmedzenie i2 +j2 +k2 < (R/a)2. Zárove¬ musíme samozrejme vylú£i´
príspevok bodu i = j = k = 0, t.j. pôsobenie dipólu na seba samého.

Pri výpo£te po©a Emikro
x pouºijeme nasledovné identity, ktoré vyplývajú z kubickej symetrie:

′∑
i,j,k

ij

(i2 + j2 + k2)5/2
=

′∑
i,j,k

ik

(i2 + j2 + k2)5/2
= 0;

′∑
i,j,k

i2

(i2 + j2 + k2)5/2
=

′∑
i,j,k

j2

(i2 + j2 + k2)5/2
=

′∑
i,j,k

k2

(i2 + j2 + k2)5/2
.

28Prvá rovnica vyplýva z ∇ ·D = 0 a z homogenity polarizácie, ∇ · P = 0. V druhej rovnici zanedbávame induk£ný
£len, predpokladajúc dostato£ne nízke frekvencie.
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�ahko nahliadneme, ºe Emikro
x = 0. Analogickým postupom môºeme postupova´ aj pre ostatné kompo-

nenty vektora Emikro a napokon dostaneme výsledok Emikro = 0. Tento výsledok je dôsledkom vysokej
symetrie kubického systému a vo v²eobecnosti neplatí. Av²ak v izotrópnych systémoch ako napr. kva-
paliny a plyny, ktorých symetria je e²te vy²²ia ako kubická, tento výsledok zostáva v platnosti.

Po uváºení výsledkov pre EP a Emikro napokon dostaneme Lorentzov vz´ah medzi makroskopic-
kým po©om E a lokálnym po©om Elok v bode s aspo¬ kubickou symetriou:

Elok = E +
1

3ε0
P. (45)

Dá sa ukáza´, ºe podstatný rozdiel medzi mikroskopickým a makroskopickým výpo£tom elektrického
po©a je v tom, ºe v mikroskopickom výpo£te explicitne vynechávame pôsobenie dipólu na seba, kým v
makroskopickom výpo£te je toto pôsobenie prítomné.29

Mottov prechod kov-izolant
Skúmajme prechod kov-izolant v dopovanom polovodi£i. Tento problém sme uº analyzovali v predná²ke
II.7. V tomto odstavci budeme prezentova´ alternatívny poh©ad na tento prechod.

Pre konkrétnos´ sa obmedzíme na dopovanie typu n. Nech koncentrácia dopantov je n a nech v
izolujúcom stave obsadzujú dopované elektróny vodíku podobný základný stav s atómovým polomerom

a∗B =
mεs
m∗

aB,

kde aB je Bohrov polomer, εs je relatívna permitivita izolujúcej matrice am,m∗ sú hmotnosti elektrónu
vo vákuu a v kry²táli. Opä´ teda pracujeme s efektívnym hamiltoniánom pre obálkové vlnové funkcie
v priblíºení izotrópnej efektívnej hmotnosti a zanedbávame moºné degenerácie dna vodivostného pásu.

Dopovaný polovodi£ môºeme na d¨ºkových ²kálach porovnate©ných s a∗B chápa´ ako kontinuum
s relatívnou permetivitou εs, v ktorom sa nachádzajú polarizovate©né prímesi. Medzi indukciou a
intenzitou elektrického po©a preto platí vz´ah D = ε0εsE + Pimp, kde Pimp je príspevok k polarizácii
od prímesí. Na²ím cie©om je nájs´ relatívnu permitivitu εR dopovaného polovodi£a, de�novanú vz´ahom
D = ε0εRE. Porovnaním oboch výrazov pre D pre izotrópne systémy dostávame vz´ah

εR = εs +
Pimp

ε0E
.

V zelenej u£ebnici kvantovej mechaniky sa ukazuje, ºe statická polarizovate©nos´ atómu vodíka v
základnom stave, t.j. koe�cient úmernosti γs vo vz´ahu p = ε0γsE

lok, je30 γs = 18πa3
B. Ak v tomto

odvodení zoh©adníme, ºe v na²om prípade εs 6= 1 a m∗

m 6= 1, pre polarizovate©nos´ γs vodíku podobných
viazaných stavov dopovaných elektrónov dostaneme γs = 18πεs(a

∗
B)3. Preto pre príspevok k polarizácii

od prímesí platí
Pimp = ε0εsα

0
sE

lok,

kde sme zaviedli susceptibilitu prímesí α0
s = 18πn(a∗B)3.

Na druhej strane, ke¤ºe v nami ²tudovanom prípade sú nábojové hustoty tienené faktorom εs,
Lorentzov vz´ah (45) medzi lokálnym a makroskopickým po©om nadobudne tvar

Elok = E +
1

3ε0εs
Pimp.

29Naozaj, po£ítajme strednú hodnotu elektrického po©a 〈E〉 v malej guli s objemom v0 okolo jedného z dipólov. Pole
〈E〉 po£ítajme ako sú£et príspevku 〈Evon〉 od dipólov vonku zo skúmanej gule a príspevku 〈Ednu〉 od dipólu p vnútri gule.
V u£ebnici J. D. Jackson: Classical Electrodynamics sa ukazuje, ºe príspevok 〈Evon〉 k strednému po©u od dipólov vonku
zo skúmanej gule je rovný po©u, ktoré tieto dipóly generujú v strede gule, t.j. v na²om prípade 〈Evon〉 = 0. Na druhej
strane, Jackson tieº ukazuje, ºe príspevok k strednému po©u od dipólu vnútri gule je v0〈Ednu〉 = − 1

3ε0
p. Makroskopické

pole teda treba stotoºni´ s po©om 〈Evon〉+ 〈Ednu〉, kým lokálne pole je totoºné s 〈Evon〉.
30Výsledok γs ∼ a3

B moºno odvodi´ aj z klasickej teórie pre polarizovate©nos´ tesne viazaných elektrónov, pod©a ktorej

γs ∼
∑
j

q2j
mε0ω

2
j
, pozri napr. I.22, ak za typickú energiu medzipásových prechodov ~ωj vezmeme energiu základného stavu

atómu vodíka a ak urobíme odhad qj ∼ e.
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Ak pomocou tohto výrazu vylú£ime lokálne pole Elok zo vz´ahu pre Pimp, pomocou výsledného vz´ahu
medzi Pimp a makroskopickým po©om E napokon nájdeme h©adaný výraz pre relatívnu permitivitu
dopovaného polovodi£a:

εR = εs

(
1 +

α0
s

1− α0
s/3

)
.

Teda pri dosiahnutí hodnoty α0
s = 3 relatívna permitivita diverguje, £o moºno interpretova´ tak, ºe

elektróny prestávajú by´ viazané k prímesným atómom a nastáva prechod z izolantu do kovu. Prechod
nastane pri kritickej koncentrácii nc, ktorú môºeme odhadnú´ z podmienky α0

s = 3. Tak dostaneme

n1/3
c a∗B =

(
1

6π

)1/3

≈ 0.38.

Je pozoruhodné, ºe odhad vychádzajúci z predstavy o polariza£nej katastrofe (t.j. nestabilite izolantu)
je takmer totoºný s odhadom n

1/3
c a∗B ≈ 0.36, ktorý bol v II.7 odvodený z úvah o nestabilite kovu.

Obrázok 14 ukazuje, ºe experimentálne dáta pre mnoºstvo dopovaných polovodi£ov s atómovými po-
lomermi v rozmedzí 1 aº 1000 Å moºno ve©mi dobre �tova´ formulou n1/3

c a∗B = 0.26, v kvalitatívnej
zhode s jednoduchou teóriou zaloºenou na predstave polariza£nej katastrofy (alebo, ekvivalentne, na
Mottovej teórii). Uvedený �t platí pre zmeny koncentrácie v rozmedzí ôsmich rádov!

Obr. 14: V rovine so súradnicami nc (t.j. kritická koncentrácia nc dopantov) a a∗B (efektívny Bohrov polomer) sú
znázornené experimentálne dáta pre rôzne dopované polovodi£e v ²irokom intervale nc a a∗B . Experimentálne dáta moºno
dobre �tova´ formulou n1/3

c a∗B = 0.26.31

Susceptibilita iónových kry²tálov
V tomto odstavci preskúmame príspevok iónových stup¬ov vo©nosti k elektrickej susceptibilite ió-
nových kry²tálov. Obmedzíme sa na ²túdium klasického modelu iónových kry²tálov s dvomi opa£ne
nabitými iónmi v bunke. Pre konkrétnos´ majme na mysli kry²tál NaCl. Budeme skúma´ iba dlho-
vlnné optické fonóny, kedy okamºitú kon�guráciu mrieºky moºno popísa´ dvomi vektormi: vektorom
posunutia podmrieºky atómov Na u+ a vektorom posunutia podmrieºky atómov Cl u−. Ak hmotnosti
iónov ozna£íme ako M+,M− a krátkodosahové sily medzi nimi popí²eme harmonickými oscilátormi s
pruºnos´ou K, potom pohybové rovnice pre ióny nadobudnú tvar

M+ü+ = −K(u+ − u−) +QElok, M−ü− = −K(u− − u+)−QElok,

kde ±Q je iónový náboj. Zave¤me postupne relatívnu výchylku u = u+ − u− podmrieºky atómov
Na vo£i podmrieºke atómov Cl, redukovanú hmotnos´ 1

M = 1
M+

+ 1
M−

a iónovú frekvenciu ω̃2
T = K

M .
Pomocou týchto veli£ín sa pohybová rovnica redukuje na tvar

ü = −ω̃2
Tu +

Q

M
Elok − γu̇,

31Stojí za zmienku, ºe obrázok 14 vyzerá aº príli² dobre: pouºitá teória polarizovate©nosti nezoh©ad¬uje degenerácie
miním vodivostných pásov ani anizotropiu disperzných zákonov. Dobrý súlad teórie s experimentom môºe súvisie´ s
metodikou odhadu a∗B , £o obvykle nie je priamo meraná, ale iba odvodená veli£ina.
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kde posledný £len na pravej strane popisuje trenie, a teda kone£né straty. Ak teraz uváºime, ºe v
prítomnosti kone£nej výchylky u existuje v materiáli nenulová polarizácia Pion = nionQu, kde nion je
koncentrácia jedného typu iónov, a ak budeme predpoklada´ harmonický £asový priebeh Elok ∝ e−iωt,
potom pre príspevok iónov k polarizácii dostaneme výraz Pion = ε0

(
αion
ω

)0
Elok, kde sme zaviedli

lokálnu iónovú susceptibilitu (
αion
ω

)0
=

Ω2
ion

ω̃2
T − ω(ω + iγ)

,

pri£om Ω2
ion = nionQ

2

Mε0
. V²imnime si, ºe lokálna iónová susceptibilita má známy rezonan£ný tvar, ktorý

je plne analogický s výsledkom pre tesne viazané elektróny (pozri I.22). Av²ak, ke¤ºe frekvencie ω̃T aj

Ωion sú úmerné 1√
M
, ich hodnoty sú zhruba

√
M
m ∼ 40 krát men²ie neº elektrónové frekvencie.

Dielektrická funkcia iónových kry²tálov
V na²om výklade sa obmedzíme na ²túdium izolujúcich iónových kry²tálov. K lokálnej susceptibilite
α0
ω teda prispievajú tesne viazané elektróny a ióny, α0

ω = (αcore
ω )0 +

(
αion
ω

)0. Ak sa ¤alej obmedzíme
na ²túdium frekvencií porovnate©ných s iónovými, potom (αcore

ω )0 môºeme nahradi´ kon²tantou α0
core.

Pod©a Clausiovej-Mossottiho formuly preto pre dielektrickú funkciu platí

εR(ω) = 1 +
α0
ω

1− α0
ω/3

.

V²imnime si, ºe funkcia εR(ω) je charakterizovaná tromi parametrami Ωion, ω̃T a α0
core, ako aj tlmením

γ. Po jednoduchých, ale zd¨havých úpravách môºeme dielektrickú funkciu prepísa´ do tvaru

εR(ω) =
εsω

2
T − ε∞ω(ω + iγ)

ω2
T − ω(ω + iγ)

, (46)

kde sme tri parametre Ωion, ω̃T a α0
core nahradili tromi novými parametrami εs, ε∞ a ωT :

εs = 1 +
α0

core + Ω2
ion/ω̃

2
T

1− 1
3α

0
core − 1

3Ω2
ion/ω̃

2
T

; ε∞ = 1 +
α0

core

1− α0
core/3

; ω2
T = ω̃2

T −
Ω2

ion

3− α0
core

.

Analýzou funkcie (46) ©ahko nahliadneme, ºe εs ozna£uje (statickú) hodnotu permitivity pri frekvencii
ω = 0, kým ε∞ ozna£uje vysofrekven£nú permitivitu, pri£om pod vysokými frekvenciami tu rozumieme
frekvencie, ktoré sú ve©ké oproti fonónovým frekvenciám, ale malé oproti frekvenciám medzipásových
prechodov. V²imnime si, ºe v¤aka kone£nej hodnote frekvencie Ωion platí nerovnos´ εs > ε∞. Fyzikálny
zmysel veli£iny ωT ozrejmíme neskôr.

Obr. 15: Optické vlastnosti iónových kry²tálov. V©avo: frekven£ná závislos´ reálnej £asti dielektrickej funkcie ε′(ω).
V strede: disperzné zákony ω±(q) pre dva polaritónové módy, ktoré vznikajú (pri �xovanom vlnovom vektore a smere
polarizácie) hybridizáciou dvoch iných módov: prie£nych optických fonónov a fotónov. Vpravo: frekven£ná závislos´
koe�cientu odrazu R(ω).

Kolektívne módy v iónových kry²táloch
Teraz preskúmame optické vlastnosti média s dielektrickou kon²tantou danou vz´ahom (46). Pre jed-
noduchos´ v na²ich úvahách zanedbáme (obvykle malé) tlmenie a poloºíme γ = 0. Za£neme analýzou
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kolektívnych módov:

Spontánne pozd¨ºne kmity sa dejú pri takej frekvencii ω, ktorá je rie²ením rovnice εR(ω) = 0, pozri
I.21. Frekvenciu spontánnych pozd¨ºnych kmitov ozna£ujeme ωL a platí pre ¬u vz´ah

ω2
L =

εs
ε∞

ω2
T , (47)

ktorý sa nazýva Lyddaneho-Sachsovým-Tellerovým (LST) vz´ahom. Ke¤ºe εs > ε∞, musí plati´
ωL > ωT .

Spontánne prie£ne kmity s vlnovým vektorom q sú moºné iba pri frekvencii, ktorá sp¨¬a rovnicu
c2q2 = ω2εR(ω), pozri I.21.32 Ak dielektrickú funkciu prepí²eme do tvaru εR(ω) = ε∞

ω2
L−ω

2

ω2
T−ω2 , dostaneme

nasledovné dve rie²enia pre ω2:

ω2
±(q) =

1

2

ω2
L +

c2q2

ε∞
±

√(
ω2
L +

c2q2

ε∞

)2

− 4ω2
T

c2q2

ε∞

 .
Rie²enia ω2

±(q) sa redukujú na jednoduché vz´ahy v dvoch limitách:

(a) V extrémne dlhovlnnej limite q � q∗, kde q∗ ∼ ωT
√
εs

c ∼ 105 m−1, máme ω+(q) = ωL, t.j. horná
vetva má charakter optického fonónu, kým ω−(q) = cq√

εs
, t.j. dolná vetva popisuje fotón v médiu s

indexom lomu
√
εs.

(b) Mimo extrémne dlhovlnnej limity, t.j. pre q � q∗, máme ω+(q) = cq√
ε∞

, t.j. horná vetva má fotónový
charakter, kým ω−(q) = ωT , t.j. dolná vetva zodpovedá optickému fonónu.

Pri �xovanej polarizácii kolmej na smer ²írenia vlny q sme teda dostali dva prie£ne módy, ktoré
majú zmie²aný fotónovo-fonónový charakter. Tieto dva nové módy nazývame polaritóny. Ak uváºime,
ºe pre daný vlnový vektor q máme dve nezávislé polarizácie, spolu tak dostávame ²tyri módy.

Na záver tohto odstavca poznamenajme, ºe v²etky veli£iny, ktoré vstupujú do Lyddaneho-Sachsovho-
Tellerovho (LST) vz´ahu, sú merate©né. Tabu©ka 1 ukazuje, ºe tento vz´ah výborne popisuje vz´ah
medzi vibra£nými a optickými vlastnos´ami kry²tálov.

Si GaAs AlAs BN MgO AgF
ωL/ωT 1 1.07 1.12 1.24 1.81 1.88√
εs/ε∞ 1 1.08 1.11 1.26 1.83 1.88

Tabu©ka 1: Experimentálne hodnoty veli£ín vstupujúcich do LST vz´ahu. S rastúcim iónovým charakterom kry²tálu
rastie aj pomer ωL/ωT . V²imnime si, ºe pre kovalentne viazaný kremík je v dlhovlnnej limite q → 0 frekvencia pozd¨ºnych
a prie£nych optických módov rovnaká, ωL = ωT . Ide o formálny dôsledok faktu, ºe �iónový� náboj kremíka je Q = 0 a
následne εs = ε∞. Z fyzikálneho h©adiska ide o ve©mi prirodzený výsledok: v limite q → 0 nemoºno rozlí²i´ pozd¨ºne a
prie£ne módy, ke¤ºe neexistuje smer ²írenia. Rovnaký výsledok dostávame aj v iónových kry²táloch, av²ak iba v extrémne
dlhovlnnej limite q � q∗: v tejto limite je frekvencia pozd¨ºnych aj prie£nych fonónov rovná ωL.

Optické vlastnosti iónových kry²tálov
Komplexný index lomu média je daný vz´ahom n(ω) + iκ(ω) =

√
εR(ω). Koe�cient odrazu R pre

ºiarenie dopadajúce z vákua kolmo na ²tudovaný polonekone£ný materiál je daný vz´ahom

R =
(n− 1)2 + κ2

(n+ 1)2 + κ2
.

Podobným postupom ako v I.21,22 teraz preskúmame frekven£nú závislos´ funkcie R(ω).

Oblas´ ω < ωT : Index lomu je rastúcou funkciou frekvencie ω a mení sa od hodnoty n(0) =
√
εs do

n(ωT )→∞. Spolu s indexom lomu s frekvenciou rastie aj odrazivos´ R. Absorp£ný koe�cient κ = 0,

32Táto formulka platí, len ak môºeme zanedba´ závislos´ dielektrickej funkcie od q. Vo v²eobecnej²om prípade platí
c2q2 = ω2ε⊥(q2, ω), pozri linky.



46 10 TEÓRIA LINEÁRNEJ ODOZVY

preto materiál je prieh©adný.

Oblas´ ωT < ω < ωL: V tejto oblasti je index lomu n = 0 a κ > 0. Preto v celej oblasti je odrazivos´
R = 1 a materiál odráºa ºiarenie podobne ako kov. Súvisí to s absenciou kolektívnych módov v tejto
oblasti frekvencií.

Oblas´ ω > ωL: Index lomu je rastúcou funkciou ω a mení sa od n(ωL) = 0 do n(∞) =
√
ε∞. Odrazivos´

sa mení nemonotónne a pri frekvencii, pri ktorej je index lomu n = 1, je nulová. Absorb£ný koe�cient
κ = 0, preto materiál je prieh©adný.

Feroelektrická nestabilita

V niektorých materiáloch sú ´aºiská kladného a záporného náboja navzájom posunuté. Takéto materiály teda majú
spontánnu nenulovú polarizáciu a nazývame ich feroelektriká. V ¤al²om výklade sa obmedzíme na popis tzv. posuvnej
feroelektrickej nestability, aká sa typicky realizuje v materiáloch so ²truktúrou perovskitu.

Feroelektrickú nestabilitu moºno chápa´ ako ²peciálny príklad polariza£nej katastrofy: akonáhle lokálna statická
susceptibilita α0

ω=0 = α0
core +

Ω2
ion

ω̃2
T

prekro£í hodnotu α0
ω=0 = 3, dielektrická funkcia εs diverguje a v materiáli spontánne

vzniká polarizácia. Ve©kos´ polarizácie nemoºno vypo£íta´ z lineárnej teórie. Pod©a lineárnej teórie, t.j. ak polarizácia je
lineárnou funkciou E, totiº pri α0

ω=0 > 3 polarizácia rastie nad v²etky medze. Av²ak ke¤ je polarizácia ve©ká, linearizovaná
teória prestane plati´ a nelineárne javy obvykle stabilizujú kone£nú hodnotu polarizácie.

Alternatívne moºno feroelektrickú nestabilitu chápa´ ako tzv. nestabilitu s mäkkýmmódom. V²imnime si totiº, ºe
ak εs rastie do ve©kých hodnôt, potom pod©a Lyddaneovho-Sachsovho-Tellerovho vz´ahu frekvencia prie£nych optických
fonónov ωT klesá do nuly. Módy s nízkymi frekvenciami voláme mäkké. Akonáhle ωT = 0, fonónový mód s touto
frekvenciou môºe by´ obsadený ©ubovo©ným po£tom kvánt. Spontánna prítomnos´ takýchto statických (deforma£ných)
módov je v²ak ekvivalentná nenulovej polarizácii.

Vysokoteplotná dielektrická fáza perovskitov má nulovú spontánnu polarizáciu, P = 0. Ke¤ºe v nízkoteplotnej

feroelektrickej fáze P 6= 0, polarizáciu P moºno povaºova´ za parameter usporiadania prechodu dielektrikum-

feroelektrikum. Obvykle je tento fázový prechod druhého druhu, t.j. parameter usporiadania sa mení so zmenou teploty

spojito. Teplotnú závislos´ P moºno kvalitatívne popísa´ pomocou Landauovej teórie fázových prechodov.

Námety na seminárnu prácu

1. Skúmajme skrutkovitú molekulu d¨ºky l = Na, ktorá je tvorená sadou N dipólov kolmých na os molekuly, pri£om

ich ´aºiská leºia na osi molekuly. Nech n-tý dipól je okolo osi molekuly pooto£ený o uhol θn = 2πn
N

. Predpokladajte, ºe

dipóly sú tvorené kladným a záporným atómom spojeným pruºinou, ktorá v nulovom externom poli nie je natiahnutá.

Nech pruºiny majú �xovaný smer v priestore a v externom poli sa atómy tvoriace dipól môºu posúva´ iba pozd¨º pruºín.

Skúmajte plyn z takýchto molekúl s koncentráciou n. Nájdite dielektrický tenzor εij(q, ω) skúmaného plynu. Bude takýto

plyn kruhovo dvojfarebný? Návod. Ozna£me jednotkový vektor v smere osi molekuly ako n. Najprv skúmajte dipólový

moment p molekuly indukovaný vlnou Eeiq·r−iωt a vypo£ítajte koe�cient polarizovate©nosti γij(n,q, ω) de�novaný vz´a-

hom pi = ε0γij(n,q, ω)Ej . Potom stredujte veli£inu γij(n,q, ω) cez v²etky orientácie vektora n.

2. Skon²truujte klasický mikroskopický model pre zviazané kmity mrieºky jednoduchého iónového kry²tálu, povedzme

CsCl, a prie£neho elektromagnetického po©a. V prvom kroku skúmajte dva nezviazané systémy: pruºinkový model pre

CsCl a vo©né prie£ne elektromagnetické pole s vektorovým potenciálom A(r, t). V druhom kroku zapnite väzbu medzi

oboma systémami, pozri hamiltonián (51) v III.10.

10 Teória lineárnej odozvy

V tejto predná²ke najprv odvodíme v²eobecnú formulu, ktorá umoº¬uje po£íta´ zmeny fyzikálnych
veli£ín v skúmanom systéme po aplikovaní externých polí. Predpokladáme pritom, ºe aplikované polia
sú malé. Preto zmeny po£ítame poruchovou metódou. Obmedzíme sa na prvý rád poruchovej teórie,
teda na tzv. lineárnu odozvu. V druhej £asti predná²ky budeme v²eobecnú teóriu aplikova´ na výpo£et
optickej vodivosti dokonalých kry²tálov.

Poruchová teória: Kubova formula
Predpokladajme, ºe skúmaný systém interaguje s externe aplikovaným po©om prostredníctvom poru-
chového hamiltoniánu

V (t) =
[
Fe−iωt + F †eiωt

]
eγt.
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Predpokladáme teda harmonický priebeh poruchy s frekvenciou ±ω. Poruchový hamiltonián je ex-
plicitne hermitovský. V hamiltoniáne je zahrnutý faktor eγt, kde γ je in�nitezimálne malá kladná
frekvencia, ktorý popisuje pomalé zapínanie poruchy z po£iato£nej nulovej hodnoty pre t → −∞.
Na²ím cie©om bude nájs´ (£asovo závislú) zmenu strednej hodnoty veli£iny G oproti jej hodnote v
rovnováºnom systéme.

Predpokladajme, ºe neporu²ený systém je popísaný od £asu nezávislým hamiltoniánom H0 s vlast-
nými stavmi |n〉 a vlastnými energiami En. Potom rovnováºna stredná hodnota veli£iny G v neporu-
²enom stave bude daná vz´ahom

〈G〉 =
∑
n

ρn〈n|G|n〉, (48)

kde ρn = 1
Z e
−En/T je rovnováºna pravdepodobnos´ obsadenia stavu |n〉 a Z =

∑
n e
−En/T je ²tatistická

suma. V prítomnosti £asovo závislej poruchy V (t) musíme hovori´ a £asovo závislých stavoch |ψ(t)〉
systému. Pre malé poruchy o£akávame, ºe ku kaºdému neporu²enému stavu |n〉 prislúcha £asovo závislý
stav |ψn(t)〉. Ak budeme predpoklada´, ºe obsadenie stavov zostane popísané funkciou ρn,33 potom
zmenu strednej hodnoty veli£iny G môºeme po£íta´ pomocou vz´ahu

〈δG(t)〉 =
∑
n

ρn [〈ψn(t)|G|ψn(t)〉 − ρn〈n|G|n〉] . (49)

Na²ou prvou úlohou pri výpo£te 〈δG(t)〉 je nájs´ vlnovú funkciu |ψn(t)〉. Rie²enie £asovo závislej
SchR

i~
∂

∂t
|ψ(t)〉 = H(t)|ψ(t)〉

s hamiltoniánom H(t) = H0 + V (t) h©adajme nasledovným rozvojom do úplného systému stavov |k〉:

|ψ(t)〉 =
∑
k

ak(t)e
−iEkt/~|k〉.

Po dosadení vlnovej funkcie |ψ(t)〉 do £asovo závislej SchR, násobení výslednej rovnice z©ava vekto-
rom 〈m| a po jednoduchej úprave, pri ktorej vyuºijeme ortonormálnos´ systému vlastných stavov |k〉,
dostaneme systém diferenciálnych rovníc pre ak(t):

ȧm(t) =
1

i~
∑
k

〈m|V |k〉eiωmktak,

kde sme zaviedli ozna£enie ~ωmk = Em − Ek.
Systém rovníc pre ak(t) budeme rie²i´ poruchovou metódou, t.j. h©adáme rozvoj ak(t) = a

(0)
k +

a
(1)
k (t) + . . . pod©a mocnín V . Zaujímajme sa o vlnovú funkciu |ψn(t)〉, ktorá vznikne z neporu²eného
vlastného stavu |n〉 £asovým vývojom v prítomnosti poruchy. V nultom ráde poruchovej teórie preto
ºiadame, aby a(0)

k = δkn.

V prvom ráde poruchovej teórie preto pre koe�cienty sm 6= n dostávame pohybovú rovnicu ȧ(1)
m (t) =

1
i~〈m|V |n〉e

iωmnt, alebo po integrovaní cez £as

a(1)
m (t) = −1

~
eiωmnt

[
〈m|F |n〉

ωmn − ω − iγ
e−iωt +

〈m|F †|n〉
ωmn + ω − iγ

eiωt
]
eγt,

kde sme vyuºili po£iato£nú podmienku, ºe pre t→ −∞ je a(1)
m = 0. Na druhej strane, koe�cient a(1)

n (t)
musí by´ rýdzo imaginárny34 a preto s presnos´ou do 1. rádu vo V moºno písa´ an(t) = 1 + iφ = eiφ,
kde φ je reálne £íslo rádu V . Preto s presnos´ou do 1. rádu vo V pre vlnovú funkciu |ψn(t)〉 platí

|ψn(t)〉 = eiφe−iEnt/~|n〉+ |δψn(t)〉,
33V £ase t sa hladina En posunie na hodnotu En(t) = En+〈n|V (t)|n〉, preto by sme mohli o£akáva´, ºe v¤aka pomalosti

zapínania poruchy bude rozdelenie stavov v £ase t dané zmenenou pravdepodobnos´ou ρn(t) = 1
Z(t)

e−En(t)/T . Ak v²ak
budeme predpoklada´, ºe frekvencia ω je dostato£ne vysoká, potom obsadenie stavov nebude stíha´ oscilova´. Preto do
rozdelenia ρn(t) bude vstupova´ hodnota En(t) = En spriemerovaná cez nieko©ko periód, t.j. rozdelenie zostane v £ase
nemenné, ρn(t) = ρn. Pri optických frekvenciách, ktoré sú predmetom ná²ho záujmu, vyzerá tento predpoklad rozumne.

34Norma vlnovej funkcie |ψn(t)〉 po£ítaná do 1. rádu pod©a V je totiº 1 =
∑
k |ak(t)e−iEkt/~|2 = |1 + a

(1)
n (t)|2 +∑

k 6=n |a
(1)
k (t)|2 = 1 + a

(1)
n (t) + a

(1)∗
n (t). Porovnaním za£iatku a konca zistíme, ºe a(1)

n (t) musí by´ rýdzo imaginárne.
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kde sme zaviedli ozna£enie |δψn(t)〉 =
∑

m 6=n a
(1)
m (t)e−iEmt/~|m〉 pre prímes stavov s m 6= n do vlnovej

funkcie |ψn(t)〉. Ak tento výsledok pouºijeme pri výpo£te maticových elementov 〈ψn(t)|G|ψn(t)〉, do 1.
rádu vo V dostaneme

〈ψn(t)|G|ψn(t)〉 − 〈n|G|n〉 = 〈δψn(t)|G|n〉eiφe−iEnt/~ + 〈n|G|δψn(t)〉e−iφeiEnt/~.

Ak si teraz uvedomíme, ºe s presnos´ou do 1. rádu vo V naviac platí |δψn(t)〉e−iφ = |δψn(t)〉, fázové
faktory e±iφ môºeme vynecha´ a po dosadení do (49) napokon pre zmenu strednej hodnoty veli£iny G
dostaneme tzv. Kubovu formulu:

〈δG(t)〉 = −1

~
∑
m 6=n

(ρn − ρm)

[
〈n|G|m〉〈m|F |n〉
ωmn − ω − iγ

e−iωt +
〈n|G|m〉〈m|F †|n〉
ωmn + ω − iγ

eiωt
]
eγt. (50)

Táto rovnica je hlavným výsledkom teórie lineárnej odozvy. Vo zvy²ku tejto predná²ky pouºijeme Ku-
bovu formulu na výpo£et optickej vodivosti. Za tým ú£elom musíme najprv identi�kova´ hamiltonián
interakcie s elektromagnetickým po©om V (t).

Hamiltonián systému £astíc v elektromagnetickom poli
Hamiltonián systému nabitých £astíc s nábojmi qi a hmotnos´ami mi v elektromagnetickom poli po-
písanom skalárnym potenciálom φ(r) a vektorovým potenciálom A(r) moºno písa´ v tvare

H(t) = H0 −
1

2

∑
i

qi
mi

(pi ·Ai + Ai · pi) +
∑
i

(
q2
iA

2
i

2mi
+ qiφi

)
, (51)

kde H0 je hamiltonián systému v nulovom poli. Zaviedli sme pritom ozna£enia Ai = A(ri, t) a
φi = φ(ri, t) kde ri je súradnica i-tej £astice. Budeme sa zaobera´ odozvou systému na transver-
zálne elektromagnetické pole, ktoré popí²eme v kalibrácii s φ = 0 a ∇·A = 0. Ak sa naviac obmedzíme
na slabé polia, môºeme zanedba´ £leny úmerné A2 a (51) môºeme zapísa´ v tvare H(t) = H0 + V (t),
kde

V (t) =
e

2m

∑
i

(Ai · pi + pi ·Ai) . (52)

Obmedzili sme sa pritom iba na elektrónové stupne vo©nosti s qi = −e a mi = m. Zanedbali sme teda
odozvu iónov, ktorú v²ak moºno analyzova´ analogicky.

Ako obvykle, obmedzíme sa na skúmanie systémov vo ve©kej krabici s objemom V s periodickými
okrajovými podmienkami. Priamu a spätnú piestorovú Fourierovu transformáciu ©ubovo©nej veli£iny
budeme de�nova´ vz´ahmi

Xk =

∫
d3rX(r)e−ik·r; X(r) =

1

V
∑
k

Xke
ik·r, (53)

pri£om vlnový vektor k prebieha cez diskrétnu sadu hodnôt konzistentných s okrajovými podmienkami.
V ¤al²om výklade budeme h©ada´ odozvu na nasledovný harmonický £asopriestorový priebeh (re-

álneho) vektorového potenciálu:

A(r, t) =
1

V
(
Aqe

iq·r−iωt + A−qe
−iq·r+iωt

)
eγt. (54)

Predpokladáme pritom, ºe vlnový vektor q je konzistentný s okrajovými podmienkami a nie identicky
nulový. Ke¤ºe potenciálA(r, t) je transverzálny, musí plati´ q·Aq = 0 a z reálnosti potenciálu vyplýva,
ºe A−q = A∗q. Faktor e

γt opä´ popisuje pomalé zapínanie poruchy.

Operátory nábojovej a prúdovej hustoty
Skúmajme najprv jediný elektrón popísaný vlnovou funkciou ψ(r). Na²ím cie©om je nájs´ operátor
hustoty náboja %̂(r) v bode r a operátor hustoty prúdu ĵ(r) v bode r, ktorých strednými hodnotami sú
známe výrazy pre nábojovú hustotu %(r) a prúdovú hustotu j(r) pre elektrón v stave s vlnovou funkciou
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ψ(r). Budeme pracova´ v x-reprezentácii a spinový stupe¬ vo©nosti pre jednoduchos´ zanedbáme. Má
teda plati´, pozri napr. I.26:

%(r) =

∫
d3xψ∗(x)%̂(r)ψ(x) = −e |ψ(r)|2 ,

j(r) =

∫
d3xψ∗(x)̂j(r)ψ(x) =

i~e
2m

[ψ∗(r)∇ψ(r)− ψ(r)∇ψ∗(r)]− e2

m
A |ψ(r)|2 .

V²imnime si, ºe r v týchto výrazoch je parametrom a x je operátorom polohy £astice. Ak uváºime, ºe
v x-reprezentácii má operátor hybnosti tvar p = −i~ ∂

∂x , ©ahko nahliadneme, ºe nasledovné operátory
merajú nábojovú a prúdovú hustotu jedno£asticových stavov:35

%̂(r) = −eδ(r− x); ĵ(r) = − e

2m
[pδ(r− x) + δ(r− x)p]− e2

m
Aδ(r− x).

Preto operátory nábojovej a prúdovej hustoty systému £astíc s polohovými vektormi ri sú

%̂(r) = −e
∑
i

δ(r− ri); ĵ(r) = − e

2m

∑
i

[piδ(r− ri) + δ(r− ri)pi]−
e2

m

∑
i

Aiδ(r− ri).

�alej po£ítajme Fourierove komponenty operátorov nábojovej a prúdovej hustoty %̂q a ĵq. Ak pouºijeme
de�nície (53) a ak prúdovú hustotu vyjadríme ako sú£et ĵq = Ĵq + Ĵdia

q �mechanickej� prúdovej hustoty
Ĵq a �diamagnetickej� prúdovej hustoty Ĵdia

q , dostaneme

%̂q = −e
∑
i

e−iq·ri ; Ĵq = − e

2m

∑
i

[
pie
−iq·ri + e−iq·ripi

]
; Ĵdia

q = −e
2

m

∑
i

Aie
−iq·ri . (55)

Po zoh©adnení explicitného tvaru funkcie A(r, t) pre operátor �diamagnetickej� prúdovej hustoty do-
staneme výraz

Ĵdia
q = −ne

2

m
Aqe

−iωt+γt − e2

mV
A−qe

iωt+γt
∑
i

e−2iq·ri ,

kde n je koncentrácia elektrónov a m je hmotnos´ elektrónu vo vákuu.
Ak sa napokon vrátime k poruchovému hamiltoniánu (52) a opä´ vyuºijeme explicitný priestoro-

£asový priebeh (54) funkcie A(r, t), potom zoh©adniac de�níciu operátora Ĵq môºeme písa´

V (t) =
[
Fe−iωt + F †eiωt

]
eγt; F = − 1

V
Aq · Ĵ−q; F † = − 1

V
A−q · Ĵq.

Poruchový hamiltonián sme teda explicitne vyjadrili v takom tvare, pre ktorý sme odvodili Kubovu
formulu.

Dôsledky transla£nej symetrie

Pri posunutiach T (R) v²etkých elektrónov o akýko©vek mrieºkový vektorR sa hamiltoniánH0 nezmení, £iºe [T (R), H0] =
0. Preto (mnoho£asticové) vlastné stavy |n〉 hamiltoniánu H0 moºno vybra´ tak, aby boli zárove¬ vlastnými stavmi
operátorov T (R). Ke¤ºe posunutia tvoria (abelovskú) grupu, dá sa ukáza´, ºe T (R)|n〉 = eiP·R/~|n〉, kde veli£inu P
nazveme kvázihybnos´ou stavu |n〉. Teda v²etky vlastné stavy operátora H0 majú ostrú hodnotu kvázihybnosti.

Nech kvázihybnos´ vlastného stavu |n〉 je P, t.j. nech T (R)|n〉 = eiP·R/~|n〉. Teraz ukáºeme, ºe kvázihybnos´
stavu (

∑
i e
−2iq·ri)|n〉 je P − 2~q. Naozaj, pri posunutí v²etkých £astíc ri → ri + R sa faktor

∑
i e
−2iq·ri zmení na

e−2iq·R∑
i e
−2iq·ri , a preto T (R)(

∑
i e
−2iq·ri)|n〉 = ei(P−2~q)·R/~(

∑
i e
−2iq·ri)|n〉, £.b.t.d.

Dôsledok 1: ak 2q nie je vektorom recipro£nej mrieºky, potom stredná hodnota 〈
∑
i e
−2iq·ri〉 je nulová, pretoºe

pod©a (48) je de�novaná ako sú£et maticových elementov 〈n|
∑
i e
−2iq·ri |n〉. Tieto maticové elementy sú nulové, pretoºe

sú to prekryvy stavov s rôznymi kvázihybnos´ami.

35Výraz pre %̂(r) je o£idiný. Pri kontrole výrazu pre ĵ(r) si sta£í uvedomi´, ºe (pretoºe p je hermitovský operátor)∫
d3xψ∗(x)pδ(r− x)ψ(x) =

∫
d3xδ(r− x)ψ(x) [pψ(x)]∗ = i~ψ(r)

∂

∂r
ψ∗(r).
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Dôsledok 2: maticový element 〈n|Ĵq|m〉 môºe by´ nenulový, iba ak pre hybnosti stavov |n〉 a |m〉 platí Pn = Pm−~q.
Toto tvrdenie vyplýva z pozorovania T (R)Ĵq|m〉 = e−iq·RĴqT (R)|m〉 = ei(Pm−~q)·R/~Ĵq|m〉.

Kubova formula pre elektrickú vodivos´
Na²ou úlohou je vypo£íta´ strednú hodnotu operátora prúdovej hustoty jq(t) = 〈Ĵq〉+〈Ĵdia

q 〉 do prvého
rádu pod©a A(r, t). Ke¤ºe operátor Ĵdia

q je lineárne úmerný vektorovému potenciálu, strednú hodnotu
〈Ĵdia

q 〉 treba po£íta´ v neporu²enom stave. Tak dostaneme

〈Ĵdia
q 〉 = −ne

2

m
Aqe

−iωt+γt − e2

mV
A−qe

iωt+γt

〈∑
i

e−2iq·ri

〉
.

Odteraz sa obmedzíme na ²túdium dokonalých kry²tálov, t.j. kry²tálov bez porúch, ktoré sú invariantné
vo£i transláciám o mrieºkové vektory. Z transla£nej symetrie vyplýva, ºe ak 2q nie je vektorom recipro£-
nej mrieºky (£o predpokladáme), potom druhý £len vo výraze pre 〈Ĵdia

q 〉 vypadne. Pre diamagnetický

prúd tak dostaneme výsledok 〈Ĵdia
q 〉 = −ne2

m Aqe
−iωt+γt.

O mechanickej prúdovej hustote predpokladáme, ºe jej stredná hodnota v neporu²enom systéme
je nulová. Preto z Kubovej formuly (50) dostávame priamo strednú hodnotu mechanickej prúdovej
hustoty:

〈Ĵq〉 =
1

~V
∑
m 6=n

(ρn − ρm)

[
〈n|Ĵq|m〉〈m|Ĵ−q|n〉 ·Aq

ωmn − ω − iγ
e−iωt +

〈n|Ĵq|m〉〈m|Ĵq|n〉 ·A−q
ωmn + ω − iγ

eiωt

]
eγt.

Z transla£nej invariantnosti opä´ vyplýva, ºe druhý £len v hranatej zátvorke je nulový. Aby totiº
platilo 〈n|Ĵq|m〉 6= 0, musí by´ Pn = Pm − ~q. Na druhej strane, aby platilo 〈m|Ĵq|n〉 6= 0, musí
by´ Pm = Pn − ~q. Obe rovnice moºno splni´, iba ak je 2q vektorom recipro£nej mrieºky, £o v²ak
vylu£ujeme.

Po s£ítaní mechanických a diamagnetických prúdov napokon dostávame pre strednú hodnotu cel-
kovej prúdovej hustoty výsledok

jαq (t) =

[
Λαβ(q, ω)− ne2

m
δαβ

]
Aβqe

−iωt+γt, (56)

kde indexy α, β ozna£ujú kartézske súradnice prúdov a polí. Tenzorová funkcia Λαβ(q, ω) je de�novaná
vz´ahom

Λαβ(q, ω) =
1

~V
∑
m6=n

(ρn − ρm)
〈n|Ĵαq |m〉〈m|Ĵ

β
−q|n〉

ωmn − (ω + iγ)
. (57)

V²imnime si, ºe výsledok (56) pre jq je zmysluplný: Fourierova komponenta q prúdu je generovaná
(iba) Fourierovou komponentou q vektorového potenciálu. Prúd naviac osciluje v £ase pod©a e−iωt+γt,
t.j. rovnako ako budiaca Fourierova komponenta. Ak ¤alej uváºime, ºe komponenta vektorového po-
tenciálu Aβqe−iωt+γt generuje komponentu elektrického po©a Eβq(t) = − ∂

∂tA
β
qe
−iωt+γt = Eβqe

−iωt+γt kde
Eβq = i(ω + iγ)Aβq, potom výsledok pre prúdovú hustotu môºeme zapísa´ v tvare

jαq (t) = σαβ(q, ω)Eβqe
−iωt+γt,

kde sme zaviedli tenzor optickej vodivosti σαβ(q, ω). Porovnaním s (56) napokon dostávame hlavný
výsledok tejto predná²ky, tzv. Kubovu formulu pre tenzor vodivosti dokonalých kry²tálov

σαβ(q, ω) =
i

ω + iγ

[
ne2

m
δαβ − Λαβ(q, ω)

]
. (58)

V²imnime si, ºe ke¤ºe do výrazov pre σαβ(q, ω) a Λαβ(q, ω) vstupuje frekvencia iba v kombinácii
ω + iγ, v²etky singularity funkcie σαβ(q, ω) ako funkcie komplexnej frekvencie ω musia leºa´ v dolnej
polrovine. Inými slovami, funkcia σαβ(q, ω) je analytická v hornej polrovine komplexnej roviny ω. Z
I.21 vieme, ºe ide o v²eobecnú vlastnos´ akejko©vek funkcie odozvy na pole s £asovým priebehom e−iωt.
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V I.21 sme tieº ukázali, ºe táto vlastnos´ je ekvivalentná s predpokladom kauzality systému, t.j. s
predpokladom, ºe následok nasleduje aº za prí£inou.

Symetria vo£i obráteniu £asu

V tomto odstavci preskúmame symetriu funkcie Λαβ(q, ω). Budeme predpoklada´, ºe hamiltonián H0 systému bez pô-
sobenia vonkaj²ieho po©a explicitne nezávisí od spinových premenných a ºe je reálny, t.j. H0 = H∗0 . Tento predpoklad
má fyzikálny význam invariantnosti vo£i zámene £asu. Jedným z dôsledkov tohto predpokladu je, ºe vlastné stavy |n〉
hamiltoniánu H0 moºno vybra´ reálne, t.j. tak, aby platil vz´ah |n〉∗ = |n〉.

Najprv vz´ahom X̂(t) = eiH0t/~X̂e−iH0t/~ de�nujme £asovú závislos´ operátorov. V²imnime si, ºe X̂(t) popisuje
heisenbergovský vývoj operátora X v systéme s hamiltoniánom H0. �alej si v²imnime, ºe výraz (57) moºno prepísa´ do
tvaru

Λαβ(q, ω) =
i

~V
∑
n

ρn

∫ ∞
0

dteiωt−γt
〈
n
∣∣∣[Ĵαq (t), Ĵβ−q

]∣∣∣n〉 . (59)

Dôkaz naj©ah²ie urobíme prepísaním (59) do pôvodného tvaru (57): ak vyuºijeme najprv úplnos´ systému vlastných
stavov, t.j. identitu

∑
m |m〉〈m| = 1, a potom de�níciu heisenbergovského £asového vývoja operátorov, môºeme písa´∫ ∞

0

dteiωt−γt〈n|Ĵαq (t)Ĵβ−q|n〉 =

∫ ∞
0

dteiωt−γt
∑
m

〈n|Ĵαq (t)|m〉〈m|Ĵβ−q|n〉 =

∫ ∞
0

dtei(ω+ωnm+iγ)t〈n|Ĵαq |m〉〈m|Ĵβ−q|n〉.

Po vykonaní triviálnej £asovej integrácie a po zopakovaní identického postupu pre druhý £len komutátora v (59) napokon
©ahko overíme platnos´ výsledku (59), ktorého fyzikálnym zmyslom je, ºe funkcia Λαβ(q, ω) je (£asovou) Fourierovou

transformáciou rovnováºnej korela£nej funkcie mechanických prúdov
〈[
Ĵαq (t), Ĵβ−q

]〉
.

Teraz si v²imnime, ºe z T -invariantnosti hamiltoniánu, t.j. zH0 = H∗0 , vyplýva v²eobecná vlastnos´ heisenbergovského
vývoja [X̂(t)]∗ = X̂∗(−t), kde X∗ je operátor komplexne zdruºený k operátoru X. �alej si v²imnime, ºe (Ĵαq )∗ = −Ĵα−q,
ako vidno napríklad zo vz´ahov (55). Preto platí [Ĵαq (t)]∗ = −Ĵα−q(−t). Napokon si v²imnime, ºe pre strednú hodnotu
©ubovo©nej veli£iny platí (〈n|X|n〉)∗ = 〈n|X∗|n〉, pretoºe môºeme predpoklada´, ºe |n〉∗ = |n〉. Ak vyuºijeme tieto
poznatky vo výraze (59), dostaneme

Λαβ(q, ω)∗ =
i

~V
∑
n

ρn

∫ ∞
0

dte−iωt−γt
〈
n
∣∣∣[Ĵβq , Ĵα−q(−t)

]∣∣∣n〉 =
i

~V
∑
n

ρn

∫ ∞
0

dte−iωt−γt
〈
n
∣∣∣[Ĵβq (t), Ĵα−q

]∣∣∣n〉 ,
kde sme v druhom kroku vyuºili, ºe hamiltonián H0 nezávisí od £asu, t.j. ºe korela£né funkcie závisia iba od rozdielov
£asu. Ukázali sme teda, ºe

Λαβ(q, ω)∗ = Λβα(q,−ω).

Ak teraz vyuºijeme výraz (58), ©ahko nahliadneme, ºe z tejto �symetrie� tenzora Λαβ(q, ω) vyplýva aj �symetria�

σαβ(q, ω)∗ = σβα(q,−ω). Ak ¤alej pouºijeme vz´ah medzi dielektrickou funkciou a optickou vodivos´ou εαβ(q, ω) =

δαβ + i
ωε0

σαβ(q, ω), pozri napr. I.21, dostaneme tieº �symetriu� εαβ(q, ω)∗ = εβα(q,−ω), ako sme tvrdili bez dôkazu v

II.9.

Námety na seminárnu prácu

1. Predpokladajte, ºe v systéme pôsobí harmonický elektrostatický potenciál φ(r, t) = 1
V

(
φqe

iq·r−iωt + φ−qe
−iq·r+iωt

)
eγt.

Modi�káciou výkladu v predná²ke nájdite ním indukovanú nábojovú hustotu %q v ²tudovanom systéme.

2. Nájdite formulu pre príspevok iónových stup¬ov vo©nosti k tenzoru optickej vodivosti kry²tálu typu CsCl. V²etky

operátory vyjadrite cez krea£né a anihila£né operátory normálnych fonónových módov.

11 Medzipásové prechody v izolantoch

V tejto predná²ke najprv zjednodu²íme Kubovu formulu pre dokonalé kry²tály na ²peciálny prípad
vodivosti izotrópneho izolantu pri optických frekvenciách. �alej ukáºeme, ako vyplýva jedno£asticová
formula z plnej Kubovej formuly. Nakoniec vypracujeme teóriu, ktorá nám pri výpo£te optickej vodi-
vosti umoºní zoh©adni´ excitónové efekty.

Optická vodivos´ elektricky izotrópnych systémov
Odteraz sa obmedzíme na ²túdium vidite©ného svetla, ktorého vlnové d¨ºky sú rádovo stovky nm. Teda
vlnové vektory q sú omnoho krat²ie neº typický rozmer Brillouinovej zóny a môºeme ich nahradi´ nulou.
Do Kubovej formuly (58) preto prostrednítcvom výrazu (57) vstupuje operátor mechanickej prúdovej
hustoty Ĵ0, ktorý v¤aka vz´ahu (55) môºeme nahradi´ výrazom Ĵ0 = − e

mP̂, kde P̂ =
∑

i pi je operátor
celkovej hybnosti elektrónov.
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Vo v²eobecnom prípade je vodivos´ σαβ(0, ω) tenzorová veli£ina, a preto smer prúdu môºe by´ vo
v²eobecnom prípade rozdielny ako smer elektrickej zloºky elektromagnetickej vlny. V ¤al²om výklade
sa obmedzíme na analýzu opticky izotrópnych látok, t.j. budeme predpoklada´, ºe σαβ = σδαβ . V
izotrópnom prípade teda môºeme písa´

σ(0, ω) =
i

ω + iγ

[
ne2

m
− Λ(0, ω)

]
; Λ(0, ω) =

e2

3m2~V
∑
m 6=n

∣∣∣〈m|P̂|n〉∣∣∣2 ρn − ρm
ωmn − (ω + iγ)

.

Pre makroskopický systém s kvázispojitým spektrom moºno sumy cez mnoho£asticové stavy m,n
vo výraze pre Λ(0, ω) písa´ ako integrály. Vzniká preto otázka, ako máme po£íta´ integrály typu
limγ→0

∫
dx 1

x±iγ . Najprv si v²imnime, ºe pre kone£né hodnoty γ platí 1
x±iγ = x

x2+γ2 ∓ i γ
x2+γ2 . Ak

je γ malé, potom imaginárna £as´ predstavuje úzky a vysoký lorentzián s plochou ∓π. Preto v limite
γ → 0 imaginárnu £as´ moºno nahradi´ funkciou ∓iπδ(x).

Na druhej strane, reálna £as´ x
x2+γ2 nám dáva predpis, ako po£íta´ integrály z funkcie 1

x . Skúmajme

povedzme integrál
∫ a
−a

dx
x . Pod©a beºných de�nícií integrálu je tento objekt divergentný. Z názoru je

ale zrejmé, ºe tento integrál je sú£tom dvoch rovnako ve©kých (hoci nekone£ných) plôch, jednej kladnej
a druhej zápornej. Preto je rozumné de�nova´ predpis, ktorý dá v tomto prípade výsledok 0. Jednou
moºnos´ou je po£íta´ integrál z x

x2+γ2 pre kone£né γ a potom ²tudova´ limitu γ → 0. Takýto predpis
nazývame po£ítaním integrálu v zmysle vlastnej hodnoty a ozna£ujeme ho symbolom P (od principal
value). Ukázali sme teda tzv. Weierstrassovu vetu:

lim
γ→0

1

x± iγ
= P

(
1

x

)
∓ iπδ(x).

Vyuºijúc Weierstrassovu vetu teda reálnu a imaginárnu £as´ funkcie Λ(0, ω) môºeme zapísa´ v tvare:

Λ′(0, ω) =
e2

3m2~V
∑
m6=n

∣∣∣〈m|P̂|n〉∣∣∣2 ρn − ρm
ωmn − ω

,

Λ′′(0, ω) =
πe2

3m2V
∑
m6=n

∣∣∣〈m|P̂|n〉∣∣∣2 (ρn − ρm)δ(Em − En − ~ω).

Integrály pre reálnu £as´ Λ′(0, ω) treba chápa´ v zmysle vlastnej hodnoty. Imaginárna £as´ Λ′′(0, ω) v
kone£nom systéme pozostáva zo sady Diracových delta-funkcií. V makroskopickom systéme so spojitým
spektrom bude funkcia Λ′′(0, ω) kone£ná na kone£nom intervale frekvencií.

Pre reálnu a imaginárnu £as´ elektrickej vodivosti dostávame nasledovné výrazy:

σ′(0, ω) = π

[
ne2

m
− Λ′(0, 0)

]
δ(ω) +

1

ω
Λ′′(0, ω); σ′′(0, ω) =

1

ω

[
ne2

m
− Λ′(0, ω)

]
.

Reálna £as´ vodivosti teda pozostáva z dvoch príspevkov. Príspevok úmerný δ(ω) popisuje ideálny
vodi£: ak je jeho váha nenulová, potom vodivos´ v statickej limite ω = 0 je nekone£ná.36 V na²om
idealizovanom modeli bez rozptylových procesov takýto prípad môºe nasta´, ak skúmaný materiál
je kov. V reálnych systémoch v normálnom (t.j. nesupravodivom) stave prítomnos´ kone£ne ve©kých
rozptylových procesov obvykle moºno popísa´ zámenou πδ(ω)→ Γ

ω2+Γ2 vo výraze pre σ′(0, ω). Takýto
príspevok k vodivosti sa obvykle nazýva Drudeho vodivos´.

Na druhej strane, ako vidno z explicitného výrazu pre Λ′′(0, ω), druhý príspevok k reálnej £asti
vodivosti moºno priamo interpretova´ ako absorbciu kvánt ºiarenia s energiou ~ω pri sú£asnej zmene
mnohoelektrónového stavu.

Ak budeme predpoklada´, ºe pri optických frekvenciách môºeme príspevok Drudeho vodivosti k
celkovej vodivosti zanedba´, pre optickú vodivos´ napokon dostávame výraz

σ′(ω) =
πe2

3m2ωV
∑
β 6=α

∣∣∣〈β|P̂|α〉∣∣∣2 (ρα − ρβ)δ(Eβ − Eα − ~ω), (60)

36V idealizovaných systémoch bez ne£istôt závisí hodnota funkcie Λ(q→ 0, ω → 0) od poradia limít. Dá sa ukáza´, ºe
Drudeho vodivos´ dostaneme tak, ºe najprv poloºíme q→ 0. Ak pouºijeme opa£né poradie limít, t.j. ak najprv poloºíme
ω → 0, potom nenulová váha pri δ(ω) znamená prítomnos´ Meissnerovho javu, £iºe supravodivos´. Pozri D. J. Scalapino,
S. R. White, and S. C. Zhang, Phys. Rev. B 47, 7995 (1993).
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kde sme odteraz za£ali mnoho£asticové stavy ozna£ova´ α a β namiesto n a m.

Priblíºenie nezávislých elektrónov
V tomto priblíºení predpokladáme, ºe hamiltonián systému elektrónov bez aplikovaného po©a má tvar

H0 =
∑
nkσ

εnkc
†
nkσcnkσ,

kde c†nkσ, cnkσ sú krea£né a anihila£né operátory pre elektrón v Blochovom stave |nkσ〉, pri£om n je
pásový index, k je kvázihybnos´ z 1. Brillouinovej zóny a σ je projekcia spinu na zvolenú kvantovaciu
os.37

Pravdepodobnos´ obsadenia akéhoko©vek mnoho£asticového stavu ρα hamiltoniánu H0 vo ve©kom
kánonickom súbore je daná sú£inom pravdepodobností fnkσ pre obsadenie jednotlivých jedno£astico-
vých stavov |nkσ〉. Nech napríklad A je mnoºina obsadených a B je mnoºina neobsadených Blochových
stavov v mnoho£asticovom stave α. Potom pre rovnováºnu pravdepodobnos´ ρα platí

ρα =
∏

nkσ∈A
fnkσ

∏
nkσ∈B

(1− fnkσ),

kde fnkσ je Fermiho-Diracovo rovnováºne rozdelenie.
K optickej vodivosti prispievajú také dvojice mnoho£asticových stavov α a β, pre ktoré je maticový

element 〈β|P̂|α〉 nenulový. Operátor celkovej hybnosti v²ak moºno písa´ v tvare38

P̂ =
∑
nm

∑
kσ

p(k)mnc
†
mkσcnkσ. (61)

Ke¤ºe prípustné stavy α a β majú v jedno£asticovom priblíºení presne zadané po£ty elektrónov v
jednotlivých Blochových stavoch, nenulovos´ maticového elementu znamená, ºe mnoho£asticové stavy
α a β musia by´ takmer identické: v²etky jedno£asticové stavy sú v oboch stavoch α a β naraz obsadené
alebo naraz prázdne, okrem obsadenia dvoch jedno£asticových stavov, povedzme |nkσ〉 a |mkσ〉. Pre
konkrétnos´ budeme predpoklada´, ºe v mnoho£asticovom stave α je Blochov stav |nkσ〉 obsadený a
|mkσ〉 je prázdny, kým v mnoho£asticovom stave β je Blochov stav |nkσ〉 prázdny a |mkσ〉 je obsadený.
V²imnime si, ºe musí by´ m 6= n, pretoºe inak by stavy α a β boli identické a zákon zachovania energie
Eβ − Eα = ~ω by nemohol by´ splnený pre fotóny s kone£nou frekvenciou.

Nech A a B sú mnoºiny rovnako obsadených a rovnako neobsadených Blochových stavov v mno-
ho£asticových stavoch α, β. Potom pravdepodobnosti mnoho£asticových stavov α a β sú

ρα =

[ ∏
lKσ∈A

flKσ
∏

lKσ∈B
(1− flKσ)

]
× fnkσ(1− fmkσ),

ρβ =

[ ∏
lKσ∈A

flKσ
∏

lKσ∈B
(1− flKσ)

]
× (1− fnkσ)fmkσ.

Sumáciu cez v²etky dvojice mnoho£asticových stavov α, β vo výraze (60) môºeme vykona´ nasle-
dovne. Najprv vyberme dvojicu Blochových stavov |nkσ〉 a |mkσ〉, £ím je zárove¬ de�nované zjedno-
tenie A ∪ B mnoºín A a B. V ¤al²om kroku s£ítajme cez v²etky rozklady A ∪ B na A a B. Napokon

37Zanedbávame teda spinovo-orbitálnu väzbu a predpokladáme, ºe energia elektrónu v stave |nkσ〉 nezávisí od σ.
38Pouºijúc explicitný tvar Blochových vlnových funkcií ψnk(r) = 1√

N e
ik·runk(r), pre maticové elementy operátora p

dostávame

〈mk′|p|nk〉 =
1

N

∫
d3re−ik

′·ru∗mk′(r)(−i~∇)
[
eik·runk(r)

]
= ~k〈mk′|p|nk〉+

1

N
∑
R

ei(k−k′)·R
∫
v0

d3ru∗mk′(r)(−i~∇)unk(r),

kde v druhom £lene druhého riadku sme integrál cez objem zamenili integrálom cez objem elementárnej bunky kry²tálu
v0 a sumou cez bunky R. Vyuºili sme pritom periodicitu modula£ných funkcií, unk(r+R) = unk(r). �ahko nahliadneme,
ºe výsledok moºno písa´ v tvare 〈mk′|p|nk〉 = p(k)mnδkk′ , t.j. operátor hybnosti je diagonálny v kvázihybnosti, pri£om
p(k)mn = ~kδmn +

∫
v0
d3ru∗mk(r)(−i~∇)unk(r).
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s£ítajme cez v²etky dvojice Blochových stavov |nkσ〉 a |mkσ〉. Po dosadení výrazov pre ρα a ρβ do (60)
teda dostávame

σ′(ω) =
πe2

3m2ωV
∑
kσ

∑
m 6=n
|p(k)mn|2 (fnkσ−fmkσ)δ(εmk−εnk−~ω)

∑
rozklady

[ ∏
lKσ∈A

flKσ
∏

lKσ∈B
(1− flKσ)

]
,

kde sme uváºili, ºe Eβ − Eα = εmk − εnk a 〈β|P̂|α〉 = p(k)mn. Pre sumu cez rozklady v²ak platí

∑
rozklady

[ ∏
lKσ∈A

flKσ
∏

lKσ∈B
(1− flKσ)

]
=

∏
lKσ∈A∪B

[flKσ + (1− flKσ)] = 1,

kde v prvej rovnosti sme si uvedomili, ºe rozklady vzniknú explicitným roznásobením binomického
sú£inu, V druhej rovnosti sme vyuºili, ºe binomický su£in je sú£inom jednotiek.

Pre vodivos´ opticky izotrópnych prostredí pri kone£ných frekvenciách v priblíºení nezávislých
elektrónov napokon dostaneme

σ′(ω) =
2πe2

3m2ωV
∑
k

∑
m 6=n
|p(k)mn|2 (fnk − fmk)δ(εmk − εnk − ~ω),

kde sme vyuºili, ºe rovnováºne Fermiho-Diracovo rozdelenie nezávisí od projekcie spinu, a faktor 2
pochádza od sumácie cez spinový index.

Medzipásové prechody v izolantoch s uváºením excitónových efektov
V tomto odstavci budeme skúma´ optické vlastnosti dokonalého izolantu s priamymi dovolenými optic-
kými prechodmi medzi stavmi z valen£ného pásu v a vodivostného pásu c. Budeme predpoklada´, ºe
teplota je omnoho niº²ia ako ²írka zakázaného pásu ∆. V takom prípade bude v rovnováhe obsadený iba
základný stav |0〉, ktorý budeme aproximova´ stavom s plne obsadeným valen£ným pásom a prázdnym
vodivostným pásom.39 Kubova formula (60) sa preto zjednodu²í na tvar

σ′(ω) =
πe2

3m2ωV
∑
β 6=0

|〈β|P|0〉|2 δ(Eβ − E0 − ~ω),

kde sumácia beºí cez v²etky excitované stavy |β〉, pre ktoré je maticový element 〈β|P|0〉 nenulový.
Z explicitného tvaru operátora celkovej hybnosti (61) a z postulovaného tvaru základného stavu |0〉
vyplýva, ºe stavy |β〉 musia vzniknú´ zo stavu |0〉 excitovaním elektrónu s danou hybnos´ou k z pásu
n do pásu m, t.j. musia by´ typu c†mkσcnkσ|0〉. Ke¤ºe sa zaujímame o oblas´ frekvencií ~ω ∼ ∆, pásové
indexy musíme voli´ nasledovne: m = c a n = v. Spinový index môºe nadobúda´ dve hodnoty σ =↑, ↓,
ale hodnota tohto indexu nijako neovlyvní na²e úvahy. Preto sa v ¤al²om výklade pre jednoduchos´
obmedzíme na analýzu bezspinového problému a prítomnos´ spinu zahrnieme pomocou faktora 2 v
Kubovej formule.

Vlastné stavy |β〉 s jedným párom elektrón+diera zapí²me ako nasledovné lineárne kombinácie
stavov c†ckcvk|0〉:

|β〉 =
1√
N

∑
k

ϕkc
†
ckcvk|0〉,

kde N je po£et elementárnych buniek v skúmanom kry²táli. Z poºiadavky normovanosti 〈β|β〉 = 1
vyplýva normovacia podmienka 1

N
∑

k |ϕk|2 = 1. Ak Blochove stavy |nk〉 budeme reprezentova´ ako
lineárne kombinácie Wannierových stavov |nR〉 v bunke R s im príslu²nými krea£nými a anihila£-
nými operátormi, dostaneme nasledovný vz´ah medzi blochovskými a wannierovskými krea£nými a
anihila£nými operátormi:

c†nk =
1√
N

∑
R

eik·Rc†nR; cnk =
1√
N

∑
R

e−ik·RcnR.

39Je dobré si uvedomi´, ºe tento stav nie je skuto£ným vlastným stavom systému, ak zahrnieme aj coulombovské
interakcie medzi elektrónmi. Ak v²ak energetická medzera ∆ je omnoho vä£²ia neº coulombovské interakcie, potom nami
uvaºovaný stav bude dobrým priblíºením k skuto£nému základnému stavu.
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Pomocou wannierovských operátorov preto moºno stav |β〉 zapísa´ nasledovne:

|β〉 =
1√
N

∑
rcrv

ϕ(rc − rv)c
†
crccvrv |0〉,

kde ϕ(rc − rv) = 1
N
∑

k ϕke
ik·(rc−rv) je obálková vlnová funkcia páru s elektrónom vo Wannierovom

orbitáli typu c v mrieºkovom bode rc a dierou vo Wannierovom orbitáli typu v v mrieºkovom bode
rv. Vnútorná vlnová funkcia excitónu ϕ(rc − rv) pritom závisí len od relatívnej polohy r = rc − rv
elektrónu a diery40. Pre systémy s redukovanou hmotnos´ou m∗ páru elektrón+diera ju moºno ur£i´
rie²ením Schrödingerovej rovnice (pozri II.10)[

p2

2m∗
− e2

4πε0εsr

]
ϕ(r) = εϕ(r), (62)

kde Eβ − E0 = ∆ + ε je excita£ná energia páru £astica+diera.
Maticový element 〈β|P|0〉 je ur£ený vlnovou funkciou páru, 〈β|P|0〉 =

∑
k p(k)cv〈β|c†ckcvk|0〉 =

1√
N
∑

k p(k)cvϕ
∗
k. Ak ¤alej vyuºijeme, ºe prechod v → c je dovolený, a teda p(0)cv 6= 0, odtia©to

dostaneme41

〈β|P|0〉 ≈ p(0)cv
1√
N

∑
k

ϕ∗k = p(0)cv
√
Nϕ∗(0),

pri£om v druhej rovnici sme maticový element prepísali pomocou obálkovej vnútornej vlnovej funkcie
ϕ(r = 0). Ak stavy |β〉 o£íslujeme indexom n, ich vnútorné vlnové funkcie ozna£íme ϕn(r) a ich
excita£né energie ozna£íme ∆ + εn, potom pre optickú vodivos´ napokon dostaneme

σ′(ω) =
2πe2

3m2ωv0
|p(0)cv|2

∑
n

|ϕn(0)|2 δ(∆ + εn − ~ω), (63)

kde faktor 2 pochádza od sumácie cez spiny a v0 = V
N je objem jednotkovej bunky kry²tálu.

Námety na seminárnu prácu

1. �tudujte bodové poruchy (prímesné atómy, F-centrá, at¤.) v izolantoch. Preskúmajte jednak prechody medzi rôznymi

viazanými stavmi tej istej poruchy, ale aj medzi viazanými stavmi a delokalizovanými blochovskými stavmi. Ako moºno

pouºi´ techniku EPR na ²túdium vlnových funkcií F-centier? Vysvetlite úlohu defektov pri luminiscencii v nepriamych

polovodi£och a pri zafarbení izolantu s ve©kým zakázaným pásom.

2. Vypo£ítajte dobu ºivota stavu 2p atómu vodíka. Na²tudujte teóriu fosforescencie v molekulových systémoch.

12 Excitóny a Franckov-Condonov jav

V tejto predná²ke preskúmame medzipásové prechody s uváºením interak£ných efektov. V prvej £asti
pouºijeme výsledok (63) na výpo£et optickej vodivosti izolantov so zahrnutím excitónových efektov. V
druhej £asti popí²eme Franckov-Condonov jav.

Medzipásová vodivos´ so zahrnutím excitónových efektov42

Z kvantovej mechaniky vieme, ºe hamiltonián systému £astica+diera (62) má vlastné stavy dvoch ty-
pov: viazané stavy s energiou ε < 0 a rozptylové stavy s energiou ε > 0. Spektrum viazaných stavov
je pritom diskrétne a spektrum rozptylových stavov je spojité. Obidva príspevky preskúmame osobitne.

40Ke¤ºe celková hybnos´ stavu |β〉 je nulová, ´aºisko excitónu sa nachádza v stave s nulovou hybnos´ou. V²imnime se
tieº, ºe vlnová funkcia interného pohybu je normovaná:

∑
r |ϕ(r)|2 = 1

N2

∑
kq ϕ

∗
kϕq

∑
r e
i(q−k)·r = 1

N
∑

k |ϕk|2 = 1.
41Medzipásový maticový element p(k)cv sme pritom nahradili jeho hodnotou p(0)cv 6= 0 pre k = 0. Predpokladali sme

totiº, ºe amplitúda ϕk je nezanedbate©ná iba pre malé vlnové vektory k ≈ 0. Ke¤ºe nezanedbate©ný príspevok dávajú iba
vlnové vektory porovnate©né s prevrátenou hodnotou rozmeru internej vlnovej funkcie ϕ(r), tento predpoklad je splnený
pre rozptylové stavy alebo pre slabo viazané Wannierove excitóny.

42Tento odstavec je napísaný pod©a £lánku R. J. Elliott, Phys. Rev. 108, 1384 (1957).
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Príspevok od viazaných stavov
Ke¤ºe úloha (62) má sférickú symetriu, jej rie²enie je vhodné h©ada´ prechodom k sférickým súrad-
niciam r = (r, ϑ, ϕ) v tvare nasledovného ansatzu: ϕ(r) = R(r)Ylm(ϑ, ϕ), kde Ylm(ϑ, ϕ) sú sférické
funkcie. Schrödingerova rovnica pre radiálnu vlnovú funkciu R(r) potom nadobudne tvar

1

r2

d

dr

(
r2dR

dr

)
+

2m∗

~2

(
ε+

e2

4πε0εsr

)
R− l(l + 1)

r2
R = 0.

Do formuly pre optickú vodivos´ vstupuje hodnota vlnovej funkcie pre r → 0, skúmajme preto správanie
funkcie R(r) v tejto limite. H©adajme rie²enie rovnice pre R(r) v tvare R(r) ∼ rν . Aby bola rovnica
splnená, musí plati´ ν(ν + 1) = l(l + 1), t.j. musí by´ ν = l alebo ν = −(l + 1). Pre l ≥ 1 sa v²ak
záporné hodnoty ν dajú vylú£i´, pretoºe vedú k vlnovým funkciám, ktoré nemoºno normalizova´ kvôli
divergencii v bode r = 0. Teda ak l ≥ 1, potom R(r) ∼ rl a vlnová funkcia je nulová v bode r = 0.
Ukázali sme teda, ºe k optickej vodivosti môºu prispieva´ iba izotrópne rie²enia s l = 0, ϕ(r) = R(r),
ktorých vlnové funkcie sp¨¬ajú rovnicu

1

r2

d

dr

(
r2dR

dr

)
+

2m∗

~2

(
ε+

e2

4πε0εsr

)
R = 0. (64)

Rovnica (64) je rovnicou pre vlastné stavy R(r) a vlastné energie ε. Rie²enia rovnice (64) so zápornou
energiou vytvárajú dobre známe diskrétne spektrum atómu vodíka. Vlastné stavy a ich energie moºno
o£íslova´ indexom n = 1, 2, . . ., pri£om pre vlastné energie platí εn = −E∗B

n2 , kde E∗B = m∗

mε2s
EB a

EB = me4

2~2(4πε0)2 = 13.6 eV.43 Príslu²né vlnové funkcie sú obvykle normované ako
∫
d3r|Rn(r)|2 = 1 a

v takom prípade nadobúdajú v bode r = 0 hodnoty

|Rn(0)|2 =
1

π(a∗B)3n3
,

kde a∗B = mεs
m∗ aB a aB = 4πε0~2

me2
je Bohrov polomer. My v²ak pracujeme s normalizáciou

∑
R |ϕn(R)|2 =

1, preto dostávame |ϕn(0)|2 = v0|Rn(0)|2. Po dosadení týchto výsledkov do (63) po vyuºití identity
E∗B = 1

2
e2

4πε0εsa∗B
pre optickú vodivos´ pri frekvenciách ~ω < ∆ napokon dostaneme

σ′(ω) =
8πε0εs

3ω

|p(0)cv|2

(ma∗B)2

∞∑
n=1

2E∗B
n3

δ(∆−
E∗B
n2
− ~ω); ~ω < ∆. (65)

K absorpcii svetla teda dochádza pri sade frekvencií ~ω = ∆− E∗B
n2 , ktoré sa s rastom n nahus´ujú, ale

váha jednotlivých príspevkov klesá ako ∼ 1
n3 . Dá sa ukáza´, ºe optická vodivos´ σ′(ω) pritom nadobúda

kone£nú hodnotu, ke¤ sa frekvencia ~ω blíºi zdola k naivne o£akávanej absorp£nej hrane ∆.44

Príspevok od rozptylových stavov
Ak v Schrödingerovej rovnici (62) zanedbáme interakciu medzi elektrónom a dierou, potom pohyb
elektrónu a diery je úplne nekorelovaný a ϕk(r) = 1√

N e
ik·r je rie²ením45 s energiou εk = ~2k2

2m∗ . Teda

máme |ϕk(0)|2 = 1
N a Kubova formula (63) sa redukuje na výsledok pre nezávislé elektróny uvedený

v II.10, pod©a ktorého σ′(ω) = 0 pre ~ω → ∆+. Aby sme dostali fyzikálne zmysluplnej²í výsledok
so spojitou funkciou σ′(ω) v bode ~ω = ∆, musíme preto zahrnú´ interak£né efekty aj pri popise
rozptylových stavov.

43Napríklad v CdTe je väzobná energia excitónu ε0 = 10.1 meV, pozri linky.
44Pri frekvencii ~ω = ∆− ε v limite ε→ 0+ môºeme sumu v (65) odhadnú´ ako integrál:

∞∑
n=1

2E∗B
n3

δ(ε− E∗B
n2

) ≈
∫
dx

2E∗B
x3

δ(ε− E∗B
x2

) =
2E∗B
x3

0

1∣∣∣ 2E∗B
x30

∣∣∣ = 1,

kde sme pri integrovaní pouºili formulku
∫
dxf(x)δ(g(x)) =

∑
i
f(xi)
|g′(xi)|

, v ktorej sa sumuje cez rie²enia xi rovnice g(x) = 0;

rie²enie rovnice ε =
E∗B
x2

sme pritom ozna£ili x0.
45Opä´ pracujeme v normalizácii

∑
R |ϕn(R)|2 = 1.
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Roztylové rie²enia si môºeme predstavi´ ako spojito deformované rovinné vlny, pri£om deformácia je
ve©ká v oblasti malých vzdialeností elektrón-diera a deformácia mizne v limite ve©kých vzdialeností, kde
teda vlnová funkcia prechádza do rovinnej vlny. Rozptylové rie²enia preto môºeme o£íslova´ vlnovým
vektorom k, t.j. máme skúma´ funkcie ϕk(r). V²imnime si ¤alej, ºe ke¤ºe interak£ný potenciál je nulový
v limite ve©kých vzdialeností r, energia rie²enia ϕk(r) je totoºná s energiou k nemu príslu²nej rovinnej
vlny, t.j. εk = ~2k2

2m∗ . Preto hustota rozptylových stavov je totoºná s hustotou stavovN(ε) = m∗

2π2~3

√
2m∗ε

v neinteragujúcom prípade.
To v²ak neznamená, ºe aj vlnová funkcia ϕk(r) je rovnaká ako v neinteragujúcom prípade. Pre

coulombovský rozptyl sa dá ukáza´, ºe hustota pravdepodobnosti |ϕk(r)|2 má pre r = 0 hodnotu

|ϕk(0)|2 =
1

N
× f(α); f(α) =

αeα

sinhα
,

kde parameter α = π

√
E∗B
ε závisí od energie rozptylového stavu. Teda hustota pravdepodobnosti sú£as-

ného výskytu elektrónu a diery v danom bode priestoru je v interagujúcom prípade navý²ená faktorom
f(α) oproti vo©ným elektrónom a dieram, pre ktoré platí |ϕk(0)|2 = 1

N . Navý²enie pravdepodobnosti
závisí iba od energie relatívneho pohybu: pre vysoké energie α � 1 je korek£ný faktor f(α) ≈ 1, ale
pre nízke energie α� 1 je f(α) ≈ 2α� 1. Tento výsledok je v zhode s intuitívnou predstavou, ºe pri
pomalom vzájomnom pohybe sa elektrón preferen£ne zdrºiava v blízkosti diery, ktorá ho pri´ahuje.

Ak uváºime, ºe pre spojité spektrum treba vo výraze (63) urobi´ substitúciu
∑

n →
∑

k =
V
∫
dεN(ε), potom s uváºením korek£ného faktora f(α) pre optickú vodivos´ v oblasti ~ω > ∆ dostá-

vame výsledok

σ′(ω) =
8πε0εs

3ω

|p(0)cv|2

(ma∗B)2

1

1− exp

[
−2π

√
E∗B

~ω−∆

] ; ~ω > ∆. (66)

Porovnaním výsledkov (65) a (66) ©ahko nahliadneme, ºe výsledná funkcia σ′(ω) je spojitá na ab-
sorp£nej hrane, t.j. v bode ~ω = ∆. Interak£né efekty kvalitatívne menia tvar spektra v prípade, ºe
energia |~ω−∆| je porovnate©ná s excitónovou väzbovou energiou E∗B. V tomto frekven£nom intervale
pozorujeme dodato£nú absorpciu svetla oproti predpovedi pre neinteragujúce elektróny. Pokia© v²ak
|~ω −∆| � E∗B, potom interak£né efekty moºno zanedba´.

Franckov - Condonov jav
V tomto odstavci preskúmame emisiu a absorpciu v nasledovnom modelovom systéme pri teplote
T = 0. Skúmaný systém nech pozostáva z dvoch stup¬ov vo©nosti, elektrónového a iónového. Elektrón
nech sa môºe nachádza´ v dvoch stavoch |1〉 a |2〉 s energiami ε1 < ε2. Iónový stupe¬ vo©nosti nech
je popísaný zov²eobecnenou súradnicou x. Jeho hamiltonián nech má tvar harmonického oscilátora,
ktorého rovnováºna poloha nech závisí od toho, v akom stave sa nachádza elektrón:

Pre elektrón v stave |1〉 nech iónový hamiltonián má tvar

H = − ~2

2M

∂2

∂x2
+

1

2
Mω2

0x
2

s rovnováºnou hodnotou x = 0, vlastnými funkciami φn(x) a im príslu²nými energiami ~ω0(n+ 1
2).

Na druhej strane, pre elektrón v stave |2〉 nech iónový hamiltonián má tvar posunutého oscilátora

H̃ = − ~2

2M

∂2

∂x2
+

1

2
Mω2

0(x− x0)2

s rovnováºnou hodnotou x = x0, vlastnými funkciami φn(x−x0) a im príslu²nými energiami ~ω0(n+ 1
2).

Posunutý harmonický oscilátor

Zave¤me bezrozmernú súradnicu ξ = x/l, kde l =
√

~
Mω0

je typická výchylka harmonického oscilátora. Pomocou ξ moºno

iónový hamiltonián zapísa´ ako H = ~ω0
2

[− d2

dξ2
+ ξ2]. Po zavedení anihila£ného operátora a = 1√

2
( d
dξ

+ ξ) a krea£ného

operátora a† = 1√
2
(− d

dξ
+ ξ) vlastné stavy iónového hamiltoniánu H moºno zapísa´ v tvare |n〉 = 1√

n!
(a†)n|0〉, kde |0〉 je

stav bez £astíc, t.j. a|0〉 = 0.
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Na druhej strane, posunutý oscilátor moºno zapísa´ ako H̃ = ~ω0
2

[− d2

dξ2
+ (ξ −

√
2α)2], kde α = 1

2
(x0
l

)2. Teda H̃

má ten istý tvar ako H, ak ho vyjadríme cez posunutú súradnicu ξ̃ = ξ −
√

2α. Naviac, pretoºe d/dξ̃ = d/dξ, posunuté
anihila£né a krea£né operátory sú ã = a−

√
α, ã† = a†−

√
α a vlastné stavy posunutého hamiltoniánu H̃ moºno zapísa´

v tvare |ñ〉 = 1√
n!

(ã†)n|0̃〉, kde |0̃〉 je posunutý stav bez £astíc, t.j. stav sp¨¬ajúci podmienku ã|0̃〉 = 0. Túto podmienku

moºno zapísa´ pomocou pôvodného anihila£ného operátora ako a|0̃〉 =
√
α|0̃〉.

�ahko overíme (pozri napr. IV.2), ºe normovaný vákuový stav posunutého oscilátora moºno zapísa´ pomocou nepo-
sunutých operátorov ako tzv. koherentný stav v tvare |0̃〉 = e−

α
2 e
√
αa† |0〉. Ak teraz vyjadríme stavy |0̃〉 a |ñ〉 pomocou

neposunutých operátorov a ak pritom rozvinieme exponentu e
√
αa† do Taylorovho radu, ©ahko nahliadneme, ºe platia

vz´ahy

〈n|0̃〉 = e−
α
2 〈n|e

√
αa† |0〉 =

√
αn

n!
e−

α
2 ;

〈0|ñ〉 =
1√
n!
e−

α
2 〈0|

(
a† −

√
α
)n

e
√
αa† |0〉 = (−1)n

√
αn

n!
e−

α
2 .

Absorp£ný experiment
Ke¤ºe pracujeme pri nulovej teplote, po£iato£ným stavom absorp£ného experimentu je základný stav
elektrónového aj iónového stup¬a vo©nosti, t.j. stav φ0(x)⊗ |1〉 s energiou ε1 + 1

2~ω0. Budeme predpo-
klada´, ºe absorp£ný proces prebehne tak rýchlo, ºe fonónový stav sa pri absorpcii nezmení, t.j. vlnová
funkcia systému po absorpcii fotónu nadobudne tvar φ0(x) ⊗ |2〉. Pokia© sa v²ak elektrón nachádza v
stave |2〉, vlastnými stavmi iónov sú vlnové funkcie φn(x − x0). Preto po absorpcii sa elektrón ocitne
v lineárnej superpozícii vlastných stavov φn(x− x0)⊗ |2〉 s energiami ε2 + ~ω0(n+ 1

2):

φ0(x)⊗ |2〉 =

∞∑
n=0

anφn(x− x0)⊗ |2〉,

kde sme vlnovú funkciu základného stavu neposunutého oscilátora φ0(x) rozvinuli do úplného systému
funkcií φn(x − x0) pre posunutý oscilátor, pri£om prekryvový maticový element je známy z teórie
harmonického oscilátora:

an =

∫
dxφn(x− x0)∗φ0(x) = 〈ñ|0〉 = (−1)n

√
αn

n!
e−

α
2 ,

kde α =
Mω0x2

0
2~ je bezrozmerný parameter charakterizujúci silu väzby medzi elektrónom a iónmi. Pod©a

Fermiho zlatého pravidla preto hustota pravdepodobnosti absorpcie pri frekvencii ω bude úmerná
funkcii

Pa(ω) = e−α
∞∑
n=0

αn

n!
δ(ε2 − ε1 + n~ω0 − ~ω),

teda absorpcia pri frekvencii ~ω = ε2−ε1 +n~ω0 prebehne s poissonovskou pravdepodobnos´ou e−α α
n

n! .
V²imnime si, ºe

∑∞
n=0 e

−α αn
n! = 1, ako aj má by´.

V limite α � 1 dominuje príspevok s n = 0, t.j. absorpcia prebehne rovnako, ako v systéme ne-
naviazanom na ióny. Naopak, v limite α � 1 bude absorpcia rozloºená na ve©a príspevkov, pri£om
maximum sa dosahuje pri po£te vybudených fonónov n ≈ α.46 Naviac, váha v maxime je iba ≈ 1√

2πα
.47

Emisný experiment
Budeme predpoklada´, ºe prv, neº dôjde k emisii, iónový systém zrelaxuje do základného stavu pre
elektrón v stave |2〉, t.j. po£iato£ným stavom emisného experimentu bude stav φ0(x − x0) ⊗ |2〉 s
energiou ε2+ 1

2~ω0. Inými slovami predpokladáme, ºe relaxa£ný £as je krat²í neº doba ºivota excitovaného
elektrónového stavu. Naviac, opä´ predpokladáme, ºe emisný proces prebehne tak rýchlo, ºe fonónový
stav sa nestihne zmeni´. Preto kone£ným stavom emisného experimentu bude stav

φ0(x− x0)⊗ |1〉 =

∞∑
n=0

bnφn(x)⊗ |1〉,

46Pri prechode od n k n+ 1 totiº treba násobi´ funkciu αn

n!
faktorom q = α

n+1
, aby sme dostali αn+1

(n+1)!
. Pre malé n je

q > 1 a funkcia αn

n!
rastie. Ale pri α ≈ n je q ≈ 1 a pri ¤al²om raste n je q < 1 a funkcia αn

n!
klesá.

47V blízkosti maxima môºeme pri odhadoch pouºíva´ Stirlingovu formulu n! ≈ (n
e

)n
√

2πn.
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Obr. 16: Schematický ná£rt emisného a absorp£ného spektra dvojhladinového systému naviazaného na iónové stupne
vo©nosti pre α� 1 pri teplote T = 0. Absorp£né spektrum pozostáva zo sady £iar pri ~ω = ε2 − ε1 + n~ω0, kým emisné
spektrum pozostáva zo sady £iar pri ~ω = ε2−ε1−n~ω0. Pokia© je ²írka £iar a/alebo rozli²ovacia schopnos´ spektrometra
vä²ia neº ~ω0, potom pozorujeme iba ²iroké obálkové funkcie pre emisiu a absorpciu.

kde sme vlnovú funkciu φ0(x−x0) tentokrát rozloºili do úplného systému vlastných stavov iónov φn(x),
ktoré sú vlastnými stavmi iónového systému, ak elektróny sú v stave |1〉. Prekryvový maticový element
je opä´ známy z teórie harmonického oscilátora:

bn =

∫
dxφn(x)∗φ0(x− x0) = 〈n|0̃〉 =

√
αn

n!
e−

α
2 .

Ke¤ºe energia stavov φn(x)⊗ |1〉 je ε1 + ~ω0(n+ 1
2), hustota pravdepodobnosti emisie pri frekvencii ω

bude úmerná funkcii

Pe(ω) = e−α
∞∑
n=0

αn

n!
δ(ε2 − ε1 − n~ω0 − ~ω).

V²imnime si, ºe pre α � 1, t.j. pre slabú väzbu medzi elektrónmi a iónmi, je Pa(ω) ≈ Pe(ω), teda
absorp£né a emisné spektrá sú rovnaké. Ale pre α � 1 je absorp£né spektrum posunuté nahor oproti
£isto elektrónovej hodnote ε2 − ε1, kým emisné spektrum je posunuté nadol a je zrkadlovým obrazom
absorp£ného spektra s osou zrkadlenia pri energii ε2 − ε1.

Námety na seminárnu prácu

1. Výsledky (65,66) popisujú ideálne meranie v idealizovanom systéme. Predpokladajte, ºe experimentálnu optickú vodi-

vos´ σ̃′(ω) moºno z teoretickej vodivosti σ(ω) dosta´ pomocou vz´ahu σ̃′(ω) =
∫∞
−∞ dνK(ν − ω)σ(ν), kde K(x) popisuje

�rozmazanie� experimentálnych dát, ktoré moºno popísa´ vhodne zvolenou funkciou podobnou Diracovej delta funkcii

δ(x), napríklad lorentziánom alebo gaussiánom so ²írkou (rozmazaním) γ, pri£om
∫∞
−∞ dνK(ν) = 1. Preskúmajte tvar

funkcie σ̃′(ω) pre rôzne hodnoty ~γ
E∗
B

a výsledky porovnajte s experimentálnymi dátami pre CdTe, pozri linky.

2. V hamiltoniáne pre systém £astíc v elektromagnetickom poli odvodenom v III.10 nahra¤te klasické elektromagnetické

pole A(r, t) kvantovaným fotónovým po©om. Výsledný hamiltonián porovnajte s hamiltoniánom pre systém elektrónov a

fonónov. Formalizmus ¤alej aplikujte na ²túdium Ramanovho rozptylu na jednej molekule. Sformulujte výberové pravidlá

pre tzv. elektrónový Ramanov rozptyl, pri ktorom sa systém molekula + fotón dostane z po£iato£ného stavu, v ktorom

elektróny sú v stave |n〉 a na molekulu nalietava fotón |kλ〉 s hybnos´ou k a polarizáciouλ, do kone£ného stavu, v ktorom

elektróny sú v stave |n′〉 a od molekuly odlietava fotón |k′λ′〉. Predpokladajte, ºe Ramanov rozptyl prebehne v dvoch

krokoch: v prvom kroku molekula absorbuje fotón |kλ〉 a elektróny sa vybudia do stavu |m〉, v druhom kroku molekula

vyºiari fotón |k′λ′〉. Pre jednoduchos´ predpokladajte, ºe molekula je nekone£ne ´aºká a zanedbajte spätné impulzy pri

vyºiarení a absorpcii fotónov.

3. Na²tudujte kinetiku elektrónov a dier pri luminiscencii. Najprv kvalitatívne opí²te termalizáciu elektrónov a dier

rozptylom na fonónoch. Po ukon£ení termalizácie moºno stav kry²tálu charakterizova´ koncentráciou elektrónov n(t) a

koncentráciou dier p(t). Preskúmajte £asový vývoj n(t) a p(t) v priamych a nepriamych polovodi£och (v nepriamych

polovodi£och predpokladajte, ºe dominantným procesom je rekombinácia cez prímesné stavy).
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