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1 Základné pojmy. Nultá a prvá veta termodynamiky

Predmetom skúmania v týchto predná²kach budú systémy s obrovským po£tom £astíc N . Takéto
systémy sa nachádzajú v²ade okolo nás: napríklad v 1 dcl vody pri izbovej teplote a atmosférickom tlaku
sa nachádza N ≈ 3.5×1024 molekúl H2O. �túdiu takýchto systémov, ktoré nazývame makroskopickými,
sa venujú dve fyzikálne disciplíny: termodynamika a ²tatistická fyzika.

Termodynamika je fenomenologická teória, ktorá neprihliada na detaily mikroskopického popisu
²tudovaných systémov. To je jej slabinou, ale zárove¬ aj silnou stránkou. Mikroskopický popis sveta
sa totiº neustále vylep²uje, ale tento pokrok termodynamiku v zásade neovplyv¬uje. Einstein hovorí:
�[Thermodynamics is] the only physical theory of universal content concerning which I am convinced
that, within the framework of the applicability of its basic concepts, it will never be overthrown.�

Na druhej strane, ²tatistická fyzika vychádza z konkrétneho mikroskopického modelu skúmaného
systému. Ústredným pojmom ²tatistickej fyziky je pojem mikrostavu. Povaha mikrostavu pritom závisí
nielen od toho, aký systém ²tudujeme, ale aj od toho, do akej h¨bky pri tomto popise ideme. Mikrostav
pohára vody moºno napríklad zada´ ako sadu súradníc a hybností molekúl vody,1 alebo pri hlb²om
poh©ade pomocou súradníc a hybností atómov vodíka a kyslíka. Takýto popis v²ak pouºíva klasickú
fyziku, o ktorej vieme, ºe pre malé £astice nedáva správny obraz sveta. Pri kvantovom opise mikrostavu
by sme mali postupova´ inak²ím spôsobom, pozri predná²ku 20.

V tomto kurze najprv v predná²kach 1-9 predstavíme základné pojmy a výsledky termodynamiky.
�tatistickej fyzike sa budeme venova´ vo zvy²ných predná²kach.

Základné pojmy termodynamiky
Termodynamika skúma systémy, ktoré sa nachádzajú v tzv. termodynamickej limite, t.j. po£et £astíc
v nich je ve©mi ve©ký, N → ∞. Dôvodom tohto obmedzenia je, ºe v systéme N £astíc, ktoré sa
nachádzajú v kone£nom objeme, napr. v na²om príklade v pohári vody, sa na povrchu (t.j. u nás v
kontakte s pohárom alebo vzduchom) nachádza rádovo N2/3 molekúl, ktorých správanie je zjavne iné
ako vnútri pohára. Ale zlomok £astíc, ktoré sa nachádzajú na povrchu, je malý: N2/3/N = 1/N1/3,
v na²om príklade je tento zlomok ≈ 6.6 × 10−9. Preto vo ve©kých systémoch moºno zanedba´ vplyv
povrchu na celkovú energiu molekúl v pohári vody E a podobné veli£iny.

Pod extenzívnymi veli£inami rozumieme veli£iny, ktorú sú (pre ve©ké systémy) úmerné �ve©kosti�
systému, napríklad po£tu £astíc N v systéme. Predpokladáme pritom, ºe externé podmienky (teda v
na²om príklade teplotu a tlak) drºíme pri porovnávaní rôzne ve©kých systémov kon²tantné. Samozrejme,
samotný po£et molekúl v pohári N , ale aj objem vody V sú extenzívne veli£iny. V na²om výklade sa
obmedzíme na skúmanie systémov, v ktorých celková (tzv. vnútorná) energia E je tieº extenzívna.2

Pod intenzívnymi veli£inami naopak rozumieme také veli£iny, ktoré sa pri raste ve©kosti systému
pri nezmenených externých podmienkach nemenia. V na²om príklade sú takýmito veli£inami o£ividne
napríklad teplota a tlak, ale tieº stredný objem na jednu molekulu v = V/N alebo stredná energia na
jednu molekulu e = E/N .3

Makroskopické systémy majú obvykle nasledovnú vlastnos´: ak do ich £asového vývoja zvonka neza-
sahujeme menením externých podmienok, potom po uplynutí istého £asového úseku (tzv. relaxa£ného
£asu) sa makroskopické veli£iny, ktoré takéto systémy popisujú, prestanú meni´. Výsledný od £asu
nezávislý stav systému nazývame rovnováºnym stavom.4 Predmetom týchto predná²ok bude takmer
výlu£ne ²túdium vlastností rovnováºnych systémov a transformácií medzi nimi.

Ak externé podmienky meníme dostato£ne pomaly, potom skúmaný systém je v kaºdom okamihu
in�nitezimálne blízko k rovnováºnemu stavu a ak prestaneme meni´ externé podmienky, systém ostane
bezo zmien. Takéto procesy nazývame vratnými dejmi. Ak systém pre²iel pri vratnom deji zo stavu A

1V£ítane nato£ení molekúl a príslu²ných momentov hybnosti
2Existujú systémy, ktoré túto vlastnos´ nemajú. Napríklad, ak systém pozostáva z rovnako nabitých £astíc a jeho

celkový elektrický náboj je Q ∝ V , potom jeho energia je úmerná Q2/V 1/3 ∝ V 5/3, t.j. rastie rýchlej²ie ako extenzívne.
Preto ná² výklad sa bude, striktne vzaté, týka´ iba elektricky neutrálnych systémov - napr. pohára vody. Podobne,
gravita£ná energia systému s hmotnos´ou M je úmerná M2/V 1/3, a teda nie je extenzívna. V príklade s pohárom vody
je v²ak gravita£ná energia zanedbate©ná.

3V týchto predná²kach sa budeme snaºi´ dodrºiava´ nasledovnú konvenciu: ak X je extenzívna veli£ina, potom veli£inu
vztiahnutú na jednu £asticu ozna£ujeme malým písmenom: x = X/N .

4Postulát existencie rovnováºnych stavov sa niekedy nazýva �mínus prvou vetou� termodynamiky. Zvlá²tne £íslovanie
je dôsledkom historického vývoja.
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do stavu B, potom oto£ením vonkaj²ích pôsobení prejde naspä´ z B do A. Príkladom vratného pro-
cesu je napr. pomalé (povedzme izotermické) presúvanie piestu vo valci s plynom. Pri takomto procese
prechádza plyn cez sadu rovnováºnych stavov. Príkladom nevratného procesu je ve©mi rýchly presun
piestu do koncovej polohy. Hoci koncové stavy A a B sú pri oboch procesoch rovnaké, v nevratnom
prípade proces prebieha ako postupnos´ nerovnováºnych stavov.

Veli£iny charakterizujúce rovnováºny stav
Vrá´me sa k príkladu s pohárom vody. Hoci sa v ¬om nachádza nepreberné mnoºstvo molekúl, ktorých
mikroskopický stav by sme mali charakterizova´ e²te vä£²ím po£tom £ísel, pre v²etky praktické ú£ely
sta£í zada´ trojicu £ísel, ktorou opí²eme, s akým systémom máme do £inenia: teplotu, tlak a objem
(pre zadané chemické zloºenie). Táto skuto£nos´ nás nijako neprekvapuje, pretoºe s ¬ou prichádzame
denno-denne do kontaktu, ale mala by. Mali by sme sa opýta´: pre£o nám na plnú makroskopickú
charakterizáciu pohára vody sta£ia tri £ísla?

Odpove¤ou sú dva argumenty. Tým prvým je, ºe makroskopické merania majú malú priestorovú
rozli²ovaciu schopnos´: makroskopicky neregistrujeme polohy jednotlivých molekúl vody, ale iba objem
V , v ktorom sa v²etky z nich pohybujú.5

Druhý argument je podobný: makroskopické merania sú oproti mikroskopickým procesom extrémne
pomalé. Nie sme preto schopní sledova´ priebehy jednotlivých veli£ín v £ase. Výnimku tvoria veli£iny,
ktoré sa v £ase nemenia. V na²om príklade s pohárom vody je takou veli£inou po£et molekúl N a
celková energia E. Z mechaniky vieme, ºe okrem energie sa v £ase zachovávajú aj hybnos´ a moment
hybnosti systému. V týchto predná²kach sa budeme zaujíma´ iba o prípady, kedy hybnos´ aj moment
hybnosti systému sú nulové, a preto o nich nebudeme uvaºova´.

Rovnováºny stav pohára vody teda charakterizujú tri extenzívne zachovávajúce sa veli£iny: E, N a
V . Systémy s jedným druhom £astíc nazývame jednozloºkové. V prípade, ºe skúmaný systém obsahuje
£astice rôzneho druhu s po£tami N1, N2, . . .,6 rovnováºny stav systému je zjavne zadaný veli£inami
E, V,N1, N2, . . .. Vo v²eobecnom prípade platí:

Rovnováºny stav je úplne charakterizovaný zadaním hodnôt extenzívnych zachovávajúcich sa veli£ín.

Ako uvidíme v predná²ke 23, takýmito veli£inami nemusia by´ výlu£ne mechanické veli£iny, ale naprí-
klad aj celkový magnetický moment v prípade magnetických systémov.

Emergentné veli£iny. Nultá veta termodynamiky
V makroskopických systémoch vznikajú aj nové veli£iny, o ktorých sa nedá hovori´ na úrovni jednot-
livých atómov, pretoºe majú ²tatistickú povahu. Takéto veli£iny nazývame emergentnými. Príkladom
intenzívnych emergentných veli£ín sú tlak p a teplota t.

Tlak má jednoduchú mechanickú interpretáciu: súvisí s bubnovaním jednotlivých molekúl na steny
pohára. Zárove¬ v²ak má aj ²tatistickú povahu: toto bubnovanie je náhodné, a preto je potrebné ho
ustredni´ v £ase. Teplota je v²ak veli£inou bez o£ividnej mikroskopickej interpretácie. Makroskopicky
teplota súvisí s pojmom tepelnej rovnováhy. Zrejme aj z tohto dôvodu sa poci´uje potreba sformulova´
tzv. nultú vetu termodynamiky:

Ak sú telesá A aj B v tepelnej rovnováhe s telesom C, potom aj A je v rovnováhe s B.

Telesám A, B a C, o ktorých hovorí nultá veta, preto moºno priradi´ tú istú (empirickú) teplotu t.
Ke¤ºe rovnováºny stav je plne charakterizovaný veli£inami E, V,N1, N2, . . ., pre tlak a teplotu

rovnováºneho stavu platí, ºe musia by´ funkciami týchto veli£ín. Príslu²né funk£né vz´ahy sa nazývajú
stavovými rovnicami:

p = p(E, V,N1, . . .), t = t(E, V,N1, . . .). (1)

Ak z druhej rovnice vyjadríme energiu ako funkciu t, V,N1, . . . a výsledok dosadíme do prvej rovnice,
dostaneme rovnicu, ktorú moºno zapísa´ v tvare p = p(t, V,N1, . . .). Aj táto rovnica sa niekedy nazýva
stavovou rovnicou.

5Táto úvaha sa týka tekutín, t.j. kvapalín alebo plynov. Pri tuhých látkach hrá rolu nielen objem, ale aj tvar vzorky.
V týchto predná²kach sa kvôli jednoduchosti obmedzíme na skúmanie termodynamiky tekutín.

6Takýto viaczloºkový systém tvorí napríklad slaná voda, t.j. molekuly vody a atómy Na a Cl.
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V¤aka existencii stavových rovníc (1) nemusíme rovnováºny stav nevyhnutne charakterizova´ veli£i-
nami E, V,N1, N2, . . .. Napríklad v prípade jednozloºkového systému môºeme namiesto E, V,N pouºi´
inú trojicu premenných, napr. trojicu p, t, V , o ktorej sme hovorili v príklade s pohárom vody.

Príklad: Z elementárnej termodynamiky vieme, ºe empirické vz´ahy pre ideálny jednozloºkový plyn sú:

pV = NkBT, E = NcV T, (2)

kde kB ≈ 1.38 × 10−23 J/K je Boltzmannova kon²tanta a cV je merné teplo ideálneho plynu pri
kon²tantnom objeme (na 1 £asticu).7 V rovniciach (2) na meranie teploty pouºívame absolútnu teplotu
T a tejto vo©by sa odteraz budeme stále drºa´ (s výnimkou kapitoly 2). Ak z druhej z rovníc (2)
vyjadríme teplotu ako funkciu energie a výsledok dosadíme do prvej rovnice, tieto empirické vz´ahy
môºeme prepísa´ do v²eobecného tvaru (1):

p =
kB
cV

E

V
, T =

1

cV

E

N
.

Prvá veta termodynamiky
Prvá veta termodynamiky je v podstate totoºná so zákonom zachovania energie. Pri transformácii
jedného rovnováºneho stavu na iný sa energia skúmaného systému môºe meni´. V jednoduchom prípade
systému v mechanickom a tepelnom kontakte s okolím môºe systém okoliu odovzdáva´ prácu A, alebo
naopak od neho prijíma´ teplo Q. Existujú aj iné spôsoby, akými sa energia systému môºe meni´, ale
pre jednoduchos´ ich zatia© nebudeme bra´ do úvahy.8 Ke¤ºe energia �vesmíru� sa zachováva, musí
plati´ ∆E = Q − A. Pre in�nitezimálne zmeny preto platí prvá veta termodynamiky (pre systémy s
kon²tantným po£tom £astíc)

dE = �Q− �A. (3)

Symbol dE zoh©ad¬uje, ºe dE je rozdielom energií medzi koncovým a za£iato£ným stavom pri transfor-
mácii. Takáto interpretácia dE je moºná, pretoºe ako za£iato£ný, tak aj koncový stav majú jednozna£ne
priradenú energiu. Inými slovami, energia je stavová veli£ina.

Na druhej strane, symboly pre in�nitezimálnu prácu �A a in�nitezimálne teplo �Q nás upozor¬ujú,
ºe ani práca, ani teplo nie sú stavovými veli£inami. Hovoríme, ºe �A a �Q nie sú úplné diferenciály.

Výraz pre �A sa v²ak dá napísa´ pomocou úplného diferenciálu. Ak je totiº skúmaným systémom
tekutina (t.j. kvapalina alebo plyn), potom platí �A = pdV , kde dV uº úplným diferenciálom je, pre-
toºe podobne ako energia, aj objem je stavovou veli£inou. V predná²ke 3 uvidíme, ºe aj �Q moºno
zapísa´ pomocou úplného diferenciálu (istej extenzívnej emergentnej veli£iny).

Prvá veta termodynamiky pre jednozloºkové systémy
Za tri nezávislé premenné charakterizujúce stav jednozloºkového systému môºeme vzia´ p, V a N . Pri
�xovanom mnoºstve látky je teda kaºdý rovnováºny stav systému jednozna£ne zadaný dvojicou p, V a
kaºdej takejto dvojici moºno jednozna£ne priradi´ energiu.

�ahko ukáºeme, ºe práca A nemôºe by´ stavovou premennou. Naozaj: skúmajme premenu látky
zo stavu p1, V1 do stavu p2, V2. Práca, ktorú pri takejto premene systém vykoná, je A =

∫ V2

V1
p(V )dV .

Táto práca v²ak závisí nielen od koncových bodov p2, V2 a p1, V1, ale aj od tvaru dráhy p(V ) medzi
nimi. Preto A nemôºe by´ stavovou veli£inou. Naviac, ke¤ºe Q = ∆E+A, ani Q nemôºe by´ stavovou
veli£inou.

Nakoniec preskúmajme otázku, ako moºno experimentálne priradi´ jednotlivým bodom roviny p, V
energiu (stále pri �xovanom mnoºstve látky). Najprv de�nujme pojem adiabata: je to taká £iara p =
p(V ) v rovine p, V , na ktorej leºia body (stavy), do ktorých sa dá dosta´ zo zvoleného po£iato£ného
stavu takým procesom, pri ktorom si systém nevymie¬a teplo s okolím. Podobne izochora nech je
hocijaká £iara V =const.

Referen£nému bodu p0, V0 teraz prira¤me energiu E0. Do ©ubovo©ného bodu roviny p, V leºiaceho
nad adiabatou prechádzajúcou cez bod p0, V0 sa z referen£ného bodu moºno dosta´ dvomi krokmi.
Prvým krokom je izochorické ohrievanie, pri ktorom sa systém dostane do bodu p′, V0 leºiaceho na

7Ako neskôr uvidíme, pre plyn bez²truktúrnych £astíc platí cV = 3kB/2.
8Napríklad sa môºe meni´ po£et £astíc v systéme alebo jeho celková magnetizácia.
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adiabate prechádzajúcej cez bod p, V , ktorý skúmame. Pri tomto kroku energia systému narastie o
prijaté teplo Q.9 Druhým krokom je adiabatické rozpínanie (alebo stlá£anie) z bodu p′, V0 do bodu
p, V . Pre vykonanú prácu platí A =

∫ V
V0
p(V )dV a môºeme ju zmera´ monitorovaním priebehu tlaku

p(V ). Ke¤ºe pozd¨º izochory sa nekoná práca a pozd¨º adiabaty sa nevymie¬a teplo, energia koncového
stavu bude E = E0 +Q−A.

Cvi£enia

V cvi£eniach k tejto predná²ke okrem ideálneho plynu skúmame aj iný jednoduchý termodynamický systém: fotónový
plyn. Stavové rovnice pre fotónový plyn zdôvodníme v predná²ke 15, tu ich len skon²tatujeme:

T =

(
E

bV

)1/4

, p =
E

3V
, (4)

kde b je kon²tanta. V²imnite si, ºe stavové rovnice nezávisia od po£tu £astíc N , ktorý samozrejme nie je �xovaný.

1. K neúplným diferenciálom. Ukáºte, ºe veli£ina z, pre ktorej zmenu platí �z = 2ydx+xdy, nie je funkciou premenných
x a y, t.j. z 6= z(x, y). Ukáºte, ºe zárove¬ platí x�z = df , a nájdite funkciu f = f(x, y). Faktor x, ktorý prevádza neúplný
diferenciál �z na úplný diferenciál df , sa nazýva integrujúci faktor.
2. K potrebe indexu pri výpo£te parciálnej derivácie. Skúmajme funkciu 2 premenných f(x, y) = x2y. Zave¤me premennú
z = xy. Ak f vyjadríme ako funkciu premenných x, z, máme f(x, z) = xz. Presved£te sa, ºe derivácie (∂f/∂x)y ≡
∂f(x, y)/∂x a (∂f/∂x)z ≡ ∂f(x, z)/∂x sú rôzne.
3. Skúmajme ideálny plyn. Ukáºte, ºe integrujúcim faktorom pre diferenciál �Q = dE+pdV je 1/T , t.j. platí �Q = TdS,
kde S = S(E, V ) je stavová veli£ina.
4. Rovnica izotermy. Predpokladajme, ºe pre jednozloºkový systém poznáme funkciu T = T (p, V,N).
a) Ukáºte, ºe rovnica izotermy (t.j. £iary T =const v rovine p, V ) má tvar(

∂p

∂V

)
T,N

= − (∂T/∂V )p,N
(∂T/∂p)V,N

.

b) Nájdite rovnicu izotermy pre ideálny plyn.
c) Nájdite rovnicu izotermy pre fotónový plyn.
5. Rovnica adiabaty. Predpokladajme, ºe pre jednozloºkový systém poznáme funkciu E = E(p, V,N).
a) Ukáºte, ºe rovnica adiabaty má tvar (návod: pouºite dE = −pdV ; pre£o to platí?)(

∂p

∂V

)
S,N

= −p+ (∂E/∂V )p,N
(∂E/∂p)V,N

.

b) Nájdite rovnicu adiabaty pre ideálny plyn.

c) Nájdite rovnicu adiabaty pre fotónový plyn.

6. Aké teplo treba doda´ na izobarické zvä£²enie systému z objemu V1 na objem V2 pri tlaku p pre: a) ideálny plyn, b)

fotónový plyn?

7. Atmosféru modelujme ako ideálny plyn jedného druhu £astíc, pri£om tlak p(z), teplota T (z) aj koncentrácia n(z) sú

funkciami vý²ky z nad povrchom Zeme. Gravita£né zrýchlenie v celej atmosfére nech je g =const. Masy plynu v rôznych

vý²kach z nech leºia na adiabate p1−κTκ =const. Nájdite závislosti p(z), T (z) a n(z) v tomto tzv. adiabatickom modeli

atmosféry.

8. Odhadnite energiu vnútorného pohybu 1 dcl vody, ako vodu premeníme na paru s teplotou 400 K. Paru modelujte

ako ideálny plyn. Akú hmotnos´ by bolo moºné s takouto energiou zdvihnú´ v gravita£nom poli Zeme o 1 m?

9Toto teplo môºeme doda´ napríklad odporovým drôtom ponoreným do systému. Ak cez drôt pri napätí U prechádza
prúd I v £asovom intervale d¨ºky t, potom systému dodáme teplo známej ve©kosti Q = UIt.
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2 Druhá veta termodynamiky. Carnotov stroj.
Termodynamická teplota

Prvá veta termodynamiky, t.j. zákon zachovania energie, hovorí o nemoºnosti vyrába´ energiu z ni£oho.
Hlavným výsledkom termodynamiky je tzv. druhá veta, ktorá kladie obmedzenia na proces transformá-
cie tepla na prácu. V tejto predná²ke predstavíme dve formulácie tejto vety. Ukáºeme, ºe tieto na prvý
poh©ad odli²né formulácie sú v skuto£nosti ekvivalentné a zavedieme termodynamickú teplotu.

Druhá veta termodynamiky
Hoci sa tento výsledok nazýva vetou, v skuto£nosti ide o prírodný zákon objavený empiricky. Existuje
nieko©ko ekvivalentných formulácií tohto zákona. V tejto predná²ke predstavíme dve historicky prvé
formulácie. Formulácia lorda Kelvina (William Thomson, cca 1851):

Majme zdroj tepla pri �xovanej teplote. Neexistuje proces,

ktorého jediným výsledkom by bola premena tepla na prácu.

Podstatné je pritom slovo jediný. Samozrejme je totiº moºné zahrieva´ plyn v pieste a odobera´ prácu,
ktorú plyn koná pri rozpínaní. Ale takýto proces zárove¬ mení objem plynu, teda formulácia lorda
Kelvina sa na¬ nevz´ahuje.10 Formulácia Clausia (Rudolf Clausius, 1850):

Majme dve telesá, jedno teplej²ie a druhé chladnej²ie. Neexistuje proces,

ktorého jediným výsledkom by bol prenos tepla Q > 0 z chladnej²ieho telesa na teplej²ie.

Opä´ je tu podstatné slovo jediný. Chladni£ka totiº takýto proces realizuje, ale potrebuje motor.

Clausius implikuje Kelvina
Na²ím cie©om teraz bude ukáza´, ºe uvedené dve formulácie druhej vety sú ekvivalentné. Za£neme
©ah²ou implikáciou a budeme dokazova´ tvrdenie, ºe z nepravdivosti Kelvinovej formulácie vyplýva
nepravdivos´ Clausiovej formulácie.

Nech teda neplatí Kelvin, t.j. nech je moºné odobra´ teplo Q zo systému s teplotou T1 a premeni´ ho
na prácu A. Túto prácu pouºime povedzme na stla£enie pruºiny alebo nabitie batérie. Nosi£ uloºenej
energie teraz vloºme do systému pri teplote T2 > T1 a tam uloºenú energiu preme¬me na pohyb, t.j. v
na²om príklade uvo©nime stla£enú pruºinu alebo vybime batériu cez odporový drôt. V oboch prípadoch
sa práca premení na teplo, ktoré absorbuje systém s teplotou T2 > T1. �istým výsledkom opísaného
procesu je teda prenos tepla z chladnej²ieho telesa na teplej²ie, t.j. neplatnos´ Clausia.

Carnotov stroj
Pod©a Kelvina musí cyklicky pracujúci stroj vyrábajúci prácu z tepla pracova´ s aspo¬ dvomi rezervo-
ármi tepla pri teplotách T1 < T2. Carnotov stroj je minimálny model takéhoto stroja. Pre konkrétnos´
predstavíme Carnotov stroj pracujúci s jednozloºkovým systémom (s kon²tantným po£tom £astíc) ako
pracovným médiom. Stavy média teda moºno popísa´ ako body v rovine p, V a jeden cyklus stroja
moºno popísa´ ako uzavretú £iaru v rovine p, V . Pripomíname, ºe pracovným médiom nemusí by´
ideálny plyn. Jeden cyklus Carnotovho stroja A→ B → C → D → A pozostáva zo ²tyroch krokov:

10Stroj meniaci teplo na prácu, ktorý sme práve opísali, môºe fungova´ iba dovtedy, kým sa piest nedostane na koniec
valca. Teda ani z praktického h©adiska nie je takýto stroj zaujímavý.
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V £asti A→ B cyklu je pracovné médium v dobrom tepelnom kontakte s rezervoárom pri teplote
T2. Odoberá od neho teplo Q2, v dôsledku £oho zvä£²uje svoj objem a koná prácu.

V £asti B → C cyklu je pracovné médium tepelne izolované od okolia, teda nedochádza k výmene
tepla. Médium sa v²ak rozpína, preto koná prácu a pritom chladne, aº dosiahne teplotu T1 < T2.

V £asti C → D cyklu je pracovné médium v dobrom tepelnom kontakte s rezervoárom pri teplote
T1. Aby sa médium vrátilo do po£iato£ného stavu cyklu, zmen²uje svoj objem tým, ºe stroj mu dodáva
prácu. Ke¤ºe teplota média zostáva rovná T1, médium odovzdáva teplo Q1 do rezervoáru.

V £asti D → A cyklu je pracovné médium opä´ tepelne izolované od okolia, teda nedochádza
k výmene tepla. Médium pokra£uje v zmr²´ovaní, preto prijíma prácu a zohrieva sa, aº dosiahne
po£iato£nú teplotu T2.

Energetická bilancia média v jednom cykle je nasledovná: médium prijme teplo Q2 od rezervoáru
pri teplote T2, odovzdá teplo Q1 rezervoáru pri teplote T1 a vykoná sumárnu prácu A =

∮
pdV , ktorá je

rovná ploche opísanej médiom v rovine pV . V uzavretom cykle je celková zmena energie média nulová,
∆E = 0. Ale na druhej strane ∆E = Q2 − Q1 − A, a preto pre vykonanú prácu platí A = Q2 − Q1.
Teda ú£innos´ η Carnotovho stroja je

η =
vykonana praca

dodane teplo
=

A

Q2
= 1− Q1

Q2
. (5)

Kelvin implikuje Clausia
Teraz ukáºeme, ºe z nepravdivosti Clausia vyplýva nepravdivos´ Kelvina (obrázok v©avo). Nech teda
neplatí Clausius a existuje proces P, ktorého jediným výsledkom je, ºe odoberá teplo (ozna£me ho
Q2) z rezervoáru 1 a dodáva ho rezervoáru 2, pri£om T2 > T1. Zostrojme Carnotov stroj C, ktorý z
rezervoáru 2 odoberá teplo Q2, rezervoáru 1 odovzdáva teplo Q1 a koná prácu A > 0. Dvojica strojov
P+C potom vo výsledku odoberá teplo Q2−Q1 z rezervoáru 1 a mení ho na prácu A > 0, teda neplatí
Kelvin. Ekvivalencia Kelvinovej a Clausiovej formulácie druhej vety je týmto dokázaná.

Ako bonus teraz ukáºme, ºe ak stroj koná prácu A > 0, potom médium musí rezervoáru 1 odovzdá-
va´ teplo, t.j. musí plati´ Q1 > 0.11 Toto tvrdenie dokáºeme sporom (obrázok vpravo). Predpokladajme,
ºe existuje Carnotov stroj C, ktorý odoberá teplo Q2 z rezervoáru 2, zárove¬ odoberá teplo |Q1| z re-
zervoáru 1, a pritom obe teplá mení na prácu A > 0. V procese P prenesme teplo |Q1| z rezervoáru 2
do rezervoáru 1. Dvojica strojov P + C potom vo výsledku odoberá teplo Q2 + |Q1| z rezervoáru 2 a
mení ho na prácu A > 0, bez iných zmien v médiu. To je ale v spore s Kelvinom. Tvrdenie Q1 > 0 je
dokázané. Nakoniec, ke¤ºe Q2 = Q1 + A, platí aj Q2 > 0. Odtia©to vyplýva, ºe pre ú£innos´ Carno-
tovho stroja (5) platí η < 1.

Ú£innos´ vratného Carnotovho stroja
Teraz ukáºeme, ºe ú£innosti v²etkých vratných strojov pracujúcich s rezervoármi pri teplotách T1 a T2

sú rovnaké.
Skúmajme dva Carnotove stroje pracujúce s rezervoármi pri teplotách T1 a T2. Nech C je vratný

stroj, t.j. stroj, v ktorom prebiehajú vratné procesy, a C′ nech môºe, ale nemusí by´ vratný. Nech oba
stroje odoberajú rovnaké teplo Q2 z rezervoára 2.12 Do rezervoára 1 nech odovzdávajú teplá Q1 a Q′1;
práce, ktoré konajú, nech sú A a A′.

11Toto nie je o£ividné, ak médium nie je ideálny plyn (pre ktorý sa energia v izotermickom deji nemení).
12Túto podmienku moºno splni´ s ©ubovo©nou presnos´ou. Ak by platilo Q′2 6= Q2, potom sta£í zobra´ N kópií stroja C

a N ′ kópií stroja C′, pri£om N ′/N = Q2/Q
′
2. Podiel Q2/Q

′
2 totiº moºno s ©ubovo©nou presnos´ou nahradi´ racionálnym

£íslom.
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Pustime teraz vratný stroj na reverzný chod a skúmajme výsledné pôsobenie stroja −C + C′: stroj
odoberá nulové teplo z rezervoára 2, z rezervoára 1 prijíma teplo Q1 − Q′1 a koná prácu A′ − A. Ale
pod©a Kelvinovej formulácie musí by´ A′ ≤ A. To znamená, ºe stroj C′ koná nanajvý² takú prácu ako
vratný stroj C, a pre ú£innosti oboch strojov platí

η′ ≤ η.

Ak by bol aj stroj C′ vratný, potom by sme naopak mohli obráti´ jeho chod a zopakovaním predo²lej
úvahy by sme dostali opa£nú nerovnos´ η′ ≥ η. Preto ú£innosti ©ubovo©ných dvoch vratných Carnoto-
vých strojov pracujúcich s rezervoármi pri teplotách T1 a T2 musia by´ rovnaké.

Termodynamická teplota
Doteraz sme na meranie teploty pouºívali absolútnu teplotu de�novanú stavovou rovnicou ideálneho
plynu. Na²a argumentácia v²ak nijako nebola zaloºená na konkrétnej vo©be teplotnej stupnice a na-
miesto teploty T sme mohli pouºíva´ akúko©vek empirickú teplotu t, ktorá sp¨¬a nultú vetu a Clausiovu
verziu druhej vety termodynamiky. Teraz ukáºeme, ºe pomocou Carnotových strojov moºno (aspo¬ v
princípe) zavies´ termodynamickú teplotu spôsobom, ktorý nezávisí od vlastností ideálneho plynu.

Majme dva rezervoáry 1 a 2 s empirickými teplotami t1 a t2. Ukázali sme, ºe ú£innosti v²etkých
vratných Carnotových strojov pracujúcich s týmito rezervoármi sú rovnaké, preto podiel Q2/Q1 je
univerzálnou (pre v²etky vratné stroje rovnakou) funkciou t1a t2:

Q2

Q1
= f(t1, t2). (6)

Teraz ukáºeme, ºe funkcia f(t1, t2) musí sp¨¬a´ nasledovnú podmienku:

f(t1, t2) =
f(t0, t2)

f(t0, t1)
, (7)

kde t0 je teplota tretieho, referen£ného rezervoáru 0. Naozaj: Pre vratný stroj C1 s rezervoármi 0 a 1
platí Q1/Q0 = f(t0, t1) a podobne pre vratný stroj C2 s rezervoármi 0 a 2 platí Q2/Q0 = f(t0, t2).
[Opä´ sme zvolili také stroje, pre ktoré je teplo Q0 rovnaké.] Odtia©to dostávame

Q2

Q1
=
Q2/Q0

Q1/Q0
=
f(t0, t2)

f(t0, t1)
.

Teraz pustime stroj C2 v priamom smere a spolu s ním stroj C1 v spätnom chode. Zloºený stroj C2−C1

odoberá teplo Q2 z rezervoáru 2 a odovzdáva teplo Q1 rezervoáru 1, pri£om s rezervoárom 0 si vo
výsledku nevymie¬a teplo. Teda stroj C2 − C1 je Carnotovým strojom pracujúcim iba s rezervoármi
1 a 2, a preto pre¬ musí plati´ vz´ah (6). Dosadením tohto vz´ahu do výrazu pre Q2/Q1 dostaneme
výsledok (7).
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Teplotu referen£ného rezervoáru t0 teraz za�xujme raz a navºdy. Potom funkcia f(t0, t) je iba
funkciou teploty t, ozna£me ju Θ(t) ≡ f(t0, t). Rovnicu (6) potom môºeme s pouºitím rovnice (7)
zapísa´ v tvare

Q2

Q1
=

Θ(t2)

Θ(t1)
.

Tento vz´ah moºno pouºi´ ako de�níciu absolútnej teploty: Prira¤me �xovanej empirickej teplote t1
termodynamickú teplotu T1 ≡ Θ(t1). [Napríklad teplote 0◦C prira¤me 273.15 K.] �ubovo©nej inej
teplote t2 potom priradíme absolútnu teplotu

T2 =
Q2

Q1
T1 , (8)

kde podiel Q2/Q1 ur£íme experimentálnym ²túdiom vratného Carnotovho stroja s rezervoármi pri �-
xovanej teplote t1 a skúmanej teplote t2.

Rovnos´ termodynamickej a absolútnej teploty
Nakoniec ukáºeme, ºe absolútna teplota de�novaná stavovou rovnicou ideálneho plynu sp¨¬a vz´ah (8),
a preto je akceptovate©nou termodynamickou teplotou.

Skúmajme teda vratný Carnotov stroj pracujúci s ideálnym plynom ako s pracovným médiom.
Ke¤ºe pozd¨º izotermy A→ B sa energia ideálneho plynu nemení,13 teplo Q2 prijaté od rezervoáru 2
je rovné vykonanej práci:

Q2 =

∫ B

A
pdV = NkBT2

∫ B

A

dV

V
= NkBT2 ln

VB
VA

,

kde v druhej rovnosti sme vyuºili stavovú rovnicu ideálneho plynu. Podobne pre teplo odovzdané
rezervoáru 1 v procese C → D platí Q1 = NkBT1 ln(VC/VD).

Na druhej strane, ke¤ºe rovnica adiabaty je TV κ−1 =const, pre adiabaty BC a DA platí

T2V
κ−1
B = T1V

κ−1
C , T2V

κ−1
A = T1V

κ−1
D .

Ke¤ porovnáme podiely ©avých a pravých strán týchto rovníc, dostaneme VB/VA = VC/VD. Ak pou-
ºijeme tento výsledok vo výrazoch pre teplá Q2 a Q1, napokon dostaneme Q2/Q1 = T2/T1, £.b.t.d.

Pojmy termodynamická teplota a absolútna teplota budeme odteraz pouºíva´ ako synonymá.

Sumár
Druhá veta termodynamiky kladie obmedzenia na tvar prípustných procesov v prírode. Ako uvidíme
v nasledovnej predná²ke, tieto obmedzenia je moºné kvanti�kova´ pomocou novej emergentnej veli£iny
- entropie.

Cvi£enia

1. Ke¤ pustíme Carnotov stroj naopak, dostaneme chladni£ku (ktorá odoberá teplo zo studeného rezervoáru pri dodá-

vaní práce) alebo tepelné £erpadlo (ktoré zohrieva teplý rezervoár pri dodávaní práce). De�nujte zmysluplné ú£innosti

chladni£ky a tepelného £erpadla a pre vratné stroje tieto ú£innosti vyjadrite pomocou teplôt rezervoárov.

2. V pV diagrame zakreslite Carnotov cyklus vyuºívajúci fotónový plyn so stavovými rovnicami (4) pre stroj pracujúci

medzi teplotami T1 a T2. Predpokladajte, ºe príslu²ný stroj je vratný a explicitne vypo£ítajte jeho ú£innos´.

3. Vypo£ítajte ú£innos´ Ottovho stroja pracujúceho v cykle adiabata-izochora-adiabata-izochora s a) ideálnym plynom,

b) fotónovým plynom. Ú£innos´ porovnajte s ú£innos´ou Carnotovho stroja pracujúceho medzi rovnakou maximálnou a

minimálnou teplotou.

4. Vypo£ítajte ú£innos´ Braytonovho-Joulovho stroja pracujúceho v cykle izobara-adiabata-izobara-adiabata s a) ideál-

nym plynom, b) fotónovým plynom. Ú£innos´ porovnajte s ú£innos´ou Carnotovho stroja pracujúceho medzi rovnakou

maximálnou a minimálnou teplotou.

5. Vypo£ítajte ú£innos´ stroja pracujúceho v cykle izoterma-izochora-izoterma-izochora s a) ideálnym plynom, b) fo-

tónovým plynom. Ú£innos´ porovnajte s ú£innos´ou Carnotovho stroja pracujúceho medzi rovnakou maximálnou a

minimálnou teplotou.

13Toto je ²peciálna vlastnos´ ideálneho plynu, pozri (2).
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3 Entropia a druhá veta termodynamiky

V tejto predná²ke zavedieme k©ú£ový pojem termodynamiky - entropiu. Okrem iného ukáºeme, ako
moºno pomocou tejto emergentnej veli£iny preformulova´ druhú vetu termodynamiky.

Nerovnos´ pre Carnotov cyklus
V minulej predná²ke sme ukázali, ºe ú£innos´ v²eobecného (t.j. vratného alebo nevratného) Carnotovho
stroja η pracujúceho medzi teplotami T1 < T2 je nanajvý² tak ve©ká, ako ú£innos´ vratného stroja.
Ale ú£innos´ (z de�nície η a zákona zachovania energie) závisí od Q1 a Q2, kým ú£innos´ v²etkých
vratných Carnotových strojov je daná (z de�nície termodynamickej teploty) podielom T1/T2. Preto

η = 1− Q1

Q2
≤ 1− T1

T2
,

Q2

T2
− Q1

T1
≤ 0,

kde znamienko rovnosti platí pre vratné deje.
V predo²lej predná²ke sme pracovali v znamienkovej konvencii, v ktorej Q2 bolo kladné, ak pracovné

médium prijme teplo od rezervoáru 2, kým kladné Q1 znamenalo teplo odovzdané rezervoáru 1. V tejto
predná²ke budeme pracova´ v konvencii, ktorá pride©uje teplu znamieka z h©adiska pracovného média,
t.j. napríklad Q2 aj Q1 sú kladné, ak médium prijme teplo. V takejto konvencii sa nerovnos´ pre
Carnotov stroj zmení na

Q1

T1
+
Q2

T2
≤ 0. (9)

Nerovnos´ pre cyklus s výmenou tepla s n rezervoármi
V Carnotovom cykle si pracovné médium vymie¬a teplo s dvomi rezervoármi. V tomto odstavci bude
na²ím cie©om ukáza´, ºe ak si médium v cyklickom procese C vymie¬a teplá Qi s n rezervoármi s
teplotami Ti, potom nerovnos´ (9) treba nahradi´ nerovnos´ou

n∑
i=1

Qi
Ti
≤ 0, (10)

kde rovnos´ opä´ nastáva pre vratné cykly.
Dôkaz. Zostrojme n pomocných vratných Carnotových cyklov Ci, i = 1, . . . , n, ktoré pracujú medzi

referen£ným rezervoárom s teplotou T0 a rezervoárom s teplotou Ti. Cyklus Ci nech naviac odovzdáva
rezervoáru i teplo Qi. To znamená, ºe rezervoár i od pomocného cyklu Ci odoberá presne také isté
teplo, aké ¤alej odovzdáva skúmanému cyklu C.

Ke¤ºe cyklus Ci je vratný, z referen£ného rezervoára 0 odoberá teplo Q0i = QiT0/Ti. Celkové teplo
Q0, ktoré odoberá v²etkých n pomocných strojov z rezervoára 0, preto je

Q0 =

n∑
i=1

Q0i = T0

n∑
i=1

Qi
Ti
. (11)

Na druhej strane, ak prácu ktorú koná stroj Ci ozna£íme Ai, zo zákona zachovania energie vyplýva
Q0i = Ai + Qi. Preto zárove¬ platí Q0 =

∑
iQ0i =

∑
iAi + Qmed, kde Qmed =

∑
iQi je celkové

teplo odovzdané (prostredníctvom rezervoárov i) pracovnému médiu v cykle C. Ale ke¤ºe cyklus C je
uzavretý, energia pracovného média sa po jednom obehu nezmení, t.j. ∆E = Qmed−Amed = 0, kde Amed

je celková práca vykonaná médiom. Preto musí plati´ Qmed = Amed a následne Q0 =
∑

iAi +Qmed =
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∑
iAi + Amed. Teda celé teplo Q0 sa premenilo na prácu pomocných strojov

∑
iAi plus prácu Amed

stroja C. Pod©a Kelvinovej formulácie druhej vety to v²ak znamená, ºe musí plati´ Q0 ≤ 0. Ak toto
pozorovanie pouºijeme v (11), dostaneme nerovnos´ (10).

Ak budeme v nerovnosti (10) zvä£²ova´ po£et rezervoárov n→∞, dostaneme integrálnu nerovnos´∮
�Q

T
≤ 0, (12)

kde rovnos´ samozrejme nastáva pre vratné cykly. Z ná²ho odvodenia je pritom zrejmé, ºe teplota T
vystupujúca v (12) je teplotou rezervoára, s ktorým si v danom bode cyklu pracovné médium (t.j.
skúmaný systém) vymie¬a teplo �Q.14

Entropia
Výsledok (12) nám umoº¬uje pre v²etky rovnováºne stavy A skúmaného systému de�nova´ (aº na
aditívnu kon²tantu) nasledovnú veli£inu:

SA = S0 +

∫ A

0

�Q

T
, (13)

kde 0 je referen£ný stav systému s referen£nou hodnotou S0 a integrál od 0 po A sa vedie pozd¨º vratnej
dráhy, teda cez sadu rovnováºnych stavov medzi 0 a A. Veli£inu S nazývame entropiou.15 Ako uvidíme
vo zvy²ku tohto kurzu, entropia je k©ú£ovým pojmom termodynamiky a ²tatistickej fyziky.

Entropia je stavovou veli£inou, t.j. hodnota SA závisí iba od vo©by stavu A a nezávisí od integra£nej
dráhy od 0 po A. Naozaj, porovnajme hodnotu integrálu v (13) pozd¨º dvoch dráh 0XA a 0YA. Platí:∫

0XA

�Q

T
−
∫

0Y A

�Q

T
=

∫
0XA

�Q

T
+

∫
AY 0

�Q

T
=

∮
�Q

T
= 0.

V prvom aj v poslednom kroku sme vyuºili, ºe skúmané dráhy musia by´ vratné.

Z faktu ºe entropia je stavovou veli£inou vyplýva, ºe entropia je funkciou veli£ín charakterizujúcich
rovnováºny stav, t.j. S = S(E, V,N1, . . .). Funk£nú závislos´ S = S(E, V,N1, . . .) budeme nazýva´
fundamentálnou rovnicou termodynamického systému (v entropickej reprezentácii).

Z de�nície entropie (13) vyplýva, ºe pre in�nitezimálny vratný proces medzi dvomi blízkymi rov-
nováºnymi stavmi platí

�Q = TdS. (14)

Tento výraz je analogický s výrazom �A = pdV : neúplné diferenciály �A a �Q sme nahradili pomocou
úplných diferenciálov stavových veli£ín V a S. Prvú vetu termodynamiky (pre systémy s kon²tantným
po£tom £astíc) teda moºno pre vratné procesy zapísa´ v tvare

dE = TdS − pdV. (15)

14Ozna£me teplotu, ktorú má v danom bode cyklu médium, ako T ′. Pokia© sa bavíme o vratných cykloch, potom
samozrejme musí plati´ T ′ = T , aby bola moºná výmena tepla �Q obomi smermi. Pre vratné cykly teda nie je potrebné
rozli²ova´ medzi T ′ a T . Zaujímavej²ia situácia nastáva pre nevratné procesy. Ak platí �Q > 0, t.j. ak médium prijíma
teplo, potom musí plati´ T ′ ≤ T , odkia© vyplýva �Q/T ≤ �Q/T ′. Na druhej strane, ak �Q < 0, t.j. ak médium odovzdáva
teplo, potom musí plati´ T ′ ≥ T , odkia© v²ak opä´ vyplýva �Q/T ≤ �Q/T ′. Preto platí nerovnos´

∮
�Q/T ≤

∮
�Q/T ′ a

nerovnos´ (12) nekladie v princípe ºiadne obmedzenia pre hodnotu integrálu
∮
�Q/T ′.

15Názov zaviedol Rudolf Clausius, Annalen der Physik 125, 353-400 (1865). Nemecká verzia je �der Verwandlungsinhalt�,
t.j. nie£o ako mnoºstvo premien, grécka verzia je η′ τρoπη′, t.j. premena.
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Ke¤ºe energia E a objem V sú extenzívne veli£iny, kým teplota T a tlak p sú intenzívne, vyplýva
odtia©to, ºe aj entropia je extenzívna veli£ina.

Entropia ako strelka £asu a miera nevratnosti
Skúmajme proces I premeny systému z po£iato£ného rovnováºneho stavu A do koncového rovnováºneho
stavu B. Tento proces nemusí by´ postupnos´ou rovnováºnych stavov, preto nemusí by´ moºné zakresli´
jeho dráhu v priestore rovnováºnych stavov. Nech teplo prijaté od rezervoárov v procese I je

∫
I �Q/T .

Proces I dopl¬me vhodnou vratnou dráhou zo stavu B naspä´ do stavu A. Teplo prijaté od rezer-
voárov v tomto vratnom procese ozna£me

∫ A
B �Q/T . Pod©a (12) pre výsledný cyklický proces platí∫

I

�Q

T
+

∫ A

B

�Q

T
≤ 0.

Pre vratné dráhy medzi stavmi A, B a referen£ným stavom 0 v²ak platí∫ A

B

�Q

T
=

∫ A

0

�Q

T
−
∫ B

0

�Q

T
= SA − SB.

To znamená, ºe musí plati´

SB ≥ SA +

∫
I

�Q

T
, (16)

kde znamienko rovnosti nastáva pre vratné procesy I transformácie z A do B.
Príklad: Skúmajme izochorické zohrievanie telesa z teploty TA na teplotu TB > TA. Po£iato£ný aj

koncový stav nech sú rovnováºne a merné teplo telesa cV nech je od teploty nezávislé. Na zohriatie
telesa je preto potrebné doda´ teplo Q = NcV (TB − TA). Príkladom nerovnováºneho procesu I je
ustanovi´ kontakt s rezervoárom pri (koncovej) teplote TB. Pre takýto proces je teplota rezervoáru
kon²tantná a platí

∫
I �Q/T = Q/TB. Príkladom rovnováºneho procesu je ustanovi´ kontakt so sadou

rezervoárov s teplotami od TA po TB, pri£om teplo sa zakaºdým prijíma od rezervoáru s rovnakou
teplotou, akú aktuálne má teleso. Takýto proces moºno pouºi´ na výpo£et zmeny entropie:

∆S =

∫
�Q

T
= NcV

∫ TB

TA

dT

T
= NcV ln

TB
TA

=
Q

TB − TA
ln
TB
TA

.

�ahko nahliadneme, ºe platí ∆S > Q/TB, v súlade s nerovnos´ou (16).16

Transformácia z rovnováºneho stavu A do rovnováºneho stavu B prostredníctvom procesu I sa teda
môºe uskuto£ni´, len ak je splnená nerovnos´ (16). V ²peciálnom prípade izolovaného systému, kedy
�Q = 0, dostávame z (16) nasledujúcu podmienku realizovate©nosti transformácie stavu A na stav B:

SB ≥ SA . (17)

Teda v izolovanom systéme môºu prebieha´ iba také procesy, pri ktorých entropia neklesá. Entropia
teda umoº¬uje rozlí²i´ moºné od nemoºných procesov. Tým de�nuje �strelku £asu�.17 O nemoºnosti
istej triedy procesov hovorí aj druhá veta termodynamiky (Clausiova verzia). Dostávame teda e²te
jednu alternatívnu formuláciu druhej vety:

Entropia uzavretého systému je neklesajúcou funkciou £asu.

16Pre v²etky kladné podiely x = TB/TA totiº platí nerovnos´ lnx ≥ 1− 1/x.
17Mikroskopické pohybové zákony naopak ºiadnu strelku £asu nepoznajú!
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Procesy, ktoré prebiehajú v izolovanom systéme, sú vratné iba v prípade ak ∆S ≡ SB − SA = 0.
Entropia je teda zárove¬ mierou nevratnosti procesov v izolovanom systéme.

Nakoniec poznamenajme, ºe v rovnováºnom stave izolovaného systému s predpísanými hodnotami
E, V,N1, . . . nadobúda entropia S(E, V,N1, . . .) maximálnu moºnú hodnotu. Je tomu tak preto, lebo
v²etky myslite©né transformácie by zniºovali ve©kos´ entropie, a preto pod©a (17) nemôºu nasta´.

Základná úloha termodynamiky
Ako sa v²ak v izolovanom systéme môºu rovnováºne stavy vyvíja´ v £ase? V úvahách z predo²lého
odstavca sme mali na mysli nasledovnú tzv. základnú úlohu termodynamiky: v po£iato£nom stave
pozostáva skúmaný izolovaný systém z viacerých podsystémov, z ktorých kaºdý je v stave termo-
dynamickej rovnováhy. Tieto podsystémy v²ak môºu by´ obmedzené väzbami, napríklad môºu ma´
predpísané po£ty £astíc. Ak teraz odstránime väzby, ktoré boli pôvodne prítomné (napr. ak umoº-
níme výmenu £astíc), rovnováºny stav systému sa vo v²eobecnosti zmení. Podmienka (17) umoº¬uje
rozhodnú´, ako vyzerá nový základný stav po odstránení väzieb.

Príklad 1 (expanzia do vákua): Skúmajme plyn v izolovanom valci. V po£iato£nom rovnováºnom
stave A nech plyn vyp¨¬a iba £as´ VA z celého objemu VB valca. Ke¤ prepáºku vo valci odstránime, plyn
vyplní celý valec. Hoci v takomto procese

∫
I �Q/T = 0, ke¤ºe valec je izolovaný, entropia plynu narastie

o ∆S > 0. Hodnotu ∆S nájdeme pozd¨º vratnej dráhy z A do B. Pre jednoduchos´ budeme naviac
predpoklada´, ºe plyn je ideálny. Zákon zachovania energie ºiada, aby EB = EA, teda aj TB = TA.
Skúmajme preto vratné izotermické rozpínanie plynu. Plyn pri ¬om vykoná prácu

A =

∫ VB

VA

pdV = NkBT

∫ VB

VA

dV/V = NkBT ln(VB/VA).

Aby sa energia nezmenila, musí plyn zárove¬ prija´ od rezervoáru pri teplote T teplo Q = A. Preto
entropia plynu narastie o ∆S = Q/T = NkB ln(VB/VA).

Príklad 2: Nech uzavretý systém v po£iato£nom stave A pozostáva z dvoch podsystémov, ktoré
sú individuálne v stave tepelnej rovnováhy, ale navzájom tepelne izolované. Nech teploty oboch pod-
systémov sú v po£iato£nom stave rôzne. O£akávame, ºe po odstránení tepelnej izolácie sa v systéme
ustáli nový rovnováºny stav B, v ktorom sa teploty podsystémov vyrovnajú. Pri takomto procese opä´
platí

∫
I �Q/T = 0 a zmenu entropie ∆S = SB − SA je zase potrebné ur£i´ pomocou vhodného vrat-

ného procesu z A do B. Teraz ukáºeme, ºe ∆S je sú£tom kladných in�nitezimálnych príspevkov dS,
a preto ∆S > 0. Naozaj: nech pomalý vratný proces vyrovnávania teplôt dospel do bodu, kedy pod-
systém 1 má teplotu T1 a podsystém 2 má teplotu T2 > T1. Nech teraz podsystém 2 odvedie teplo
�Q do rezervoáru s teplotou T2 a podsystém 1 prijme také isté teplo �Q z rezervoáru s teplotou T1.
Pri takejto vratnej zmene si systém ako celok nevymie¬a teplo s okolím a jeho entropia sa zmení o
dS = �Q/T1 − �Q/T2 > 0, £.b.t.d.

Cvi£enia

1. Ako sa mení entropia pri adiabatickom procese?

2. Zakreslite Carnotov cyklus do T − S diagramu. Gra�cky interpretujte teplo dodané teplej²ím rezervoárom (rep. odo-

brané chladnej²ím rezervoárom) a prácu konanú pracovným médiom.

3. Ktorý vratný cyklický dej pracujúci medzi maximálnou teplotou T2 a minimálnou teplotou T1 má maximálnu ú£innos´?

4. Vypo£ítajte nárast entropie ideálneho plynu ∆S pri izochorickom ohrievaní z teploty T1 na teplotu T2. Vratnú dráhu

skon²truujte kombináciou izotermy a adiabaty, podobne ako pri Carnotovom cykle. (Existujú 2 moºnosti.) Výsledok

porovnajte s predná²kou.

5. Vypo£ítajte nárast entropie ∆S dvojice systémov s kon²tantnými tepelnými kapacitami C1, C2 a po£iato£nými teplo-

tami T1, T2 po ustanovení tepelného kontaktu medzi nimi.

6. Vypo£ítajte nárast entropie fotónového plynu ∆S pri izochorickom zohrievaní z teploty T1 na teplotu T2 > T1. Výsle-

dok porovnajte s Q/T2, kde Q je teplo potrebné na zohrievanie. Pomôcka: CV = 4bV T 3.

7. Vyrie²te úlohu 4 pre fotónový plyn.
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4 Entropia - formálne vlastnosti a príklady

V minulej predná²ke sme zaviedli entropiu ako extenzívnu stavovú veli£inu. V tejto predná²ke sa za-
meriame na dôsledky extenzívnosti entropie a predstavíme dva príklady fundamentálnej rovnice.

Termodynamika v entropickej reprezentácii
Rovnováºny stav systému je charakterizovaný hodnotami extenzívnych zachovávajúcich sa veli£ín. V
tejto predná²ke sa obmedzíme na skúmanie systémov, kedy týmito veli£inami sú E, V,N1, . . .. Zákon
zachovania energie pre vratné procesy v takýchto systémoch nadobúda tvar

dE = TdS − pdV + µ1dN1 + µ2dN2 + . . . . (18)

Okrem £lenov popisujúcich výmenu tepla a práce tu uvádzame aj £leny µidNi, ktoré súvisia s (intuitívne
zrejmou) závislos´ou energie E od po£tu £astíc. Koe�cient µi nazývame chemickým potenciálom £astíc
typu i. Chemické potenciály µi sú podobnými emergentnými veli£inami ako tlak a teplota; ich fyzikálny
zmysel detailne preskúmame v nasledujúcej predná²ke.

V tzv. entropickej reprezentácii je hlavnou úlohou nájs´ závislos´ entropie od veli£ín E, V,N1, . . .
charakterizujúcich rovnováºne stavy, t.j. nájs´ tzv. fundamentálnu rovnicu S = S(E, V,N1, . . .). Zo
znalosti fundamentálnej rovnice pre emergentnú veli£inu S totiº moºno odvodi´ stavové rovnice pre
intenzívne emergentné veli£iny T, p, µ1, µ2, . . ..

Naozaj: z rovnice (18) vyplýva, ºe pre úplný diferenciál funkcie S = S(E, V,N1, . . .) platí

dS =
1

T
dE +

p

T
dV −

∑
i

µi
T
dNi . (19)

To v²ak znamená, ºe teplotu, tlak a chemické potenciály moºno nájs´ jednoduchým derivovaním fun-
damentálnej rovnice,

1

T
=

(
∂S

∂E

)
V,Nj

,
p

T
=

(
∂S

∂V

)
E,Nj

,
µi
T

= −
(
∂S

∂Ni

)
E,V,Nj 6=Ni

. (20)

Napríklad symbol (∂S/∂E)V,Nj pritom znamená, ºe entropiu máme zapísa´ ako funkciu E, V,N1, . . . a
parciálne derivova´ pod©a energie E, t.j. pri derivovaní drºa´ premenné V,N1, . . . �xované. V danom
okamihu sa toto ozna£enie môºe zda´ ako zbyto£ne punti£kárske, ale v budúcnosti nám umoºní vyhnú´
sa nejasnostiam. Treba si pritom v²imnú´, ºe rovnice (20) predstavujú stavové rovnice, pretoºe vyjad-
rujú emergentné veli£iny ako funkcie veli£ín de�nujúcich rovnováºny stav, t.j. T = T (E, V,N1, . . .),
p = p(E, V,N1, . . .) a µi = µi(E, V,N1, . . .).

Stojí za zmienku, ºe stavová rovnica pre T vyºaduje, aby entropia bola rastúcou funkciou energie.18

Dôsledky extenzívnosti entropie
Formálnym vyjadrením extenzívnosti entropie je fakt, ºe pri λ-násobnom zvä£²ení extenzívnych para-
metrov E, V,N1, . . . sa aj entropia zvä£²í λ-krát:

S(λE, λV, λN1, . . .) = λS(E, V,N1, . . .). (21)

Ke¤ túto rovnicu zderivujeme pod©a λ, dostaneme(
∂S(λE)

∂λE

)
V,Nj

∂(λE)

∂λ
+

(
∂S(λV )

∂λV

)
E,Nj

∂(λV )

∂λ
+
∑
i

(
∂S(λNi)

∂λNi

)
E,Nj 6=Ni

∂(λNi)

∂λ
= S(E, V,N1, . . .).

Ak teraz poloºíme λ = 1 a vyuºijeme stavové rovnice (20), dostaneme tzv. Eulerov vz´ah pre entropiu:

S =
1

T
E +

p

T
V −

∑
i

µi
T
Ni. (22)

V²imnime si formálnu podobnos´ tohto vz´ahu so vz´ahom pre diferenciály (19).
18Ak sa vyhneme ²túdiu patologických systémov s tzv. zápornými teplotami.
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Z rovnice (22) vyplýva, ºe pre energiu platí E = TS − pV +
∑

i µiNi. Ak odtia©to vypo£ítame
diferenciál dE a vo výsledku pouºijeme prvú vetu (18), dostaneme tzv. Gibbsovu-Duhemovu rovnicu,

SdT − V dp+
∑
i

Nidµi = 0. (23)

Táto rovnica ukazuje, ºe pri zmene teploty T a tlaku p sa musia zmeni´ aj chemické potenciály µi.
Teda, hoci napr. do prvej vety (18) vstupujú intenzívne veli£iny T , p a µi symetricky, tieto veli£iny nie
sú navzájom nezávislé.

Entropia v jednozloºkovom systéme
Po£et £astíc v jednozloºkovom systéme ozna£me N a v rovnici (21) zvo©me λ = 1/N . Dostaneme tak
vyjadrenie

S

(
E

N
,
V

N
, 1

)
=

1

N
S(E, V,N).

Ak malými písmenami ozna£íme hodnoty extenzívnych veli£ín vztiahnuté na 1 £asticu, e ≡ E/N
a v ≡ V/N , túto rovnos´ moºno zapísa´ v tvare S(E, V,N) = NS(e, v, 1). Ale S(e, v, 1) je novou
funkciou iba dvoch premenných e a v, ktorú ozna£me S(e, v, 1) ≡ s(e, v). Rovnica pre S(E, V,N)
potom nadobudne tvar

S(E, V,N) = Ns(e, v). (24)

To znamená, ºe jednak s(e, v) je entropia na 1 £asticu, ale najmä, ºe entropia na 1 £asticu závisí iba
od intenzívnych veli£ín e a v.

Intenzívne veli£iny teplota a tlak pritom dostaneme derivovaním intenzívnej veli£iny s(e, v):

1

T
=

(
∂S

∂E

)
V,N

= N

(
∂s

∂E

)
V,N

= N

(
∂s

∂e

)
v

(
∂e

∂E

)
N

=

(
∂s

∂e

)
v

,

p

T
=

(
∂S

∂V

)
E,N

= N

(
∂s

∂V

)
E,N

= N

(
∂s

∂v

)
e

(
∂v

∂V

)
N

=

(
∂s

∂v

)
e

.

Jednoduchým vydelením Eulerovho vz´ahu (22) (pre jednozloºkový systém) faktorom N naviac dosta-
neme vz´ah pre chemický potenciál

µ = e− Ts+ pv. (25)

To znamená, ºe v jednozloºkovom systéme namiesto fundamentálnej rovnice S = S(E, V,N) sta£í
h©ada´ (intenzívnu) entropiu na 1 £asticu s(e, v), pri£om platí

ds =
1

T
de+

p

T
dv. (26)

Pre úplnos´ na záver dodajme, ºe Gibbsova-Duhemova rovnica (23) nadobudne v jednozloºkovom
systéme jednoduchý tvar dµ = −sdT + vdp.

Fundamentálna rovnica ideálneho plynu
Stavové rovnice (2) pre ideálny plyn moºno pomocou intenzívnych veli£ín zapísa´ v tvare T = e/cV
(kde cV je kon²tanta) a p/T = kB/v. Po dosadení do (26) tak pre prírastok s dostávame

ds = cV
de

e
+ kB

dv

v
.

Nech entropia na 1 £asticu v referen£nom bode e = e0 a v = v0 má hodnotu s0. Integrovaním prírastkov
ds tak pre entropiu vo v²eobecnom bode e, v dostávame

s(e, v) = s0 + cV ln
e

e0
+ kB ln

v

v0
. (27)
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Neskôr uvidíme, ºe tento výsledok plne súhlasí s mikroskopickou teóriou pre ideálny plyn, pomocou
ktorej je naviac moºné ur£i´ hodnoty integra£ných kon²tánt s0, e0 a v0.19

Fundamentálna rovnica pre entropiu ideálneho plynu má preto tvar

S(E, V,N) = Ns0 +NcV ln
E

Ne0
+NkB ln

V

Nv0
. (28)

To znamená, ºe ak pri �xovanom po£te £astíc a pri �xovanej energii zvä£²íme objem systému povedzme
dvakrát, entropia systému narastie o ∆S = NkB ln 2 = kB ln 2N . Ale 2N je akurát po£et moºností,
ako rozdeli´ N £astíc do dvoch rovnako ve©kých objemov: pôvodne obsadeného a pôvodne prázdneho.
Výsledok (28) (odvodený z experimentálnych stavových rovníc) teda nazna£uje, ºe entropia systému
súvisí s logaritmom po£tu mikrostavov, v ktorých by sa skúmaný makroskopický systém mohol nachá-
dza´. Túto interpretáciu budeme neskôr, po£núc predná²kou 10, podrobne skúma´.

Fundamentálna rovnica pre gumu
Ako druhý príklad teraz nájdeme fundamentálnu rovnicu pre materiál s exotickými termodynamickými
vlastnos´ami: gumu. Skúmajme teda prúºok gumy (s �xovanou hmotnos´ou) a zaujímajme sa o jej d¨ºku
L pri na´ahovaní silou F . D¨ºka L je zjavne analógom objemu plynu a sila F je analógom tlaku v plyne.
Oproti (18) má v²ak zákon zachovania energie pre gumu mierne odli²ný tvar:

dE = TdS + FdL. (29)

Namiesto £lena −pdV tu �guruje +FdL, pretoºe na natiahnutie je gume potrebné doda´ energiu.
Zmenu znamienka vidno aj v smeroch silového pôsobenia: guma má tendenciu sa zmr²´ova´, kým plyn
sa naopak rozpína. Z rovnice (29) vyplýva, ºe pre entropiu gumy teda platí

dS =
1

T
dE − F

T
dL. (30)

Ove©a zaujímavej²ia je v²ak iná vlastnos´ gumy. D¨ºku gumy bez silového pôsobenia ozna£me L0.
Na natiahnutie gumy na d¨ºku L treba pôsobi´ silou F , ktorá je samozrejme úmerná natiahnutiu L−L0.
Na rozdiel od iných materiálov v²ak guma pri zahrievaní tvrdne a sila F rastie s teplotou (!):

F = αT (L− L0), (31)

kde α je kon²tanta. Na druhej strane, merné teplo gumy pri kon²tantnej d¨ºke, CL, je zhruba od teploty
nezávislé. Ke¤ºe pri kon²tantnej d¨ºke z (29) vyplýva dE = �Q, de�ni£ný vz´ah pre merné teplo ºiada

CL =

(
∂Q

∂T

)
L

=

(
∂E

∂T

)
L

.

Odtia©to vyplýva, ºe pre energiu ako funkciu teploty T a d¨ºky L platí E = CLT + E0(L). Pre
jednoduchos´ predpokladajme, ºe závislos´ energie od d¨ºky E0(L) moºno zanedba´. Nulu energie
potom môºeme zvoli´ tak, aby platil jednoduchý vz´ah E = CLT .

Ak teraz do (30) za F/T dosadíme (31) a za teplotu T = E/CL, dostaneme

dS = CL
dE

E
− α(L− L0)dL,

odkia© integráciou dostaneme fundamentálnu rovnicu pre gumu

S(E,L) = S0 + CL ln
E

E0
− 1

2
α(L− L0)2, (32)

19V skuto£nosti existuje nekone£ne ve©a volieb kon²tánt s0, e0 a v0. Naozaj, nech trojica s0, e0 a v0 je správnou vo©bou.
Potom akáko©vek iná trojica s′0, e

′
0 a v′0 je rovnako dobrou vo©bou, sta£í ak pritom platí

s′0 = s0 + cV ln
e′0
e0

+ kB ln
v′0
v0
.
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kde S0 = S(E0, L0) je entropia gumy v referen£nom bode s energiou E0 a d¨ºkou L0. Ke¤ tento
výsledok porovnáme s výrazom pre entropiu ideálneho plynu (28), vidíme, ze závislos´ od energie je v
oboch prípadoch rovnaká, ale závislos´ od objemu, resp. d¨ºky je rozdielna. V prípade gumy entropia
klesá pri raste d¨ºky L a v predná²ke 18 ukáºeme, ºe tento výsledok moºno vysvetli´ poklesom po£tu
mikrostavov pri na´ahovaní.

Termodynamika nedokáºe vypo£íta´ ve©kos´ parametrov S0, CL, L0 a α. Dokáºe v²ak nájs´ presné
vz´ahy medzi zdanlivo nesúvisiacimi veli£inami. Vo zvy²ku tejto predná²ky ukáºeme, ako moºno takéto
presné vz´ahy pouºi´ na vysvetlenie faktu, ºe pri adiabatickom natiahnutí (resp. skrátení) sa guma
zahreje (resp. schladí), t.j. ºe platí20 (

∂T

∂L

)
S

> 0. (33)

Najprv si v²imnime, ºe ke¤ºe platí E = CLT , pre entropiu ako funkciu teploty T a d©ºky L platí

S(T, L) = S0 + CL ln
T

T0
− 1

2
α(L− L0)2, (34)

kde T0 = E0/CL. Pre prírastok entropie S = S(T, L) pri zmene teploty a d¨ºky zjavne platí

dS =

(
∂S

∂T

)
L

dT +

(
∂S

∂L

)
T

dL.

Samozrejme budú existova´ kombinácie prírastkov dTS a dLS , pre ktoré sa entropia S nezmení. Pre ta-
kéto (h©adané) kombinácie platí (∂S/∂T )LdTS = −(∂S/∂L)TdLS . Ak odtia©to vyjadríme dTS/dLS ≡
(∂T/∂L)S , dostaneme (

∂T

∂L

)
S

= −
(
∂S
∂L

)
T(

∂S
∂T

)
L

. (35)

Tento vz´ah je presný, platný pre v²etky funkcie S = S(T, L).21 Ak teraz derivácie na pravej strane (35)
vyjadríme pomocou výrazu (34) pre entropiu gumy, dostaneme napokon(

∂T

∂L

)
S

=
α(L− L0)T

CL
> 0,

v súlade s o£akávaním.

Cvi£enia

1. Vypo£ítajte chemický potenciál ideálneho plynu.

2. Nájdite entropiu fotónového plynu S = S(E, V ). Návod: pouºite Eulerov vz´ah pre entropiu (22) a stavové rovnice (4).

Predpokladajte, ºe chemický potenciál fotónov µ = 0.

3. Skúmajte systém s fundamentálnou rovnicou S = c(NV E)1/3, kde c je kon²tanta. Je entropia extenzívna? Nájdite

T, p, µ ako funkcie N,V,E. Overte Eulerov vz´ah. Nájdite izotermu (∂p/∂V )T a adiabatu (∂p/∂V )S .

4. Nájdite fundamentálnu rovnicu s = s(e, v) systému so stavovými rovnicami p = 2e/(3v) a T = e1/2/(Bv1/3), kde B je

kon²tanta.

5. Skúmajte Carnotov stroj s gumou ako pracovným médiom. Zakreslite jeden cyklus stroja do L−F diagramu. Napí²te

rovnice izotermy a adiabaty. Explicitne vypo£ítajte ú£innos´ stroja pracujúceho medzi teplotami T1 a T2.

6. Nájdite merné teplo gumy CF pri kon²tantnej sile.

7. Ukáºte, ºe pravá strana rovnice (35) sa dá vyjadri´ ako podiel merate©ných veli£ín −(∂Q/∂L)T /CL. Opí²te, ako by sa

tieto veli£iny dali mera´.

20Tu si treba uvedomi´, ºe hoci zahriatie gumy pri rýchlom natiahnutí by sa potenciálne dalo vysvetli´ vnútorným tre-
ním v gume, takto sa nedá vysvetli´ schladenie pri skrátení. Pozorovania teda treba vysvetli´ vlastnos´ami rovnováºnych
systémov.

21H©adaniu podobných vz´ahov sa budeme systematicky venova´ v predná²ke 7.
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5 Teplota, tlak a chemický potenciál. Tretia veta termodynamiky

V predchádzajúcej predná²ke sme predstavili formálny prístup k termodynamike: základným objektom
teórie je fundamentálna rovnica pre entropiu S(E, V,N1, . . .) a termodynamické veli£iny ako teplota,
tlak a chemické potenciály dostaneme z fundamentálnej rovnice deriváciami. V tejto predná²ke uká-
ºeme, ºe de�ni£né vz´ahy pre T, p, µ, ktoré sme postulovali, moºno ve©mi prirodzene interpretova´.
Ozrejmíme tieº fyzikálny zmysel chemického potenciálu. S týmto cie©om budeme skúma´ tri verzie
základnej úlohy termodynamiky. Na konci predná²ky tieº preskúmame vlastnosti entropie ako funkcie
energie.

Pri skúmaní základnej úlohy budeme zakaºdým predpoklada´, ºe v po£iato£nom stave ²tudovaný
(navonok) uzavretý systém pozostáva z dvoch jednozloºkových podsystémov 1 a 2, pri£om celková
energia Etot, celkový objem Vtot a celkový po£et £astíc Ntot sú �xované. Naviac budeme predpoklada´,
ºe v po£iato£nom stave sú podsystémy navzájom izolované tepelne, mechanicky, a nevymie¬ajú si
£astice. Postupne preskúmame tri prípady: podsystémom umoºníme (i) výmenu tepla, (ii) výmenu tepla
a mechanický kontakt, a (iii) výmenu tepla a £astíc. Na²ím cie©om bude zakaºdým nájs´ novoustálený
rovnováºny stav, t.j. stav s maximálnou prípustnou celkovou entropiou S1 +S2, a interpretova´ význam
derivácií entropie. Vo v²etkých prípadoch pritom budeme predpoklada´, ºe vo výslednom rovnováºnom
stave sú stavy podsystémov charakterizované trojicami E1, V1, N1 a E2, V2, N2, takºe celková entropia
systému je

Stot = S1(E1, V1, N1) + S2(E2, V2, N2). (36)

Podsystémy s tepelným kontaktom
Po odstránení tepelnej izolácie sú objemy Vi a po£ty £astíc Ni nezmenené oproti ich hodnotám v
po£iato£nom stave, ale energie E1 a E2 nadobudnú také hodnoty, ktoré optimalizujú Stot. Pri malej
odchýlke od rovnováhy E1 + dE a E2 − dE, ktorá zachováva celkovú energiu Etot, sa celková entropia
systému (36) zmení o hodnotu

dStot =

[(
∂S1

∂E1

)
V1,N1

−
(
∂S2

∂E2

)
V2,N2

]
dE =

[
1

T1
− 1

T2

]
dE,

kde sme pouºili de�ni£ný vz´ah pre 1/T z predo²lej predná²ky. V maxime entropie musí samozrejme
plati´ dStot = 0, odkia© dostávame podmienku rovnováhy pri tepelnom kontakte

1

T1
=

1

T2
. (37)

V súlade s o£akávaním teda dostávame výsledok, ºe v tepelnom kontakte sa musia vyrovna´ teploty
oboch podsystémov. V prípade T1 = T2 teda budú podsystémy v rovnováhe, ale pote£ie teplo správ-
nym smerom, ak povedzme T2 > T1? �ahko nahliadneme, ºe v tomto prípade dostaneme rast entropie
dStot > 0 iba v prípade, ak zvolíme dE > 0, t.j. ak teplo te£ie z 2 do 1, opä´ v súlade s o£akávaniami.
Tým je kontrola de�ni£ného vz´ahu pre 1/T ukon£ená.

Podsystémy s tepelným a mechanickým kontaktom
Po odstránení tepelnej a mechanickej izolácie zostanú po£ty £astíc Ni nezmenené oproti ich hodnotám
v po£iato£nom stave, ale energie E1, E2 a objemy V1, V2 nadobudnú také hodnoty, ktoré optimalizujú
Stot. Pri malej odchýlke od rovnováhy E1 + dE a E2 − dE, ktorá zachováva celkovú energiu Etot, a
podobne pri odchýlke V1 + dV a V2 − dV , ktorá zachováva celkovú energiu Vtot, sa celková entropia
systému (36) zmení o hodnotu

dStot =

[(
∂S1

∂E1

)
V1,N1

−
(
∂S2

∂E2

)
V2,N2

]
dE +

[(
∂S1

∂V1

)
E1,N1

−
(
∂S2

∂V2

)
E2,N2

]
dV.

Ak teraz parciálne derivácie prepí²eme pomocou de�ni£ných vz´ahov pre 1/T a p/T z predo²lej pred-
ná²ky, dostaneme odtia©to

dStot =

[
1

T1
− 1

T2

]
dE +

[
p1

T1
− p2

T2

]
dV.
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Ke¤ºe odchýlky dE a dV sú nezávislé, v rovnováºnom stave je potrebné vynulova´ oba príspevky k
dStot osve. Z prvého £lena tak dostaneme nám uº známu podmienku rovnosti teplôt (37). Ak v druhom
£lene vyuºijeme, ºe teploty sú rovnaké, dostaneme odtia©to podmienku mechanickej rovnováhy

p1 = p2 , (38)

opä´ v súlade s o£akávaniami. Predpokladajme naviac, ºe teploty podsystémov sú rovnaké, T1 = T2,
a pre tlaky platí povedzme p1 > p2. V takom prípade rast entropie dStot > 0 dostaneme, ak zvolíme
dV > 0, t.j. ak podsystém 1 narastie na úkor podsystému 2, opä´ v súlade s o£akávaniami. Tým je
ukon£ená aj kontrola de�ni£ného vz´ahu pre p/T .

Podsystémy s tepelným kontaktom a s výmenou £astíc
Po odstránení tepelnej izolácie a umoºnení výmeny £astíc zostanú objemy Vi nezmenené oproti ich
hodnotám v po£iato£nom stave, ale energie E1, E2 a po£ty £astíc N1, N2 nadobudnú také hodnoty,
ktoré optimalizujú Stot. Pri malej odchýlke od rovnováhy E1 + dE a E2− dE, ktorá zachováva celkovú
energiu Etot, a podobne pri odchýlke N1 + dN a N2 − dN , ktorá zachováva celkový po£et £astíc Ntot,
sa celková entropia systému (36) zmení o hodnotu

dStot =

[(
∂S1

∂E1

)
V1,N1

−
(
∂S2

∂E2

)
V2,N2

]
dE +

[(
∂S1

∂N1

)
E1,V1

−
(
∂S2

∂N2

)
E2,V2

]
dN.

Ak teraz parciálne derivácie prepí²eme pomocou de�ni£ných vz´ahov pre 1/T a µ/T z predo²lej pred-
ná²ky, dostaneme odtia©to

dStot =

[
1

T1
− 1

T2

]
dE +

[
µ2

T2
− µ1

T1

]
dN.

Ke¤ºe odchýlky dE a dN sú nezávislé, v rovnováºnom stave je potrebné vynulova´ oba príspevky k
dStot osve. Z prvého £lena tak opä´ dostaneme podmienku rovnosti teplôt (37). Ak v druhom £lene
vyuºijeme, ºe teploty sú rovnaké, dostaneme odtia©to podmienku �chemickej� rovnováhy

µ1 = µ2 . (39)

To znamená, ºe pri výmene £astíc hrá chemický potenciál obdobnú úlohu ako teplota pri výmene tepla
a tlak pri výmene objemu: v rovnováºnom stave musia by´ tieto emergentné veli£iny rovnaké v oboch
podsystémoch.

A aké procesy pobeºia, ak µ2 > µ1? V takomto prípade rast entropie dStot > 0 dostaneme, ak
zvolíme dN > 0, t.j. ak sa £astice presunú z podsystému 2 do podsystému 1. Inými slovami, £astice sa
presunú z podsystému s vy²²ím chemickým potenciálom do podsystému s niº²ím µ. Tento výsledok je
opä´ obdobný ako pri výmene tepla, resp. objemu: teplo te£ie z podsystému s vy²²ou teplotou a objem
narastá podsystému s vy²²ím tlakom.

Teplota, tlak a chemický potenciál sú teda príbuzné veli£iny. S teplotou a tlakom máme pomerne
priamo£iaru zmyslovú skúsenos´, a preto obvykle nemáme problém akceptova´ ich existenciu. V skuto£-
nosti v²ak máme aj zmyslový orgán, ktorý meria rozdiely chemických potenciálov pre niektoré látky:
je ním £uch.22

Viacero druhov £astíc a chemická rovnováha
Skúmajme systém obsahujúci viacero druhov molekúl, ktoré môºu vstupova´ do chemických reakcií,
napr. molekuly vodíka, kyslíka a vody. Po£ty molekúl ozna£me NH2 , NO2 a NH2O. Predpokladajme,
ºe systém je uzavretý, a preto po£ty atómov vodíka NH a atómov kyslíka NO sú nemenné. Medzi
skúmanými molekulami beºí reakcia 2H2+O2 � 2 H2O. Pýtajme sa, aké budú po£ty molekúl NH2 ,
NO2 a NH2O v rovnováºnom stave uzavretého systému pri zadanej energii E a objeme V systému.

Rovnováºny stav je zadaný parametrami E, V,NH2 , NO2 a NH2O. Preto v²etky stavové veli£iny,
okrem iného aj chemické potenciály molekúl i, sú funkciami týchto premenných, £iºe môºeme písa´

22�uch v princípe meria rozdiel medzi chemickým potenciálom sledovanej molekuly vo vzduchu µvzduch a v nose µnos.
Ak µnos < µvzduch, potom molekuly prechádzajú zo vzduchu do nosa a my ich vnímame.
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µi = µi(E, V,NH2 , NO2 , NH2O). Po£ty molekúl musia samozrejme reprodukova´ po£ty atómov NH a
NO, teda musí plati´

2NH2 + 2NH2O = NH , 2NO2 +NH2O = NO. (40)

To sú v²ak iba dve rovnice pre tri neznáme NH2 , NO2 , NH2O. Tretiu rovnicu dostaneme z maximalizácie
entropie v rovnováºnom stave.

Reakciu prebiehajúcu v systéme zapí²me v tvare 2H2O-2H2-O2=0. Vo v²eobecnom prípade, ak
reaktanty ozna£íme Ai, potom reakciu moºno zapísa´ v tvare

∑
i νiAi = 0, kde pre výstupné reaktanty

berieme νi > 0 a naopak pre vstupné reaktanty νi < 0. Pri doprednom behu jednej reakcie sa po£ty
reaktantov Ai zmenia o dNi = νi, a preto entropia sa zmení o

dS = − 1

T

∑
i

µidNi = − 1

T

∑
i

µiνi.

Ale v rovnováhe má by´ dS = 0, odkia© vyplýva podmienka rovnováhy∑
i

µiνi = 0. (41)

V na²om príklade má táto rovnica tvar 2µH2O = 2µH2 + µO2 , £o je h©adaná tretia rovnica pre po£ty
molekúl. Na záver si v²imnime, ºe ak

∑
i µiνi < 0, t.j. ak výstupy reakcie majú niº²í �priemerný che-

mický potenciál� ako vstupy, potom reakcia pobeºí v doprednom smere (pretoºe vtedy dS > 0).

Podmienka homogenity energie
Poloºme si otázku: kedy je homogénny stav termodynamického systému stabilný? Nutnú podmienku
pre stabilitu vo£i prerozdeleniu energie nájdeme nasledovne. Rozde©me (navonok uzavretý) systém s
energiou 2E, objemom 2V a po£tom £astic 2N na dve rovnaké polovice a pripus´me, ºe jedna polovica
je charakterizovaná parametrami E + ∆E, V,N a druhá zas parametrami E −∆E, V,N . Homogénny
stav bude stabilný, ak (pre ∆E 6= 0) platí

S(E + ∆E, V,N) + S(E −∆E, V,N) < 2S(E, V,N). (42)

Ak teraz výraz na ©avej strane rozvinieme pod©a mocnín malej �uktuácie ∆E do druhého rádu, dosta-
neme nutnú podmienku stability vo£i �uktuáciám energie v systéme:(

∂2S

∂E2

)
V,N

< 0. (43)

Teda okrem toho, ºe entropia S = S(E, . . .) je monotónne rastúcou funkciou energie, (∂S/∂E)... > 0,
táto funkcia zárove¬ musí by´ konkávna, (∂2S/∂E2)... < 0.

Tretia veta termodynamiky
Je empirickým faktom, ºe funkcia S = S(E, . . .) sp¨¬a okrem dvoch podmienok uvedených v predo²lom
odstavci e²te jednu podmienku, tzv. tretiu vetu termodynamiky:

V bode E = Emin, kde má funkcia S = S(E, . . .) popisujúca entropiu rovnováºneho systému

nekone£ný sklon, platí S = S(Emin, . . .) = 0.

Ak prijmeme interpretáciu, ºe entropia je úmerná logaritmu po£tu mikrostavov, potom je tento feno-
menologický zákon ve©mi prirodzený: pri najmen²ej moºnej energii E = Emin sa systém nachádza v
jedinom základnom stave.23

Treba upozorni´, ºe v prírode existujú systémy, ktorých entropia zdanlivo nesp¨¬a tretiu vetu ter-
modynamiky. Obvykle v²ak tieto systémy alebo nie sú v skuto£nej rovnováhe (ako napríklad sklá),
alebo skúmané energie nie sú dostato£ne blízko k Emin.

Sumárny poh©ad na entropiu uzavretého systému ako funkciu energie S = S(E, . . .) je teda nasle-
dovný: Funkcia je de�novaná pre energie E ≥ Emin, kde Emin je minimálna energia systému za daných

23Základný stav potenciálne môºe by´ degenerovaný. V skuto£nosti sta£í, aby degenerácia nebola makroskopicky ve©ká.
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podmienok (objem, po£et £astíc, . . .). Funkcia S = S(E, . . .) za£ína v bode E = Emin z nuly s neko-
ne£ným sklonom. Pre E > Emin je funkcia monotónne rastúca, ale rýchlos´ rastu 1/T (E) ≡ (∂S/∂E)...
sa s rastom energie spoma©uje. To znamená, ºe teplota T = T (E) rastie ako funkcia energie systému.
Hodnote E = Emin pritom zodpovedá teplota T = 0. Tretia veta teda hovorí, ºe pri nulovej teplote je
aj entropia rovnováºneho systému nulová.

Cvi£enia

1. Skúmajme dva podsystémy 1 a 2 uzavretého systému, ktoré sú oddelené bariérou dovo©ujúcou iba výmenu energie.
Stavové rovnice nech sú E1 = cV 1N1T1 a E2 = cV 2N2T2. a) Nájdite teplotu v rovnováºnom stave, ak poznáme po£ty
£astíc N1 a N2 a celkovú energiu E = E1 + E2. b) Rie²te tú istú úlohu, ak poznáme po£iato£né hodnoty N1, N2, T1, T2

pred ustanovením tepelného kontaktu.
2. Skúmajme dva ideálne plyny vo valci rozdelenom piestom, ktorý umoº¬uje dokonalú výmenu tepla medzi plynmi.
Nech piest je v po£iato£nom stave nepohyblivý a plyny sú charakterizované parametrami N1, V1 a N2, V2 a tou istou
teplotou T . Piest uvo©nime a ²tudujme výsledný rovnováºny stav. Aký bude tlak v rovnováºnom stave? Ako sa zmení
celková energia systému? Ako sa zmení celková entropia systému?
3. Nájdite chybu v nasledovnej úvahe: tlak je daný vz´ahom p = −∂E/∂V . Pre energiu ideálneho plynu platí E = NcV T ,
teda energia nezávisí od objemu V . Preto tlak v ideálnom plyne je nula. Táto úvaha sa v²ak dá opravi´ a tlak sa dá
h©ada´ aj derivovaním energie pod©a objemu. Urobte to.
4. V uzavretej nádobe je NH atómov vodíka, NO atómov kyslíka a NC atómov uhlíka. Nájdite rovnice pre NH2 , NO2 ,
NH2O, NCO2 a NCO za predpokladu, ºe v nádobe sa nachádzajú iba tieto molekuly a beºia medzi nimi reakcie

2H2 + O2 � 2H2O,

CO2 + H2 � CO + H2O,

2CO + O2 � 2CO2.

5. Nech dva podsystémy (uzavretého systému) obsahujúce £astice typu A a B sú oddelené membránou, ktorá umoº¬uje

výmenu tepla a £astíc typu A. Nájdite rovnice, ktoré kontrolujú prerozdelenie energie a £astíc typu A medzi podsystémy.

6. Ukáºte, ºe ak má by´ uzavretý systém homogénny, musí plati´ (∂2S/∂V 2)E,N < 0 a tieº (∂2S/∂N2)E,V < 0.
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6 Termodynamické potenciály

V entropickej reprezentácii je základným objektom termodynamiky tzv. fundamentálna rovnica pre
entropiu, S = S(E, V,N1, . . .). Rovnováºny stav pritom maximalizuje entropiu S pri zadaných hodno-
tách E, V,N1, . . .. Hoci v princípe moºno v²etky úlohy termodynamiky rie²i´ v entropickej reprezen-
tácii, £asto je takýto postup nepraktický, pretoºe je obvykle ´aºké kontrolova´ hodnoty premenných
E, V,N1, . . ., ktoré sú v princípe známe iba pre uzavretý systém. V tejto predná²ke postupne zavedieme
²tyri ekvivalentné reprezentácie, ktoré sa v zásade navzájom lí²ia vo©bou nezávislých premenných.

Energetická reprezentácia
Funkcia S = S(E, V,N1, . . .) je monotónne rastúcou funkciou energie E, a preto ju moºno inverto-
va´. Výsledkom takejto operácie je funkcia E = E(S, V,N1, . . .), t.j. energia ako funkcia premenných
S, V,N1, . . .. Ke¤ºe funkcia S = S(E, . . .) je rastúca a konkávna, inverzná funkcia E = E(S, . . .) je tieº
rastúca, ale konvexná. Pod©a tretej vety funkcia E(S, . . .) má v bode S = 0 nulový sklon a hodnotu
E(0, . . .) = Emin. Z prvej vety pre vratné deje naviac vyplýva, ºe

dE = TdS − pdV +
∑
i

µidNi . (44)

Preto stavové rovnice pre termodynamické veli£iny majú v energetickej reprezentácii tvar

T =

(
∂E

∂S

)
V,Nj

, p = −
(
∂E

∂V

)
S,Nj

, µi =

(
∂E

∂Ni

)
S,V,Nj 6=Ni

. (45)

Teraz ukáºeme, ºe rie²enia základnej úlohy termodynamiky v entropickej a energetickej reprezen-
tácii navzájom úzko súvisia. Pre konkrétnos´ skúmajme povedzme úlohu o výmene objemu medzi
podsystémami 1 a 2. Nech objemy podsystémov sú V1 a Vtot − V1.

Úlohu najprv rie²me v entropickej reprezentácii. Skúmajme teda závislos´ celkovej entropie S od V1

pri �xovanej hodnote celkovej energie Etot. Nech funkcia S(V1, Etot) má maximum v bode V1 = V1,opt,
pri£om hodnota v maxime je Stot = S(V1,opt, Etot). Potom V1,opt je rovnováºny objem podsystému 1
pri celkovej energii Etot.

Ak teraz závislos´ entropie od V1 preskúmame pre celkovú energiu Etot + ∆E, dostaneme krivku
S = S(V1, Etot + ∆E), ktorá leºí nad krivkou S(V1, Etot), lebo entropia rastie s energiou. Entropia
S = S(V1, Etot + ∆E) nadobudne hodnotu Stot pre dve hodnoty objemu, nazvime ich povedzme VA a
VB, pri£om platí VA < V1,opt < VB.

Skúmajme teraz ten istý problém v energetickej reprezentácii. Predpí²me teda celkovú entropiu
systému Stot a skúmajme, ako závisí celková energia systému od V1. Z entropickej reprezentácie vieme,
ºe ak V1 = V1,opt, potom celková energia E = Etot. Na druhej strane, ak V1 = VA alebo V1 = VB,
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potom hodnote S = Stot zodpovedá energia E = Etot + ∆E. To v²ak znamená, ºe maximu krivky
S = S(V1) v bode V1 = V1,opt zodpovedá minimum krivky E = E(V1) v tom istom bode. Preto platí:

Rovnováºny stav systému s predpísanými hodnotami S, V,N1, . . .
minimalizuje hodnotu energie E = E(S, V,N1, . . .).

Helmholtzova reprezentácia
Skúmajme systém v tepelnom kontakte s rezervoárom pri teplote T . Predpokladajme pritom, ºe re-
zervoár je omnoho vä£²í ako skúmaný systém, a preto jeho teplotu povaºujme za kon²tantnú. Sústavu
�systém + rezervoár� nazvime skrátene �vesmírom�. Vesmír povaºujme za uzavretý systém a skúmajme
ho v energetickej reprezentácii. Nech teda celková entropia vesmíru je Stot. Na²ou úlohou je zisti´, ako
sa entropia Stot prerozdelí medzi entropiu systému S a entropiu rezervoára SR = Stot − S.

V rovnováºnom stave má energia vesmíru Etot nadobúda´ minimálnu hodnotu. Energia Etot je
pritom sú£tom energie systému24 E(S) a energie rezervoáru, pre ktorú platí

ER(SR) = ER(Stot − S) = ER(Stot)− S
∂ER
∂SR

= ER(Stot)− TS.

Na²ou úlohou je teda minimalizova´ (pod©a S) veli£inu F ≡ E(S) − TS. Ke¤ºe E(S) je konvexnou
funkciou S, aj funkcia F (S) je konvexná a extrém tejto funkcie S je zárove¬ minimom.

Derivovaním F pod©a S zistíme, ºe pre optimálnu hodnotu S platí (∂E/∂S)V,Nj = T . Táto rovnos´
samozrejme znamená, ºe teplota systému (©avá strana) má by´ rovná teplote rezervoáru T . Ke¤ºe
optimálna entropia je funkciou teploty, S = S(T ), optimálna hodnota funkcie F je tieº funkciou
teploty, F = F (T ) = E[S(T )]−TS(T ). Pre optimálnu (t.j. rovnováºnu) hodnotu entropie pritom platí
jednoduchý vz´ah, S = −(∂F/∂T ). Naozaj:(

∂F

∂T

)
V,Nj

=

(
∂E

∂S

)
V,Nj

(
∂S

∂T

)
V,Nj

− S − T
(
∂S

∂T

)
V,Nj

= −S.

Transformácia prevádzajúca funkciu E(S) na funkciu F (T ) sa nazýva Legendreovou transformá-
ciou. Funkciu F nazývame Helmholtzovou vo©nou energiou a pre jej diferenciál platí dF = d(E−TS) =
dE − TdS − SdT . Ak sem za dE dosadíme prvú vetu (44), dostaneme

dF = −SdT − pdV +
∑
i

µidNi . (46)

Teda Helmholtzova vo©ná energia je funkciou F = F (T, V,N1, . . .). �túdium tejto funkcie nazývame
Helmholtzovou reprezentáciou termodynamiky. Z (46) vyplýva, ºe stavové rovnice pre termodynamické
veli£iny majú v tejto reprezentácii tvar

S = −
(
∂F

∂T

)
V,Nj

, p = −
(
∂F

∂V

)
T,Nj

, µi =

(
∂F

∂Ni

)
T,V,Nj 6=Ni

. (47)

Teraz ukáºeme, ako moºno rie²i´ základnú úlohu termodynamiky pomocou Helmholtzovej vo©nej
energie. Skúmajme systém s objemom V v kontakte s tepelným rezervoárom pri teplote T . Nech systém
povedzme obsahuje dva podsystémy s objemami V1 a V2, pri£om V1 + V2 = V , a h©adajme optimálne
prerozdelenie objemu medzi podsystémy. V energetickej reprezentácii máme minimalizova´ energiu
celého vesmíru pri �xovanej entropii vesmíru. Videli sme, ºe tepelný kontakt s rezervoárom vyºaduje
minimalizova´ veli£inu E1(S1, V1) + E2(S2, V2)− T (S1 + S2) ≡ F1(T, V1) + F2(T, V − V1). Teda platí:

Rovnováºny stav systému s predpísanými hodnotami T, V,N1, . . .
minimalizuje hodnotu Helmholtzovej vo©nej energie F = F (T, V,N1, . . .).

Geometrický význam Legendreovej transformácie
Skúmajme monotónne rastúcu konvexnú funkciu E = E(S). S rastom S rastie aj sklon krivky T =

24Kvôli preh©adnosti zápisu tu nevypisujeme ostatné veli£iny ako V,N1, . . ., od ktorých energia tieº závisí.
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dE/dS, £iºe hodnota S jednozna£ne predpisuje hodnotu T a naopak. V kaºdom bode (S,E) na krivke
E = E(S) teraz zostrojme doty£nicu k tejto krivke a k hodnote S prira¤me polohu priese£níka takejto
doty£nice s osou S = 0, t.j. hodnotu F = E−TS. Legendreova transformácia teda k funkcii E = E(S)
jednozna£ným spôsobom prira¤uje funkciu F = F (T ). Na druhej strane, kaºdá dvojica (T, F ) de�nuje
v rovine S−E polpriamku so sklonom T ²tartujúcu z bodu (0, F ). Obálkovou funkciou k súboru týchto
polpriamok je krivka E = E(S). Teda funkcia F = F (T ) jednozna£ne ur£uje funkciu E = E(S) a pri
Legendreovej transformácii sa ºiadna informácia o funkcii E = E(S) nestráca.

Entalpická reprezentácia
Skúmajme systém v mechanickom kontakte s rezervoárom s tlakom p. Predpokladajme pritom, ºe
rezervoár je omnoho vä£²í ako skúmaný systém, a preto tlak v ¬om povaºujme za kon²tantný. Sústavu
�systém + rezervoár� nazvime skrátene �vesmírom�. Vesmír povaºujme za uzavretý systém a skúmajme
ho v energetickej reprezentácii. Nech teda celkový objem vesmíru je Vtot. Na²ou úlohou je zisti´, ako
sa objem Vtot prerozdelí medzi objem systému V a objem rezervoára VR = Vtot − V .

V rovnováºnom stave má energia vesmíru Etot nadobúda´ minimálnu hodnotu. Energia Etot je
pritom sú£tom energie systému E(V ) a energie rezervoáru, pre ktorú platí

ER(VR) = ER(Vtot − V ) = ER(Vtot)− V
∂ER
∂VR

= ER(Vtot) + pV.

Na²ou úlohou je teda minimalizova´ (pod©a V ) veli£inu H ≡ E(V ) + pV . Ke¤ºe E(V ) je konvexnou
funkciou V , aj funkcia H(V ) je konvexná a extrém tejto funkcie V je zárove¬ minimom. Derivovaním
H pod©a V zistíme, ºe pre optimálnu hodnotu V platí −(∂E/∂V )S,Nj = p. Táto rovnos´ samozrejme
znamená, ºe tlak v systéme (©avá strana) má by´ rovný tlaku v rezervoári p.

Funkciu H nazývame entalpiou. Pre diferenciál entalpie platí dH = d(E+ pV ) = dE+ pdV +V dp.
Ak sem za dE dosadíme prvú vetu (44), dostaneme

dH = TdS + V dp+
∑
i

µidNi . (48)

Teda entalpia H = E + pV , podobne ako Helmholtzova vo©ná energia, vzniká z energie Legendreovou
transformáciou. �túdium funkcie H = H(S, p,N1, . . .) nazývame entalpickou reprezentáciou termody-
namiky. Z (48) vyplýva, ºe stavové rovnice pre termodynamické veli£iny majú v tejto reprezentácii
tvar

T =

(
∂H

∂S

)
p,Nj

, V =

(
∂H

∂p

)
S,Nj

, µi =

(
∂H

∂Ni

)
S,p,Nj 6=Ni

. (49)

Podobnou úvahou ako pre Helmholtzovu vo©nú energiu (tentokrát v²ak povedzme o rozdelení entropie
medzi podsystémy) moºno ukáza´, ºe platí:

Rovnováºny stav systému s predpísanými hodnotami S, p,N1, . . .
minimalizuje hodnotu entalpie H = H(S, p,N1, . . .).

Gibbsova reprezentácia
Skúmajme systém v sú£asnom tepelnom aj mechanickom kontakte s rezervoárom s teplotou T a tlakom
p. Predpokladajme pritom, ºe rezervoár je omnoho vä£²í ako skúmaný systém, a preto teplotu a tlak
v ¬om povaºujme za kon²tantné. Sústavu �systém + rezervoár� nazvime skrátene �vesmírom�. Vesmír
povaºujme za uzavretý systém a skúmajme ho v energetickej reprezentácii. Nech teda celková entropia
a objem vesmíru sú Stot a Vtot. Na²ou úlohou je zisti´, ako sa entropia a objem prerozdelia medzi
entropiu a objem systému S a V , resp. entropiu a objem rezervoára SR = Stot − S a VR = Vtot − V .
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V rovnováºnom stave má energia vesmíru Etot nadobúda´ minimálnu hodnotu. Energia Etot je
pritom sú£tom energie systému E(S, V ) a energie rezervoáru, pre ktorú platí

ER(SR, VR) = ER(Stot − S, Vtot − V ) = ER(Stot)− S
∂ER
∂SR

− V ∂ER
∂VR

= ER(Stot, Vtot)− TS + pV.

Na²ou úlohou je teda minimalizova´ (pod©a S a V ) veli£inu G ≡ E(S, V )− TS + pV . Ke¤ºe E(S, V )
je konvexnou funkciou S, V , aj funkcia G(S, V ) je konvexná a extrém tejto funkcie S, V je zárove¬
minimom. Derivovaním G zistíme, ºe v minime platí (∂E/∂S) = T a −(∂E/∂V ) = p, £iºe teplota a
tlak v systéme sú rovnaké ako v rezervoári.

Funkciu G nazývame Gibbsovou vo©nou energiou. Pre jej diferenciál platí dG = d(E−TS+ pV ) =
dE − TdS − SdT + pdV + V dp. Ak sem za dE dosadíme prvú vetu (44), dostaneme

dG = −SdT + V dp+
∑
i

µidNi . (50)

Teda dvojitá Legendreova transformácia prevádza energiu E = E(S, V,N1, . . .) na Gibbsovu vo©nú
energiu G = G(T, p,N1, . . .) = E − TS + pV . Ak pouºijeme Eulerov vz´ah E = TS − pV +

∑
i µiNi,

pre Gibbsovu vo©nú energiu dostaneme
G =

∑
i

µiNi. (51)

V jednozloºkovom systéme teda platí G = µN , £iºe chemický potenciál je totoºný s Gibbsovou energiou
na jednu £asticu.

�túdium funkcie G = G(T, p,N1, . . .) nazývame Gibbsovou reprezentáciou termodynamiky. Z (50)
vyplýva, ºe stavové rovnice pre termodynamické veli£iny majú v tejto reprezentácii tvar

S = −
(
∂G

∂T

)
p,Nj

, V =

(
∂G

∂p

)
T,Nj

, µi =

(
∂G

∂Ni

)
T,p,Nj 6=Ni

. (52)

Podobnou úvahou ako pre Helmholtzovu vo©nú energiu (tentokrát v²ak povedzme o rozdelení £astíc
medzi podsystémy) moºno ukáza´, ºe platí:

Rovnováºny stav systému s predpísanými hodnotami T, p,N1, . . .
minimalizuje hodnotu Gibbsovej vo©nej energie G = G(T, p,N1, . . .).

Cvi£enia

1. Rie²te úlohu o výmene tepla medzi podsystémami 1 a 2 uzavretého systému v energetickej reprezentácii. Explicitne

ukáºte, ºe rovnováºny stav minimalizuje celkovú energiu systému.

2. Nájdite termodynamické potenciály F,H,G ako funkcie prirodzených premenných:

a) pre fotónový plyn.

b) pre ideálny plyn. Sp¨¬a ideálny plyn tretiu vetu?

3. Skúmajme systém so stavovými rovnicami T = 3As2/v a p = As3/v2, kde A je kon²tanta.

a) Nájdite fundamentálnu rovnicu µ = µ(T, p). Pomôcka: pouºite Gibbsovu-Duhemovu rovnicu (23).

b) Nájdite fundamentálnu rovnicu e = e(s, v). Pomôcka: pouºite prvú vetu.

c) Explicitným výpo£tom overte, ºe platí µ = e− Ts+ pv.

4. Rie²ením úlohy o rozdelení entropie medzi podsystémy ukáºte, ºe rovnováºny stav systému s predpísanými hodnotami

S, p,N minimalizuje hodnotu entalpie H = H(S, p,N).

5. Rie²ením úlohy o rozdelení £astíc medzi podsystémy ukáºte, ºe rovnováºny stav systému s predpísanými hodnotami

T, p,N minimalizuje hodnotu Gibbsovej vo©nej energie G = G(T, p,N).

6. Skúmajme systém v tepelnom kontakte s rezervoárom pri teplote T , ktorý vratne koná prácu. Ukáºte, ºe ak sa energia

a entropia systému zmenia z hodnôt E1, S1 na E2, S2, potom vykonaná práca je A = F1−F2, kde Fi = Ei−TSi. (Odtia©
názov vo©ná energia.) Pre£o nie je práca rovná E1 − E2?
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7 Termodynamické identity. Podmienky stability

Termodynamika nedáva predpovede pre £íselné hodnoty jednotlivých fyzikálnych veli£ín, ale predpo-
vedá presné vz´ahy medzi rôznymi veli£inami, napríklad nasledovnú identitu:(

∂S

∂V

)
T,N

=

(
∂p

∂T

)
V,N

. (53)

Túto identitu moºno ©ahko overi´ napr. pre ideálny plyn, ale (53) platí pre v²etky systémy! V tejto pred-
ná²ke ukáºeme, akým spôsobom moºno dokazova´ podobné identity. V na²ich úvahách sa obmedzíme
na skúmanie druhých derivácií termodynamických potenciálov jednozloºkových systémov. Nájdeme
tieº podmienky stability takýchto systémov.

Maxwellove vz´ahy
Celú triedu identít, tzv. Maxwellove vz´ahy, dostaneme z poºiadavky, aby druhé derivácie termo-
dynamických potenciálov nezáviseli od poradia derivovania. Skúmajme napríklad druhú deriváciu
(∂2F/∂T∂V )N Helmholtzovej vo©nej energie. Pripomíname, ºe platí dF = −SdT − pdV + µdN . Dve
poradia derivovania dávajú nasledovné výsledky:25(

∂2F

∂T∂V

)
N

=
∂

∂T

(
∂F

∂V

)
N

= −
(
∂p

∂T

)
N,V

,

(
∂2F

∂T∂V

)
N

=
∂

∂V

(
∂F

∂T

)
N

= −
(
∂S

∂V

)
N,T

.

Ich porovnaním dostaneme identitu (53). Je zrejmé, ºe podobným postupom moºno vygenerova´ ve©ké
mnoºstvo Maxwellových vz´ahov.

Základné druhé derivácie
Spomedzi v²etkých druhých derivácií termodynamických potenciálov teraz vyberieme tri s jasnou fy-
zikálnou interpretáciou. Dá sa ukáza´, ºe v²etky ostatné druhé derivácie moºno nájs´ pomocou tejto
trojice. Za základné druhé derivácie budeme bra´ teplotnú roz´aºnos´ α, izotermickú stla£ite©nos´ κT
a merné teplo pri kon²tantnom tlaku cp. V²etky z nich moºno odvodi´ z Gibbsovej vo©nej energie
G(T, p,N) parciálnymi deriváciami a sú de�nované vz´ahmi:

α =
1

V

(
∂V

∂T

)
p,N

, (54)

κT = − 1

V

(
∂V

∂p

)
T,N

, (55)

cp =
T

N

(
∂S

∂T

)
p,N

. (56)

Analýza funkcií viacerých premenných
Termodynamické funkcionály sú funkciami viacerých premenných, pri£om vo©ba premenných závisí od
vo©by reprezentácie. Preto bude výhodné de�nova´ nasledovný jakobián, ktorý popisuje transformáciu
od súradníc (x, y) k súradniciam (u, v):

∂(u, v)

∂(x, y)
≡

∣∣∣∣∣∣
(
∂u
∂x

)
y

(
∂u
∂y

)
x(

∂v
∂x

)
y

(
∂v
∂y

)
x

∣∣∣∣∣∣ . (57)

V tomto odstavci ukáºeme nieko©ko uºito£ných vlastností jakobiánu (57). Najprv si v²imnime, ºe
parciálne derivácie vystupujúce v termodynamike moºno zapísa´ nasledovnou ²peciálnou vo©bou jako-
biánu: (

∂u

∂x

)
y

=
∂(u, y)

∂(x, y)
, lebo :

∂(u, y)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣
(
∂u
∂x

)
y

(
∂u
∂y

)
x

0 1

∣∣∣∣∣ .
25Indexy N,V, T pri jednotlivých deriváciách nám zakaºdým pripomínajú, ºe máme derivova´ funkcie premenných

N,V, T . Ak sa derivácia vedie pod©a premennej X, potom túto premennú samozrejme neuvádzame ako index.
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Platia tieº nasledovné uºito£né identity:

∂(u, v)

∂(x, y)
=
∂(u, v)

∂(t, s)

∂(t, s)

∂(x, y)
,

∂(u, v)

∂(x, y)
= −∂(v, u)

∂(x, y)
= −∂(u, v)

∂(y, x)
. (58)

Prvú z týchto identít ukáºeme,26 ak vyuºijeme, ºe sú£in determinantov je determinant sú£inu: najprv
vypo£ítame sú£in matíc na pravej strane a aº potom vezmeme jeho determinant. Vyuºijeme tieº pra-
vidlo o derivovaní zloºenej funkcie, t.j. napríklad(

∂u

∂x

)
y

=

(
∂u

∂t

)
s

(
∂t

∂x

)
y

+

(
∂u

∂s

)
t

(
∂s

∂x

)
y

.

Druhá identita v (58) pochádza z vlastností determinantu pri zámene riadkov alebo st¨pcov.
Prvú identitu v (58) budeme £asto pouºíva´ v tvare

∂(u, v)

∂(t, s)
=

∂(u,v)
∂(x,y)

∂(t,s)
∂(x,y)

, =⇒ ∂(u, v)

∂(t, s)
=

1
∂(t,s)
∂(u,v)

,

a budeme ju nazýva´ �roz²írením� jakobiánu. Uvádzame tu tieº ²peciálny prípad pre vo©bu x = u a
y = v, ktorý budeme vola´ �prevrátením�.

Vyjadrenie druhých derivácií pomocou α, κT a cp
V tomto odstavci ukáºeme nieko©ko príkladov, ako moºno s vyuºitím vlastností jakobiánov vyjadri´
fyzikálne zaujímavé druhé derivácie termodynamických potenciálov pomocou α, κT a cp. Vo v²etkých
príkladoch budeme po£et £astíc N povaºova´ za �xovaný a pre jednoduchos´ ho nebudeme nikde
uvádza´ ako index, hoci by sme mali.

Za£nime skúmaním izochorickej zmeny tlaku pri zmene teploty (53). Prepisom derivácie pomocou
jakobiánu a vhodným roz²írením jakobiánu postupne dostávame(

∂p

∂T

)
V

=
∂(p, V )

∂(T, V )
=

∂(p,V )
∂(p,T )

∂(T,V )
∂(p,T )

=

(
∂V
∂T

)
p

−
(
∂V
∂p

)
T

=
α

κT
, (59)

kde v tretej rovnici sme jednak vymenili riadky v jakobiáne v menovateli a vzniknuté jakobiány sme
zapísali pomocou parciálnych derivácií.

V druhom príklade sa pozrime na adiabatickú stla£ite©nos´ a po£ítajme:(
∂V

∂p

)
S

=
∂(V, S)

∂(p, S)
=

∂(V,S)
∂(V,T )

∂(p,S)
∂(V,T )

=

(
∂S
∂T

)
V

∂(p,S)
∂(p,T )

∂(p,T )
∂(V,T )

=

(
∂S
∂T

)
V(

∂S
∂T

)
p

∂(V, T )

∂(p, T )
=
cV
cp

(
∂V

∂p

)
T

,

kde sme vyuºili de�ni£ný vz´ah pre tepelnú kapacitu pri kon²tantnom objeme NcV = T (∂S/∂T )V a
prevrátenie jakobiánu. Odtia©to vyplýva, ºe medzi adiabatickou a izotermickou stla£ite©nos´ou platí
vz´ah

κS =
cV
cp
κT . (60)

Preskúmajme aj vz´ah medzi mernými teplami cV a cp. Platí:

(
∂S

∂T

)
p

=
∂(S, p)

∂(T, p)
=

∂(S,p)
∂(T,V )

∂(T,p)
∂(T,V )

=

(
∂S
∂T

)
V

(
∂p
∂V

)
T
−
(
∂S
∂V

)
T

(
∂p
∂T

)
V(

∂p
∂V

)
T

=

(
∂S

∂T

)
V

−
(
∂V

∂p

)
T

(
∂p

∂T

)2

V

,

kde v tre´om kroku sme explicitne rozpísali jakobián v £itateli. V poslednom kroku sme pouºili pre-
vrátenie jakobiánu a Maxwellov vz´ah (53). Ak teraz pouºijeme vz´ah (59) a de�níciu (54), dostaneme
napokon výsledok

cp = cV +
Tvα2

κT
. (61)

26Táto identita samozrejme platí len ak t, s sú nezávislé kombinácie premenných x, y.
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Podmienky stability v energetickej reprezentácii
Podobne ako v predná²ke 5, skúmajme podmienky stability homogénneho stavu. Teraz v²ak pracujme v
energetickej reprezentácii a pripus´me �uktuácie v²etkých veli£ín. Rozde©me (navonok uzavretý) systém
s entropiou 2S, objemom 2V a po£tom £astic 2N na dve rovnaké polovice a pripus´me, ºe jedna polovica
je charakterizovaná parametrami S + ∆S, V + ∆V,N a druhá zas parametrami S −∆S, V −∆V,N .
Dá sa ukáza´, ºe stabilita vo£i �uktuáciám N je uº v na²ej úvahe zahrnutá. Homogénny stav bude
stabilný, ak pre ∆S 6= 0 a ∆V 6= 0 platí

E(S + ∆S, V + ∆V,N) + E(S −∆S, V −∆V,N) > 2E(S, V,N) , (62)

t.j. ak energia E(S, V,N) je konvexnou funkciou S aj V . Ak teraz ©avú stranu rozvinieme pod©a mocnín
malých �uktuácií ∆S a ∆V do druhého rádu, dostaneme nutnú podmienku stability vo£i �uktuáciám:(

∂2E

∂S2

)
V,N

∆S2 + 2

(
∂2E

∂S∂V

)
N

∆S∆V +

(
∂2E

∂V 2

)
S,N

∆V 2 > 0.

�ahko nahliadneme, ºe táto nerovnos´ bude splnená pre v²etky vo©by ∆S a ∆V , ak platia podmienky(
∂2E

∂S2

)
V,N

> 0,

(
∂2E

∂V 2

)
S,N

> 0,

(
∂2E

∂S2

)
V,N

(
∂2E

∂V 2

)
S,N

>

(
∂2E

∂S∂V

)2

N

. (63)

Pritom platí (∂2E/∂S2)V = (∂T/∂S)V = T/(NcV ), takºe prvá podmienka (63) ºiada splnenie ne-
rovnosti cV > 0. Podobne platí (∂2E/∂V 2)S = −(∂p/∂V )S = 1/(V κS), takºe druhá podmienka (63)
ºiada κS > 0. Napokon z tretej podmienky vyplýva(

∂2E

∂S2

)
V

(
∂2E

∂V 2

)
S

−
(
∂2E

∂S∂V

)2

= −
(
∂T

∂S

)
V

(
∂p

∂V

)
S

+

(
∂p

∂S

)
V

(
∂T

∂V

)
S

=
∂(p, T )

∂(S, V )
> 0,

kde zmie²anú deriváciu sme po£ítali raz v jednom, raz v opa£nom poradí. Ale pre jakobián platí

∂(p, T )

∂(S, V )
=

∂(p,T )
∂(T,V )

∂(S,V )
∂(T,V )

= −

(
∂p
∂V

)
T(

∂S
∂T

)
V

=
1

−
(
∂V
∂p

)
T

(
∂S
∂T

)
V

=
T

NV cV κT
,

teda tretia podmienka (63) sa redukuje na cV κT > 0. Podmienky stability (63) spolu so vz´ahmi (60)
a (61) preto vyºadujú splnenie vz´ahov

cp ≥ cV > 0, κT ≥ κS > 0. (64)

Stojí za zmienku, ºe znamienko teplotnej roz´aºnosti α v²ak termodynamika neobmedzuje.
Podmienky (64) znamenajú, ºe v stabilnom systéme existuje tzv. záporná spätná väzba: Ak je

merné teplo c kladné, potom (�uktua£ný) transfer tepla z £asti 1 do £asti 2 systému zvý²i teplotu
£asti 2 a zníºi teplotu £asti 1, v dôsledku £oho teplo pote£ie naspä´. Podobne ak je stla£ite©nos´ κ
kladná, potom (�uktua£ný) nárast objemu £asti 2 (na úkor objemu oblasti 1) spôsobí zníºenie tlaku v
£asti 2 a jeho zvý²enie v £asti 1, v dôsledku £oho za£ne expandova´ £as´ 1 na úkor £asti 2.

Podmienky stability v reprezentáciách F,H,G
V Helmholtzovej reprezentácii platí(

∂2F

∂T 2

)
V

= −
(
∂S

∂T

)
V

= −NcV
T

< 0,

(
∂2F

∂V 2

)
T

= −
(
∂p

∂V

)
T

=
1

V κT
> 0, (65)

teda Helmholtzova vo©ná energia je konkávnou funkciou teploty T a konvexnou funkciou objemu V .
Podobne v entalpickej reprezentácii platí(

∂2H

∂S2

)
p

=

(
∂T

∂S

)
p

=
T

Ncp
> 0,

(
∂2H

∂p2

)
S

=

(
∂V

∂p

)
S

= −V κS < 0, (66)
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teda entalpia je konvexnou funkciou entropie S a konkávnou funkciou tlaku p.
Nakoniec v Gibbsovej reprezentácii platí(

∂2G

∂T 2

)
p

= −
(
∂S

∂T

)
p

= −Ncp
T

< 0,

(
∂2G

∂p2

)
T

=

(
∂V

∂p

)
T

= −V κT < 0, (67)

teda Gibbsova vo©ná energia je konkávnou funkciou teploty T aj tlaku p. Dá sa ukáza´, ºe G je konkávna
aj pri zoh©adnení zmie²aných �uktuácií teploty a tlaku.

Sumárne si v²imnime, ºe potenciály E,F,H,G sú konvexné ako funkcie extenzívnych premenných
a konkávne ako funkcie intenzívnych premenných.

Cvi£enia

1. Nájdite, akou veli£inou musí by´ ♥, aby platil Maxwellov vz´ah(
∂S

∂N

)
V,♥

= −
(
∂µ

∂♥

)
V,N

.

2. Vyjadrite (∂H/∂V )T,N pomocou α, κT a cp. Pomôcka: pouºite dH = TdS + V dp+ µdN .
3. Vyjadrite (∂S/∂F )p,N pomocou α, κT a cp. Pomôcka: po£ítajte prevrátenie a pouºite dF = −SdT − pdV + µdN .
Pouºite aj vz´ahy (53) a (59).
4. Explicitným výpo£tom overte platnos´ vz´ahu (61): a) pre ideálny plyn, b) pre fotónový plyn.
5. Predpokladajte, ºe fundamentálna rovnica pre hustotu entropie má tvar s(e, v) = Aeαvβ , kde A,α, β sú kon²tanty.
Aké obmedzenia kladie stabilita na hodnoty exponentov α, β?
6. Ukáºte, ºe ak pre teplotnú roz´aºnos´ platí α = 1/T , potom tieº platí (∂cp/∂p)T,N = 0.
7. Ukáºte, ºe ak v jednozloºkovom systéme okrem stability vo£i prerozdeleniu entropie a objemu vyºadujeme i stabilitu
pri prerozdelení po£tu £astíc, nedostaneme ºiadnu dodato£nú podmienku.
8. Vyjadrite (∂µ/∂N)S,V pomocou α, κT a cp. Ukáºte, ºe (∂µ/∂N)S,V > 0.
9. Ukáºte, ºe Gibbsova vo©ná energia G je konkávna aj pri zoh©adnení zmie²aných derivácií pod©a p a T .
10. Ukáºte, ºe prvú vetu termodynamiky pre funkciu e = e(T, v) moºno vyjadri´ pomocou merate©ných veli£ín nasledovne:

de = cV dT +

(
−p+

Tα

κT

)
dv.

To znamená, ºe funkciu e = e(T, v) moºno skon²truova´ integrovaním experimentálnych dát.



33

8 Fázové prechody

V tejto predná²ke sa pre jednoduchos´ obmedzíme na ²túdium jednozloºkových systémov. Experimenty
ukazujú, ºe aj v prípade, ºe máme do £inenia iba s jedným typom molekúl, makroskopické mnoºstvá
týchto molekúl sa môºu nachádza´ v termodynamických stavoch s rôznym usporiadaním - v tzv. fázach
(alebo skupenstvách). Na príklade reálneho plynu v tejto predná²ke preskúmame, za akých okolností
môºu by´ dve fázy v rovnováhe a £o sa deje pri premene látky z jednej fázy do druhej (t.j. pri tzv.
fázovom prechode). Fázové prechody, ktoré budú predmetom skúmania v tejto predná²ke, nazývame
nespojitými prechodmi.27

Izoterma pre reálne plyny
Skúmajme systém s �xovaným po£tom N molekúl pri (nie príli² vysokej) teplote T = T0. Za takýchto
okolností je stav systému ur£ený zadaním e²te jedného parametra, povedzme objemu V . Me¬me teda
objem V systému a pritom monitorujme závislos´ tlaku od objemu, p = p(V ). Experiment ukazuje, ºe
kým je objem malý, V < VL, systém sa nachádza v kvapalnom stave (index L). V súlade s podmienkami
stability je tlak p = p(V ) klesajúcou funkciou objemu. Tlak pri objeme V = VL ozna£me p0. Experiment
ukazuje, ºe pri ¤a©²om zvy²ovaní objemu systému tlak zostáva kon²tantný a rovný p0 v rozmedzí
objemov VL < V < VG. V oblasti V > VG potom tlak ¤alej klesá s rastom objemu, opä´ v súlade s
podmienkami stability. V tejto oblasti sa systém premenil na plyn (index G). Experiment ¤alej ukazuje,
ºe v oblasti VL < V < VG koexistujú obe fázy: kvapalná aj plynná. Ak podiel molekúl v kvapalnej fáze
ozna£íme x, pre objem systému bude plati´

xVL + (1− x)VG = V, x =
V − VG
VL − VG

. (68)

Koexistenciu oboch fáz v oblasti VL < V < VG nazývame fázovou separáciou.

Metastabilné stavy
Pri rýchlom zvä£²ovaní objemu z hodnoty V < VL moºno kvapalný stav (po istú kone£nú dobu)
pozorova´ aj v oblasti V > VL. Pre takéto tzv. metastabilné stavy krivka p = p(V ) hladko extrapoluje
funkciu p = p(V ) z oblasti V < VL. Podobné metastabilné stavy moºno pozorova´ aj pri rýchlom
zmen²ovaní objemu z hodnoty V > VG do oblasti V < VG. Aj v tomto prípade krivka p = p(V ) hladko
extrapoluje funkciu p = p(V ), tentokrát z plynnej oblasti V > VG.

Ke¤ teraz ur£íme Helmholtzovu vo©nú energiu F (T0, V ) z dát pre p = p(V ) numerickou integráciou
vz´ahu dF = −pdV , dostaneme dve konvexné monotónne klesajúce funkcie objemu F = FL(T0, V ) a
F = FG(T0, V ), popisujúce kvapalný a plynný stav. V oblasti VL < V < VG sa minimum realizuje pro-
stredníctvom konvexnej obálkovej funkcie k týmto dvom funkciám. Fázovo separovaný stav, ktorému
táto obálka zodpovedá, je globálnym minimom vo©nej energie F .

�iara koexistencie a podmienka rovnováhy v (T, p) diagrame
V predo²lých odstavcoch sme popísali, ºe kvapalná a plynná fáza pri teplote T = T0 koexistujú iba
pri jednej hodnote tlaku p = p0. Tlak p0 pritom závisí od teploty T0 a dvojice (T0, p0(T0)) vytvoria v
rovine (T, p) £iaru, pozd¨º ktorej moºno pozorova´ fázovú separáciu. Táto £iara sa nazýva aj krivkou
nasýtených pár.28 Krivka nasýtených pár obvykle kon£í (pri malých teplotách) v trojnom bode (TT , pT ).
V tomto bode s kvapalinou a plynom koexistuje aj tuhá fáza. Pri ve©kých teplotách kon£í krivka
nasýtených pár v kritickom bode (Tc, pc). Pri teplotách T > Tc sa (pri ºiadnom tlaku) nepozoruje
fázová separácia medzi kvapalinu a plyn.

27Star²í názov pre takéto prechody, s ktorým sa stále moºno stretnú´, je fázové prechody 1. druhu.
28Pary (teda plynná fáza) sa nazývajú nasýtenými, pretoºe tlak v nich je akurát tak ve©ký, aby procesy vyparovania

z kvapaliny boli kompenzované procesmi kondenzácie z pár.
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Pri predpísaných hodnotách teploty a tlaku skúmaný systém minimalizuje Gibbsovu vo©nú energiu
G(T, p,N). Kaºdá fáza (t.j. skupenstvo, usporiadanie) je popísaná vlastnou funkciou µ(T, p). Chemické
potenciály pre kvapalný a plynný stav ozna£me µL(T, p) a µG(T, p). Ak po£ty molekúl, ktoré sa nachá-
dzajú v oboch fázach ozna£íme NL a NG, pri£om samozrejme NL +NG = N , potom Gibbsova vo©ná
energia systému je29

G(T, p,N) = NLµL(T, p) +NGµG(T, p). (69)

Ak sa obe fázy nachádzajú v stave termodynamickej rovnováhy, potom sa pri �uktuácii po£tu £astíc
NL → NL+dN a NG → NG−dN nemá zmeni´ Gibbsova energia, t.j. má plati´ dG = dN(µL−µG) = 0.
Odtia©to vyplýva podmienka rovnováhy fáz:

µL(T, p) = µG(T, p) . (70)

Rovnica (70) de�nuje £iaru v rovine (T, p), v súlade s experimentálnymi pozorovaniami.
Teraz preskúmajme chemické potenciály oboch fáz pri �xovanej teplote T = T0 ako funkcie tlaku. Z

podmienok stability vieme, ºe chemický potenciál je popísaný monotónne rastúcou konkávnou funkciou
tlaku. Z rovnice dµ = −sdT + vdp naviac vyplýva, ºe závislos´ µ(T0, p) od tlaku môºeme získa´
integrovaním experimentálnych dát pre v = v(p). Tieto dáta dostaneme zámenou osí v pV diagrame.
Ke¤ºe vG > vL, chemický potenciál µG(T0, p) je popísaný funkciou, ktorá rastie strm²ie ako funkcia
µL(T0, p). Obe funkcie sa pretínajú v bode p = p0. Pre tlaky p < p0 platí µG(T0, p) < µL(T0, p) a
stabilná je plynná fáza, kým pre p > p0 naopak µG(T0, p) > µL(T0, p) a stabilná je kvapalná fáza.

Pre tlaky p v blízkosti p0 je zaujímavé skúma´ závislos´ chemického potenciálu µ(T0, p, v) od ob-
jemu na £asticu v. Samozrejme, v stave termodynamickej rovnováhy sa zrealizuje iba stav s hodnotou
v, ktorá minimalizuje funkciu µ(T0, p, v). Pre v²etky tlaky v blízkosti p0 má funkcia µ(T0, p, v) dve
lokálne minimá: jedno pri v = vL a druhé pri v = vG. Pre p < p0 sa globálne minimum nachádza v
bode v = vG, pre p > p0 je to naopak v bode v = vL. V bode prechodu p = p0 sú hodnoty chemického
potenciálu v oboch minimách rovnaké. Pri rastúcom tlaku teda globálne minimum funkcie µ(T0, p, v)
pri hodnote p = p0 presko£í z hodnoty vG na hodnotu vL. Preto hovoríme o nespojitom prechode.

Skupenské teplo
Ke¤ºe chemický potenciál je Gibbsova energia na jednu £asticu, platí µ = e − Ts + pv, £iºe µ je
kombináciou energie, entropie a objemu na jednu £asticu. Vo v²eobecnom prípade sú veli£iny e, s, v v
bode prechodu rôzne v oboch fázach a iba ich kombinácia µ je rovnaká pre obe fázy. Z rovnosti (70)
pritom vyplýva nasledovná podmienka:

eL = eG + p(vG − vL)− T (sG − sL). (71)

29Zanedbávame pritom energiu rozhrania medzi fázami. To je oprávnený predpoklad pre systémy v termodynamickej
limite, ale pri skúmaní kinetiky prechodu medzi fázami ho treba opusti´.
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Rovnicu (71) moºno interpretova´ nasledovne: skúmajme izotermické stla£enie plynu na kvapalinu v
bode koexistencie. Po£iato£ná energia systému (na 1 £asticu) bola eG, systém prijme prácu p(vG− vL)
a jeho energia sa zmení na eL. Posledný £len na pravej strane (71) teda popisuje (tzv. skupenské) teplo
q = T (sG − sL), ktoré sa v procese transformácie plynu na kvapalinu uvo©ní do rezervoáru pri teplote
T . Pri opa£nom procese premeny kvapaliny na plyn sa v²etky znamienka oto£ia: systém vykoná prácu
p(vG − vL) a prijme teplo q = T (sG − sL).

Skupenské teplo q moºno mera´ podobným spôsobom ako rozdiel vG − vL: Skúmajme izobarické
zohrievanie systému pri p = p0. Systému dodávajme kon²tantný tepelný výkon P a monitorujme jeho
teplotu. Kým sa systém nachádza v kvapalnej fáze, teplota ako funkcia £asu rastie, kým nedosiahne
hodnotu T0. �al²ie dodávanie tepla nemení teplotu systému, ale postupne premie¬a kvapalinu na plyn.
Po dodaní tepla Q = Nq sa v²etka kvapalina premení na plyn a aº od tohto okamihu za£ne teplota
opä´ rás´. Pri takomto izobarickom procese sa entropia systému na 1 £asticu mení nasledovne: kým je
teplota niº²ia neº T0, entropia rastie pod©a (∂s/∂T )p = cpL/T , kde cpL je merné teplo kvapaliny. Pri
teplote T0 entropia narastie o kone£nú hodnotu sG − sL = q/T0, a pri ¤a©²om raste teploty entropia
rastie pod©a (∂s/∂T )p = cpG/T , kde cpG je merné teplo plynu. Napríklad pre vodu pri atmosférickom
tlaku a teplote T0 = 100◦C máme30 cpL ≈ 4.2 kJ/(kg K), cpG ≈ 2.1 kJ/(kg K) a q ≈ 2265 kJ/kg.

Dá sa ukáza´, ºe entropia vysokoteplotnej fázy musí by´ vºdy vy²²ia neº entropia nízkoteplotnej
fázy. V na²om príklade to znamená, ºe musí plati´ q > 0. Naozaj: skúmajme systém v bode prechodu
T0. Nech sa lokálnou �uktáciou £as´ kvapaliny premení na plyn. Keby platilo q < 0, potom by sa
pri tejto premene uvo©nilo teplo, lokálna teplota by narástla a (zosilnený) proces by pokra£oval, £iºe
systém by bol nestabilný. Teda je to stabilita systému, ktorá ºiada q > 0.

Rovnaký argument moºno pouºi´ aj pre rozdiel objemov: fáza, ktorá je stabilná pri vy²²om tlaku,
musí ma´ men²í objem na 1 £asticu. Naozaj: skúmajme systém v bode prechodu p0. Nech sa lokálnou
�uktáciou £as´ plynu premení na kvapalinu. Keby platilo vG < vL, potom by tlak v okolitom plyne
narástol a (zosilnený) proces by pokra£oval, £iºe systém by bol nestabilný. Teda je to opä´ stabilita
systému, ktorá ºiada vG > vL.

Rovnica Clausia-Clapeyrona
Teraz ukáºeme, ºe pomocou podmienky rovnováhy (70) moºno nájs´ diferenciálnu rovnicu pre £iaru
koexistencie p = p(T ) medzi fázami. Predpokladajme, ºe ako bod (T, p), tak aj bod (T + dT, p + dp)
leºia na £iare koexistencie, t.j. ºe platí

µL(T, p) = µG(T, p), µL(T + dT, p+ dp) = µG(T + dT, p+ dp).

Teraz obidve rovnice od£ítajme a pouºime Gibbsovu-Duhemovu rovnicu dµ = −sdT + vdp. Tak dosta-
neme −sLdT + vLdp = −sGdT + vGdp a po úprave

dp

dT
=
sG − sL
vG − vL

=
q

T (vG − vL)
. (72)

Toto je h©adaná rovnica Clausia-Clapeyrona. Podobné rovnice moºno aplikova´ na akéko©vek rozhranie,
nielen na rozhranie medzi fázami L a G.

Presnú rovnicu (72) teraz pouºijeme na pribliºný odhad tvaru rozhrania kvapalina-plyn. Budeme
predpoklada´, ºe objem na 1 £asticu v plyne je omnoho vä£²í neº v kvapaline, a preto vG− vL ≈ vG ≈
kBT/p, kde vG sme odhadli pomocou vz´ahu pre ideálny plyn. Pre jednoduchos´ naviac zanedbajme

30Pozor: uvádzame tu hodnoty na 1 kg a nie na 1 £asticu!
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závislos´ skupenského tepla od teploty.31 Tak dostaneme diferenciálnu rovnicu

dp

dT
=

q

kB

p

T 2
,

∫ B

A

dp

p
=

q

kB

∫ B

A

dT

T 2

odkia© vyplýva

pB = pA exp

[
q

kB

(
1

TA
− 1

TB

)]
.

Ak vezmeme bod A ako pevný a bod B ako premenlivý so súradnicami (T, p), a ak naviac zavedieme
ozna£enie p0 = pA exp[q/(kBTA)], potom pre £iaru koexistencie dostávame p = p0 exp[−q/(kBT )]. Pre
vodu toto priblíºenie platí ve©mi dobre od 0◦C aº takmer po kritický bod, pri£om tlak sa mení zhruba
o 4 rády.

Cvi£enia

1. Ukáºte, ºe skupenské teplo je rovné rozdielu entalpií.
2. Fenomenologická van der Waalsova rovnica pre reálny plyn má tvar(

p+
a

v2

)
(v − b) = kBT, (73)

kde a, b sú kon²tanty. Na£rtnite izotermy van der Waalsovho plynu, identi�kujte ich nefyzikálny úsek a nájdite súradnice
kritického bodu (Tc, pc).
3. Predpokladajte, ºe van der Waalsov plyn okrem stavovej rovnice (73) sp¨¬a aj stavovú rovnicu e = cV T −a/v. Overte,
ºe stavové rovnice pre p/T a 1/T sp¨¬ajú Maxwellov vz´ah pre ds = 1

T
de+ p

T
dv,

∂

∂e

( p
T

)
v

=
∂

∂v

(
1

T

)
e

Nájdite entropiu a chemický potenciál van der Waalsovho plynu.
4. Skúmajme dve tuhé fázy jednej látky pri nízkych teplotách a tlakoch blízkych k p0. Nech chemické potenciály fáz sú

µ1(T, p) = µ01 + a1(p− p0)− c1T 4, µ2(T, p) = µ02 + a2(p− p0)− c2T 4,

kde µ0i, ai a ci sú kladné kon²tanty. Predpokladajte, ºe a1 > a2, c1 > c2 a ºe v bode T = 0, p = p0 tieto fázy koexistujú.

a) Nájdite krivku koexistencie týchto fáz v rovine (T, p) a na£rtnite ju.

b) Ur£te, ktorá fáza je stabilná v oblasti nad a pod £iarou koexistencie.

c) Nájdite skupenské teplo q ako funkciu T . Rozhodnite, £i pri fázovom prechode z 1 do 2 treba teplo doda´ alebo

odobra´.

d) Napí²te rovnicu Clausia-Clapeyrona pre £iaru koexistencie. Rovnicu vyrie²te a výsledok porovnajte s bodom a).

31Ako sme uº uviedli, pre vodu pri 100◦C je q ≈ 2265 kJ/kg, kým pri 0◦C je q ≈ 2485 kJ/kg, teda zmena q v tomto
intervale teplôt nie je ve©ká.
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9 Viaczloºkové systémy. Chemické reakcie

Ako ¤al²iu aplikáciu pojmu chemický potenciál preskúmame podmienky rovnováhy v zmesiach ide-
álnych plynov, v ktorých beºia chemické reakcie, a nájdeme výraz pre teplo uvo©nované v reakciách.
Nájdeme tieº výraz pre entropiu mie²ania.

Chemické potenciály vo viaczloºkovom systéme
Skúmajme systém v mechanickom a tepelnom kontakte s rezervoárom pri tlaku p a teplote T . V
systéme nech sa nachádzajú molekuly typu A1, . . . , Ar s po£tami N1, . . . , Nr, pri£om celkový po£et
molekúl nech je N =

∑r
i=1Ni.

Gibbsova vo©ná energia G takéhoto systému je funkciou premenných T, p,N1, . . . , Nr, preto aj
chemické potenciály µi = (∂G/∂Ni)T,p,... sú funkciami tých istých premenných. Ale µi sú intenzívne
premenné, preto sa nesmú zmeni´ pri zvä£²ení systému λ-krát, £iºe musí plati´ µi(T, p,N1, . . . , Nr) =
µi(T, p, λN1, . . . , λNr) pre ©ubovo©né λ. Ak v tomto vz´ahu vezmeme λ = 1/N , zistíme, ºe chemické
potenciály moºno písa´ ako funkcie iba intenzívnych premenných,

µi = µi(T, p, x1, . . . , xr),

kde xi = Ni/N sú percentuálne koncentrácie rôznych typov molekúl. Samozrejme, platí pritom
∑

i xi =
1, teda pre r typov molekúl existuje iba r − 1 nezávislých premenných xi.

Zmes ideálnych plynov
V tomto odstavci nájdeme výraz pre chemické potenciály µi(T, p, x1, . . . , xr) molekúl za predpokladu,
ºe molekuly tvoria zmes ideálnych plynov.

Skúmajme zmes v nádobe s objemom V pri teplote T . Plyny bodových £astíc sa nemôºu navzájom
ovplyv¬ova´, preto entropia zmesi S(T, V,N1, . . . , Nr) je sú£tom príspevkov jednotlivých molekúl pri
tých istých parametroch nádoby T a V , £iºe S(T, V,N1, . . . , Nr) =

∑
i Si(T, V,Ni). Pritom platí

Si(T, V,Ni) = Ni

[
s0,i + cV,i ln

T

T0,i
+ kB ln

V

Niv0,i

]
,

kde sme pouºili výsledok pre Si z predná²ky 4. Pouºili sme tieº vz´ah Ei = NicV,iT pre kinetickú
energiu molekúl typu i v ideálnom plyne a pre jednoduchos´ sme zaviedli teplotu T0,i = e0,i/cV,i.

Celkový tlak p =
∑

i pi v nádobe je sú£tom parciálnych tlakov pi = kBTNi/V molekúl typu i.
Preto platí V = NkBT/p, kde N je celkový po£et molekúl v nádobe. Pomocou tohto vz´ahu môºeme
entropiu molekúl typu i prepísa´ ako funkciu premenných T, p a po£tov molekúl:

Si(T, p,N1, . . . , Nr) = Ni

[
s0
i (T, p)− kB ln

Ni

N

]
, s0

i (T, p) = s0,i + cV,i ln
T

T0,i
+ kB ln

kBT

pv0,i

kde s0
i (T, p) je entropia na 1 £asticu, ktorú by mali molekuly typu i, keby v systéme pri teplote T a

tlaku p boli prítomné iba tieto £astice. Treba si v²ak uvedomi´, ºe platí N =
∑

iNi, a preto entropia
Si molekúl typu i, ak je vyjadrená pomocou T a p, je funkciou v²etkých po£tov molekúl!

Celková Gibbsova vo©ná energia zmesi je G = E − TS + pV . Ak zoh©adníme, ºe molekuly typu i
majú pokojovú energiu εi, potom platí E =

∑
iNi(εi + cV,iT ). Ke¤ºe zárove¬ pV =

∑
iNikBT , pre G

tak dostávame výsledok

G(T, p,N1, . . . , Nr) =
∑
i

Ni

[
µ0
i (T, p) + kBT ln

Ni

N

]
, µ0

i (T, p) = εi + cp,iT − Ts0
i (T, p),

kde µ0
i (T, p) je chemický potenciál, ktorý by mali molekuly typu i, keby v systéme pri teplote T a

tlaku p boli prítomné iba tieto £astice. Zaviedli sme tieº ozna£enie cp,i ≡ cV,i + kB. Ale G moºno vy-
jadri´ pomocou chemických potenciálov µi vo v²eobecnom tvare G =

∑
iNiµi, pozri (51). Porovnaním

dostávame výsledok pre chemický potenciál molekúl typu i v zmesi ideálnych plynov

µi(T, p, xi) = µ0
i (T, p) + kBT lnxi. (74)
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V²imnime si, ºe µi(T, p, xi) ≤ µ0
i (T, p), teda v zmesi sa chemický potenciál molekúl (pri inak �xovaných

parametroch T a p) zniºuje. Stojí tieº za zmienku, ºe v zmesi ideálnych plynov chemický potenciál pre
molekuly typu Ai závisí iba od xi a nezávisí od ostatných koncentrácií.

Pre úplnos´ e²te dodajme, ºe pre celkovú entropiu zmesi dostávame výsledok

S(T, p,N1, . . . , Nr) =
∑
i

Nis
0
i (T, p)− kBN

∑
i

xi lnxi, (75)

Prvý £len predstavuje entropiu sady oddelených ideálnych plynov, pri£om kaºdý z nich sa nachádza pri
teplote T a tlaku p. Druhý £len popisuje nárast entropie, ku ktorému dôjde po odstránení bariér medzi
plynmi a nazýva sa entropiou mie²ania. Máme tu na mysli porovnanie nasledovných dvoch situácií.
Nádobu s objemom V =

∑
i Vi (pri teplote T ) najprv rozde©me na r £astí: v kaºdej z nich sa v objeme

Vi = kBTNi/p hýbe Ni molekúl typu i, ktoré vytvárajú tlak p. Tieto £asti nech sú navzájom v tepelnom
aj mechanickom kontakte, ale nevymie¬ajú si molekuly. Entropia takejto sústavy je potom daná prvým
£lenom v (75). Po umoºnení výmeny molekúl medzi jednotlivými £as´ami sa molekuly typu i môºu
hýba´ v celom objeme V , preto (parciálny) tlak týchto molekúl klesne na hodnotu pi = (Vi/V )p = xip.
Ale r typov molekúl spolu vytvorí celkový tlak

∑
i pi = p. Entropia zmesi pri tlaku p bude daná oboma

£lenmi v (75).

Chemické reakcie
Nech v systéme môºu beºa´ chemické reakcie typu

∑
i νiAi = 0, pri£om pre výstupy (produkty) reakcie

berieme νi > 0 a pre vstupné reaktanty berieme νi < 0. V rovnováhe sa po£ty molekúl nastavia tak, aby
minimalizovali Gibbsovu vo©nú energiu systému G. Ak v (makroskopickom) systéme prebehne jedna
reakcia v doprednom smere, po£ty molekúl Ai sa zmenia o ∆Ni = νi, a preto Gibbsova vo©ná energia
sa zmení o ∆G =

∑
i νiµi. Z podmienky minima v²ak vyplýva, ºe musí plati´ ∆G = 0. Teda pre kaºdú

reakciu, ktorá beºí v systéme, dostávame rovnicu∑
i

νiµi(T, p, x1, . . . , xr) = 0. (76)

Rovnice takého istého tvaru (ale s inými nezávislými premennými) sme odvodili k predná²ke 5. Nezná-
mymi sú koncentrácie xi jednotlivých molekúl. Na ich ur£enie potrebujeme r−1 rovníc. Tie dostaneme
napísaním rovníc pre jednotlivé reakcie, ale aj zoh©adnením ¤al²ích väzieb, napr. zadaním mnoºstiev
jednotlivých prvkov tvoriacich molekuly.

Zákon ú£inku aktívnych hmôt
Odteraz sa obmedzíme na skúmanie reakcií v zmesi ideálnych plynov. Ak do výrazu pre zmenu Gibb-
sovej energie v jednej reakcii ∆G dosadíme (74), podmienku rovnováhy (76) môºeme prepísa´ v tvare∑

i

νi lnxi = −∆G0

kBT
,

kde sme zaviedli veli£inu ∆G0 =
∑

i νiµ
0
i (T, p). Táto veli£ina charakterizuje tú-ktorú chemickú reak-

ciu (prostredníctvom koe�cientov νi). V²imnime si tieº, ºe ∆G0 je funkciou T a p, ale nezávisí od
koncentrácií xi. Exponenciovaním rovnice pre xi dostaneme tzv. zákon ú£inku aktívnych hmôt:

Πix
νi
i = K(T, p), K(T, p) = exp

(
−∆G0

kBT

)
kde K(T, p) je tzv. rovnováºna kon²tanta. Ak predpokladáme, ºe prvých k koe�cientov νi popisuje
vstupy do reakcie a ¤al²ích r − k koe�ecientov jej výstupy, môºeme zákon ú£inku aktívnych hmôt
zapísa´ v obvyklej explicitnej²ej forme:

x
νk+1

k+1 · . . . · x
νr
r

x
|ν1|
1 · . . . · x|νk|k

= K(T, p). (77)

Vidíme, ºe ak rovnováºna kon²tanta rastie, rastie aj koncentrácia výstupov reakcie. Samozrejme, stále
pritom platí

∑
i xi = 1.
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Príklad. Skúmajte reakciu A + A � A2 v nádobe pri tlaku p a teplote T . Nájdite rovnováºne po£ty
atómov A a molekúl A2; ozna£te ich N1 a N2. Predpokladajte, ºe atómy aj molekuly moºno popísa´
ako ideálne plyny. Rovnováºna kon²tanta nech je K. Celkový po£et jadier N1 + 2N2 nech je daný a
rovný M .
Rie²enie. Celkový po£et £astíc (atómov a molekúl) v rovnováºnom stave ozna£me N = N1 + N2.
Potom x1 = N1/N a x2 = N2/N a zo zákona ú£inku aktívnych hmôt vyplýva x2/x

2
1 = K. Ke¤ºe

naviac x1 + x2 = 1, máme 2 rovnice pre 2 neznáme x1 a x2. Rie²ením je

x1 =
2√

1 + 4K + 1
, x2 =

√
1 + 4K − 1√
1 + 4K + 1

.

Z rovnice pre celkový po£et jadier M = (x1 + 2x2)N potom vyplýva, ºe celkový po£et £astíc N v
rovnováºnom stave, ako aj po£ty atómov N1 a molekúl N2 sú

N =

√
1 + 4K + 1

2
√

1 + 4K
M, N1 = x1N =

1√
1 + 4K

M, N2 = x2N =

√
1 + 4K − 1

2
√

1 + 4K
M.

Rovnováºna kon²tanta pre skúmanú reakciu má tvar K = exp[(2µ0
1 − µ0

2)/(kBT )], kde µ0
1 je che-

mický potenciál atómov A a µ0
2 je chemický potenciál molekúl A2. Ak 2µ0

1−µ0
2 � kBT , potom K � 1

a takmer v²etky £astice sú v molekulárnom stave. To samozrejme dáva zmysel, pretoºe £astice mini-
malizujú chemický potenciál. Podobne, ak µ0

2− 2µ0
1 � kBT , potom K � 1 a takmer v²etky £astice sú

v atomárnom stave.

Kinetická interpretácia zákona ú£inku aktívnych hmôt
Rovnicu (77) moºno zdôvodni´ aj pomocou nasledovnej úvahy zaloºenej na porovnaní rýchlostí reakcie
v doprednom a spätnom smere: Rýchlos´ reakcie v doprednom smere je úmerná pravdepodobnosti, ºe sa
stretne |ν1|molekúl A1, |ν2|molekúl A2, a tak ¤alej aº napokon |νk|molekúl Ak. Táto pravdepodobnos´
je zjavne úmerná x|ν1|

1 · . . . ·x|νk|k , preto rýchlos´ reakcie v doprednom smere bude const×x|ν1|
1 · . . . ·x|νk|k .

Z tej istej úvahy vyplýva, ºe rýchlos´ reakcie v spätnom smere bude const′ × xνk+1

k+1 · . . . · x
νr
r . Ale v

rovnováhe musia by´ obe rýchlosti rovnaké, odkia© dostaneme rovnicu rovnakého tvaru ako (77).
Na rozdiel od termodynamického odvodenia vz´ahu (77), ktoré je presné,32 je kinetická interpretácia

za´aºená dodato£nými predpokladmi, ktorých odôvodnenos´ nie je zrejmá. Napríklad, dopredná reakcia
s k vstupmi a jediným výstupom nemusí prebehnú´ v jedinej zráºke |ν1|+. . .+|νk|molekúl, ale reaktanty
sa môºu postupne priliepa´, aº vytvoria hotový produkt.

Druhým rozdielom medzi termodynamickým a kinetickým odvodením zákona ú£inku aktívnych
hmôt (77) je tá skuto£nos´, ºe termodynamika predpovedá nielen existenciu, ale aj ve©kos´ rovnováº-
nej kon²tanty K.

Reak£né teplo
Ke¤ prebehne jedna reakcia v doprednom smere, energia systému sa zmení o veli£inu ∆E = Q−p∆V ,
kde Q je tzv. reak£né teplo, t.j. teplo, ktoré systém prijme v dôsledku reakcie a ∆V je zmena objemu
systému spôsobená reakciou.33 TedaQ > 0 znamená, ºe systém prijíma teplo a takúto reakciu nazývame
endotermickou. Podobne Q < 0 znamená, ºe systém odovzdáva teplo a reakciu nazývame exotermickou.

Pre reak£né teplo teda platí Q = ∆E+p∆V . Ale ke¤ºe tlak p je kon²tantný, reak£né teplo je rovné
zmene entalpie systému, Q = ∆(E + pV ) = ∆H.

Teraz ukáºeme, ako moºno entalpiu H získa´ jednoduchými manipuláciami s Gibbsovou vo©nou
energiou G. Za£nime s de�ni£ným vz´ahom medzi H a G, H/T = G/T + S. Teraz vyjadrime veli£iny
na oboch stranách ako funkcie T, p,N1, . . . a vykonajme deriváciu oboch strán (∂/∂T )p,N1,.... Ak si
pritom uvedomíme, ºe (∂H/∂T )p,N1,... = T (∂S/∂T )p,N1,..., dostaneme napokon h©adaný vz´ah:

H = −T 2 ∂

∂T

(
G

T

)
p,N1,...

.

32To je pravda, ak sú reagenty v dokonalej rovnováhe. Ak reakcie beºia pomaly, napr. ak je pri nich potrebné prekona´
ve©kú energetickú bariéru, tento predpoklad nemusí by´ splnený. Naviac, v²etky reagenty sa musia správa´ ako ideálne
plyny.

33Systém, v ktorom beºí reakcia, si s okolím nevymie¬a ºiadne £astice (pretoºe reakcie beºia vnútri systému). Preto
zmena energie systému ∆E pozostáva iba z výmeny tepla a práce s okolím.
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Ale tento vz´ah platí pre v²etky rovnováºne stavy, preto pre dvojicu stavov bude plati´ analogicky

∆H = −T 2 ∂

∂T

(
∆G

T

)
p,N1,...

.

Porovnajme teda dva stavy lí²iace sa o jednu reakciu. Vieme, ºe zmena G systému pri jednej
doprednej reakcii je daná vz´ahom ∆G/T = ∆G0/T + kB

∑
i νi lnxi. Derivácia druhého £lena pod©a

T v²ak vypadne,34 a preto zmena entalpie nezávisí od koncentrácií xi:

∆H = −T 2 ∂

∂T

(
∆G0

T

)
p,N1,...

.

Ak si napokon uvedomíme, ºe platí Q = ∆H a ak ∆G0 vyjadríme pomocou rovnováºnej kon²tanty
K(T, p), dostaneme van't Ho�ov vzorec pre reak£né teplo:

Q = kBT
2

(
∂ lnK

∂T

)
p

. (78)

Aby sme ozrejmili zmysel rovnice (78), predpokladajme najprv, ºe vo výrazoch pre chemické po-
tenciály molekúl µ0

i (T, p) dominuje (od teploty nezávislá) interná energia molekúl, £iºe µ0
i ≈ εi. Potom

pre reak£né teplo dostávame výsledok Q ≈
∑

i νiεi, t.j. Q je dané energiou produktov mínus energiou
vstupov. Ak napríklad produkty majú niº²iu energiu ako vstupy (t.j. ak v reakcii vznikajú silnej²ie
väzby), potom Q < 0 a reakcia odovzdáva teplo, £iºe je exotermická.

Na druhej strane, v limite ve©mi vysokých teplôt moºno chemické potenciály molekúl odhad-
nú´ vz´ahom µ0

i ≈ −cp,iT ln(T/T0,i). V takom prípade pre reak£né teplo dostávame výsledok Q ≈∑
i νicp,iT . Rolu energií väzieb εi hrajú v tomto prípade tepelné energie cp,iT .

Cvi£enia

1. �tudujme zmes ideálnych plynov s dvomi typmi molekúl s po£tami N1 = (1− x)N a N2 = xN .
a) Preskúmajte entropiu mie²ania Smix(x) ako funkciu x.
b) Nech molekuly 2 sú vlastne rovnaké ako molekuly 1, ale nachádzajú sa v excitovanom stave s excita£nou energiou ε.
Akú hodnotu nadobúda x v rovnováºnom stave, ak zmes je v kontakte s rezervoárom pri teplote T?
2. Nájdite rovnováºnu koncentráciu plynu elektrónov a pozitrónov pri teplote kBT � mc2. Pomôcka: skúmajte reakciu
e+ + e− � fotóny. Chemický potenciál fotónov je nula. Chemické potenciály elektrónov a pozitrónov popí²te vz´ahom

µ0
i (T, p) = εi − kBT ln(2Si + 1)− kBT ln

kBT

pλ3
i

, (79)

kde λ+ = λ− = 2π~/(2πmkBT )1/2, S+ = S− = 1/2 je spin elektrónu alebo pozitrónu a ε+ = ε− = mc2. Uváºte, ºe platí

v+ = v− = v a pouºite stavovú rovnicu pre ideálny plyn p = 2kBT/v.

3. Nájdite pravdepodobnos´ ionizácie vodíka. Pomôcka: skúmajte reakciu e−+H+ � H, kde H+ je protón a H je neut-

rálny atóm vodíka. Chemické potenciály reaktantov popí²te vz´ahom (79), v ktorom ε+ = ε− = 0 a zárove¬ εH = −∆E,

kde ∆E je väzobná energia pre elektrón v atóme vodíka (pre£o?). Dá sa ukáza´, ºe ak zanedbáme spin-orbitálnu inte-

rakciu, príspevky od spinov k ∆G0 sa vyru²ia. Pouºite stavovú rovnicu pre ideálny plyn p = (n+ + ni + nH)kBT .

4. Zistite, pri akej teplote T ∗ je kvapalná voda v rovnováhe s vlhkým vzduchom pri predpísanom tlaku p (povedzme

atmosférickom). Teplotu T ∗ nazývame teplotou rosného bodu. Predpokladajme, ºe kvapalná voda je chemicky £istá.

Vlhký vzduch si pre jednoduchos´ predstavme ako ideálny plyn, v ktorom x je podiel molekúl vody a 1 − x je podiel

�molekúl suchého vzduchu�.

5. Ukáºte, ºe entropiu sady oddelených plynov moºno interpretova´ ako Ns̄(T, p), t.j. ako entropiu N �priemerných�

£astíc s entropiami na jednu £asticu s̄(T, p) = s̄0 + kB ln kBT
pv̄0

+ c̄V ln T
T̄0
, kde s̄0, v̄0, c̄V a T̄0 sú vhodne spriemerované

parametre s0,i, v0,i, cV,i a T0,i.

34Máme derivova´ pri kon²tantnom tlaku p a kon²tantných Ni (a teda aj xi). Preto funkcia f(T ) ≡ ∆G/T je iba
funkciou teploty. V rovnováºnom stave samozrejme platí f(T ) = 0. To v²ak neznamená, ºe aj df(T )/dT je nula!
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V tejto predná²ke budeme skúma´ ve©mi jednoduchý termodynamický systém: kry²tál s defektmi. Na
tomto príklade predstavíme Boltzmannov prístup k mikroskopickému popisu termodynamických sys-
témov v rovnováºnom stave.

Kry²tál s defektmi
Skúmajme kry²tál, v ktorom sa jednotlivé ²truktúrne jednotky (volajme ich atómy) môºu nachádza´ v
jednom z dvoch mikroskopických stavov, ktorých energie ozna£me −ε a +ε. Z h©adiska termodynamiky
je rovnováºny stav kry²tálu jednozna£ne zadaný dvojicou premenných: celkovým po£tom atómov N a
celkovou energiou kry²tálu E. Takto ur£ený stav budeme vola´ makrostavom.

Z mikroskopického h©adiska je stav kry²tálu ur£ený stavmi jednotlivých atómov: pre kaºdý z nich
je potrebné ur£i´, v ktorom zo stavov −ε a +ε sa nachádza. Takto ur£ené stavy budeme vola´ mik-
rostavmi. Samozrejme, pre kaºdý makrostav zadaný dvojicou termodynamických premenných N a E
existuje ve©ký po£et mikrostavov s tými istými hodnotami N a E. Ich po£et ozna£me N (E,N).

Po£et mikrostavov N (E,N)
Pri výpo£te N (E,N) si najprv ujasnime vz´ah medzi energiou kry²tálu E a po£tom atómov k v
excitovanom stave s energiou +ε. Ke¤ºe v základnom stave s energiou −ε musí by´ N − k atómov,
celková energia kry²tálu je E = −(N − 2k)ε. Alebo naopak: po£et k je ur£ený energiou kry²tálu,
k = 1

2(N + E/ε).35 Po£et mikrostavov s energiou E je rovný po£tu moºností, ako vybra´ k atómov
spomedzi N atómov, £iºe

N (E,N) =

(
N

k

)
=

N !

k!(N − k)!
.

Ke¤ºe N je ve©mi ve©ké £íslo, faktoriály moºno odhadnú´ pomocou Stirlingovho vzorca,

lnN ! = N lnN −N + 1
2 ln(2πN) + 1

12N . . . (80)

V²imnime si, ºe jednotlivé £leny na pravej strane sú usporiadané od najvä£²ieho po najmen²í. Ak sa
obmedzíme iba na prvé dva £leny Stirlingovho vzorca, pre po£et mikrostavov dostávame36

lnN (E,N) ≈ N lnN − k ln k − (N − k) ln(N − k).

Tento výraz samozrejme neplatí pre k blízke k nule (t.j. pre E blízke k −Nε), pretoºe vtedy nemoºno
pouºi´ Stirlingov vzorec. Ak nakoniec vyuºijeme vz´ah k = N

2 (1 + x) medzi po£tom atómov v excito-
vanovom stave a bezrozmernou strednou energiou kry²tálu x = E/(Nε) pripadajúcou na jeden atóm,
dostaneme odtia©to výsledný vz´ah pre po£et mikrostavov

lnN (E,N) ≈ −N
[

1 + x

2
ln

1 + x

2
+

1− x
2

ln
1− x

2

]
. (81)

V²imnime si pritom, ºe platí lnN (2E, 2N) = 2 lnN (E,N), teda veli£ina lnN (E,N) je extenzívna.

Mikrokánický súbor a postulát rovnakých pravdepodobností
Mnoºinu v²etkých prípustných mikrostavov uzavretého systému, ktoré sú kompatibilné so skúmaným
makrostavom, nazývame mikrokánický súbor. Stredné hodnoty veli£ín v uzavretom systéme moºno
h©ada´ stredovaním cez takýto súbor. Ke¤ºe makroskopicky nie je moºné kontrolova´, s ktorým mik-
rostavom máme do £inenia, je prirodzené o£akáva´, ºe pravdepodobnosti v²etkých prípustných mik-
rostavov sú rovnaké. Tento predpoklad sa nazýva Boltzmannov postulát rovnakých pravdepodobností
mikrostavov. Pravdepodobnos´ p realizácie jedného konkrétneho mikrostavu n je preto daná vz´ahom

pn =
1

N (E,N)
. (82)

35Dá sa ukáza´ (pozri cvi£enie 1, ºe fyzikálne prípustným stavom zodpovedajú hodnoty k medzi 0 a N/2.
36Na konci predná²ky vezmeme do úvahy aj tretí £len Stirlingovho rozvoja.
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�tatistická interpretácia entropie
Majme uzavretý systém obsahujúci dva kry²tály s defektmi, z ktorých kaºdý má po N atómov, pri£om
kry²tály si navzájom môºu vymie¬a´ energiu. Nech celková energia systému je 2E. Rie²me základnú
úlohu termodynamiky, t.j. pýtajme sa, ako sa energia prerozdelí medzi kry²tály. Energie kry²tálov
ozna£me E + δE a E − δE a pre jednoduchos´ predpokladajme, ºe oba kry²tály majú rovnakú funda-
mentálnu rovnicu pre entropiu. Pod©a druhej vety termodynamiky bude rovnováºna hodnota energie
δE nadobúda´ takú hodnotu, ktorá maximalizuje celkovú entropiu systému,

Stot(δE) = S(E + δE,N) + S(E − δE,N). (83)

Samozrejme, rie²ením je δE∗ = 0.
Pri zadanej hodnote δE sú energie oboch kry²tálov E+ δE a E− δE. Po£et mikrostavov kompati-

bilných s týmito energiami je N (E + δE,N)×N (E − δE,N) a po£et mikrostavov celého systému je
N (2E, 2N). Preto pravdepodobnos´ �uktuácie energie δE je pod©a postulátu rovnakej pravdepodob-
nosti mikrostavov daná vz´ahom

p(δE) =
priaznive pripady

vsetky pripady
=
N (E + δE,N)×N (E − δE,N)

N (2E, 2N)
. (84)

Teda najpravdepodobnej²iu hodnotu δE∗ dostaneme maximalizáciou tohto sú£inu. Onedlho v²ak
explicitne uvidíme, ºe rozumne ve©kú hodnotu pravdepodobnosti má iba úzke okolie jedinej hodnoty
δE∗, v na²om prípade δE∗ = 0. Teda existuje v zásade jediná prípustná hodnota prerozdelenia energie,
δE∗, a v²etky ostatné hodnoty sú extrémne nepravdepodobné. Takto ur£ená hodnota δE∗ by mala by´
totoºná s hodnotou získanou termodynamicky.

Pretoºe logaritmus je monotónne rastúca funkcia, úlohu o maximalizácii funkcie p(δE) moºno
preformulova´ ako úlohu o maximalizácii sú£tu logaritmov,

lnN (E + δE,N) + lnN (E − δE,N). (85)

Ke¤ºe ako entropia S(E,N), tak aj lnN (E,N) sú extenzívne veli£iny, ktoré naviac pri rie²ení základnej
úlohy maximalizujú výrazy (83) a (85) s rovnakou ²truktúrou, ponúka sa mikroskopická interpretácia,
ºe entropia S(E,N) je úmerná veli£ine lnN (E,N). V nasledujúcich predná²kach ukáºeme, ºe kon²tanta
úmernosti je kB, t.j. ºe platí

S(E,N) = kB lnN (E,N) . (86)

Tento tzv. Boltzmannov vz´ah dáva do súvisu entropiu uzavretého rovnováºneho makroskopického
stavu S s po£tom prípustných mikrostavov N . Makroskopický stav je charakterizovaný energiou E,
po£tom £astíc N a prípadne ¤al²ími zachovávajúcimi sa extenzívnymi veli£inami (ako napr. objem
V ). Prípustné sú v²etky mikrostavy, ktorých celková energia je E, po£et £astíc je N , at¤. Dá sa teda
poveda´, ºe entropia súvisí s po£tom mikrostavov, ktoré na²e rozmazané videnie sveta nedokáºe rozlí²i´.

Z Boltzmannovho vzorca prirodzene vyplýva, ºe (ak má systém jediný základný stav) pre najmen²iu
moºnú energiu systému Emin platí S(Emin) = 0 v zhode s 3. vetou termodynamiky.

V ²peciálnom prípade kry²tálu s defektmi kombináciou Boltzmannovho vz´ahu (86) s výrazom pre
po£et mikrostavov (81) dostávame explicitný tvar fundamentálnej rovnice pre entropiu

S(E,N) = −kBN
[

1 + x

2
ln

1 + x

2
+

1− x
2

ln
1− x

2

]
. (87)

Pripomíname, ºe x = E/(Nε).

Pravdepodobnos´ �uktuácie energie δE
Teraz preskúmame pravdepodobnos´ p(δE) �uktuácie energie v zloºenom systéme pozostávajúcom z
dvoch kry²tálov s defektmi. Logaritmovaním výrazu (84) pre p(δE) dostaneme

ln p(δE) =
1

kB
[S(E + δE,N) + S(E − δE,N)− S(2E, 2N)] .
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O£akávame, ºe funkcia ln p(δE) má maximum v bode δE = 0. Ak si uvedomíme, ºe entropia je
extenzívna, S(2E, 2N) = 2S(E,N), a rozvinieme funkcie S(E ± δE,N) do druhého rádu pod©a δE
okolo δE = 0, dostaneme odtia©to

p(δE) ≈ exp

[(
∂2S

∂E2

)
N

(δE)2

kB

]
= exp

[
− 1

1− x2

(δE)2

Nε2

]
. (88)

Druhú rovnos´ sme pritom dostali derivovaním výrazu (87), pri£om sme vyuºili vz´ah

[(1 + x) ln(1 + x) + (1− x) ln(1− x)]′′ = 2/(1− x2).

Pripomíname, ºe vzorec pre p(δE) neplatí pre |x| ≈ 1 (vtedy totiº nemoºno pouºi´ Stirlingovu formulu).
Z výrazu pre pravdepodobnos´ �uktuácie vyplýva, ºe rozumne ve©kú pravdepodobnos´ budú ma´ iba

tie �uktuácie, pre ktoré platí (δE)2 ∼ Nε2. Ale ke¤ºe optimálna hodnota energie kry²tálu má hodnotu
E = xNε, £iºe E2 ∼ (Nε)2, pre relatívnu ve©kos´ pozorovate©ných �uktuácií energie dostávame

(δE)2

E2
∼ 1

N
� 1.

Teda, pokia© sú oba kry²tály makroskopické, pri skúmaní rozdelenia energie medzi ne moºno s ve©kou
presnos´ou zanedba´ �uktuácie energie okolo optimálnej hodnoty. Túto vlastnos´ prerozdelenia energie
sme v skuto£nosti pouºili pri zdôvod¬ovaní Boltzmannovej formuly (86).

Vo výraze (88) môºeme alternatívne pouºi´ nasledovný termodynamický výpo£et(
∂2S

∂E2

)
N

=
∂

∂E

(
1

T

)
N

= − 1

T 2

∂T

∂E
= − 1

NcT 2
,

kde c je merné teplo kry²tálu pri teplote T , Nc = ∂E/∂T . Tak dostávame alternatívne vyjadrenie pre
pravdepodobnos´ �uktuácie p(δE) ≈ exp[−(δE)2/(NckBT

2)]. Rozumne ve©kú pravdepodobnos´ budú
teda ma´ iba �uktuácie, pre ktoré (δE)2 ∼ NckBT

2. Opä´ sme teda dostali, ºe (δE)2 rastie s prvou
mocninou ve©kosti kry²tálu N .

Normalizácia funkcie p(δE) a extenzívnos´ entropie
Ak s£ítame pravdepodobnosti p(δE) v²etkých moºných prerozdelení energie δE, musíme dosta´ jed-
notku. Ná² výsledok (88) v²ak zjavne dáva sú£et vä£²í neº 1, pretoºe p(0) = 1 a pravdepodobnosti
p(δE) pre v²etky ostatné hodnoty δE sú kladné. Alternatívne, z výsledku p(0) ≈ 1 vyplýva, ºe platí

N (2E, 2N) ≈ N (E,N)×N (E,N), (89)

£iºe po£et mikrostavov zloºeného systému je rovný sú£inu po£tov mikrostavov makroskopických pod-
systémov (pri optimálnom rozloºení energie medzi podsystémy).37 Ale vz´ah (89) opä´ nemôºe by´
presný, pretoºe v skuto£nosti musí plati´ identita

N (2E, 2N) =
∑
δE

N (E + δE,N)×N (E − δE,N). (90)

Znamená to, ºe ná² výpo£et je chybný? Ukáºeme, ºe nie: výsledok (89) je v termodynamickej limite
N � 1 takmer správny a po drobnom spresnení výpo£tu je splnený aj presný vz´ah (90).

Naozaj, ak vo vzorci (81) pre po£et mikrostavov zoh©adníme aj (ove©a men²í, iba logaritmicky
rastúci) tretí £len Stirlingovej formuly, dostaneme

lnN (E,N) =
1

kB
S(E,N) +

1

2
ln(2πN)− 1

2
ln(2πk)− 1

2
ln(2π(N − k)),

kde prvý (explicitne extenzívny) £len rozvoja na pravej strane je daný formulou (87). �al²ie £leny
rozvoja sú úmerné iba logaritmu E alebo N , a teda nie sú extenzívne. (Preto sme o nich v doteraj²om
výklade neuvaºovali.)

37Logaritmovaním vz´ahu (89) ©ahko nahliadneme, ºe tento vz´ah je ekvivalentný s extenzivitou entropie.
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Ak teraz pouºijeme vz´ah k = N
2 (1 + x) medzi po£tom atómov v exitovanom stave k a celko-

vou energiou E = xNε, exponenciovaním vz´ahu pre lnN (E,N) dostaneme nasledovný výsledok pre
N (E,N), ktorý zah¯¬a aj predexponenciálny faktor K(E,N):

N (E,N) = K(E,N) exp
[

1
kB
S(E,N)

]
, K(E,N) =

√
2

π(1− x2)N
.

V²imnime si, ºe závislos´ po£tu mikrostavov N (E,N) od energie je dominovaná závislos´ou expo-
nenciálneho faktora (t.j. entropie) od energie. Preto pri výpo£te pravdepodobnosti p(δE) pod©a (84)
môºeme zanedba´ závislos´ predexponenciálnych korek£ných faktorov K(E,N) od δE. Po dosadení
korek£ných faktorov do (84) tak dostaneme vylep²ený výsledok pre pravdepodobnos´ �uktuácie δE,

pnove(δE) =
K(E,N)2

K(2E, 2N)
× p(δE) =

2√
π(1− x2)N

exp

[
− 1

1− x2

(δE)2

Nε2

]
.

Ke¤ºe hodnoty δE sa môºu meni´ s krokom 2ε, pre normalizáciu funkcie pnove(δE) platí:∑
δE

pnove(δE) ≈ 1

2ε

∫ ∞
−∞

dδE pnove(δE) =
1√
π

∫ ∞
−∞

dte−t
2

= 1,

kde sme pri integrácii pouºili substitúciu t = δE/(ε
√

(1− x2)N). Teda pravdepodobnos´ �uktuácií
pnove(δE) je správne normalizovaná! Znamená to, ºe správna normalizácia �uktuácií v úlohe o výmene
energie vyºaduje zoh©adni´ aj neextenzívne £leny v lnN (E,N).

Upresnenie na záver
Boltzmannova formula (86) pre entropiu obsahuje aj £leny, ktoré nie sú extenzívne. Entropia je v²ak
de�novaná ako extenzívna £as´ výrazu (86). Ak po£ty mikrostavov naopak odhadneme z formuly

N (E,N) = exp [S(E,N)/kB] ,

kde S(E,N) je extenzívna entropia, potom platia vz´ahy typu (89), t.j. presné sumy typu (90) moºno
aproximova´ maximálnym príspevkom k nim, t.j. v na²om prípade £lenom δE = 0.

Cvi£enia

1. Pre kry²tál s defektmi popísaný fundamentálnym vz´ahom (87) nájdite energiu E, merné teplo c a entropiu S ako
funkcie teploty T . Pomôcka: zave¤te ozna£enie y = ε/(kBT ) a ukáºte, ºe platí

E(T,N) = −Nε tanh y, c(T ) = kB(y/ cosh y)2, S(T,N) = NkB [ln(2 cosh y)− y tanh y].

Uºito£né pomocné vz´ahy: arctanh(x) = 1
2

ln(1 + x) − 1
2

ln(1 − x) a cosh y = 1/
√

1− tanh2 y. Na£rtnite grafy funkcií

E = E(T ), S = S(T ) a c = c(T ). Aká je najvä£²ia dovolená hodnota energie E?

2. V krabici sú dve kocky. Trasieme ¬ou a na kockách padajú hodnoty x1, x2, pri£om od£ítame ich sú£et x = x1 + x2.

Nájdite entropiu S ako funkciu x. Ktorý su£et je najpravdepodobnej²í? Aká je jeho pravdepodobnos´?

3. Numericky skontrolujte presnos´ Stirlingovho vzorca pre lnN !.

4. Pomocou Boltzmannovho vzorca vypo£ítajte entropiu trojzloºkovej dobre mie²ate©nej zliatiny s pevne danou mrieº-

kou, ak zliatina obsahuje N1, N2, N3 atómov jednotlivých zloºiek, a tie obsadzujú N = N1 +N2 +N3 mrieºkových bodov.

Výsledok vyjadrite cez N a koncentrácie xi = Ni/N . �o vám tento výsledok pripomína?

5. Ukáºte, ºe rie²enie funkcionálnej rovnice f(xy) = f(x) + f(y) je f(x) = k lnx. Návod: vezmite y = 1 + ε. Najprv

preskúmajte ε = 0, potom malé kone£né ε.

6. Ukáºte, ºe pre entropiu mikrokánonického súboru platí S = −kB
∑
n pn ln pn, kde n sú prípustné mikrostavy a pn sú

ich pravdepodobnosti.
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11 Ideálny plyn: mikrokánonický popis

V tejto a nasledujúcej predná²ke budeme h©ada´ formulu pre entropiu ideálneho plynu N £astíc bez
vnútornej ²truktúry v uzavretom systéme s objemom V . Celková energia systému £astíc nech je E.
Pod©a Boltzmannovej formuly máme teda vyhodnoti´ výraz

S(E,N, V ) = kB lnN (E,N, V ), (91)

kde N (E,N, V ) je po£et mikrostavov kompatibilných so zadanými hodnotami E,N, V .

Fázový priestor
Pod©a klasickej mechaniky je mikroskopický stav kaºdej z £astíc zadaný ²iestimi súradnicami: tromi
zloºkami vektora hybnosti p a tromi zloºkami vektora polohy x. Preto mikroskopický stav plynu s
N (bez²truktúrnymi) atómami je zadaný 6N súradnicami. Teda kaºdý myslite©ný mikrostav plynu
predstavuje jeden bod v 6N -rozmernom priestore (tzv. fázovom priestore). Ak hamiltonián systému
ozna£íme H, potom energia systému v bode fázového priestoru p1 . . . ,pN ,x1, . . . ,xN bude ma´ ve©kos´
H(p1 . . . ,pN ,x1, . . . ,xN ).

Pri výpo£te po£tu mikrostavov N (E,N, V ) budeme predpoklada´, ºe celková energia systému nie
je presne známa a pohybuje sa v rozmedzí medzi E a E+∆E. Neskôr sa ukáºe, ºe presná hodnota ∆E
nie je dôleºitá. H©adaný po£et mikrostavov systému s hamiltoniánom H bude zjavne úmerný objemu
fázového priestoru Γ(E,N, V ), v ktorom leºia prípustné stavy:

Γ(E,N, V ) =

∫
E<H<E+∆E

d3p1 . . . d
3pNd

3x1 . . . d
3xN .

V ideálnom plyne je celková energia sú£tom kinetických energií £astíc, H =
∑N

i=1 p
2
i /(2m), kde

m je hmotnos´ jednotlivých £astíc. Teda H nezávisí od polôh jednotlivých £astíc, a preto výraz pre
Γ(E,N, V ) moºno zjednodu²i´ nasledovne:

Γ(E,N, V ) = V N

∫
E<H<E+∆E

d3p1 . . . d
3pN . (92)

Tu si treba uvedomi´, ºe Γ(E,N, V ) nie je bezrozmerný objekt. Bezrozmerný po£et mikrostavov by
v²ak z neho bolo moºné získa´, keby fázový priestor bol �zrnitý�, t.j. keby ho bolo moºné rozdeli´ na
elementárne bunky s objemom Γ3N

0 , kde Γ0 je veli£ina s rozmerom d¨ºka×hybnos´=ú£inok. Γ0 by potom
bolo moºné interpretova´ ako zrnitos´ (dvojrozmerného) fázového priestoru pre pohyb £astice v jednom
(priestorovom) rozmere. Pre po£et mikrostavov by potom platilo N (E, V,N) = Γ(E,N, V )/Γ3N

0 .

Zrnitos´ fázového priestoru
Teraz ukáºeme, ºe existenciu elementárnej bunky Γ0 moºno zdôvodni´ pomocou kvantovej mechaniky.
Ke¤ºe o£akávame, ºe hodnota Γ0 by mala by´ univerzálna, hodnota Γ0 by nemala závisie´ od skú-
maného systému. My jej hodnotu nájdeme v jednoduchom prípade jednorozmerného harmonického
oscilátora.38

Hamiltonián harmonického oscilátora s hybnos´ou p a súradnicou x má tvar

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2.

Pod©a klasickej mechaniky sa bod fázového priestoru, ktorý zobrazuje aktuálny stav oscilátora s ener-
giou E, pohybuje po elipse v priestore (p, x). Rovnica tejto elipsy je

p2

p2
0

+
x2

x2
0

= 1, p2
0 = 2mE, x2

0 =
2E

mω2
.

38Na cvi£eniach preskúmame iný prípad s tým istým výsledkom.
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Plocha elipsy vo fázovom priestore je Γ(E) = πp0x0 = 2πE/ω a samozrejme závisí od energie E
oscilátora.

Pod©a klasickej mechaniky sa harmonický oscilátor môºe nachádza´ v stave s ©ubovo©nou hodnotou
energie E. Pod©a kvantovej mechaniky sú v²ak prípustné iba diskrétne hodnoty energie E, pri£om roz-
diel medzi energiami dvoch susediacich dovolených hladín energie je ∆E = ~ω. Ak vo fázovom priestore
vykreslíme elipsy iba pre dovolené hodnoty energie, potom v ¬om dostaneme sadu sústredných elíps,
pri£om rozdiel plôch medzi susednými elipsami je ∆Γ = 2π∆E/ω = 2π~. Veli£inu ∆Γ je prirodzené
interpretova´ ako h©adanú zrnitos´ fázového priestoru Γ0, £iºe Γ0 = 2π~.

Gibbsov faktor
Mohlo by sa zda´, ºe h©adaný po£et mikrostavov má by´ daný formulou

N (E,N, V )
?
= Γ(E,N, V )/(2π~)3N .

Teraz v²ak ukáºeme, ºe túto formulu je potrebné modi�kova´, pretoºe entropia S(E,N, V ), ktorú tento
vzorec implikuje, nie je extenzívna.

Naozaj, pod©a (92) je fázový priestor Γ(E,N, V ) sú£inom faktora V N a integrálu v 3N -rozmernom
priestore hybností. Pod©a vz´ahu (91) je preto entropia ideálneho plynu sú£tom dvoch príspevkov:
príspevku polôh a príspevku hybností. V nasledujúcej predná²ke uvidíme, ºe príspevok hybností je
extenzívny.

Príspevok od polôh v²ak nie je extenzívny. Naozaj, skúmajme nasledovný my²lienkový experiment.
Na za£iatku majme dva rovnaké plyny (plyn 1 a plyn 2) o ve©kosti N,V . Príspevok polôh k entropii
kaºdého z nich je Spolohy(N,V ) = c lnV N = cN lnV , kde c je kon²tanta nezávislá od N,V . Teraz plyny
zmie²ajme, t.j. vytvorme plyn o ve©kosti 2N, 2V . Príspevok polôh k entropii dvakrát vä£²ieho systému
bude Spolohy(2N, 2V ) = 2cN ln(2V ) = 2Spolohy(N,V ) + 2cN ln 2, £iºe entropia je prive©ká!

Ak tento zmie²aný plyn naspä´ rozdelíme na dva plyny o ve©kosti N,V , v kaºdom z výsledných
plynov bude príspevok polôh k entropii rovný Spolohy(N,V ) + cN ln 2, teda vznikol v nich prírastok
entropie ∆S = c ln 2N . Pod©a vz´ahu (91) to v²ak znamená, ºe po£et mikrostavov bol nesprávne
nadhodnotený multiplikatívnym faktorom 2N . Toto pozorovanie sa nazýva Gibbsov paradox. Je ©ahké
identi�kova´, odkia© tento faktor pochádza: kaºdý atóm v systéme o ve©kosti N,V môºe po zmie²aní
pochádza´ bu¤ z plynu 1 alebo z plynu 2.

Ak by boli plyny tvorené nerozlí²ite©nými £asticami, potom by spomínaný multiplikatívny faktor
nemal by´ prítomný. Je teda potrebné zoh©adni´ nerozlí²ite©nos´ £astíc uº pri kon²trukcii výrazu pre N .
Ke¤ºe v systéme s N £asticami je kaºdý mikrostav systému popísaný N ! bodmi vo fázovom priestore,
ktoré sa lí²ia len o£íslovaniami £astíc, je prirodzené ºiada´, aby pre po£et mikrostavov platil vz´ah

N (E,N, V ) =
1

N !

Γ(E,N, V )

(2π~)3N
. (93)

Entropiu plynu klasických ideálnych £astíc teda treba po£íta´ pomocou formuly (91), v ktorej za po£et
mikrostavov vezmeme (93). Naviac, ak ide o plyn ideálnych £astíc, objem fázového priestoru moºno
po£íta´ pomocou vz´ahu (92).

Vrstvy v trojrozmernom priestore hybností
Pri vyhodnocovaní po£tu mikrostavov N (E,N, V ) pouºijeme nasledovný trik.

Energia jednej vo©nej £astice p2/(2m) závisí iba od ve©kosti hybnosti p a nezávisí od polohy. Preto
v (dostato£ne tenkej) ²upke hybnostného priestoru pj < p < pj+1 = pj +∆p majú v²etky stavy energiu
εj = p2

j/(2m). Ke¤ºe objem takejto ²upky je 4πp2
j∆p, integráciu cez fázový priestor moºno zapísa´ ako

sumáciu cez ²upky j,
V

(2π~)3

∫
d3p ≡

∑
j

Gj , Gj =
V p2

j

2π2~3
∆p.

Zoh©adnili sme pritom aj faktor 1/(2π~)3 pochádzajúci zo zrnitosti fázového priestoru. Bezrozmerné
£íslo Gj má pritom jednoduchý fyzikálny význam: je to po£et stavov (pre jednu £asticu v troch rozme-
roch v objeme V ) v ²upke j. Takéto stavy budeme nazýva´ jedno£asticové stavy.
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Ak po£et atómov, ktorých hybnosti sa nachádzajú v ²upke j, ozna£íme Nj , potom celková energia
plynu je daná vz´ahom

H({N}) =
∑
j

Njεj ,

teda celková energia systému je funkcionálom vektora po£tov £astíc v ²upkách {N} ≡ {N1, N2, . . .}.
Na druhej strane, porovnaním so vz´ahmi (92) a (93) vidno, ºe pre celkový po£et mikrostavov platí

N (E,N, V ) �=�
1

N !

∑
j

Gj

N

,

teda pre kaºdý atóm máme vyhodnoti´ sumu
∑

j Gj a výsledky máme vynásobi´. Ak pritom zoberieme
N1 atómov zo ²upky 1, N2 atómov zo ²upky 2, at¤., zjavne dostaneme £len úmerný GN1

1 GN2
2 . . ..

Znamienko �=� nás pritom upozor¬uje, ºe po£ty N1, N2, . . . nemôºu by´ ©ubovo©né a okrem podmienky∑
j Nj = N máme zoh©adni´ aj to, ºe celková energia systému je �xovaná, t.j.

∑
j Njεj = E.

Na výpo£et N -tej mocniny sú£tu teraz pouºijeme nasledovnú tzv. multinomickú identitu:39

(x1 + . . .+ xm)N =
∑

N1+...+Nm=N

N !

N1! . . . Nm!
xN1

1 . . . xNmm .

Sumácia sa pritom vedie cez v²etky prípustné rozklady £ísla N na sú£ty m nezáporných celých £ísel.
Pre po£et mikrostavov tak dostaneme nasledovný výraz

N (E,N, V ) =
∑
{N}

GN1
1

N1!

GN2
2

N2!
. . . ,

∑
j

Nj = N,
∑
j

Njεj = E. (94)

Teda po£et mikrostavov N (E,N, V ) dostaneme tak, ºe najprv nájdeme v²etky rozklady N £astíc
do jednotlivých ²upiek. Tieto rozklady pritom musia ma´ tú vlastnos´, ºe celková energia systému je
E. Kaºdému rozkladu priradíme sú£in

∏
j G

Nj
j /Nj ! a výsledky s£ítame.

Sú£initele GNjj /Nj ! prislúchajúce kaºdej zo ²upiek pritom majú jednoduchú interpretáciu: sú to
po£ty rozmiestnení Nj £astíc medzi Gj stavov, ak je splnená podmienka Nj � Gj .40 Naozaj, v spo-
mínanej limite je po£et rozmiestnení totoºný s výberom Nj stavov, ktoré sú obsadené, spomedzi Gj
stavov, ktoré sú k dispozícii. Preto pre¬ platí(

Gj
Nj

)
=
Gj(Gj − 1) . . . (Gj −Nj + 1)

Nj !
≈
G
Nj
j

Nj !
.

39Dôkaz moºno urobi´ indukciou. Pre m = 1 je tvrdenie o£ividné. Teraz predpokladajme, ºe tvrdenie platí pre m.
Potom, ak zavedieme ym = xm + xm+1, platí

(x1 + . . .+ xm + xm+1)N = (x1 + . . .+ ym)N =
∑

N1+...+Nm=N

N !

N1! . . . Nm!
xN1

1 . . . (xm + xm+1)Nm .

Ale (xm + xm+1)Nm =
∑Nm
k=0

(
Nm
k

)
xkmx

Nm−k
m+1 , a preto

(x1 + . . .+ xm + xm+1)N =
∑

N1+...+Nm=N

Nm∑
k=0

N !

N1! . . . Nm−1!k!(Nm − k)!
xN1

1 . . . x
Nm−1
m−1 xkmx

Nm−k
m+1

=
∑

N1+...+Nm+1=N

N !

N1! . . . Nm+1!
xN1

1 . . . x
Nm+1
m+1 .

Teda tvrdenie platí aj pre m = m+ 1.
40Neskôr uvidíme, ºe ak podmienka Nj � Gj nie je splnená, potom ideálny plyn treba popisova´ dôsledne kvantovo-

mechanicky.
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Teda pod©a formuly (94) je po£et mikrostavov celého systému (pre daný rozklad N atómov do jednot-
livých ²upiek) rovný sú£inu po£tov rozmiestnení atómov vnútri jednotlivých ²upiek.

Formula pre entropiu
Výraz pre po£et mikrostavov (94) ideálneho plynu je v zásade presný. Hlavnou komplikáciou pri jeho
pouºívaní je poºiadavka s£íta´ cez v²etky prípustné rozdelenia £astíc {N} medzi jednotlivé ²upky.
Rôznym rozdeleniam {N} budú samozrejme prislúcha´ rôzne po£ty mikrostavov

∏
j G

Nj
j /Nj !. Ide v

zásade o podobnú úlohu ako pri prerozdelení energie medzi dva systémy v predo²lej predná²ke. V
nej sme v²ak videli, ºe ak sa obmedzíme na priblíºenie zodpovedajúce extenzívne rastúcej entropii,
potom po£et v²etkých mikrostavov systému je rovný po£tu mikrostavov zodpovedajúcich optimálnemu
prerozdeleniu energie.

Preto aj v prípade ideálneho plynu o£akávame, ºe po£et mikrostavov moºno nahradi´ maximálnou
hodnotou sú£inu

∏
j G

Nj
j /Nj !, £iºe

N ≈ max{N}

∏
j

1

Nj !
G
Nj
j

 , ∑
j

Nj = N,
∑
j

Njεj = E,

kde optimalizujeme cez v²etky prípustné rozdelenia atómov {N} medzi jednotlivé ²upky, konzistentné
s predpísaným celkovým po£tom atómov N a celkovou energiou E. Ak teraz vyuºijeme Boltzmannov
vz´ah pre entropiu (91), dostaneme napokon

S(E,N, V ) = max{N}

kB∑
j

Nj ln
eGj
Nj

 , ∑
j

Nj = N,
∑
j

Njεj = E, (95)

kde sme pouºili Stirlingovu formulu v tvare lnN ! = N ln(N/e), kde e je Eulerova kon²tanta. Úlohu o
maximalizácii entropie (95) budeme rie²i´ v nasledujúcej predná²ke.

Cvi£enia

1. Zakreslite trajektóriu vo©nej £astice v jednorozmernej ²katuli s d¨ºkou L do fázového priestoru. Ukáºte, ºe ak v kvan-

tovom opise ºiadame, ºe vlnová funkcia na koncoch ²katule je nulová, potom sú dovolené iba hybnosti pn = nπ~/L, kde
n je prirodzené £íslo. Nájdite plochu Γ0 medzi susednými dovolenými trajektóriami vo fázovom priestore.

2. Skúmajte strednú hodnotu kinetickej energie harmonického oscilátora s energiou E dvomi spôsobmi: (i) Vypo£ítajte v

£ase ustrednenú hodnotu p(t)2/(2m) pre jeden oscilátor. (ii) Vypo£ítajte strednú hodnotu 〈p2/(2m)〉 pre mikrokánonický

súbor oscilátorov. Výsledky porovnajte.

3. Ukáºte, ºe po zoh©adnení Gibbsovho faktora má príspevok polôh k entropii ideálneho plynu tvar Spolohy(N,V ) =

cN [1 + ln(V/N)]. Rie²te úlohu vedúcu ku Gibbsovmu paradoxu v dvoch prípadoch: plyny 1 a 2 sa skladajú (i) z rov-

nakých £astíc, (ii) z rôznych £astíc. V oboch prípadoch vypo£ítajte nárast entropie ∆S po zmie²aní plynov. Výsledky

interpretujte. Viete predpoveda´, akú hodnotu má kon²tanta c?

4. Akú hodnotu by mal po£et mikrostavov Gj v ²upke j, keby sa atómy pohybovali v dvojrozmernom a nie trojrozmernom

priestore?

5. K nahradeniu sumy (94) maximálnym £lenom: Skúmajte multinomickú identitu pre sú£et (1 + . . . + 1)N = mN .

Predpokladajte, ºe m � N a ukáºte, ºe koe�cient, ktorý prislúcha rovnomernému prerozdeleniu exponentov medzi m

s£ítancov (t.j. vo©be Nj = N/m) je zhruba rovný mN , a teda zhruba vy£erpáva celý sú£et (1 + . . .+ 1)N = mN .
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12 Maxwellovo rozdelenie. Formula Sackura a Tetrodeho

V tejto predná²ke pokra£ujeme v skúmaní entropie S(E,N, V ) ideálneho plynu bez²truktúrnych £astíc
v mikrokánonickom súbore. Fázový priestor jedno£asticových stavov sme v minulej predná²ke rozdelili
na ²upky pj < p < pj+1 = pj + ∆p, pri£om v kaºdej zo ²upiek existuje Gj = V p2

j∆p/(2π
2~3)

jedno£asticových stavov. Predpokladali sme, ºe v kaºdej zo ²upiek sa nachádza Nj atómov.
V tejto predná²ke namiesto po£tov atómov Nj v jednotlivých ²upkách budeme pracova´ s veli£inou

nj = Nj/Gj . Táto veli£ina popisuje stredný po£et atómov vo zvolenom stave zo ²upky j.41 Naozaj:
Rovnica Nj = Gj × nj je kompatibilná s o£ividným tvrdením, ºe (po£et atómov v ²upke j) =
(po£et stavov v ²upke j) × (stredný po£et atómov v jednom stave zo ²upky j). Namiesto �stredného
po£tu atómov v danom stave� budeme alternatívne hovori´ o obsadenostiach stavov.

Rozloºenie atómov do ²upiek má by´ také, aby maximalizovalo výraz pre entropiu

S(E,N, V ) = kB
∑
j

njGj ln
e

nj
, (96)

pri£om zárove¬ majú by´ splnené okrajové podmienky∑
j

njGj = N,
∑
j

njGjεj = E. (97)

Postupova´ budeme nasledovne: najprv nájdeme optimálne rozloºenie obsadeností {n} a pomocou neho
skon²truujeme fundamentálnu rovnicu ideálneho plynu.

Optimálne rozloºenie obsadeností {n}.
Pri rie²ení problému maximalizácie entropie (96) s väzbami (97) zavedieme Lagrangeove multipliká-
tory α, β (popisujúce väzbové podmienky pre celkový po£et atómov N a celkovú energiu systému E)
a maximalizujeme funkciu Φ({n}), ktorá vznikne kombináciou maximalizovanej veli£iny (entropie v
jednotkách kB) a väzieb násobených multiplikátormi:

Φ({n}) =
∑
j

njGj ln
e

nj
− α

∑
j

njGj −N

− β
∑

j

njGjεj − E

 .

�alej postupujeme nasledovne:
(i) Pre zadané α, β najprv funkciu Φ({n}) maximalizujeme takým spôsobom, ako keby väzby neboli

prítomné. Pri maximalizácii pod©a nj ºiadame, aby platilo ∂Φ/∂nj = 0. Teda má plati´

ln
e

nj
− 1 = α+ βεj ,

odkia© dostaneme rie²enie pre nj :
nj = e−α−βεj . (98)

(ii) Nájdené rie²enie pre nj závisí od Lagrangeových multiplikátorov α, β. Ich hodnoty teraz zvolíme
tak, aby rie²enie pre {n} sp¨¬alo väzbové podmienky (97). Pre celkový po£et £astíc má plati´ N =∑

j Gjnj . Po dosadení za nj preto dostávame:

N =
∑
j

Gje
−α−βεj =

V

2π2~3
e−α

∑
j

∆pp2
je
−βp2

j/(2m) =
V

2π2~3
e−α

∫ ∞
0

dpp2e−βp
2/(2m),

kde sme najprv dosadili explicitný výraz pre Gj a v druhom kroku sme sumu zamenili za integrál.
Integrál cez hybnosti prevedieme substitúciou p = x

√
2m/β na bezrozmerný integrál a dostaneme:

N =
V

2π2~3
e−α

(
2m

β

)3/2 ∫ ∞
0

dxx2e−x
2

= e−αV

(
m

2π~2β

)3/2

, (99)

41Pritom predpokladáme, ºe tento stredný po£et je rovnaký pre v²etky stavy zo skúmanej ²upky.
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kde v druhom kroku sme vyuºili, ºe
∫∞

0 dxx2e−x
2

=
√
π/4.

Väzobná podmienka pre energiu ºiada, aby platilo E =
∑

j Gjnjεj . Po dosadení za nj tak máme

E =
∑
j

Gjεje
−α−βεj = − ∂

∂β

∑
j

Gje
−α−βεj = − ∂

∂β
N,

kde v druhej rovnici sme pouºili de�ni£ný vz´ah pre N . Ale pretoºe pod©a (99) N závisí od β prostred-
níctvom vz´ahu N ∝ β−3/2, odtia©to dostávame výsledok

∂N

∂β
= −3

2

N

β
.

Z väzbovej podmienky pre energiu E preto vyplýva, ºe Lagrangeov multiplikátor β má hodnotu

β =
3

2

N

E
. (100)

Ak teraz z rovnice (99) vyjadríme faktor eα, dostaneme

eα =
V

N

(
m

2π~2β

)3/2

=
V

N

(
mE

3π~2N

)3/2

, (101)

kde v druhej rovnosti sme za Lagrangeov multiplikátor β dosadili vz´ah (100). Výraz (98) pre obsade-
nosti nj spolu so vz´ahmi (100) a (101) rie²ia úlohu o optimálnych hodnotách {n}.

Formula Sackura-Tetrodeho pre entropiu
Pod©a (96) pre entropiu ideálneho plynu platí

S = kB
∑
j

Gjnj(1− lnnj) = kB
∑
j

Gjnj(1 + α+ βεj) = kB(1 + α)N + kBβE = NkB

(
5

2
+ α

)
,

kde v druhej rovnosti sme lnnj vyjadrili pomocou (98). V tretej rovnosti sme pouºili väzbové pod-
mienky (97) a v poslednej rovnosti sme za β dosadili (100). Ak nakoniec aj za Lagrangeov multiplikátor
α dosadíme vyjadrenie (101), dostaneme napokon h©adaný fundamentálny vz´ah pre entropiu ideálneho
plynu,

S(E,N, V ) = NkB

(
5

2
+ ln

[
V

N

(
mE

3π~2N

)3/2
])

. (102)

Tento výsledok sa nazýva formulou Sackura-Tetrodeho. Na druhej strane, z fenomenologických úvah
sme pre entropiu ideálneho plynu v predná²ke 4 dostali výraz

S(E,N, V ) = N

(
s0 + cV ln

E

Ne0
+ kB ln

V

Nv0

)
= N

(
s0 + kB ln

[
V

Nv0

(
E

Ne0

)cV /kB])
,

kde s0, cV , e0 a v0 sú fenomenologické kon²tanty. Druhá rovnos´ ukazuje fenomenologický výsledok
prepísaný do tvaru, ktorý moºno porovna´ s mikroskopickým výpo£tom. Z porovnania s (102) vidno,
ºe funk£ná závislos´ fenomenologickej entropie od E/N a V/N je taká istá ako pod©a formuly Sackura-
Tetrodeho. Naviac, multiplikatívny faktor pri £lene ln(V/N) je rovnaký v obidvoch výrazoch. To zna-
mená, ºe kon²tanta úmernosti medzi entropiou S(E,N) a po£tom mikrostavov N (E,N) v Boltzman-
novom vzorci (86) bola zvolená správne.

Z porovnania kon²tánt v Sackurovej-Tetrodeho formule a vo fenomenologickej formule pre entropiu
ideálneho plynu dostávame nasledovné výsledky:

s0 =
5

2
kB, cV =

3

2
kB, e0v

2/3
0 =

3π~2

m
.

Teda mikroskopická teória predpisuje ²peci�cké hodnoty pre integra£né kon²tanty, ktoré v rámci feno-
menologickej teórie zostávali neznáme.42

42Pozri v²ak poznámku v predná²ke 4.
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Maxwellovo rozdelenie a ekviparti£ná veta
Explicitným derivovaním fundamentálneho vz´ahu (102) nahliadneme, ºe medzi teplotou a energiou
ideálneho plynu existuje vz´ah

1

T
=

(
∂S

∂E

)
V,N

=
3

2

kBN

E
= kBβ,

kde v poslednej rovnosti sme vyuºili vz´ah (100). Porovnaním za£iatku a konca preto dostávame vz´ah
pre Lagrangeov multiplikátor β ako funkciu teploty: β = 1/(kBT ). Po dosadení tohto vz´ahu do (101)
tieº dostaneme e−α = λ3/v, teda faktor e−α závisí od objemu na jednu £asticu v = V/N a od tzv. (de
Broglieho) termálnej d¨ºky43

λ(T ) =
2π~√

2πmkBT
, (103)

ktorá pri zniºovaní teploty rastie.
Ke¤ºe medzi hybnos´ou p a energiou ε jedno£asticových stavov platí ε(p) = p2/(2m), pod©a (98)

je stredný po£et atómov v stave s hybnos´ou p daný tzv. Maxwellovým rozdelením,

n(p) =
λ3

v
exp

(
−ε(p)

kBT

)
. (104)

Teda pri teplote T má vä£²ina atómov kinetickú energiu ε . kBT . Pre strednú hodnotu 〈ε〉 na jeden
atóm pritom pod©a (100) platí

〈ε〉 =
E

N
=

3

2
kBT.

Ke¤ºe v²etky tri komponenty kinetickej energie musia prispieva´ tou istou hodnotou k celkovej energii,
pre jednu kartézsku zloºku hybnosti (povedzme px) potom platí〈

p2
x

2m

〉
=
kBT

2
.

Tento výsledok sa nazýva ekviparti£nou vetou: kaºdá zloºka hybnosti (alebo súradnice), od ktorej ener-
gia £astice závisí kvadraticky, prispeje k strednej hodnote energie systému pri teplote T £lenom kBT/2
(bez oh©adu napríklad na hmotnos´ m £astice). Následne takáto premenná (zloºka hybnosti alebo sú-
radnice) prispeje k mernému teplu £len kB/2.

Formula Sackura-Tetrodeho: experimentálne overenie
Formulu Sackura-Tetrodeho (102) teraz prepí²me na jednu £asticu. V ¤al²om kroku potom nahra¤me
premennú E/N teplotou. Napokon premennú v nahra¤me tlakom pomocou stavovej rovnice v =
kBT/p. Tak dostaneme výraz pre s(p, T ):

s(v, T ) = kB

[
5

2
+ ln

( v
λ3

)]
, s(p, T ) = kB

[
5

2
+ ln

(
kBT

pλ3

)]
.

Teoreticky predpovedanú hodnotu entropie s(p, T ) môºeme porovna´ s experimentálnymi mera-
niami nasledovným spôsobom. Skúmajme izobarické zohrievanie neónu povedzme pri tlaku p = 1 atm.44

Pri kaºdej skúmanej teplote merajme merné teplo pri kon²tantnom tlaku, cp(T ) = T (∂s/∂T )p. Potom
entropiu nájdeme integrovaním dát pre merné teplo:

s(p, T ) =

∫ T

0
dT ′

cp(T
′)

T ′
, (105)

pri£om sme vyuºili tretiu vetu termodynamiky s(p, 0) = 0.

43Pôvod názvu je nasledovný. Pod©a de Broglieho hypotézy treba s £asticou s hybnos´ou p asociova´ vlnu s vlnovou
d¨ºkou λ ∼ ~/p. Preto s £asticou s tepelnou kinetickou energiou p2/(2m) ∼ kBT je asociovaná vlna s de Broglieho
termálnou d¨ºkou.

44Neón sa pribliºuje k predstave ideálneho plynu bez²truktúrnych £astíc: medziatómové interakcie sú slabé, spin elek-
trónov Sel = 0 a spomedzi stabilných izotopov má 99.7% jadier spin Sjadro = 0 a 0.3% jadier spin Sjadro = 3/2.
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Vo fázovom diagrame neónu pretína izobara p = 1 atm tri fázy. Pri nízkych teplotách T < T1 ≈
24.55 K sa neón nachádza v tuhej fáze. Entropia tuhého neónu pri teplote topenia, získaná integrovaním
experimentálnych dát po teplotu T1, je sS ≈ 14.3 J mol−1 K−1. Pri fázovom prechode tuhá látka-
kvapalina entropia neónu narastie o hodnotu ∆sS,L = qS,L/T1 ≈ 13.7 J mol−1 K−1, kde qS,L je
skupenské teplo topenia. Pri zohrievaní v kvapalnej fáze z teploty topenia T1 na teplotu vyparovania
T2 ≈ 27.2 K entropia neónu narastie o ∆sL ≈ 4 J mol−1 K−1. Napokon, pri premene kvapaliny na paru
entropia neónu narastie o ∆sL,G = qL,G/T2 ≈ 65 J mol−1 K−1, kde qL,G je skupenské teplo vyparovania.
Experimentálna hodnota entropie v plynnej fáze pri teplote tesne nad teplotou vyparovania T2 teda je

sG = sS + ∆sS,L + ∆sL + ∆sL,G ≈ 96.40 J mol−1 K−1.

Táto hodnota je v dobrej zhode s predpove¤ou formuly Sackura-Tetrodeho pre ideálny plyn atómov
neónu pri teplote T2 a tlaku p = 1 atm, sG = 96.45 J mol−1 K−1.

Záver
V tejto a predo²lej predná²ke sme ukázali, ºe mikrokánonický prístup správne reprodukuje fundamen-
tálnu rovnicu pre ideálny plyn bez²truktúrnych £astíc. Ako bonus sme na²li aj Maxwellovu formulu
pre stredný po£et atómov plynu so zadanou hybnos´ou.

Cvi£enia

1. Ukáºte, ºe pre chemický potenciál µ = µ(T, p) plynu ideálnych bez²truktúrnych £astíc platí

µ(T, p) = −kBT ln
kBT

pλ3(T )
. (106)

2. Ukáºte, ºe pomocou chemického potenciálu sa Maxwellovo rozdelenie dá napísa´ v tvare

n(ε) = exp

[
µ− ε
kBT

]
. (107)

3. Overte ekviparti£nú vetu integrovaním Maxwellovho rozdelenia.

4. Nájdite najpravdepodobnej²iu hodnotu ve©kosti hybnosti |p| v plyne ideálnych £astíc.

5. Nájdite strednú hodnotu ve©kosti hybnosti 〈|p|〉 v plyne ideálnych £astíc. Pomôcka:
∫∞

0
dxx3e−x

2

= 1
2
.
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13 Kánonický súbor

Videli sme, ºe pri mikrokánonickom popise uzavretých termodynamických systémov s �xovanými hod-
notami E,N, V, . . . je k©ú£ovým problémom nájs´ po£et mikrostavov N (E,N, V, . . .) vstupujúci do
Boltzmannovej formuly pre entropiu. Kombinatorickú úlohu o po£te mikrostavov N v²ak vieme analy-
ticky rie²i´ iba v zriedkavých prípadoch. V tejto predná²ke predstavíme alternatívny a omnoho prak-
tickej²í prístup k mikroskopickému popisu termodynamických systémov.

Systém v tepelnom kontakte s rezervoárom
Nech systém, ktorý bude predmetom skúmania (¤alej £asto iba �systém�), je v tepelnom kontakte
s rezervoárom pri teplote T . Po£et £astíc v systéme N a objem systému V nech sú �xované. Pred-
pokladáme, ºe rezervoár je ove©a vä£²í neº skúmaný systém, preto jeho teplotu môºeme povaºova´
za kon²tantnú. Dvojicu �systém + rezervoár� budeme nazýva´ �vesmírom�. Vesmír budeme povaºova´
za uzavretú sústavu s celkovou energiou Etot. Po£et mikrostavov vesmíru pri energii Etot ozna£me
Ntot(Etot).

Nech skúmaný systém sa môºe nachádza´ v mikrostavoch n s energiami En. Na²ou úlohou bude
vypo£íta´ pravdepodobnos´ pn toho, ºe systém sa nachádza v zadanom mikrostave n. Mnoºina v²etkých
mikrostavov n systému spolu s ich pravdepodobnos´ami pn sa nazýva kánonickým súborom.

Ak sa systém nachádza v mikrostave n s energiou En, potom energia rezervoáru musí by´ Etot−En.
Existuje pritom mnoºstvo mikrostavov rezervoáru s touto energiou. Ich po£et ozna£me Nres(Etot −
En). Ke¤ºe celý vesmír je uzavretý a popísaný mikrokánickým súborom, pravdepodobnos´ pn môºeme
po£íta´ tak isto ako v predná²ke 10:

pn =
priaznive pripady

vsetky pripady
=
Nres(Etot − En)

Ntot(Etot)
=

exp
[

1
kB
Sres(Etot − En)

]
exp

[
1
kB
Stot(Etot)

] ,

kde v druhej rovnosti sme pouºili Boltzmannov vz´ah medzi entropiou a po£tom stavov. Indexy `�res�
a �tot� sa stále týkajú rezervoáru a vesmíru.

V rovnováºnom stave sa energia systému v kontakte s rezervoárom ustáli na hodnote, ktorú ozna£me
E. Z aditivity entropie potom vyplýva, ºe Stot(Etot) = S(E) + Sres(Etot −E), t.j. entropia vesmíru je
sú£tom entropie skúmaného systému v rovnováºnom stave S ≡ S(E) a entropie rezervoáru. Preto pre
pravdepodobnos´ pn mikrostavu n systému platí

pn = e−S/kB × exp
[

1
kB
Sres(Etot − En)− 1

kB
Sres(Etot − E)

]
.

Ale ke¤ºe energia Etot je omnoho vä£²ia neº v²etky zmysluplné energie systému, pri výpo£te entropie
Sres(Etot −En) môºeme pouºi´ Taylorov rozvoj Sres pod©a energie okolo energie (Etot −E) a zastavi´
sa v prvom ráde:

Sres(Etot − En) = Sres(Etot − E) +
∂Sres

∂E
(E − En) = Sres(Etot − E) +

1

T
(E − En),

pri£om v druhej rovnosti sme vyuºili, ºe pre teplotu rezervoáru platí 1/T = ∂Sres/∂E. Ak ozna£íme
rovnováºnu hodnotu Helmholtzovej vo©nej energie skúmaného systému ako F = E − TS, po dosadení
Taylorovho rozvoja do vz´ahu pre pn dostaneme kone£ný výsledok

pn = exp

(
F − En
kBT

)
. (108)
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Vz´ah (108) udáva pravdepodobnos´ pn toho, ºe systém s po£tom £astíc N , objemom V a pri teplote
T sa nachádza v mikrostave n.

Pre sú£et pravdepodobností pn samozrejme musí plati´
∑

n pn = 1. Z (108) preto zárove¬ vyplýva,
ºe musí plati´

pn =
1

Z
exp

(
− En
kBT

)
, Z =

∑
n

exp

(
− En
kBT

)
. (109)

Veli£ina Z sa nazýva (kánonickou) ²tatistickou sumou. Ke¤ºe energie En(N,V ) jednotlivých mikro-
stavov vo v²eobecnosti závisia od ve©kosti systému, t.j. od N a V , ²tatistická suma je zjavne funkciou
premenných N,V, T . Recept na výpo£et Z(N,V, T ) je (v princípe) jednoduchý: v prvom kroku je po-
trebné nájs´ v²etky moºné mikrostavy systému n, potom kaºdému z nich priradi´ jeho energiu En, a
nakoniec vykona´ sumáciu v rovnici (109).

Kánonický súbor a termodynamika
Ak porovnáme rovnice (108) a (109), vo©nú energiu systému môºeme vyjadri´ pomocou kánonickej
²tatistickej sumy:

F = −kBT lnZ. (110)

To znamená, ºe zo známej ²tatistickej sumy Z vieme vypo£íta´ Helmholtzovu vo©nú energiu ako funkciu
jej prirodzených premenných N,V, T . Inými slovami, pri známom Z(N,V, T ) poznáme fundamentálnu
rovnicu F = F (N,V, T ), a preto aj v²etky rovnováºne vlastnosti skúmaného systému.

V ¤al²om výklade ukáºeme, ºe termodynamické veli£iny, ktoré moºno získa´ derivovaním funda-
mentálneho vz´ahu (110), moºno prirodzene interpretova´ aj ²tatisticky, pomocou znalosti pravdepo-
dobnostnej funkcie pn.

Prvé derivácie vo©nej energie F : energia, entropia a tlak
Za£nime pomocným pozorovaním. Derivovaním vz´ahu (109) ©ahko overíme, ºe platia identity:

1

Z

(
∂Z

∂T

)
N,V

=
1

kBT 2

∑
n

pnEn,
1

Z

(
∂Z

∂V

)
N,T

=
1

kBT

∑
n

pn

(
−∂En
∂V

)
N

.

Preto pre entropiu platí

S = −
(
∂F

∂T

)
N,V

= kB lnZ +
kBT

Z

(
∂Z

∂T

)
N,V

= kB lnZ +
1

T

∑
n

pnEn.

(i) Pre rovnováºnu hodnotu energie v²ak platí E = F + TS, preto (ak vyuºijeme vz´ah (110))
dostávame

E =
∑
n

pnEn. (111)

Teda rovnováºna energia E je daná prirodzenou formulou: váºeným priemerom energií mikrostavov En
s váhovacími faktormi pn.

(ii) Ak ¤alej vyuºijeme, ºe
∑

n pn = 1, výraz pre entropiu sa dá prepísa´ do tvaru
S = kB

∑
n pn [lnZ + En/(kBT )]. Ale objekt v hranatej zátvorke je rovný − ln pn, preto výraz pre

entropiu moºno prepísa´ do tvaru tzv. Gibbsovej formuly

S = −kB
∑
n

pn ln pn. (112)

Tento výsledok je formálne analogický výrazu (111): entropia je váºeným priemerom veli£ín kB ln(1/pn)
pre jednotlivé mikrostavy.

(iii) Napokon, ke¤ºe pre tlak platí p = −(∂F/∂V )N,T , aj v tomto prípade dostávame ²tatistickú
interpretáciu, ktorá je analogická vz´ahu (111) pre energiu:

p =
∑
n

pnπn, (113)
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pri£om πn = −(∂En/∂V )N je �tlak� asociovaný s mikrostavom n.

Druhé derivácie F : merné teplo
Merné teplo pri kon²tantnom objeme je de�nované vz´ahomNcV = (∂E/∂T )N,V . Ak energiu vyjadríme
pomocou vz´ahu (111), v ktorom ¤alej pouºijeme výsledok (108) pre pn, dostaneme

NcV =
∑
n

En
∂

∂T

(
exp

F (T )− En
kBT

)
N,V

=
∑
n

pnEn

(
− S

kBT
+
En − F
kBT 2

)
=

1

kBT 2

∑
n

pnEn(En−E),

kde sme v druhom kroku vyuºili, ºe (∂F/∂T )N,V = −S, a v tre´om kroku zase identitu F = E − TS.
�ahko tieº overíme, ºe platí∑

n

pnEn(En − E) =
∑
n

pn(En − E)2 ≡
〈
(∆E)2

〉
,

kde 〈(∆E)2〉 je stredná kvadratická odchýlka energie od strednej hodnoty v kánonickom súbore. Výraz
pre cV teda moºno zapísa´ v tvare 〈

(∆E)2
〉

= NkBcV T
2. (114)

Tento výsledok má tri zaujímavé dôsledky: (i) musí plati´ cV > 0 v zhode s podmienkou termody-
namickej stability, (ii) �uktuácie energie

√
〈(∆E)2〉 ∝

√
N a teda sú malé (vo ve©kých systémoch)

oproti energii, pre ktorú platí E ∝ N , (iii) merné teplo cV je moºné ur£i´ z merania �uktuácií energie
v kánonickom súbore.45

Príklad: kry²tál s defektmi
Teraz predvedieme efektivitu kánonického prístupu na príklade kry²tálu s defektmi, ktorý sme ²tudovali
mikrokánonicky v predná²ke 10. Ozna£me jednotlivé atómy tvoriace kry²tál indexom i = 1, . . . , N .
Energia εi atómu £íslo i môºe nadobúda´ dve hodnoty: εi = xiε, kde xi = ±1. Mikrostav n celého
kry²tálu je potom plne charakterizovaný zadaním hodnôt xi pre jednotlivé atómy, n = {x}. Energia
mikrostavu n je En =

∑N
i=1 xiε a ²tatistická suma kry²tálu s defektmi má tvar

Z(N,T ) =
∑

x1,...,xN

exp

(
− 1

kBT

N∑
i=1

xiε

)
=

[∑
x=±1

exp

(
− xε

kBT

)]N
=

[
2 cosh

ε

kBT

]N
.

K©ú£ový bol pritom druhý krok: ²tatistickú sumu pre systém s N stup¬ami vo©nosti (t.j. N atómov)
sme prepísali ako sú£in N ²tatistických súm pre jeden stupe¬ vo©nosti (t.j. jeden atóm). To bolo moºné
urobi´, pretoºe celková energia systému je jednoduchým sú£tom energií jednotlivých stup¬ov vo©nosti,
t.j. jednotlivé stupne vo©nosti sú od seba navzájom nezávislé.

Pre vo©nú energiu kry²tálu F = −kBT lnZ preto dostávame výsledok

F (N,T ) = −NkBT ln

[
2 cosh

ε

kBT

]
.

�ahko moºno overi´, ºe tento výsledok je v zhode s mikrokánonickým výpo£tom v predná²ke 10.
Na druhej strane, pre pravdepodobnos´ pn realizácie mikrostavu n = {x} dostávame

pn =
1

Z
exp

(
− 1

kBT

N∑
i=1

xiε

)
=

N∏
i=1

f(xi), f(x) =
exp

(
− xε
kBT

)
exp

(
ε

kBT

)
+ exp

(
− ε
kBT

) ,
teda pn je sú£inom nezávislých pravdepodobností f(xi) realizácie stavov xi jednotlivých atómov. Aj
toto je v²eobecná vlastnos´ systémov s neinteragujúcimi podsystémami.

Teraz explicitne ukáºeme, ako moºno termodynamické veli£iny po£íta´ priamo zo ²tatistických úvah.
Napríklad priemerná energia atómu £íslo i pri teplote T je

〈εi〉 =
∑
xi=±1

f(xi) xiε = −ε tanh
ε

kBT
,

45Takto sa merné teplo £asto meria napríklad pri numerických simuláciách.
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v zhode s výsledkom cvi£enia 10.1 pre celkovú energiu kry²tálu E. Podobne, priemerná hodnota ²tvorca
energie v atóme £íslo i je 〈ε2

i 〉 =
∑

xi=±1 f(xi)(xiε)
2 = ε2, a preto

〈
(∆εi)

2
〉

= 〈ε2
i 〉 − 〈εi〉2 = ε2

(
1− tanh2 ε

kBT

)
=

(
ε

cosh ε
kBT

)2

= kBcV T
2,

kde v poslednej rovnosti sme pouºili výsledok pre merné teplo z cvi£enia 10.1. Tu si treba v²imnú´, ºe
�uktuácia energie jedného atómu vôbec nemusí by´ malá.

Pre �uktuáciu energie celého kry²tálu v²ak platí ∆E =
∑

i ∆εi, a preto〈
(∆E)2

〉
=
∑
i,j

〈∆εi∆εj〉 =
∑
i

〈
(∆εi)

2
〉

= NkBcV T
2.

Tento výsledok samozrejme reprodukuje v²eobecne platný vz´ah (114). Dôleºité je v²ak vidie´ cestu k
nemu: závislos´

〈
(∆E)2

〉
∝ N a nie ∝ N2 pochádza z druhej rovnosti. Tá je zas dôsledkom toho, ºe

pre i 6= j je 〈∆εi∆εj〉 = 0, lebo �uktuácie v rôznych atómoch sú navzájom nezávislé.

Cvi£enia

1. Skúmajte nasledovný modi�kovaný model pre kry²tál s defektmi pri teplote T : kaºdý z N atómov sa môºe nachádza´

v jednom z troch stavov, ktorých energie sú −ε, 0 a +ε. a) Nájdite vo©nú energiu F (N,T ), entropiu S(N,T ) a energiu

E(N,T ) kry²tálu. Na£rtnite grafy teplotnej závislosti týchto veli£ín. b) Vypo£ítajte stredné po£ty N−(T ), N0(T ) a N+(T )

atómov v stavoch s energiami −ε, 0 a +ε a na£rtnite grafy pre ich teplotné závislosti.

2. To isté ako predchádzajúce cvi£enie, ale hladina 0 je dvakrát degenerovaná.

3. Skúmajte kry²tál z N molekúl DNA pri teplote T . Kaºdá molekula pozostáva z M dvojíc báz. Tieto dvojice môºu

by´ zviazané (s energiou dvojice 0) alebo nezviazané (s energiou dvojice ε). Kaºdá molekula sa môºe rozviaza´ iba z

jednej (a pre v²etky molekuly rovnakej) strany, povedzme ©avej. Teda kaºdá molekula pozostáva z ©avého úseku s m

nezviazanými dvojicami a pravého úseku s M −m zviazanými dvojicami, pri£om m nadobúda hodnoty od 0 do M . a)

Nájdite ²tatistickú sumu kry²tálu. b) Nájdite entropiu kry²tálu. Nájdite stredný po£et 〈m〉 nezviazaných dvojíc báz.

4. Diferencovaním výrazu pre energiu (111) dostaneme dE =
∑
nEndpn +

∑
n pndEn. Pomocou (112) a (113) ukáºte, ºe

prvý £len je teplo TdS a druhý £len je práca −pdV . Teda teplo súvisí s prerozdelením mikrostavov, kým práca súvisí so

zmenou energie mikrostavov. Pomôcka: vyuºite, ºe platí
∑
n dpn = 0. (Pre£o?)

5. Diferencovaním vz´ahu (113) ukáºte, ºe platí (∂p/∂T )N,V = 〈∆E∆p〉/(kBT 2). Z predná²ky 7 pritom vieme, ºe

(∂p/∂T )N,V = α/κT kde α je teplotná roz´aºnos´ a κT je izotermická stla£ite©nos´. Teda �uktuácie 〈∆E∆p〉 v ká-

nonickom súbore nerastú s ve©kos´ou systému!

6. Hádºeme 3 kocky, pri£om padne sú£et 4. Aká je pravdepodobnos´, ºe na prvej kocke padlo £íslo 1? (v²etky 3 kocky =

vesmír, prvá kocka = systém, druhá a tretia kocka = rezervoár).
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14 Ideálny plyn: vnútorné stupne vo©nosti. Ekviparti£ná veta

V tejto predná²ke preskúmame vlastnosti (klasických) jednozloºkových plynov v kánonickom (N,V, T )
formalizme. Zameriame sa najmä na príspevok vibra£ných stup¬ov vo©nosti jednotlivých molekúl k
vo©nej energii plynu.

�tatistická suma plynu
Ak uváºime, ºe mikrostavy plynu sú charakterizované polohami {x} = (x1, . . . ,xN ), hybnos´ami
{p} = (p1, . . . ,pN ), ako aj prípadnými vnútornými stup¬ami vo©nosti {α} = (α1, . . . , αN ) jednot-
livých molekúl, potom skombinovaním výsledkov predná²ok 11 a 13 dostávame nasledovný výraz pre
kánonickú ²tatickú sumu plynu:

Z =
1

N !

∑
{α}

∫
d3x1 . . . d

3xNd
3p1 . . . d

3pN
(2π~)3N

exp

(
−H({x}, {p}, {α})

kBT

)
, (115)

kde H({x}, {p}, {α}) je hamiltonián plynu. Obmedzíme sa pritom na skúmanie plynov, ktorých ha-
miltonián moºno zapísa´ v tvare

H =

N∑
i=1

p2
i

2m
+

N∑
i=1

Hint,i + U(x1, . . . ,xN ). (116)

Prvý £len je sú£tom kinetických energií jednotlivých molekúl a závisí od hybností {p}. Podobne druhý
£len je sú£tom vnútorných energií molekúl a závisí od ich vnútorných stavov {α}. Tretí £len popisuje
interakcie medzi molekulami.46

Faktorizácia ²tatistickej sumy
Ke¤ºe v hamiltoniáne (116) sú súradnice, hybnosti a vnútorné stupne vo©nosti navzájom nezávislé,
²tatistická suma sa faktorizuje na príspevky kinetickej energie, vnútornej energie a potenciálnej energie,

Z = ZkinZintZpot.

Naviac, ke¤ºe ako kinetická tak aj vnútorná energia sú sú£tami nezávislých príspevkov od jednotlivých
molekúl, aj tieto moºno ¤alej faktorizova´. Tak dostávame:

Zkin =

[∫ ∞
−∞

dp

2π~
exp

(
− p2

2mkBT

)]3N

≡ (zkin)3N , (117)

Zint =

[∑
α

exp
(
− Eα
kBT

)]N
≡ (zint)

N , (118)

Zpot =
1

N !

∫
d3x1 . . . d

3xN exp

(
−U(x1, . . . ,xN )

kBT

)
≡ V N

N !
zpot (119)

Vo©ná energia plynu F = −kBT lnZ je teda sú£tom nieko©kých príspevkov, ktoré je výhodné rozdeli´ na
vo©nú energiu ideálneho bez²truktúrneho plynu Fid, vo©nú energiu interných stup¬ov vo©nosti molekúl
Fint a príspevok interakcií Fpot:

F = Fid + Fint + Fpot, (120)

Fid = −3NkBT ln zkin − kBT ln
V N

N !
,

Fint = −NkBT ln zint,

Fpot = −kBT ln zpot.

Teraz postupne preskúmame v²etky tri príspevky.

46Predpokladáme pritom okrem iného, ºe tieto interakcie nezávisia od vnútorného stavu molekúl ani od ich rýchlostí.
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Vo©ná energia ideálneho bez²truktúrneho plynu
Integrál (117) de�nujúci ²tatickú sumu zkin budeme po£íta´ substitúciou p = x

√
2mkBT . Ak pritom

vyuºijeme výsledok
∫∞
−∞ dxe

−ax2
=
√
π/a, dostaneme

zkin =

∫ ∞
−∞

dp

2π~
exp

(
− p2

2mkBT

)
=

1

λ
, λ(T ) =

2π~√
2πmkBT

,

kde λ je termálna d¨ºka (známa z predná²ky 12). Ak naviac vyuºijeme Stirlingovu formulu v druhom
£lene vo formule (120) pre Fid, dostaneme kone£ný výsledok pre vo©nú energiu ideálneho bez²truktúr-
neho plynu:

Fid = −NkBT
(

ln
V

Nλ3
+ 1

)
. (121)

�ahko moºno overi´, ºe fundamentálna rovnica F = Fid(N,V, T ) reprodukuje výsledky z predná²ky 12.47

Príspevok vnútorných stup¬ov vo©nosti
Pod vnútornými stup¬ami vo©nosti molekúl rozumieme vnútorné pohyby vnútri molekuly. Typicky ide
o excitácie jadra, excitácie elektrónového obalu, vnútorné kmity atómov v molekule a rotácie molekuly
ako celku. Obvykle tieto pohyby moºno povaºova´ za nezávislé, a preto

Hint = Hjadro +Hel +Hvib +Hrot.

Pre ²tatistickú sumu zint preto platí zint = zjadrozelzvibzrot. Ekvivalentne tieº moºno písa´

Fint = Fjadro + Fel + Fvib + Frot,

pri£om Fj = −NkBT ln zj , kde j £ísluje rôzne stupne vo©nosti.
V²etky skúmané stupne vo©nosti je v zásade potrebné opísa´ pomocou kvantovej mechaniky, preto

napríklad ²tatistická suma pre stupe¬ vo©nosti j = vib je daná vz´ahom

zvib =
∑
n

exp
(
− εvib,n

kBT

)
,

kde εvib,n je energia n-tého excitovaného stavu vo zvolenom vibra£nom móde.48 Typické excita£né
energie medzi základným a prvým excitovaným stavom sp¨¬ajú sadu ostrých nerovností εjadro � εel �
εvib � εrot.

Pripomíname, ºe ²tatistické sumy zj závisia iba od teploty. Preto príspevok Fint nezávisí od ob-
jemu systému a moºno ho zapísa´ v tvare Fint(N,T ) = Nfint(T ). To v²ak znamená, ºe £len Fint síce
ovplyv¬uje merné teplo, ale neovlyv¬uje tvar stavovej rovnice pre tlak.

Príspevok jadier a elektrónov

Obmedzíme sa na skúmanie teplôt, pre ktoré platí kBT � εel. V takom prípade do ²tatistických súm
zjadro a zel prispieva iba základný stav jadier a elektrónov, ktorý v²ak môºe by´ degenerovaný. Ak
degenerácie základného stavu jadier a elektrónov ozna£íme 2Sjadro + 1 a 2Sel + 1, potom platí

Fjadro = Nεjadro,0 −NkBT ln(2Sjadro + 1), Fel = Nεel,0 −NkBT ln(2Sel + 1).

Ke¤ºe vo©ná energia F = E−TS a energie jadier a elektrónov sú Nεjadro,0 a Nεel,0, odtia©to vyplýva,
ºe entropie jadier a elektrónov sú dané od teploty nezávislými kon²tantami Sjadro = NkB ln(2Sjadro +1)
a Sel = NkB ln(2Sel + 1). Tieto výsledky sa samozrejme dali dosta´ aj z Boltzmannovho vzorca pre
entropiu.

Príspevok vibra£ných módov

Skúmajme príspevok k vo©nej energii od vibra£ného módu s frekvenciou ω. Pod©a kvantovej mechaniky

47Netreba pritom zabudnú´, ºe λ je funkciou teploty.
48Vibra£ných módov môºe by´ viac, závisí to od typu molekuly.
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sa oscilátor s frekvenciou ω môºe nachádza´ v stavoch n = 0, 1, . . . s energiami εn = ~ω(n + 1/2).
�tatistická suma pre takýto oscilátor preto je

zvib = exp
(
− ~ω

2kBT

) ∞∑
n=0

exp
(
− n~ω
kBT

)
= exp

(
− ~ω

2kBT

) ∞∑
n=0

qn =
exp

(
− ~ω

2kBT

)
1− q

=
exp

(
− ~ω

2kBT

)
1− exp

(
− ~ω
kBT

) ,
kde sme zaviedli ozna£enie q = exp[−~ω/(kBT )] a pouºili sme vzorec pre sumu nekone£ného geomet-
rického radu. Príspevok k vo©nej energii plynu skúmaného vibra£ného módu potom je

Fvib = N
~ω
2

+NkBT ln
[
1− exp

(
− ~ω
kBT

)]
. (122)

Pravdepodobnos´ fn, ºe oscilátor sa nachádza v stave n s energiou ~ω(n + 1/2), je pod©a pred-
ná²ky 13 daná vz´ahom

fn =
1

zvib
exp

(
− ~ω

2kBT

)
exp

(
− n~ω
kBT

)
=
[
1− exp

(
− ~ω
kBT

)]
exp

(
− n~ω
kBT

)
.

Preto stredný po£et vibra£ných kvánt 〈n〉 v skúmanom vibra£nom móde pri teplote T moºno po£íta´
nasledovne:

〈n〉 =
∞∑
n=0

nfn =
[
1− exp

(
− ~ω
kBT

)] ∞∑
n=0

n exp
(
− n~ω
kBT

)
.

Sumu
∑∞

n=0 ne
−nx moºno po£íta´ nasledovným trikom. Skúmajme funkciu F (x) ≡

∑∞
n=0 e

−nx. Platí∑∞
n=0 ne

−nx = −dF/dx. Ale F (x) = 1/(1 − e−x). Preto
∑∞

n=0 ne
−nx = e−x/(1 − e−x)2. Po dosadení

do výrazu pre 〈n〉 tak dostávame výsledok

〈n〉 =
1

exp
(

~ω
kBT

)
− 1

. (123)

Vz´ah (123) pre stredný po£et kvánt pri teplote T platí pre akýko©vek harmonický oscilátor.
Stredná hodnota energie vibra£ného módu pri teplote T je 〈ε〉 = ~ω(〈n〉 + 1/2). Preto príspevok

vibra£ného módu k energii plynu je

Evib = N

~ω
2

+
~ω

exp
(

~ω
kBT

)
− 1

 .
V limite vysokých teplôt kBT � ~ω odtia©to dostávame Evib = NkBT , a preto v tejto limite kaºdý
vibra£ný mód prispieva k mernému teplu plynu £lenom NcV,vib = (∂E/∂T )N,V , £iºe cV,vib = kB.
V²imnime si, ºe vo vysokoteplotnej limite Evib nezávisí od ~.49 Teda v tejto limite sa kvantová teória
musí redukova´ na klasickú teóriu.

Ekviparti£ná veta
V predná²ke 12 sme ukázali, ºe kaºdá zloºka hybnosti kaºdého atómu prispeje k mernému teplu plynu
£len kB/2. V²imnime si, ºe hamiltonián harmonického oscilátora obsahuje £len úmerný ²tvorcu hybnosti
aj ²tvorcu súradnice. Takýto oscilátor zas prispieva k mernému teplu v klasickej limite £lenom kB.

49Evib v tejto limite nezávisí ani od vlastností oscilátora, napr. frekvencie ω.
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Ponúka sa teda interpretácia, ºe kaºdá premenná (£i uº súradnica alebo hybnos´), od ktorej energia
závisí kvadraticky, prispeje k mernému teplu £len kB/2. Toto tvrdenie sa nazýva eviparti£nou vetou.

Ekviparti£nú vetu moºno jednoducho dokáza´ nasledovným spôsobom. Nech q je niektorá z premen-
ných, ktoré popisujú stav systému (súradnica alebo hybnos´). �alej nech q je nezávislá od ostatných
premenných a nech v hamiltoniáne systému existuje £len Aq2, kde A je vhodný koe�cient. Potom
súradnica q prispeje k ²tatistickej sume systému multiplikatívnym faktorom

z = const×
∫ ∞
−∞

dq exp
(
− Aq2

kBT

)
= const×

√
πkBT

A
.

Následne táto premenná prispeje k vo©nej energii £lenom

δF = −kBT
(

1

2
ln
πkBT

A
+ ln const

)
= −kBT

2
ln
T

T0
,

kde teplota T0 je ur£ená hodnotami A a const (ale pre ná² argument ju nepotrebujeme pozna´). Odtia©to
vyplýva, ºe príspevok k entropii, energii a mernému teplu je

δS = −∂δF
∂T

=
kB
2

(
ln
T

T0
+ 1

)
, δE = δF + TδS =

kBT

2
, δCV =

∂δE

∂T
=
kB
2
.

Tým je ekviparti£ná veta dokázaná. Treba si v²ak uvedomi´, ºe pri argumentácii sme povaºovali sú-
radnice a hybnosti za nezávislé premenné. To je v²ak pravda iba v klasickej (nekvantovej) fyzike. V
limite nízkych teplôt, kedy kvantové efekty nemoºno zanedba´, ekviparti£ná veta neplatí.

∗Príspevok medzimolekulových interakcií
Medzimolekulové interakcie prispievajú k vo©nej energii plynu (120) £lenom Fpot, v ktorom

zpot =
1

V N

∫
d3x1 . . . d

3xN exp

(
−U(x1, . . . ,xN )

kBT

)
.

V ideálnom plyne bez medzimolekulových interakcií platí U = 0, a preto Fpot = 0. Výpo£et zpot v
prítomnosti interakcií nie je jednoduchý a vo v²eobecnosti sa dá urobi´ iba pribliºne. Tejto úlohe sa
venuje rozsiahla literatúra, my sa jej v²ak nebudeme venova´.

�asto pouºívaná pribliºná formula pre Fpot má tvar

Fpot = −N
2a

V
+NkBT ln

V

V −Nb
,

kde a, b sú vhodné kon²tanty. Prvý £len súvisí so slabou prí´aºlivou interakciou medzi molekulami,
kým druhý £len popisuje, ºe molekuly sa zhruba správajú ako tuhé gule kone£ného rozmeru. S takto
zvolenou vo©nou energiou Fpot má rovnica pre tlak plynu tvar

p = −
(
∂F

∂V

)
N,T

= −
(
∂Fid

∂V

)
N,T

−
(
∂Fpot

∂V

)
N,T

=
NkBT

V −Nb
− N2a

V 2
,

£o je známa fenomenologická van der Waalsova stavová rovnica.

Cvi£enia

1. Nakreslite vo©nú energiu, energiu, entropiu a merné teplo pre harmonický oscilátor ako funkcie teploty.

2. Nájdite hodnotu výrazu
√
〈(∆E)2〉/〈E〉 pre harmonický oscilátor. Nakreslite závislos´ tejto veli£iny od teploty.

3. Nech moment zotrva£nosti dvojatómovej molekuly je J . Potom pod©a kvantovej mechaniky dovolené hodnoty rota£nej

energie sú εl = ~2l(l+ 1)/(2J), kde l = 0, 1, . . ..50 Degenerácia hladiny l pritom je 2l+ 1. Napí²te formulu pre ²tatistickú

sumu zrot takýchto rotácií. Nájdite hodnotu zrot v limite vysokých teplôt. Pomôcka: sumu cez l moºno nahradi´ integ-

rálom. (Pre£o?) Výsledok interpretujte pomocou ekviparti£nej vety.

4. Nájdite merné teplo cV plynu dvojatómových molekúl v klasickej limite. Návod: nájdite po£et premenných, od ktorých

závisí energia molekúl kvadraticky.

5. Nájdite príspevok premennej q k mernému teplu v klasickej limite, ak v hamiltoniáne systému existuje £len Aq4.

6. Vypo£ítajte entropiu van der Waalsovho plynu (bez²truktúrnych £astíc).

50Pre jednoduchos´ pritom predpokladáme, ºe molekula je tvorená rôznymi atómami. Pre rovnaké atómy hrá rolu
nerozlí²ite©nos´ jadier.
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15 �iarenie £ierneho telesa

V tejto predná²ke budeme skúma´, £o sa nachádza vnútri uzavretej (a na poh©ad prázdnej) dutiny,
ktorej steny drºíme pri teplote T . Najprv ukáºeme, ºe dutina nemôºe by´ celkom prázdna: pri kone£nej
teplote sa totiº £as´ atómov v jej stenách nachádza vo vzbudených stavoch, a tieto atómy potom môºu
emitova´ ºiarenie do dutiny. V rovnováºnom stave v²ak musia by´ procesy emisie presne kompenzované
procesmi absorpcie ºiarenia. Teda v dutine bude existova´ rovnováºne ºiarenie, ktorého vlastnosti sú
charakterizované teplotou T .

Módy v rezonátore
Pre jednoduchos´ predpokladajme, ºe dutina má tvar kocky s hranou L.51 Elektromagnetické pole
so zloºkami E a B musí vnútri dutiny sp¨¬a´ Maxwellove rovnice bez prúdov a nábojov. Ak polia
reprezentujeme pomocou vektorového potenciálu A prostredníctvom vz´ahov E = −∂A/∂t a B =
∇ × A, pri£om zárove¬ ºiadame, aby platila (tzv. kalibra£ná) podmienka ∇ · A = 0, potom tri z
Maxwellových rovníc sú identicky splnené. Rovnica pre magnetické pole potom nadobudne tvar

∇× B =
1

c2

∂E
∂t
,

∂2A

∂t2
= c24A.

Ak pre jednoduchos´ naviac predpokladáme, ºe steny dutiny sú dokonale vodivé, potom na stenách
dutiny majú plati´ okrajové podmienky E ‖ n a B ⊥ n, kde n je normála k povrchu dutiny.

Dá sa ukáza´, ºe vlnovú rovnicu aj okrajové podmienky sp¨¬ajú rie²enia tvaru

Ax(x, y, z, t) = A(t) ex cos kxx sin kyy sin kzz,

Ay(x, y, z, t) = A(t) ey sin kxx cos kyy sin kzz,

Az(x, y, z, t) = A(t) ez sin kxx sin kyy cos kzz,

kde vektor e = (ex, ey, ez) nazývame polariza£ným vektorom a vektor k = (kx, ky, kz) budeme pre
krátkos´ nazýva´ vlnovým vektorom. Ich hodnoty v²ak nie sú ©ubovo©né a musia by´ splnené nasledovné
podmienky:

k =
π

L
(n1, n2, n3), e · k = 0, (124)

pri£om n1, n2, n3 sú prirodzené £ísla. Z podmienky kolmosti vektorov e ·k = 0 vyplýva, ºe pre zvolenú
hodnotu k budú existova´ dve nezávislé vo©by polariza£ného vektora, ktoré budeme £íslova´ indexom λ
s hodnotami 1 a 2. Tieto dve vo©by budeme ozna£ova´ ekλ. Pre konkrétnos´ budeme predpoklada´, ºe
polariza£né vektory sú normované, |ekλ| = 1. Rie²enie popísané dvojicou hodnôt k, λ budeme nazýva´
módom. Amplitúda módu A(t) musí naviac sp¨¬a´ pohybovú rovnicu Ä+ ω2

kA = 0, ktorá má rovnaký
tvar ako pohybová rovnica pre harmonický oscilátor s frekvenciou ωk = c|k|. V²imnime si, ºe frekvencia
ωk závisí iba od ve©kosti vektora k a nezávisí od smeru polarizácie módu k, λ.

Dá sa ukáza´, ºe akéko©vek rie²enie Maxwellových rovníc pre elektromagnetické pole moºno vyskla-
da´ z práve popísaných módov. �alej sa dá ukáza´, ºe energia v²eobecného rie²enia je sú£tom energií
jednotlivých módov.

Kvantová teória elektromagnetického ºiarenia
Ak ozna£íme elektrické a magnetické pole v móde k, λ symbolmi Ekλ a Bkλ, pre energiu elektromag-
netického po©a v móde k, λ dostaneme:52

Ekλ =

∫
d3x

[
ε0
2
E2
kλ +

ε0c
2

2
B2
kλ

]
=

1

2
M

(
∂A

∂t

)2

+
1

2
Mω2

kA
2,

kde sme zaviedli ozna£enie M = ε0V/8. Teda výraz pre energiu módu k, λ je rovnaký ako pre energiu
harmonického oscilátora s hmotnos´ou M , frekvenciou ωk a amplitúdou A.

51O£akávame, ºe pre ve©ké L by výsledky nemali závisie´ od tvaru dutiny.
52Uºito£né vz´ahy pritom sú

∫ L
0
dx cos2 kx =

∫ L
0
dx sin2 kx = L/2.
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Pod©a klasickej teórie elektromagnetického ºiarenia môºe energia módu nadobúda´ ©ubovo©nú hod-
notu. Dá sa v²ak ukáza´, ºe podobne ako v prípade mechanického oscilátora, aj v kvantovej teórii pre
ºiarenie môºe energia módu k, λ nadobúda´ iba diskrétne hodnoty

Ek,λ = ~ωk(nk,λ + 1/2), (125)

kde nk,λ je po£et excitácií (fotónov) v tomto móde. Pod©a kvantovej teórie je teda mikrostav ºiarenia
vnútri dutiny zadaný sadou £ísel {nk,λ}, t.j. po£tov fotónov v jednotlivých módoch dutiny.

Vo©ná energia EM po©a v rezonátore pri teplote T
Ke¤ºe jednotlivé módy ºiarenia v dutine sú navzájom nezávislé, ²tatistická suma pre systém fotónov v
tepelnej rovnováhe s dutinou pri teplote T má tvar Z =

∏
k,λ zk,λ, kde zk,λ je ²tatistická suma pre mód

k, λ.53 Pre vo©nú energiu ºiarenia teda platí F = −kBT lnZ = −kBT
∑

k,λ ln zk,λ. Ak teraz vyuºijeme
výsledok pre vo©nú energiu harmonického oscilátora z predná²ky 14, dostaneme výraz

F =
1

2

∑
k,λ

~ωk + kBT
∑
k,λ

ln

[
1− exp

(
~ωk
kBT

)]
. (126)

Prvý £len v (126) nezávisí od teploty a energiu ºiarenia moºno mera´ vzh©adom na tento £len, preto o
¬om ¤alej nebudeme uvaºova´.54

Pod©a (124) leºia dovolené hodnoty �na milimetrovom papieri� v k-priestore s krokom π/L, pri£om
s kaºdým bodom je asociovaný objem v k-priestore (π/L)3. Naviac, ke¤ºe L nadobúda makroskopicky
ve©ké hodnoty, �milimetrový papier� je ve©mi hustý. Preto sumu cez k z akejko©vek (rozumne hladkej)
funkcie F (k) moºno chápa´ ako Riemannovu sumu pre integrál:(π

L

)3∑
k

F (k) ≈
∫ ∞

0
dkx

∫ ∞
0

dky

∫ ∞
0

dkz F (k) =
1

8

∫
d3k F (k),

kde v druhej rovnosti sme integrál roz²írili na celý priestor a predpokladali sme pritom, ºe funkcia
F (k) je párnou funkciou v²etkých zloºiek ki. Teda pre sumu cez k moºno (symbolicky) písa´:∑

k

→ V

(2π)3

∫
d3k. (127)

Ak vyuºijeme procedúru (127) vo výraze pre vo©nú energiu ºiarenia, môºeme písa´

F = 2kBT
V

8π3

∫
d3k ln

[
1− exp

(
~ck
kBT

)]
=
kBTV

π2

∫ ∞
0

dkk2 ln

[
1− exp

(
~ck
kBT

)]
,

kde multiplikatívny faktor 2 pochádza zo sumácie cez polarizácie λ. V druhom kroku sme pre²li k
integrácii vo sférických súradniciach. Ak ¤alej pouºijeme substitúciu x = ~ck/(kBT ) a vyuºijeme
výsledok

∫∞
0 dxx2 ln [1− e−x] = −π4/45,55 napokon dostaneme

F = −a
3
V T 4 , a =

π2

15

k4
B

(~c)3
. (128)

Výsledok (128) je h©adanou fundamentálnou rovnicou pre elektromagnetické ºiarenie. V²imnime si, ºe
platí F = F (V, T ), t.j. vo©ná energia nezávisí od po£tu fotónov N . Teda chemický potenciál pre fotóny
je µ = (∂F/∂N)V,T = 0. Pre entropiu, energiu a tlak ºiarenia v dutine dostávame vz´ahy

S = −
(
∂F

∂T

)
V

=
4a

3
V T 3, E = F + TS = aV T 4, p = −

(
∂F

∂V

)
T

=
a

3
T 4.

53Ml£ky pritom predpokladáme, ºe dutina je vyrobená z takého materiálu, ktorý umoº¬uje výmenu energie medzi
dutinou a fotónmi vo v²etkých módoch.

54Tento krok nie je celkom nevinný, pretoºe prvý £len v (126) je formálne divergentný.
55Integráciou per partes totiº moºno integrál previes´ na známej²í tvar:∫ ∞

0

dxx2 ln(1− e−x) =
[
x3

3
ln(1− e−x)

]∞
0
−
∫ ∞

0

dx
x3

3

e−x

1− e−x = − 1
3

∫ ∞
0

dx x3

ex − 1
= −π

4

45
.
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Z týchto vz´ahov okrem iného vyplýva, ºe stavová rovnica fotónového plynu má tvar pV = E/3.
Celkovú energiu fotónového plynu moºno alternatívne po£íta´ aj pomocou známeho výrazu pre

stredný po£et kvánt 〈nkλ〉 v móde k, λ:

E =
∑
kλ

~ωk〈nkλ〉 = 2
∑
k

~ck

exp
(

~ck
kBT

)
− 1

=
V

π2

∫ ∞
0

dk
~ck3

exp
(

~ck
kBT

)
− 1
≡ V

∫ ∞
0

dωρ(ω),

kde v tretej rovnosti sme pre²li od sumy k integrálu, ktorú sme vykonali vo sférických súradniciach.
V poslednej rovnosti sme zaviedli veli£inu ρ(ω), ktorá meria hustotu energie (vztiahnutú na jednotku
objemu) v intervale frekvencií medzi ω a ω + dω:

ρ(ω) =
~

π2c3

ω3

exp
(

~ω
kBT

)
− 1

. (129)

Výraz pre ρ(ω) sa nazýva Planckovým zákonom pre frekven£né rozdelenie hustoty energie ºiarenia pri
teplote T .56 V²imnime si, ºe pre malé frekvencie ~ω � kBT platí ρ(ω) ≈ ω2kBT/(π

2c3), £iºe hustota
energie rastie so ²tvorcom frekvencie ω a nezávisí od ~, teda ju moºno dosta´ z £isto klasických úvah.
Naopak, v limite vysokých frekvencií ~ω � kBT platí ρ(ω) ∝ ω3 exp

(
− ~ω
kBT

)
, teda hustota energie

klesá exponenciálne a kvantový popis je nevyhnutný.
Ke¤ºe hustota energie ºiarenia je E/V a ke¤ºe zárove¬ v²etky fotóny sa pohybujú rýchlos´ou c,

hustota toku energie ºiarenia je c×E/V . Zárove¬ sa v²ak fotóny pohybujú v²etkými moºnými smermi,
t.j. do plného priestorového uhla 4π. Preto hustota toku energie, ktorá sa v rovnováºnom plyne fotónov
²íri do jednotkového uhla je

j =
energia

plocha× cas× uhol
=

c

4π

E

V
=
ac

4π
T 4.

�iarenie £ierneho telesa
Teraz preskúmame tok energie za jednotku £asu, P , ktorý je vyºarovaný z dutiny, ak na jej povrchu
vyrobíme malý otvor s plochou S. Najprv pritom preskúmame príspevky k dP od ºiarenia, ktorého
smer ²írenia zviera s normálou k povrchu uhol medzi θ a θ + dθ a výsledky napokon s£ítame.

Priestorový uhol, do ktorého skúmané ºiarenie vylietava, nájdeme (z de�nície) pomocou plochy
dS′, kam takéto ºiarenie dopadá na guli so stredom v ploche S a s (ve©kým) polomerom R:

dΩ =
dS′

R2
=

2πR sin θ ·Rdθ
R2

= 2π sin θdθ.

�alej, ºiarenie vylietavajúce skúmaným smerom prechádza cez plochu S⊥, ktorá je zmen²ená oproti
ploche otvoru: S⊥(θ) = S cos θ. Preto výkon vyºarovaný otvorom do skúmaného uhla je dP = jS⊥dΩ
a celkový výkon je

P =

∫
dΩS⊥j = 2π

∫ π/2

0
dθ sin θ cos θ × Sj = πSj.

Pre výkon vyºarovaný jednotkou plochy otvoru teda platí Jemisia = P/S = πj. Ak sem dosadíme
výsledok pre j, napokon dostaneme

Jemisia = σT 4 , σ =
ac

4
=
π2

60

k4
B

~3c2
. (130)

56Striktne vzaté, experimenty nemerajú hustotu energie, ale hustotu príslu²ného toku energie j(ω) = c
4π
ρ(ω), de�no-

vanú analogicky ako tok j, pozri ¤al²í výklad.
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Tento výsledok sa nazýva Stefanov-Boltzmannov zákon.
Napokon ukáºeme, ºe (130) neplatí iba pre vyºarovanie dutiny s malou dierkou, ale pre ºiarenie

kaºdého absolútne £ierneho telesa, t.j. telesa, ktoré pohltí v²etko ºiarenie, ktoré na¬ dopadne.
Najprv si uvedomíme, ºe dutina s malou dierkou je absolútne £ierna: ke¤ºe dierka je malá, pravde-

podobnos´, ºe nejaký lú£, ktorý do nej vnikne, sa odrazí od stien dutiny naspä´ von, je zanedbate©ná.
�alej uváºime, ºe ak je ºiarenie v dutine v rovnováhe so ºiarením vonku z dutiny (pri rovnakej

teplote T ), potom dutina okrem toho, ºe ºiari, zárove¬ pohlcuje (rovnaký) ºiarivý výkon JemisiaS.
Takýto výkon v²ak potom pohlcuje akéko©vek £ierne teleso s plochou S. Ak je v²ak takéto teleso v
tepelnej rovnováhe s okolitým ºiarením, musí zárove¬ vyºarova´ ten istý výkon JemisiaS.

Vyºarovanie je v²ak vlastnos´ou telesa pri teplote T , teda bez oh©adu na to, £i je teleso obklopené
tepelným ºiarením, ak toto teleso má teplotu T , potom jednotková plocha jeho povrchu bude vyºarova´
výkon Jemisia.

Ak skúmané teleso nie je absolútne £ierne a ak pohlcuje povedzme iba zlomok A < 1 na¬ dopada-
júcej energie, potom takéto teleso vyºaruje iba zlomok A× Jemisia z jednotkovej plochy povrchu.57

Cvi£enia

1. a) Ukáºte, ºe ak EM pole reprezentujeme prostredníctvom vektorového potenciálu, Maxwellove rovnice sa redukujú na

vlnovú rovnicu pre A. b) Ukáºte, ºe módy k, λ sp¨¬ajú okrajové podmienky a aj kalibra£nú podmienku. c) Skontrolujte

hodnotuM vo výraze pre energiu módu Ekλ. d) Ukáºte, ºe indukované plo²né hustoty náboja a prúdu na povrchu dutiny

z ideálneho vodi£a sp¨¬ajú rovnicu kontinuity.

2. Vypo£ítajte stredný po£et fotónov v dutine s objemom V pri teplote T . Aká ve©ká entropia pripadá v priemere na

jeden fotón?

3. Skúmajme ideálny plyn v dutine s koncentráciou atómov n. Pre aké teploty T dominuje vnútri dutiny tlak plynu,

resp. ºiarenia?

4. Entropia vesmíru je dominovaná entropiou fotónov. Pri rozpínaní vesmíru sa nemení rozdelenie fotónov, preto ich

entropia S = −kB
∑
n pn ln pn je kon²tantná. Ukáºte, ºe pri náraste objemu dutiny (=vesmíru) V → r × V energia

módu klesne pod©a ~ω → ~ω/r1/3. Ak sa pritom rozdelenie fotónov nemá zmeni´, ako sa musí meni´ teplota vesmíru pri

rozpínaní? Napí²te rovnicu adiabaty pre vesmír. Výsledok porovnajte s termodynamickým výpo£tom entropie.

5. Odhadnite teplotu povrchu Slnka. Vstupné údaje: zo Slnka na Zem dopadá tok energie J ≈ 1400 Js−1m−2. Vzdialenos´

Slnko-Zem je 1.5× 1011 m. Polomer Slnka je 7× 108 m.

6. Majme dve rovnobeºné absolútne £ierne platne udrºiavané pri teplotách T2 > T1. Nech platne majú rovnaké plochy

S a medzi nimi nech sa nachádza vákuum. Potom z platne 2 do platne 1 prúdi tok energie I = σ(T 4
2 − T 4

1 )S. Ako sa

zmení tento tok, ak medzi platne vloºíme tretiu (absolútne £iernu) plat¬u a po£káme, aº sa jej teplota ustáli na hodnote T?

7. Termodynamické odvodenie fundamentálnej rovnice pre tepelné ºiarenie. Kvôli extenzivite predpokladajte, ºe F (T, V ) =

V g(T ), kde g(T ) je nejaká funkcia teploty. Predpokladajte tieº, ºe platí E = 3pV (£o je rovnica, ktorá platí pre ideálny

plyn £astíc, ktorých energia lineárne závisí od k, pozri predná²ku 21). Ukáºte, ºe potom musí plati´ F (T, V ) ∝ V T 4.

Pomocou podmienok stability �xujte znamienko pravej strany v tejto závislosti.

57V tejto úvahe moºno zoh©adni´, ºe absorp£ný koe�cient je frekven£ne závislý, A = A(ω).
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16 Debyeova teória merných tepiel

Excitácie tuhej látky moºno obvykle rozdeli´ do dvoch navzájom slabo interagujúcich skupín: kmity
mrieºky na jednej strane a excitácie elektrónov na strane druhej. Ak tuhej látke zvy²ujeme teplotu,
potrebujeme doda´ teplo obom skupinám excitácií. Preto merné teplo tuhej látky bude sú£tom dvoch
príspevkov. V tejto predná²ke preskúmame iba príspevok kmitov mrieºky k mernému teplu tuhej látky.
�o sa týka príspevku elektrónov, v prípade izolantov ho moºno obvykle zanedba´. V prípade kovov
tento príspevok preskúmame neskôr.

Pozd¨ºne kmity jednorozmernej ty£e
Najprv sa obmedzíme na najjednoduch²í prípad pozd¨ºnych kmitov jednorozmernej ty£e. V takom
prípade sa bod x nedeformovaného kry²tálu v £ase t premiestni do bodu so súradnicou x + u(x, t).
Pole u(x, t) nazývame po©om výchyliek. Pre jednorozmernú ty£ d¨ºky L s pevnými koncami dostávame
okrajové podmienky u(0, t) = u(L, t) = 0. Ak hmotnos´ ty£e je M , potom ρ = M/L je jednorozmerná
hustota ty£e.

Hmotnos´ úseku ty£e medzi x a x+dx je ρdx, preto kinetická energia tohto úseku je 1
2ρ(∂u/∂t)2dx.

Relatívne natiahnutie skúmaného úseku je [u(x+ dx)−u(x)]/dx = ∂u/∂x. Ke¤ºe potenciálna energia
deformácie úseku je úmerná ²tvorcu relatívneho natiahnutia, dostávame pre ¬u 1

2λ(∂u/∂x)2dx, kde λ
je vhodná kon²tanta. Preto energia kmitajúcej ty£e je

E =

∫ L

0
dx
[

1
2ρ
(
∂u
∂t

)2
+ 1

2λ
(
∂u
∂x

)2]
.

Podobne ako pre elektromagnetické pole, aj v prípade kmitajúcej ty£e teraz rozloºíme pole výchyliek
do módov charakterizovaných vlnovým vektorom k a amplitúdou Uk(t):

uk(x, t) =
√

2Uk(t) sin kx.

Kvôli okrajovým podmienkam pritom musíme ºiada´, aby k = nπ/L, kde n je prirodzené £íslo. Dosa-
dením tohto vz´ahu do výrazu pre E dostávame energiu módu k:

Ek = 1
2M

(
∂Uk
∂t

)2
+ 1

2λLk
2U2

k = 1
2M

(
∂Uk
∂t

)2
+ 1

2Mω2
kU

2
k ,

kde sme zaviedli frekvenciu ωk = vk, pri£om v =
√
λ/ρ. Výraz pre Ek moºno interpretova´ ako energiu

harmonického oscilátora s hmotnos´ouM , frekvenciou ωk a súradnicou Uk. Ako je známe z mechaniky,
príslu²ný kmitavý pohyb je zvuk a v je jeho rýchlos´.

Pod©a klasickej fyziky môºe energia Ek kmitov v móde k nadobúda´ ©ubovo©né hodnoty. Av-
²ak pod©a kvantovej mechaniky sú dovolené iba energie ~ωk (nk + 1/2), kde nk nadobúdajú hodnoty
0, 1, 2, . . .. Dá sa ukáza´, ºe energie jednotlivých módov sú nezávislé, a preto pre energiu ty£e platí

H =
∑
k

~ωk
(
nk + 1

2

)
. (131)

Mikrostav ty£e je teda popísaný súborom po£tov excitácií {nk} (tzv. fonónov - t.j. kvánt zvuku) v
jednotlivých módoch.

Kmity trojrozmerného kry²tálu
�o sa zmení, ak máme do £inenia s trojrozmerným kry²tálom? Jednak, polohy v kry²táli nie sú charak-
terizované jednou súradnicou x, ale polohovým vektorom x. Preto vlny sa môºu ²íri´ v²etkými smermi
a dovolené hodnoty vlnového vektora budú

k =
π

L
(n1, n2, n3),

kde ni sú prirodzené £ísla, rovnako ako v predo²lej predná²ke. Naviac, aj výchylka v mieste x nie
je popísaná jedným £íslom, ale vektorom u(x). Pre zvolený smer ²írenia vlny k preto prichádza do
úvahy bu¤ výchylka rovnobeºná s k, alebo dva rôzne smery u kolmé na k. Príslu²né módy nazývame
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pozd¨ºnym alebo (dvomi) prie£nymi zvukmi a rozli²ujeme ich indexom λ, ktorý nadobúda hodnoty
1, 2, 3. Teda kmitavý mód je charakterizovaný dvojicou k, λ. Rýchlosti pozd¨ºneho a prie£neho zvuku
sú pritom vo v²eobecnosti rôzne. Ak ich ozna£íme v‖ a v⊥, pre frekvencie módov k, λ platí

ωk‖ = v‖k, ωk⊥ = v⊥k.

Teda frekvencie módov závisia len od ve©kosti vlnového vektora k a nie od jeho smeru.
V kvantovej teórii je mikrostav kry²tálu opä´ popísaný po£tami fonónov {nkλ} v jednotlivých mó-

doch, pri£om dovolené hodnoty nkλ sú 0, 1, 2, . . .. Celková energia mikrostavu je pritom daná vz´ahom

H =
3∑

λ=1

∑
k

~ωkλ

(
nkλ + 1

2

)
(132)

v úplnej analógii s výrazom (131) pre jednorozmernú ty£.
Suma cez vlnové vektory v hamiltoniáne (132) beºí pod©a ná²ho doteraj²ieho výkladu cez nekone£ný

po£et bodov. Ale na²ou ambíciou je pouºi´ výsledok (132) na popis kone£ného kry²tálu s N atómami,
ktorý má 3N stup¬ov vo©nosti. Ke¤ºe rolu stup¬ov vo©nosti v (132) hrajú módy k, λ, ich po£et tieº musí
by´ rovný 3N . Inými slovami, dovolených má by´ iba N hodnôt vlnového vektora k. Preto ºiadame,
aby dovolené vektory leºali vnútri gule s polomerom kmax.58 Má teda plati´:

N =
∑

|k|<kmax

1→ V

(2π)3

∫
|k|<kmax

d3k =
V

2π2

∫ kmax

0
dkk2 =

V k3
max

6π2
,

kde ²ípka popisuje nahradenie sumy integrálom podobne ako v predo²lej predná²ke. Pre maximálny
vlnový vektor sme teda dostali výsledok

kmax =

(
6π2N

V

)1/3

. (133)

�tatistická mechanika kmitov kry²tálu
Stredný po£et kvánt 〈nkλ〉, ktoré sú prítomné v móde k, λ, sme vypo£ítali v predná²ke 14. Ak tento
výsledok pouºijeme pri vyhodnotení energie (132), dostaneme

E(T ) =

3∑
λ=1

∑
k

~ωkλ

(
〈nkλ〉+ 1

2

)
=

3∑
λ=1

∑
k

~ωkλ

exp
(
~ωkλ
kBT

)
− 1

+ E(0),

kde E(0) =
∑

kλ ~ωkλ/2 je energia nulových kmitov kry²tálu. Ke¤ºe táto energia nezávisí od teploty
a preto neovplyv¬uje tepelné vlastnosti kry²tálov, odteraz ju nebudeme bra´ do úvahy.59 Po prechode
od sumy k integrálu nakoniec pre teplotne závislú £as´ energie kmitov kry²tálu dostaneme výsledok

E(T ) =
V

2π2

3∑
λ=1

∫ kmax

0

dk ~vλk
3

exp
(
~vλk
kBT

)
− 1

. (134)

Túto formulu teraz budeme vyhodnocova´ v dvoch limitných prípadoch.

Limita nízkych teplôt

Najprv predpokladajme, ºe maximálna energia kmitov mrieºky je vo v²etkých módoch ove©a vä£²ia
neº energia tepelného pohybu, t.j. ~vλkmax � kBT . V takom prípade je príspevok módov s ve©kými

58Okrem toho, ºe dovolených hodnôt k má by´ N , pritom zárove¬ ºiadame, aby tieto hodnoty boli najmen²ie moºné.
To vychádza z predstavy, ºe ve©ké vlnové vektory zodpovedajú malým vlnovým d¨ºkam, ale zmysluplné vlnové d©ºky
v kry²táli nemôºu by´ krat²ie ako vzdialenos´ susedných atómov v kry²tále a. Ná² výpo£et naozaj ukáºe, ºe hrani£ný
vlnový vektor kmax je rádovo rovný 1/a.

59Pre jednoduchos´ tu predpokladáme, ºe rýchlosti v‖ a v⊥ nezávisia od teploty. Ukazuje sa, ºe pri nie príli² vysokých
teplotách je to dobré priblíºenie.
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energiami silno potla£ený exponenciálnou funkciou v menovateli. Ak teda nahradíme kmax v hornej
medzi integrálu, dopustíme sa zanedbate©ne malej chyby:

E(T ) =
V

2π2

3∑
λ=1

∫ ∞
0

dk ~vλk
3

exp
(
~vλk
kBT

)
− 1

=
V

2π2

3∑
λ=1

(kBT )4

(~vλ)3

∫ ∞
0

dx x3

ex − 1
.

V druhej rovnosti sme premennú k nahradili bezrozmernou premennou x = ~vλk/(kBT ). Ak teraz
vyuºijeme nám uº známy výsledok

∫∞
0 dxx3/(ex − 1) = π4/15, dostaneme výraz pre energiu kmitov

mrieºky, ktorý má rovnaký tvar ako energia ºiarenia:

E(T ) = aV T 4, a =
π2

10

k4
B

~3v3
,

1

v3
≡ 1

3

1

v3
‖

+
2

3

1

v3
⊥
.

Kon²tanta a sa lí²i od výsledku z predná²ky 15 na dvoch miestach. (i) jednak, ke¤ºe v tuhej látke sú
pre kaºdý vlnový vektor prípustné tri polarizácie oproti dvom polarizáciám pre fotóny, výsledok pre
kmity mrieºky sa lí²i od energia ºiarenia dodato£ným faktorom 3/2. (ii) rýchlos´ svetla c je samozrejme
nahradená rýchlos´ou zvuku v, ktorá je vhodne spriemerovaná cez v²etky polarizácie.

Pre energiu kmitov mrieºky vztiahnutú na jeden atóm, e(T ) = E(T )/N , potom s vyuºitím vz´ahu (133)
dostávame

e(T ) =
3π4

5

kBT
4

θ3
D

, kBθD ≡ ~vkmax, (135)

kde sme maximálnu energiu fonónov ozna£ili kBθD, pri£om θD sa nazýva Debyeovou teplotou. V
beºných tuhých látkach má θD hodnotu rádovo 102 K. Pre merné teplo pri kon²tantnom objeme v
limite nízkych teplôt preto dostávame výsledok

cV =
(
∂e
∂T

)
V

=
12π4

5
kB

(
T
θD

)3
≈ 234kB

(
T
θD

)3
. (136)

Tento výsledok platí v limite T � θD a nazýva sa Debyeovým zákonom.

Limita vysokých teplôt

Ak je naopak tepelná energia ove©a vä£²ia neº najvä£²ie energie fonónov, t.j. ak platí ~vλkmax � kBT ,
v menovateli výrazu (134) môºeme pouºi´ rozvoj pre malé x, ex − 1 ≈ x, a dostávame

E(T ) =
V

2π2

3∑
λ=1

∫ kmax

0
dkk2 × kBT = 3

V k3
max

6π2
× kBT = 3NkBT,

kde v poslednom kroku sme pouºili vz´ah (133). V limite vysokých teplôt je teda merné teplo tuhej
látky dané vz´ahom

cV =
(
∂e
∂T

)
V

= 3kB.

Tento výsledok sa nazýva Dulongovým-Petitovým zákonom a je plne kompatibilný s ekviparti£nou
vetou: kaºdý atóm sa správa ako trojrozmerný harmonický oscilátor, preto v limite vysokých teplôt
na kaºdý atóm pripadajú 3 súradnice a 3 hybnosti, od ktorých energia závisí kvadraticky. Preto kaºdý
atóm prispeje k mernému teplu £lenom 6× kB/2.60

60Dulongov-Petitov zákon poskytuje dobrý rádový odhad merného tepla tuhej látky pre teploty vä£²ie ako Deby-
eova teplota. Neplatí v²ak úplne presne. Dôvodom je skuto£nos´, ºe pri vysokých teplotách £asto nemoºno zanedba´
anharmonické korekcie ku kmitom mrieºky.
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∗Teplotná roz´aºnos´ tuhých látok
V predná²ke 7 sme na²li v²eobecný termodynamický vz´ah medzi teplotnou roz´aºnos´ou α = 1

v (∂v/∂T )p
a izotermickou stla£ite©nos´ou κT = − 1

v (∂v/∂p)T :

α =

(
∂p

∂T

)
V

κT =

(
∂s

∂v

)
T

κT , (137)

kde v druhom kroku sme pouºili Maxwellov vz´ah pre diferenciál df = −sdT − pdv.
Je experimentálnym faktom, ºe stla£ite©nos´ κT je kone£ná a slabo závisí od teploty. Preto o

teplotnej závislosti roz´aºnosti α rozhoduje teplotná závislos´ veli£iny (∂s/∂v)T . Túto závislos´ teraz
preskúmame.

V limite nízkych teplôt T � θD je merné teplo dané vz´ahom (136). Ke¤ºe s(T, v) =
∫ T

0 dT ′cV (T ′)/T ′,
aj pre entropiu platí s(T, v) ∝ T 3. Teda môºeme písa´ s(T, v) = A(v)T 3, kde koe�cient úmernosti
A(v) môºe v princípe závisie´ od objemu na £asticu v. Pre teplotnú roz´aºnos´ tuhej látky potom platí
α = A′(v)κTT

3, kde A′(v) = dA/dv. Teda teplotná roz´aºnos´ tuhej látky v limite nízkych teplôt je
úmerná T 3.

Na druhej strane, ak zvolíme teplotu T0 o dos´ vä£²iu neº θD, potom pre vysoké teploty T > T0 je
merné teplo dané Dulongovým-Petitovým zákonom cV = 3kB. Preto pre T > T0 je entropia kry²tálu
daná vz´ahom s(T, v) = s(T0, v) + 3kB

∫ T
T0
dT ′/T ′ = s(T0, v) + 3kB ln(T/T0). To v²ak znamená, ºe k

derivácii (∂s/∂v)T prispieva iba prvý £len, ktorý nezávisí od teploty. Preto pri vysokých teplotách je
teplotná roz´aºnos´ α od teploty nezávislá.

Cvi£enia

1. Ukáºte, ºe energia kmitov jednorozmernej ty£e E je sú£tom energií jednotlivých módov Ek.
2. Vypo£ítajte �uktuácie energie 〈(∆E)2〉/〈E〉2 v Debyeovom modeli. Skúmajme kry²tál s N = 1020 atómami. (Aký
bude zhruba jeho rozmer?) Pri akých teplotách budú �uktuácie energie rádu 1?
3. Porovnajte experimentálnu hodnotu merného tepla pre 1 kg tekutého 4He pri nízkych teplotách, CV = const×T 3 kde
const = 20.4 J/K4, s predpove¤ou Debyeovej teórie. Uváºte, ºe v kvapalinách je prítomný len pozd¨ºny zvuk. Uºito£né
údaje: rýchlos´ zvuku v = 238 m/s a hustota ρ = 145 kg/m3.
4. S akou mocninou teploty sa mení merné teplo cV jednorozmernej a dvojrozmernej kvapaliny pri nízkych teplotách?
5. Skúmajme nasledovnú modelovú vo©nú energiu tuhej látky platnú pre nízke teploty:

f(T, v) = e0(v)− 1

4
A(v)T 4

kde e0(v) a A(v) sú funkcie objemu na £asticu v. Vypo£ítajte entropiu, tlak, merné teplo cV , izotermickú stla£ite©nos´

κT a teplotnú roz´aºnos´ α ako funkcie T, v. Pomôcka: po£ítajte 1/κT . Roz´aºnos´ α nájdite pomocou vz´ahu (137). �o

vyplýva z podmienok stability pre derivácie e0(v) a A(v)? Aký je fyzikálny význam funkcie e0(v)?

6. V jednoduchých kovoch moºno energiu e0(v) z predchádzajúceho cvi£enia odhadnú´ ako energiu (vodivostného) elek-

trónu v ²katuli s objemom v, t.j. e0(v) ∼ ~2/(mv2/3). Za objem v je rozumné zobra´ objem atómu, v ∼ a3. Odhad-

nite stla£ite©nos´ jednoduchých kovov pomocou tohto modelu. Porovnajte s údajmi κT ≈ 7 × 10−12/Pa pre me¤ a

κT ≈ 2.3× 10−11/Pa pre olovo.
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17 Súbor NpT

Doteraz sme ²tudovali dva ²tatistické súbory. Mikrokánonický súbor popisuje uzavretý systém de�no-
vaný veli£inami N,V,E a z termodynamického h©adiska popisuje systém v entropickej reprezentácii,
S = S(N,V,E). Kánonický súbor popisuje systém v tepelnom kontakte s rezervoárom pri teplote T , ale
po£et £astíc N a objem systému V sú �xované. Tento súbor popisuje termodynamiku v Helmholtzovej
reprezentácii, F = F (N,V, T ). V tejto predná²ke popí²eme súbor mikrostavov takého systému, ktorý
si s rezervoárom pri teplote T a tlaku p vymie¬a teplo aj objem.

Pravdepodobnostné rozloºenie mikrostavov systému
Nech skúmaný systém (¤alej £asto iba �systém�) je v kontakte s rezervoárom pri teplote T a tlaku p,
s ktorým si vymie¬a teplo a objem. Predpokladáme, ºe rezervoár je ove©a vä£²í neº skúmaný systém,
preto jeho teplotu a tlak moºno povaºova´ za kon²tantné. Dvojicu �systém+rezervoár� budeme pova-
ºova´ za uzavretú sústavu s celkovou energiou Etot a s celkovým objemom Vtot a nazveme ju vesmírom.
Po£et mikrostavov vesmíru ozna£íme Ntot(Etot, Vtot).

Nech skúmaný systém sa môºe nachádza´ v mikrostavoch n s energiami En a objemami Vn. Na²ou
úlohou bude vypo£íta´ pravdepodobnos´ pn toho, ºe systém sa nachádza v mikrostave n. Mnoºinu
v²etkých mikrostavov n systému spolu s ich pravdepodobnos´ami pn budeme nazýva´ súborom NpT .

Ak sa systém nachádza v mikrostave n s energiou En a objemom Vn, potom energia a objem
rezervoáru musia by´ Etot −En a Vtot − Vn. Existuje pritom mnoºstvo mikrostavov rezervoáru s touto
energiou a objemom. Ich po£et ozna£me Nres(Etot − En, Vtot − Vn). Ke¤ºe celý vesmír je uzavretý a
popísaný mikrokánickým súborom, pravdepodobnos´ pn môºeme po£íta´ tak isto ako v predná²ke 13:

pn =
priaznive pripady

vsetky pripady
=
Nres(Etot − En, Vtot − Vn)

Ntot(Etot, Vtot)
=

exp
[

1
kB
Sres(Etot − En, Vtot − Vn)

]
exp

[
1
kB
Stot(Etot, Vtot)

] ,

kde v druhej rovnosti sme pouºili Boltzmannov vz´ah medzi entropiou a po£tom stavov. Indexy `�res�
a �tot� sa stále týkajú rezervoáru a vesmíru.

V rovnováºnom stave sa energia a objem systému v kontakte s rezervoárom ustália na hodnotách,
ktoré ozna£me E a V . Z aditivity entropie potom vyplýva, ºe

Stot(Etot, Vtot) = S(E, V ) + Sres(Etot − E, Vtot − V ),

t.j. entropia vesmíru je sú£tom entropie skúmaného systému v rovnováºnom stave S ≡ S(E, V ) a
entropie rezervoáru. Preto pre pravdepodobnos´ pn mikrostavu n systému platí

pn = e−S/kB × exp
[

1
kB
Sres(Etot − En, Vtot − Vn)− 1

kB
Sres(Etot − E, Vtot − V )

]
.

Ale ke¤ºe energia Etot a objem Vtot sú omnoho vä£²ie neº v²etky zmysluplné energie a objemy systému,
pri výpo£te entropie Sres(Etot − En, Vtot − Vn) môºeme pouºi´ Taylorov rozvoj Sres okolo energie
(Etot − E) a objemu (Vtot − V ) a zastavi´ sa v prvom ráde:

Sres(Etot − En, Vtot − Vn) = Sres(Etot − E, Vtot − V ) +

(
∂Sres

∂E

)
V

(E − En) +

(
∂Sres

∂V

)
E

(V − Vn).

Ak teraz vyuºijeme, ºe pre teplotu a tlak rezervoáru platí 1/T = (∂Sres/∂E)V a p/T = (∂Sres/∂V )E ,
odtia©to dostaneme

Sres(Etot − En, Vtot − Vn) = Sres(Etot − E) +
1

T
(E − En) +

p

T
(V − Vn).
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Ak ¤alej ozna£íme rovnováºnu hodnotu Helmholtzovej vo©nej energie skúmaného systému ako G =
E − TS + pV , po dosadení Taylorovho rozvoja do vz´ahu pre pn dostaneme kone£ný výsledok

pn = exp

(
G−Hn

kBT

)
, (138)

kde sme mikrostavy n charakterizovali ich entalpiami Hn = En+pVn. Vz´ah (138) udáva pravdepodob-
nos´ pn toho, ºe systém s po£tom £astíc N sa pri zadaných teplote T a tlaku p nachádza v mikrostave
n. Súbor mikrostavov n s pravdepodobnos´ami pn nazývame súborom NpT .

Pre sú£et pravdepodobností pn samozrejme musí plati´
∑

n pn = 1. Z (138) preto zárove¬ vyplýva,
ºe musí plati´

pn =
1

ZG
exp

(
− Hn

kBT

)
, ZG =

∑
n

exp

(
− Hn

kBT

)
. (139)

Veli£ina ZG sa nazýva ²tatistickou sumou (súboru NpT ). Ke¤ºe entalpie Hn(N, p) jednotlivých mik-
rostavov vo v²eobecnosti závisia od po£tu £astíc N a tlaku p, ²tatistická suma je zjavne funkciou
premenných N, p, T . Recept na výpo£et ZG(N, p, T ) je opä´ (v princípe) jednoduchý: v prvom kroku
je potrebné nájs´ v²etky moºné mikrostavy systému n (s predpísaným po£tom £astíc, ale ©ubovo©nou
energiou a ©ubovo©ným objemom), potom kaºdému z nich priradi´ jeho entalpiu Hn, a nakoniec vyko-
na´ sumáciu v rovnici (109).

Súbor NpT a termodynamika
Ak porovnáme rovnice (138) a (139), Gibbsovu vo©nú energiu systému môºeme vyjadri´ pomocou
²tatistickej sumy:

G = −kBT lnZG. (140)

To znamená, ºe zo známej ²tatistickej sumy ZG vieme vypo£íta´ Gibbsovu vo©nú energiu ako funkciu
jej prirodzených premenných N, p, T . Inými slovami, pri známom ZG(N, p, T ) poznáme fundamentálnu
rovnicu G = G(N, p, T ), a preto aj v²etky rovnováºne vlastnosti skúmaného systému.

V ¤al²om výklade ukáºeme, ºe termodynamické veli£iny, ktoré moºno získa´ derivovaním funda-
mentálneho vz´ahu (140), moºno prirodzene interpretova´ aj ²tatisticky, pomocou znalosti pravdepo-
dobnostnej pravdepodobnostnej funkcie pn.

Prvé derivácie vo©nej energie G: entropia, entalpia, energia a objem
Postupova´ budeme ve©mi podobne ako v predná²ke 13.

(i) Pre entropiu platí

S = −
(
∂G

∂T

)
N,p

= kB lnZG +
kBT

ZG

(
∂ZG
∂T

)
N,p

= kB
∑
n

pn

[
lnZG +

Hn

kBT

]
,

kde sme v druhom kroku vyuºili, ºe
∑

n pn = 1. Ak si teraz pomocou (139) uvedomíme, ºe výraz v
hranatej zátvorke je rovný − ln pn, dostaneme odtia©to Gibbsov vz´ah pre entropiu:

S = −kB
∑
n

pn ln pn. (141)

Tento výsledok je formálne totoºný s výrazom (112) získaným pre kánonický súbor.
(ii) Pre rovnováºnu hodnotu entalpie platí H = G+ TS, preto (ak vyuºijeme vz´ah (140) a medzi-

výsledok pre entropiu) dostávame

H = −kBT lnZG + T

(
kB lnZG +

1

T

∑
n

pnHn

)
=
∑
n

pnHn. (142)

(iii) Podobne pre rovnováºny objem platí

V =

(
∂G

∂p

)
N,T

= −kBT
1

ZG

(
∂ZG
∂p

)
N,T

=
∑
n

pnVn (143)
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(iv) a pre rovnováºnu energiu

E = H − pV =
∑
n

pn(Hn − pVn) =
∑
n

pnEn. (144)

Teda rovnováºna entalpia H, objem V aj energia E sú v²etky popísané prirodzenou formulou: váºeným
priemerom veli£ín charakterizujúcich mikrostavy Hn, Vn a En s váhovacími faktormi pn.

Druhé derivácie G: �uktuácie v súbore NPT
Teraz ukáºeme, ºe v²etky tri základné druhé derivácie vo©nej energie G, ktoré sme zaviedli v pred-
ná²ke 7, priamo súvisia s �uktuáciami v NpT súbore.

(i) Merné teplo pri kon²tantnom tlaku je de�nované vz´ahom Ncp = (∂H/∂T )N,p. Ak entalpiu
vyjadríme pomocou vz´ahu (142), v ktorom ¤alej pouºijeme výsledok (138) pre pn, dostaneme

Ncp =
∑
n

Hn
∂

∂T

(
exp

G−Hn

kBT

)
N,V

=
1

kBT 2

∑
n

pnHn (Hn −G− TS) =
1

kBT 2

∑
n

pnHn(Hn −H),

kde sme v druhom kroku vyuºili, ºe (∂G/∂T )N,p = −S, a v tre´om kroku zase identitu H = G+ TS.
�ahko tieº overíme, ºe platí

∑
n pnHn(Hn−H) = 〈H2〉−〈H〉2. Tak dostávame výsledok pre �uktuácie

entalpie: 〈
(∆H)2

〉
= NkBcpT

2. (145)

Ve©mi podobný výsledok sme v kánonickom súbore dostali pre �uktuácie energie
〈
(∆E)2

〉
.

(ii) Izotermická stla£ite©nos´ je de�novaná vz´ahom κT = − 1
V (∂V/∂p)N,T . Po£ítajme preto derivá-

ciu (∂V/∂p)N,T a dostaneme:(
∂V

∂p

)
N,T

=
∑
n

Vn
∂

∂p

(
exp

G−Hn

kBT

)
N,T

=
1

kBT

∑
n

pnVn (V − Vn) = − 1

kBT

〈
(∆V )2

〉
.

V druhom kroku sme vyuºili, ºe (∂G/∂p)N,p = V . Teda pre �uktuácie objemu v NpT súbore platí:〈
(∆V )2

〉
= V κTkBT. (146)

(iii) Teplotná roz´aºnos´ je de�novaná v´ahom α = 1
V (∂V/∂T )N,p. Po£ítajme preto deriváciu

(∂V/∂T )N,p a dostaneme:(
∂V

∂T

)
N,p

=
∑
n

Vn
∂

∂T

(
exp

G−Hn

kBT

)
N,p

=
1

kBT 2

∑
n

pnVn (Hn −H) =
1

kBT 2
〈∆H∆V 〉 ,

pri£om v druhom kroku sme postupovali rovnako ako pri výpo£te merného tepla cp. V tre´om kroku
sme na pravej strane od£ítali nulu zapísanú v tvare

∑
n pnV (Hn −H) = 0. Teda v NpT súbore existuje

korelácia medzi �uktuáciami objemu a entalpie:

〈∆H∆V 〉 = V αkBT
2. (147)

Spolo£nou £rtou v²etkých výsledkov (145), (146) a (147) je to, ºe �uktuujúca veli£ina je formálne
úmerná druhej mocnine ve©kosti systému, ale v²etky �uktuácie sú v skuto£nosti umerné iba prvej
mocnine, teda v termodynamickej limite sú malé.

�alej, ke¤ºe �uktuácie (145) a (146) sú explicitne kladné, aj merné teplo cp a izotermická stla£i-
te©nos´ sú kladné, v súlade s poºiadavkou termodynamickej stability pod©a predná²ky 7. Na druhej
strane, znamienko �uktuácií (147) nie je ni£ím �xované, a preto koe�cient αmôºe by´ kladný aj záporný.

Príklad: kry²tál s defektmi premenlivej ve©kosti
Skúmajme nasledovnú modi�káciu modelu kry²tálu s defektmi, v ktorej pripustíme, ºe kaºdý �atóm�
kry²tálu sa môºe nachádza´ v jednom zo ²tyroch stavov. Energie a objemy týchto stavov uvádzame v
tabu©ke 1. Samozrejme predpokladáme, ºe v0 > v1.
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stav atómu energia objem entalpia
1 −ε v0 pv0 − ε
2 0 v0 + v1 pv0 + pv1

3 0 v0 − v1 pv0 − pv1

4 +ε v0 pv0 + ε

Tabu©ka 1: Stavy atómu v kry²táli s defektmi premenlivej ve©kosti.

Ke¤ºe kry²tál pozostáva zN nezávislých atómov, jeho ²tatistická suma je ZG(N, p, T ) = zN , pri£om

z(p, T ) = exp

(
ε− pv0

kBT

)
+ exp

(
−pv0 − pv1

kBT

)
+ exp

(
−pv0 + pv1

kBT

)
+ exp

(
−ε− pv0

kBT

)
Z toho vyplýva, ºe Gibbsova vo©ná energia kry²tálu je G(N, p, T ) = Nµ(p, T ), kde

µ(p, T ) = pv0 − kBT ln

[
2 cosh

ε

kBT
+ 2 cosh

pv1

kBT

]
. (148)

Fundamentálnou rovnicou (148) sú de�nované v²etky rovnováºne vlastnosti kry²tálu. Napríklad pre
priemerný objem v jedného atómu platí

v =

(
∂µ

∂p

)
T

= v0 − v1

sinh pv1

kBT

cosh ε
kBT

+ cosh pv1

kBT

, (149)

£iºe objem v je funkciou tlaku aj teploty. Ná² model teda napr. predpovedá (pri kone£nom tlaku)
kone£né hodnoty teplotnej roz´aºnosti α aj izotermickej stla£ite©nosti κT .

Cvi£enia

1. Ku kry²tálu s atómami popísanými tabu©kou 1:

a) Výsledok (149) interpretujte ²tatisticky.

b) Nájdite strednú hodnotu energie e atómu v kry²tále.

c) Vypo£ítajte hustotu entropie s kry²tálu.

d) Ako závisí základný stav kry²tálu pri T = 0 od tlaku? Pre konkrétnos´ ¤alej skúmajte kry²tál v limite nízkych tlakov.

e) Preskúmajte teplotnú závislos´ energie e, objemu v a entropie s v limite nízkych teplôt. Je splnená tretia veta termo-

dynamiky?

f) Preskúmajte teplotnú závislos´ energie e, objemu v a entropie s v limite vysokých teplôt. Výsledky interpretujte.

g) Vypo£ítajte ve©kos´ lokálnych �uktuácií 〈(∆v)2〉, 〈(∆h)2〉 a 〈∆v∆h〉 v jednom mrieºkovom bode.

2. Nájdite chemický potenciál pre kry²tál, v ktorom sa �atómy� môºu nachádza´ v piatich stavoch: prvé ²tyri sú totoºné

s tabu©kou 1 a piaty stav má energiu 0 a objem v0. Porovnajte správanie tohto kry²tálu s kry²tálom z predná²ky. V

ktorej limite sa zmení správanie kry²tálu viac: pri nízkych alebo pri vysokých teplotách? Svoju odpove¤ zdôvodnite.

3. Pokúste sa úlohu o kry²táli s tabu©kou 1 rie²i´ kánonicky, t.j. v N,V, T súbore. V £om spo£íva komplikácia?

4. Ukáºte, ºe zo vz´ahov (145), (146) a (147) vyplýva aj podmienka stability cV = cp−Tvα2/κT > 0. Pomôcka: namiesto

�uktuácií veli£ín Hn−H a Vn−V skúmajte �uktuácie bezrozmerných veli£ín an = (Hn−H)/(NkBT ) a bn = (Vn−V )/V .

Pouºite nerovnos´ 〈a2
n〉〈b2n〉 ≥ 〈anbn〉2.
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V tejto predná²ke ukáºeme uºito£nos´ súboru NpT na príklade dvoch jednoduchých systémov.

Klasický jednorozmerný plyn s nekone£nou odpudivou interakciou
Ak skombinujeme výsledok predná²ky 14 pre ²tatistickú sumu plynu klasických bez²truktúrnych £astíc
s de�níciou ²tatistickej sumy súboru NpT , dostaneme nasledovný výsledok pre ²tatistickú sumu ZG
klasického plynu N £astíc pri teplote T a tlaku p:

ZG =
1

N !

∫
d3x1 . . . d

3xNd
3p1 . . . d

3pN
(2π~)3N

exp

(
−H({x}, {p}) + pV ({x})

kBT

)
. (150)

V²imnime si, ºe objem systému V ({x}) je funkciou polôh atómov. Predpokladajme ¤alej, ºe hamilto-
nián plynu má tvar

H =
N∑
i=1

p2
i

2m
+ U(x1, . . . ,xN ). (151)

Ke¤ºe objem V nezávisí od hybností, ²tatistická suma sa faktorizuje na sú£in príspevkov kinetickej a
potenciálnej energie, ZG = ZkinZpot. Príspevok Zkin je pritom rovnaký ako v predná²ke 14, t.j. platí
Zkin = λ−3N , kde λ je termálna d¨ºka. Na druhej strane, pre Zpot platí

Zpot =
1

N !

∫
d3x1 . . . d

3xN exp

(
−U(x1, . . . ,xN ) + pV (x1, . . . ,xN )

kBT

)
.

Cie©om tohto odstavca je vypo£íta´ Zpot pre plyn £astíc pohybujúcich sa po priamke (tzv. jedno-
rozmerný plyn). V takom prípade sú polohy £astíc zadané £íslami xi namiesto vektorov xi. �Objem�
plynu je potom jeho d¨ºka a �tlak� je sila pôsobiaca na plyn.

O interak£nej energii U(x1, . . . , xN ) budeme predpoklada´, ºe je nekone£ná, ak existuje dvojica
atómov i, j, ktorých vzdialenos´ |xi − xj | je men²ia ako b. Ak je naopak |xi − xj | pre v²etky dvojice
atómov vä£²ia neº b, o energii U(x1, . . . , xN ) budeme predpoklada´, ºe je nulová.

Kombinácia jednorozmernosti problému a nekone£nej odpudivej interakcie má dramatické dôsledky:
atómy sa nemôºu obchádza´. Preto, ak ich v nejakom momente o£íslujeme tak, aby platilo x1 < x2 . . . <
xN , toto o£íslovanie zostane stále v platnosti. Spolu v²ak existuje N ! o£íslovaní a v²etky dajú rovnaký
výsledok pre Zpot. Preto sta£í zobra´ jedno z nich a vynecha´ faktor 1/N !. Tak dostaneme

Zpot =

∫ ∞
0

dx1

∫ ∞
x1

dx2 . . .

∫ ∞
xN−1

dxN exp

(
−U(x1, . . . , xN ) + pV (x1, . . . , xN )

kBT

)
.

Zvolili sme pritom o£íslovanie, ktoré sp¨¬a podmienku x1 < x2 . . . < xN , a predpokladali sme, ºe
nádoba, v ktorej sa atómy pohybujú, má pevný ©avý koniec v bode x = 0.

Teraz si v²imnime, ºe �objem� plynu je totoºný so súradnicou xN . Ak ¤alej zoh©adníme tvar funkcie
U(x1, . . . , xN ), pre Zpot potom dostaneme výraz

Zpot =

∫ ∞
b

dx1

∫ ∞
x1+b

dx2 . . .

∫ ∞
xN−1+b

dxN exp

(
− pxN
kBT

)
,

kde sme naviac uváºili, ºe £astica 1 sa k ©avej stene nádoby môºe priblíºi´ nanajvý² na vzdialenos´ b.
Integráciu cez x1, . . . , xN urobíme v nových premenných s1, . . . , sN , ktoré skon²truujeme tak, aby

dolná hranica integrovania bola zakaºdým b. Tak dostaneme s1 = x1, s2 = x2 − x1 a tak ¤alej, £iºe
sj = xj − xj−1. Pre �objem� vyjadrený cez nové premenné potom platí xN = s1 + . . .+ sN a následne

Zpot =

∫ ∞
b

ds1

∫ ∞
b

ds2 . . .

∫ ∞
b

dsN exp

(
−p(s1 + . . .+ sN )

kBT

)
=

[∫ ∞
b

ds exp

(
− ps

kBT

)]N
,

odkia© napokon dostávame

Zpot =

(
kBT

p

)N
exp

(
−pbN
kBT

)
.
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Ke¤ºe v jednorozmernom plyne Zkin = λ−N , pre Gibbsovu vo©nú energiu G = −kBT ln(ZkinZpot)
skúmaného plynu dostávame (presný) výsledok

G(N, p, T ) = N

[
pb+ kBT ln

pλ

kBT

]
. (152)

V²etky termodynamické vlastnosti plynu moºno ur£i´ z fundamentálnej rovnice (152). Napríklad pre
objem V dostávame rovnicu

V = −
(
∂G

∂p

)
N,T

= Nb+
NkBT

p
, p(V −Nb) = NkBT,

v ktorej spoznávame (fenomenologickú) van der Waalsovu stavovú rovnicu bez £lena pochádzajúceho
z prí´aºlivej interakcie medzi atómami.

Zjednodu²ený mikroskopický model pre gumu
Gumu si predstavme ako sadu nezávislých polymérnych re´azcov s N monomérmi. Budeme skúma´
súbor re´azcov ve¨kosti N pri teplote T a pôsobení vonkaj²ej sily F (t.j. analóg NpT súboru).

Ako sme ukázali v predná²ke 4, na rozdiel od plynu, ktorý tla£í steny nádoby v smere vonkaj²ej
normály, pri na´ahovaní guma naopak pôsobí proti smeru natiahnutia. Ak silu pôsobiacu v smere
polymérov nazveme F , potom zákon zachovania energie pre polymérny re´azec nadobudne tvar

dE = TdS + FdL+ µdN, de = Tds+ Fdl.

kde dL je natiahnutie v smere polyméru, teda rolu tlaku v na²om prípade hrá sila −F a rolu objemu hrá
d¨ºka polyméru L. Druhá rovnica popisuje zákon zachovania energie prepísaný pre energiu e = E/N
a entropiu s = S/N na jeden monomér, pri£om l = L/N je priemerná d¨ºka polyméru v smere
na´ahovania, taktieº vztiahnutá na jeden monomér.

Gibbsova vo©ná energia polyméru s N monomérmi pri teplote T za pôsobenia sily F je de�novaná
vz´ahom G = E − TS − LF , odkia© vyplýva dG = −SdT − LdF + µdN . Tie isté vz´ahy zapísané
pomocou intenzívnych veli£ín nadobúdajú tvar

µ(F, T ) = e− Ts− lF, dµ = −sdT − ldF. (153)

Mikrostavy re´azcov n budeme modelova´ nasledovne. Predpokladajme, ºe kaºdý monomér (s d¨º-
kou a) môºe by´ nato£ený práve jedným zo ²tyroch smerov: ±x a ±y. Pod mikrostavom potom roz-
umieme akúko©vek postupnos´ monomérov v týchto ²tyroch smeroch.61 Jednotlivé mikrostavy celého
polyméru teda môºeme charakterizova´ ako postupnosti {q} ≡ q1, . . . , qN , pri£om £len postupnosti qi
charakterizuje nato£enie monoméru i a môºe nadobúda´ jednu zo ²tyroch hodnôt: q = 1 pre smer +x,
q = 2 pre smer +y, q = 3 pre smer −y a q = 4 pre smer −x.

Kaºdej hodnote q teraz prira¤me d¨ºku l(q), ktorou monomér prispieva k d¨ºke celého polyméru v
smere x. Podobne kaºdej hodnote q prira¤me energiu e(q), ktorou monomér prispieva k energii celého
polyméru. Predpokladáme pritom, ºe energia rastie, ak je polymér zakrivený, a d¨ºky l(q) a energie
e(q) volíme pod©a tabu©ky 2, pri£om ºiadame, aby platila podmienka ε > 0:

61Pre zjednodu²enie tu predpokladáme, ºe polymér sa hýbe iba v rovine. Zárove¬ nám nevadí, ak polymér sám seba
pretína, alebo dokonca ide tam a naspä´ po tej istej dráhe.



75

stav q monoméru energia e(q) d¨ºka v smere x, l(q) �entalpia� e(q)− Fl(q)
1 0 +a −Fa
2 ε 0 ε
3 ε 0 ε
4 ε −a ε+ Fa

Tabu©ka 2: Stavy monoméru v polymérnom re´azci.

Celková �entalpia� polyméru v mikrostave q1, . . . , qN je pod©a ná²ho modelu sú£tom nezávislých
príspevkov jednotlivých monomérov: H({q}) =

∑N
i=1 [e(qi)− Fl(qi)]. Preto pre ²tatistickú sumu ZG

celého polyméru dostávame výsledok ZG = zN , kde z je ²tatistická suma pre jeden monomér:

z(F, T ) = exp
(
Fa
kBT

)
+ 2 exp

(
− ε
kBT

)
+ exp

(
− ε+Fa

kBT

)
.

Odtia©to vyplýva, ºe fundamentálna rovnica pre polymér má tvar G = −kBT lnZG = −NkBT ln z a
pre chemický potenciál µ = G/N teda dostávame výsledok

µ(F, T ) = −kBT ln
[
exp

(
Fa
kBT

)
+ 2 exp

(
− ε
kBT

)
+ exp

(
− ε+Fa

kBT

)]
. (154)

Termodynamické veli£iny moºno získa´ derivovaním fundamentálnej rovnice (154) alebo ²tatistickým
stredovaním cez stavy monoméru. Pre d¨ºku a energiu polyméru tak dostávame výsledky

l(F, T ) =
a

z

[
exp

(
Fa
kBT

)
− exp

(
− ε+Fa

kBT

)]
, (155)

e(F, T ) =
ε

z

[
2 exp

(
− ε
kBT

)
+ exp

(
− ε+Fa

kBT

)]
. (156)

Vz´ahy pre µ, l a e sú pomerne komplikované, preto ich preskúmame iba v dvoch jednoduchých limitách.
Pri nulovej teplote dostávame výsledky µ = −Fa, l = a a e = 0. Ke¤ºe polymér má maximálnu

moºnú d¨ºku l = a, v²etky monoméry sú nato£ené v smere +x, a preto samozrejme energia nadobúda
minimálnu moºnú hodnotu e = 0. Existuje jediná kon�gurácia s touto energiou, preto entropia s = 0, v
súlade s tre´ou vetou termodynamiky. Tento výsledok je konzistentný aj s výrazom s = (e−µ−lF )/T .62

Odteraz aº do konca predná²ky sa budeme venova´ limite vysokých teplôt. V tejto limite rozvinieme
výraz v hranatej zátvorke vo vz´ahu (154) do rádu 1/T 2 a dostaneme

µ(F, T ) = −kBT ln 4 +
3

4
ε− 1

4kBT

(
a2F 2 + aFε+

3

8
ε2

)
, (157)

pri£om jednotlivé £leny sme zoradili pod©a mocnín teploty. Ná² výsledok pre chemický potenciál µ teda
platí do rádu 1/T . Pre d¨ºku polyméru odtia©to dostávame

l(F, T ) = −
(
∂µ

∂F

)
T

= l0 +
a2F

2kBT
, l0(T ) =

aε

4kBT
. (158)

Teda pri teplote T a nulovej pôsobiacej sile F má polymér rovnováºnu d¨ºku l0, ktorá sa skracuje pri
raste teploty. Naviac, pri pôsobení kone£nej sily F platí Hookov zákon F = K(l − l0), pri£om v²ak
tuhos´ K = 2kBT/a

2 polyméru rastie s rastúcou teplotou!
Vo zvy²ku predná²ky ozrejmíme, odkia© sa berú spomínané anomálne vlastnosti polymérov. Najprv

si v²imnime, ºe pre Helmholtzovu vo©nú energiu f (na jeden monomér) dostávame výsledok

f(l, T ) = µ+ lF = −kBT ln 4 + kBT

(
l

a

)2

+
3

4
ε− ε

2

l

a
− ε2

32kBT
. (159)

Z tejto fundamentálnej rovnice v Helmholtzovej reprezentácii pre entropiu polyméru s(l, T ) dostá-
vame63

s(l, T ) = −
(
∂f

∂T

)
l

= kB ln 4− kB
(
l

a

)2

− ε2

32kBT 2
. (160)

62Striktne vzaté, bolo by potrebné skúma´ limitu tohto výrazu pre T → 0.
63Tento výraz vykazuje istú podobnos´ s fenomenologickou formulou pre gumu (34). Nezabúdajme v²ak, ºe ani feno-

menologický popis v predná²ke 4, ani tu prezentovaná teória nedávajú presný popis gumy, preto nemoºno o£akáva´ lep²iu
zhodu medzi nimi.
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Teda v limite nekone£nej teploty a pre d¨ºku l = 0 má entropia maximálnu moºnú hodnotu kB ln 4
(monomér sa môºe nachádza´ v jednom zo ²tyroch stavov). Pri vysokej ale kone£nej teplote je entropia
niº²ia a na´ahovanie polyméru entropiu ¤alej zniºuje. To samozrejme súhlasí s intuitívnym o£akávaním,
ºe po£et mikrostavov polyméru klesá pri rastúcom l. Na druhej strane, pre energiu polyméru dostávame

e(l, T ) = f + Ts =
3

4
ε− ε

2

l

a
− ε2

16kBT
. (161)

Vysokoteplotná limita energie 3ε/4 (pre l = 0) zodpovedá priemeru v²etkých moºných energií mono-
mérov, v súlade s o£akávaniami. Naviac si v²imnime, ºe energia e klesá s rastúcim l. Aj tento výsledok
je intuitívne zrejmý.

Ke¤ºe pre Helmholtzovu vo©nú energiu platí f = e − Ts, sila F = K(l − l0) pôsobiaca na koniec
polyméru je sú£tom mechanickej sily a tzv. entropickej sily:

F =

(
∂f

∂l

)
T

=

(
∂e

∂l

)
T

− T
(
∂s

∂l

)
T

≡ Fmech + Fs.

Explicitným derivovaním vz´ahov (160) a (161) dostávame:

Fmech =

(
∂e

∂l

)
T

= − ε

2a
≡ −Kl0, Fs = −T

(
∂s

∂l

)
T

=
2kBT l

a2
≡ Kl.

To znamená, ºe mechanická sila Fmech (ktorá nezávisí od d¨ºky l ani od teploty T ) tla£í koniec poly-
méru smerom von, kým entropická sila Fs (úmerná l aj T ) ´ahá koniec polyméru smerom dnu. Teda
za elastické vlastnosti gumy je zodpovedná entropická sila.

Cvi£enia

1. Vypo£ítajte entropiu, merné teplo cp, roz´aºnos´ α a stla£ite©nos´ κT v jednorozmernom modeli tvrdých gú© (152).

2. Nájdite ve©kos´ �uktuácií 〈(∆E)2〉 a 〈∆E∆V 〉 v NpT súbore pre model (152).

3. Nájdite Gibbsovu vo©nú energiu pre nasledovnú modi�káciu interak£nej energie jednorozmernom modeli tvrdých gú©:

nech U(x1, . . . , xN ) =
∑
i<j V (xi − xj), kde V (x) =∞ pre 0 < x < b a V (x) = −ε pre b < x < 2b.

4. Derivovaním vz´ahu (154) pre chemický potenciál polyméru nájdite formulu pre entropiu s = s(T, F ). Viete výsledok

nezávisle skontrolova´ pomocou výsledkov z predná²ky?

5. V limite vysokých teplôt pre model polyméru vypo£ítajte roz´aºnos´ α = 1
l
(∂l/∂T )F , �natiahnute©nos´� κT =

1
l
(∂l/∂F )T a deriváciu (∂S/∂l)T . Z termodynamiky vyplýva, ºe má plati´ vz´ah (∂s/∂l)T = α/κT . Overte to.

6. V limite vysokých teplôt ukáºte, ºe merné teplo polyméru pri kon²tantnej d¨ºke cl nezávisí od natiahnutia l.

7. Vypo£ítajte chemický potenciál pre model polyméru v troch rozmeroch. Predpokladajte, ºe kaºdý monomér má 6

moºných orientácií. Za energie monomérov vezmite 0 v smere +x a ε v ostatných smeroch.
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19 Grandkánonický súbor

V tejto predná²ke budeme skúma´ ²tatistické vlastnosti systému, ktorý si s rezervoárom vymie¬a ener-
giu a £astice, ale jeho objem zostáva kon²tantný. Súbor mikrostavov n takéhoto systému spolu s ich
pravdepodobnos´ami pn budeme nazýva´ grandkánonickým súborom. Ná² výklad bude pritom ve©mi
podobný ako pri diskusii o súbore NpT .

Pravdepodobnostné rozloºenie mikrostavov systému
Nech skúmaný systém (¤alej £asto iba �systém�) je v kontakte s rezervoárom, s ktorým si vymie¬a teplo
a £astice, ale objem systému nech je �xovaný. Skúmaný systém si teda moºno predstavi´ ako myslenú
²katu©u s objemom V vnútri rezervoáru. Nech rezervoár je charakterizovaný teplotou T a chemickým
potenciálom µ. Predpokladáme, ºe rezervoár je ove©a vä£²í neº skúmaný systém, preto jeho teplotu
a chemický potenciál moºno povaºova´ za kon²tantné. Dvojicu �systém+rezervoár� budeme povaºova´
za uzavretú sústavu s celkovou energiou Etot a s celkovým po£tom £astíc Ntot a nazveme ju vesmírom.
Po£et mikrostavov vesmíru ozna£me Ntot(Etot, Ntot).

Nech skúmaný systém sa môºe nachádza´ v mikrostavoch n s energiami En a po£tami £astíc Nn.
Na²ou úlohou bude vypo£íta´ pravdepodobnos´ pn toho, ºe systém sa nachádza v mikrostave n.

Ak sa systém nachádza v mikrostave n s energiou En a po£tom £astíc Nn, potom energia a po£et
£astíc rezervoáru musia by´ Etot −En a Ntot −Nn. Existuje pritom mnoºstvo mikrostavov rezervoáru
s touto energiou a po£tom £astíc. Ich po£et ozna£me Nres(Etot − En, Ntot − Nn). Ke¤ºe celý vesmír
je uzavretý a popísaný mikrokánickým súborom, pravdepodobnos´ pn môºeme po£íta´ tak isto ako v
predná²kach 13,17:

pn =
priaznive pripady

vsetky pripady
=
Nres(Etot − En, Ntot −Nn)

Ntot(Etot, Ntot)
=

exp
[

1
kB
Sres(Etot − En, Ntot −Nn)

]
exp

[
1
kB
Stot(Etot, Ntot)

] ,

kde v druhej rovnosti sme pouºili Boltzmannov vz´ah medzi entropiou a po£tom stavov. Indexy `�res�
a �tot� sa stále týkajú rezervoáru a vesmíru.

V rovnováºnom stave sa energia a po£et £astíc systému v kontakte s rezervoárom ustália na hod-
notách, ktoré ozna£me E a N . Z aditivity entropie potom vyplýva, ºe

Stot(Etot, Ntot) = S(E,N) + Sres(Etot − E,Ntot −N),

t.j. entropia vesmíru je sú£tom entropie skúmaného systému v rovnováºnom stave S ≡ S(E,N) a
entropie rezervoáru. Preto pre pravdepodobnos´ pn mikrostavu n systému platí

pn = e−S/kB × exp
[

1
kB
Sres(Etot − En, Ntot −Nn)− 1

kB
Sres(Etot − E,Ntot −N)

]
.

Ale ke¤ºe energia Etot a po£et £astíc Ntot sú omnoho vä£²ie neº v²etky zmysluplné energie a po£ty
£astíc systému, pri výpo£te entropie Sres(Etot − En, Ntot − Nn) môºeme pouºi´ Taylorov rozvoj Sres

okolo energie Etot − E a po£tu £astíc Ntot −N a zastavi´ sa v prvom ráde:

Sres(Etot − En, Ntot −Nn) = Sres(Etot − E,Ntot −N) +

(
∂Sres

∂E

)
N

(E − En) +

(
∂Sres

∂N

)
E

(N −Nn).

Ak teraz vyuºijeme, ºe pre teplotu a chemický potenciál rezervoáru platí 1/T = (∂Sres/∂E)N a µ/T =
−(∂Sres/∂N)E , odtia©to dostaneme

Sres(Etot − En, Ntot −Nn) = Sres(Etot − E,Ntot −N) +
1

T
(E − En)− µ

T
(N −Nn). (162)
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Teraz nastáva drobná odchýlka od predná²ok 13 a 17, v ktorých sme ukázali, ºe v rozdelení prav-
depodobností �gurujú známe vo©né energie: Helmholtzova alebo Gibbsova. V grandkánonickom súbore
�guruje iná, tzv. grandkánonická alebo ve©ká vo©ná energia (prípadne ve©ký potenciál) Ω, ktorá je
de�novaná vz´ahom

Ω = E − TS − µN, dΩ = −SdT − pdV −Ndµ. (163)

Teda ve©ký potenciál vzniká z energieE = E(S, V,N) Legendreovou transformáciou premenných S aN .
Preto Ω je funkciou Ω = Ω(T, V, µ), t.j. presne tých premenných, ktoré charakterizujú grandkánonický
súbor. Ke¤ je ve©ký potenciál Ω vyjadrený ako funkcia svojich prirodzených premenných T, V, µ,
poskytuje nám rovnako úplný popis termodynamických vlastností ako ktorýko©vek iný potenciál.

Ak pouºijeme de�níciu Ω, po dosadení Taylorovho rozvoja (162) do vz´ahu pre pn dostaneme
kone£ný výsledok

pn = exp

(
Ω− En
kBT

)
, (164)

kde sme mikrostavy n charakterizovali ich �ve©kými energiami� En = En − µNn. Vz´ah (164) udáva
h©adanú pravdepodobnos´ pn toho, ºe systém s objemom V sa pri zadaných teplote T a chemickom
potenciáli µ nachádza v mikrostave n.

Pre sú£et pravdepodobností pn samozrejme musí plati´
∑

n pn = 1. Z (164) preto zárove¬ vyplýva,
ºe musí plati´

pn =
1

Z
exp

(
− En
kBT

)
, Z =

∑
n

exp

(
− En
kBT

)
. (165)

Veli£ina Z sa nazýva ve©kou ²tatistickou sumou. Ke¤ºe ve©ké energie En(V, µ) jednotlivých mikrosta-
vov vo v²eobecnosti závisia od objemu ²katule V a chemického potenciálu µ, ve©ká ²tatistická suma
je zjavne funkciou premenných V, T, µ. Recept na výpo£et Z(V, T, µ) je opä´ (v princípe) jednoduchý:
v prvom kroku je potrebné nájs´ v²etky moºné mikrostavy systému n (v predpísanom objeme, ale s
©ubovo©nou energiou a ©ubovo©ným po£tom £astíc), potom kaºdému z nich priradi´ jeho ve©kú energiu
En, a nakoniec vykona´ sumáciu v rovnici (165).

Grandkánonický súbor a termodynamika
Ak porovnáme rovnice (164) a (165), ve©ký potenciál systému môºeme vyjadri´ pomocou ve©kej ²ta-
tistickej sumy:

Ω = −kBT lnZ. (166)

To znamená, ºe zo známej ve©kej ²tatistickej sumy Z vieme vypo£íta´ ve©ký potenciál ako funkciu
jeho prirodzených premenných V, T, µ. Inými slovami, pri známom Z(V, T, µ) poznáme fundamentálnu
rovnicu Ω = Ω(V, T, µ), a preto aj v²etky rovnováºne vlastnosti skúmaného systému.

V ¤al²om výklade ukáºeme, ºe termodynamické veli£iny, ktoré moºno získa´ derivovaním funda-
mentálneho vz´ahu (166), moºno prirodzene interpretova´ aj ²tatisticky, pomocou znalosti pravdepo-
dobnostnej funkcie pn.

Prvé derivácie ve©kého potenciálu Ω: entropia, po£et £astíc, energia a tlak
Postupova´ budeme ve©mi podobne ako v predná²kach 13,17, pri£om de�ni£né vz´ahy pre termodyna-
mické veli£iny od£ítame z (163):

(i) Pre entropiu platí

S = −
(
∂Ω

∂T

)
V,µ

= kB lnZ +
kBT

Z

(
∂Z
∂T

)
N,p

= kB
∑
n

pn

[
lnZ +

En
kBT

]
,

kde sme v druhom kroku vyuºili, ºe
∑

n pn = 1. Ak si teraz pomocou (165) uvedomíme, ºe výraz v
hranatej zátvorke je rovný − ln pn, dostaneme odtia©to Gibbsov vz´ah pre entropiu:

S = −kB
∑
n

pn ln pn. (167)

Tento výsledok je formálne totoºný s výrazmi (112) a (141) získanými pre kánonický a NpT súbory.
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(ii) Pre rovnováºny po£et £astíc platí

N = −
(
∂Ω

∂µ

)
V,T

= −kBT
1

Z

(
∂Z
∂µ

)
V,T

=
∑
n

pnNn (168)

(iii) Pre rovnováºnu hodnotu energie platí E = Ω + TS + µN , preto (ak vyuºijeme vz´ahy (166)
a (168), ako aj medzivýsledok pre entropiu) dostávame

E = −kBT lnZ + T

(
kB lnZ +

1

T

∑
n

pnEn

)
+ µ

∑
n

pnNn =
∑
n

pnEn. (169)

(iv) Pre rovnováºny tlak platí

p = −
(
∂Ω

∂V

)
T,µ

= −kBT
1

Z

(
∂Z
∂V

)
T,µ

=
∑
n

pnπn, (170)

kde sme opä´ zaviedli �tlak mikrostavu� πn = −(∂En/∂V )µ = −(∂En/∂V ).
Teda rovnováºny po£et £astíc N , energia E aj tlak p sú v²etky popísané prirodzenou formulou:

váºeným priemerom veli£ín charakterizujúcich mikrostavy Nn, En a πn s váhovacími faktormi pn.

Druhé derivácie Ω: �uktuácie v grandkánonickom súbore
�ahko moºno overi´ nasledovné výsledky pre druhé derivácie ve©kého potenciálu Ω:
(i) Stredný po£et £astícN je pri �xovaných V, T rastúcou funkciou chemického potenciálu (pouºi (168)):(

∂N

∂µ

)
V,T

=
∑
n

Nn
∂

∂µ

(
exp

Ω− En
kBT

)
V,T

=
1

kBT

〈
(∆N)2

〉
. (171)

(ii) Stredná hodnota ve©kej energie E je pri �xovaných V, µ rastúcou funkciou teploty (pouºi (169)):(
∂E
∂T

)
V,µ

=
∑
n

En
∂

∂T

(
exp

Ω− En
kBT

)
V,µ

=
1

kBT 2

〈
(∆E)2

〉
. (172)

(iii) Teplotná závislos´ N pri �xovaných V, µ nemá �xované znamienko (pouºi (168)):(
∂N

∂T

)
V,µ

=
∑
n

Nn
∂

∂T

(
exp

Ω− En
kBT

)
V,µ

=
1

kBT 2
〈∆N∆E〉 . (173)

Príklad: adsorpcia atómov na povrchu kry²tálu
Skúmajme kry²tál, ktorý na povrchu obsahuje M pozícií, na ktorých sa môºe zachyti´ atóm A. Kaºdá
z pozícií pritom môºe by´ bu¤ neobsadená, alebo obsadená jediným atómom. Energiu adsorbovaného
atómu ozna£me ε. Nech povrch kry²tálu je v rovnováhe s okolitým plynom £astíc A, ktorý má teplotu
T a chemický potenciál µ. Nájdite stredný po£et N atómov adsorbovaných na povrchu kry²tálu.

Rie²enie. Povrch kry²tálu môºeme popísa´ ako grandkánonický súbor atómov A. Mikrostavy n sú
charakterizované obsadzovacími £íslami xi na jednotlivých pozíciách i = 1, . . . ,M , pri£om xi môºu
nadobúda´ len dve hodnoty: xi = 0 alebo xi = 1. Ve©ká energia mikrostavu povrchu charakterizovaného
postupnos´ou {x} je

E =

M∑
i=1

(ε− µ)xi,

preto ve©ká ²tatistická suma povrchu je

Z =
∑
{x}

exp

(
− 1

kBT

∑
i

(ε− µ)xi

)
=

[
1∑

x=0

exp

(
−(ε− µ)x

kBT

)]M
=

[
1 + exp

(
µ− ε
kBT

)]M
,
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kde v druhom kroku sme vyuºili, ºe jednotlivé pozície na povrchu sú navzájom nezávislé. Preto ve©ká
²tatistická suma pre povrch má tvar

Ω(M,T, µ) = −kBT lnZ = −MkBT ln

[
1 + exp

(
µ− ε
kBT

)]
. (174)

V²imnime si, ºe rolu objemu hrá v na²om príklade celkový po£et mrieºkových pozícií M . Pre stredný
po£et atómov v systéme (t.j. obsadených pozícií) potom dostávame

N = −
(
∂Ω

∂µ

)
M,T

=
M

exp
(
ε−µ
kBT

)
+ 1

.

Teda ak je energia adsorbovaných atómov vä£²ia neº chemický potenciál v okolitom plyne, ε−µ� kBT ,
potom N �M a takmer ºiadne pozície nebudú obsadené. Ak je naopak energia adsorbovaných atómov
malá oproti µ, presnej²ie ak µ− ε� kBT , potom N ≈M a takmer v²etky pozície budú obsadené.

Vz´ah medzi po£tom £astícN a po£tom pozíciíM moºno interpretova´ aj tak, ºe stredná obsadenos´
zvolenej pozície je

f =
1

exp
(
ε−µ
kBT

)
+ 1

. (175)

My sme k tomuto výsledku pri²li termodynamicky, ale moºno ho odvodi´ aj ²tatisticky, ke¤ºe pravde-
podobnos´ realizácie mikrostavu n celého povrchu moºno napísa´ ako sú£in pravdepodobností relizácie
jednotlivých xi.

Cvi£enia

1. Ukáºte, ºe pre ve©ký potenciál jednozloºkového systému platí Ω = −pV .
2. Dokáºte vz´ahy (171), (172) a (173).

3. Dokáºte vz´ah (175) výpo£tom strednej hodnoty 〈xi〉. �alej ukáºte, ºe ak je rezervoár £astíc tvorený ideálnym ply-

nom s (parciálnym) tlakom p skúmaných £astíc, potom tento vz´ah moºno zapísa´ v tvare tzv. Langmuirovej absorp£nej

izotermy f = p/(p0 + p). Nájdite ve©kos´ tlaku p0(T ).

4. Preskúmajte modi�kovaný model adsorpcie, v ktorom budete stále ºiada´, aby na danej pozícii mohol by´ adsorbovaný

iba ºiaden alebo jeden atóm. Predpokladajte v²ak, ºe adsorbovaný atóm sa môºe nachádza´ v jednom z dvoch stavov,

ktorých energie sú ε1 a ε2.

5. Preskúmajte modi�kovaný model adsorpcie, v ktorom budete predpoklada´, ºe na danej pozícii môºe by´ adsorbovaný

ºiaden atóm, jeden atóm, alebo dva atómy. Prepokladajte, ºe energie týchto troch kon�gurácií sú 0, ε1, alebo ε2, pri£om

ε2 = 2ε1 + U . Aký je fyzikálny význam energie U?

6. Nájdite výraz pre pravdepodobnos´ mikrostavu pn systému s dvomi typmi £astíc v kontakte s rezervoárom pri teplote

T a s chemickými potenciálmi µ1 pre £astice typu 1 a µ2 pre £astice typu 2. Platí pre ve©ký potenciál vz´ah Ω = −pV ?
7. Predpokladajme, ºe molekuly hemoglobínu sa môºu nachádza´ v jednom z troch stavov: i) neobsadené, ii) obsadené

jednou molekulou O2 a iii) obsadené jednou molekulou CO. Tieto tri stavy hemoglobínu nech majú po rade energie 0,

ε1 a ε2. De�nujme aktivity molekúl O2 a CO vz´ahmi zi = exp[µi/(kBT )]. Nech aktivita molekúl O2 je z1 = 1 × 10−5.

Nájdite väzobné energie ε1 a ε2, ak poznáme nasledujúce dva výsledky pre pravdepodobnos´ f1 naviazania molekuly

O2 na hemoglobín: 1) pre rezervoár s aktivitou z2 = 0 (aká je vtedy koncentrácia CO?) je f1 = 0.9. 2) pre rezervoár s

aktivitou z2 = 1× 10−7 je f1 = 0.1.
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20 Kvantový popis ideálnych plynov

V tejto predná²ke predstavíme dôsledne kvantovomechanický opis ideálnych plynov.

Kvantové stavy jednej vo©nej £astice
V klasickej fyzike je stav bez²truktúrnej £astice popísaný polohovým vektorom x a hybnos´ou £astice
p. V kvantovej mechanike v²ak nie je moºné sú£asne ur£i´ polohu a hybnos´ £astice. Namiesto toho
stav £astice popisujeme vlnovou funkciou ψ(x). Dynamické vlastnosti £astice popisuje operátor energie,
tzv. hamiltonián. V prípade vo©nej bez²truktúrnej £astice má hamiltonián tvar

H =
p2

2m
. (176)

Na²ou úlohou je nájs´ vlastné stavy hamiltoniánu, t.j. vyrie²i´ bez£asovú Schrödingerovu rovnicuHψ =
εψ. Pod©a pravidiel kvantovej mechaniky sa totiº £astica môºe nachádza´ iba v niektorom z takto
nájdených stavov ψ(x), tzv. vlastných stavov hamiltoniánu, alebo v lineárnej kombinácii takýchto
stavov. V na²om zjednodu²enom výklade v²ak budeme predpoklada´, ºe prípustné sú výlu£ne iba
vlastné stavy hamiltoniánu.64

Pre jednoduchos´ budeme predpoklada´, ºe £astica je uväznená v ²katuli tvaru kocky s rozmermi
V = L × L × L, pri£om potenciálna energia pre £asticu je vonku kocky nekone£ná. Inými slovami,
£astica je uväznená v trojrozmernej nekone£ne hlbokej jame. Preto vlnová funkcia musí na hraniciach
²katule nadobúda´ nulovú hodnotu. Ako je známe, vlastné stavy hamiltoniánu (176) s touto okrajovou
podmienkou majú tvar

ψk(x) =

(
2

L

)3/2

sin k1x sin k2y sin k3z, k =
π

L
(n1, n2, n3),

kde n1, n2, n3 �gurujúce vo výraze pre �vlnový vektor�65 sú prirodzené £ísla, podobne ako v prípade
módov rezonátora skúmaných v predná²ke 15. Energia £astice v stave ψk, t.j. vlastná hodnota εk v
bez£asovej Schrödingerovej rovnici Hψk = εkψk, má tvar

εk =
(~k)2

2m
=

(π~)2

2mL2
(n2

1 + n2
2 + n2

3). (177)

Ak máme do £inenia s bez²truktúrnymi £asticami so spinom S = 0, potom ich stavy sú plne charak-
terizované zadaním vlnového vektora k. Na druhej strane, ak popisujeme (inak bez²truktúrne) £astice
s nenulovým spinom S, potom ich pohybový stav je pod©a kvantovej mechaniky plne zadaný dvojicou
údajov: vlnovým vektorom k a priemetom spinu na zvolenú os, ktorý budeme ozna£ova´ σ. Priemet
spinu σ môºe nadobúda´ jednu z 2S + 1 hodnôt S,S − 1, . . . ,−S + 1,−S. Energia £astice v stave k, σ
v²ak od σ nezávisí a stále je daná vz´ahom (177).

Kvantové stavy systému s mnohými vo©nými £asticami
Hamiltonián pre systém N neinteragujúcich bez²truktúrnych vo©ných £astíc je jednoduchým sú£tom
ich kinetických energií, a preto má tvar

H =
N∑
i=1

p2
i

2m
. (178)

Vlastné stavy systému s hamiltoniánom (178) moºno charakterizova´ nasledovným spôsobom: Ke¤ºe
£astice navzájom neinteragujú, kaºdá z nich obsadzuje niektorý z vlastných stavov jedno£asticového
hamiltoniánu (176), povedzme stav k, σ. Vo výsledku je teda kaºdý jedno£asticový stav k, σ obsadený
xkσ £asticami. �íslo xkσ nazývame obsadzovacím £íslom (pre �mód� kσ). Stav celého mnoho£asticového
systému (t.j. mikrostav n termodynamického systému) je potom úplne charakterizovaný obsadzovacími
£íslami {xkσ} pre v²etky prípustné jedno£asticové stavy k, σ.

64V²eobecnej²í výklad je moºný, ale pouºíva pojem matice hustoty, ktorý ide nad rámec tejto predná²ky.
65Striktne vzaté, pojem vlnového vektora pouºívame iba v prípade beºiacich v¨n. V na²om prípade v²ak majú rie²enia

charakter stojatých v¨n.
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Pre celkový po£et £astíc N a celkovú energiu E v mikrostave {xkσ} potom platí

N({xkσ}) =
∑
kσ

xkσ, E({xkσ}) =
∑
kσ

εkxkσ, (179)

kde sumácia sa vedie cez v²etky jedno£asticové stavy k, σ. Výrazy pre po£et £astíc a energiu sú teda
sú£tami príspevkov navzájom nezávislých �módov� k, σ. Z výsledku (179) naviac ©ahko nájdeme aj
výraz pre ve©kú energiu E = E − µN .

Grandkánonický opis ideálneho plynu
Ke¤ºe sumácia cez mikrostavy je ekvivalentná sumácii cez v²etky postupnosti {xkσ}, pre ve©kú ²ta-
tistickú sumu ideálneho plynu dostávame vyjadrenie

Z =
∑
{xkσ}

exp

(
−E({xkσ})

kBT

)
=
∑
{xkσ}

exp

(
− 1

kBT

∑
kσ

(εk − µ)xkσ

)
=
∏
kσ

zkσ, (180)

kde v poslednej rovnosti sme vyuºili, ºe �módy� k, σ sú navzájom nezávislé. Príspevok módu k, σ k
ve©kej ²tatistickej sume je pritom daný vz´ahom

zkσ =
∑
x

exp

(
µ− εk
kBT

x

)
≡
∑
x

(qk)x, qk = exp

(
µ− εk
kBT

)
, (181)

kde suma cez x prebieha cez v²etky prípustné obsadzovacie £ísla pre stav k, σ. Pre ve©ký potenciál
ideálneho plynu teda dostávame výsledok

Ω = −kBT
∑
kσ

ln zkσ. (182)

Ke¤ºe jednotlivé �módy� k, σ sú navzájom nezávislé, pravdepodobnos´ realizácie mikrostavu {xkσ}
je daná sú£inom pravdepodobností pkσ(xkσ) toho, ºe obsadzovacie £íslo pre stav k, σ je xkσ. Tieto
pravdepodobnosti sú v grandkánonickom súbore dané vz´ahom

pkσ(x) =
1

zkσ
exp

(
µ− εk
kBT

x

)
=

1

zkσ
(qk)x. (183)

Od tohto okamihu musíme zobra´ do úvahy, s akými £asticami máme do £inenia. Pod©a kvantovej
mechaniky existujú dva typy £astíc: bozóny a fermióny. Tieto prípady teraz preskúmame kaºdý zvlá²´.

Plyn neinteragujúcich bozónov
Bozóny sú £astice s celo£íselným spinom, t.j. S nadobúda hodnoty 0, 1, 2, . . .. Napríklad atómy izotopu
4He majú v základnom stave spin S = 0. �al²ím príkladom bozónov sú £astice prená²ajúce interakcie,
napríklad fotóny.

Ukazuje sa, ºe v prípade bozónov môºe by´ skúmaný mód obsadený akýmko©vek po£tom £astíc, t.j.
prípustné obsadzovacie £ísla v (181) sú x = 0, 1, 2, . . .. V takom prípade príspevok módu k, σ k ve©kej
²tatistickej sume je

zkσ = 1 + qk + q2
k + . . . =

1

1− qk
,

kde sme vyuºili výsledok pre sú£et nekone£ného geometrického radu. Po dosadení tohto výsledku
do (182) tak dostávame výsledok pre ve©ký potenciál ideálneho plynu bozónov:

Ω = kBT
∑
kσ

ln

[
1− exp

(
µ− εk
kBT

)]
. (184)

Ve©ký potenciál je explicitnou funkciou T, µ a v¤aka závislosti vlnových vektorov k od ve©kosti systému
aj funkciou objemu. Teda (184) je h©adanou fundamentálnou rovnicou pre bozónový plyn.
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Ak ¤alej v (183) pouºijeme výsledok pre zkσ, potom pre pravdepodobnos´ pkσ(x) prítomnosti x
£astíc v stave k, σ dostaneme

pkσ(x) = (1− qk)(qk)x.

Pre mnoho úvah je uºito£né pozna´ aj strednú hodnotu nkσ ≡ 〈xkσ〉 =
∑∞

x=0 xpkσ(x) obsadzovacieho
£ísla pre stav k, σ. Dostávame pre ¬u

〈xkσ〉 = (1− qk)

∞∑
x=0

xqxk = (1− qk)qk
∂

∂qk

[ ∞∑
x=0

qxk

]
= (1− qk)qk

∂

∂qk

[
1

1− qk

]
=

qk
1− qk

,

kde sme v druhom kroku pouºili trik s deriváciou sumy pod©a parametra. Ak teraz vyuºijeme explicitný
výraz pre qk, napokon pre stredný po£et £astíc v stave k, σ dostaneme vz´ah

nkσ =
1

exp
(
εk−µ
kBT

)
− 1

. (185)

Tento výsledok sa nazýva Boseho-Einsteinovým rozdelením.
V²imnime si, ºe výsledok z predná²ky 14 pre stredný po£et kvánt harmonického oscilátora je ²pe-

ciálnym prípadom Boseho-Einsteinovho rozdelenia, v ktorom treba vzia´ µ = 0. Skuto£nos´, ºe pre
kvantá harmonického oscilátora platí µ = 0, pritom moºno zdôvodni´ nasledovne. Nech F (N,T, V ) je
Helmholtzova vo©ná energia oscilátora s N kvantami pri teplote T v systéme s objemom V . Pretoºe
veli£ina N nie je diktovaná ºiadnym zákonom zachovania, v rovnováºnom stave sa po£et kvánt N na-
staví tak, aby minimalizoval vo©nú energiu. Preto musí plati´ (∂F/∂N)V,T = 0. Ale na druhej strane
je chemický potenciál de�novaný vz´ahom µ = (∂F/∂N)V,T . Z porovnania týchto výrazov vyplýva, ºe
musí plati´ µ = 0.66

Plyn neinteragujúcich fermiónov
Fermióny sú £astice s pol£íselným spinom, t.j. S nadobúda hodnoty 1

2 ,
3
2 , . . .. Napríklad elektróny,

protóny a neutróny sú fermióny so spinom S = 1
2 .

Ukazuje sa, ºe v prípade fermiónov môºe by´ daný jedno£asticový stav bu¤ prázdny, alebo obsadený
jedinou £asticou. Preto dovolené obsadzovacie £ísla v danom �móde� sú x = 0 a x = 1. Nemoºnos´ obsa-
di´ jedno£asticový stav viac neº jednou £asticou sa nazýva Pauliho vylu£ovacím princípom. Pod©a (181)
je preto príspevok módu k, σ k ve©kej ²tatistickej sume fermiónového plynu rovný

zkσ = 1 + qk.

Po dosadení tohto výsledku do (182) tak dostávame výsledok pre ve©ký potenciál ideálneho plynu
fermiónov:

Ω = −kBT
∑
kσ

ln

[
1 + exp

(
µ− εk
kBT

)]
. (186)

Podobne ako v prípade bozónov, aj (186) je fundamentálnou rovnicou, tentokrát pre fermiónový plyn.
Ak ¤alej v (183) pouºijeme výsledok pre zkσ, potom pre pravdepodobnos´ pkσ(x) ºe v stave k, σ

je prítomných x fermiónov dostaneme

pkσ(x) =
(qk)x

1 + qk
,

pri£om dovolené sú iba dve hodnoty x, 0 a 1. Pre strednú hodnotu nkσ ≡ 〈xkσ〉 =
∑1

x=0 xpkσ(x)
obsadzovacieho £ísla pre stav k, σ preto dostávame

〈xkσ〉 = 0× pkσ(0) + 1× pkσ(1) =
qk

1 + qk
.

66Tento istý argument platí aj pre chemický potenciál fotónov a fonónov.
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Ak teraz vyuºijeme explicitný výraz pre qk, napokon pre stredný po£et £astíc v stave k, σ dostaneme
vz´ah

nkσ =
1

exp
(
εk−µ
kBT

)
+ 1

. (187)

Tento výsledok sa nazýva Fermiho-Diracovým rozdelením. V²imnime si formálnu podobnos´ medzi Ma-
xwellovým, Boseho-Einsteinovým a Fermiho-Diracovým rozdelením.

Cvi£enia

1. Derivovaním výrazu pre ve©ký potenciál (184) nájdite rovnováºny po£et bozónov N a entropiu S. Pomocou nich

vypo£ítajte rovnováºnu energiu E. Výsledky pre N a E interpretujte pomocou vz´ahov (179) a (185).

2. Derivovaním výrazu pre ve©ký potenciál (186) nájdite rovnováºny po£et fermiónov N a entropiu S. Pomocou nich

vypo£ítajte rovnováºnu energiu E. Výsledky pre N a E interpretujte pomocou vz´ahov (179) a (187).

3. Preskúmajte Fermiho-Diracovo rozdelenie (187) ako funkciu energie εk v limitných prípadoch malého a ve©kého che-

mického potenciálu µ� −kBT a µ� kBT .

4. Preskúmajte Boseho-Einsteinovo rozdelenie (185) ako funkciu energie εk v limitných prípadoch malého a ve©kého

chemického potenciálu µ� −kBT a 0 > µ� −kBT . (Pre£o nemôºe by´ chemický potenciál bozónov kladný?)

5. Nájdite �uktuácie obsadenosti jedno£asticového stavu 〈(∆nkσ)2〉 pre prípad fermiónov a pre prípad bozónov. Pomôcka:

vyuºite identitu
∑∞
n=0 n

2qn = q(q + 1)/(1− q)3. �alej ukáºte, ºe platí 〈(∆nkσ)2〉 = kBT (∂nkσ/∂µ)T .
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21 Klasická limita. Bozónový plyn pri nízkych teplotách

V tejto predná²ke najskôr preskúmame správanie kvantových ideálnych plynov pre oba typy £astíc
pri vysokých teplotách. Ukáºeme, ºe v tejto limite sa na²e výsledky redukujú na známe výsledky pre
klasický ideálny plyn. Potom preskúmame správanie bozónov pri nízkych teplotách.

Kvantové plyny: sumár výsledkov
Kvôli preh©adnosti teraz uve¤me tie výsledky pre kvantové plyny, ktoré závisia od typu £astíc.
Bozóny

Ve©ký potenciál Ω = Ω(T, V, µ) a Boseho-Einsteinov vz´ah pre stredný po£et £astíc nkσ v stave k, σ:

Ω = kBT
∑
kσ

ln

[
1− exp

(
µ− εk
kBT

)]
, nkσ =

1

exp
(
εk−µ
kBT

)
− 1

. (188)

Odtia©to dostávame výsledok pre entropiu S = −(∂Ω/∂T )V,µ, pozri cvi£enia:

S = kB
∑
kσ

[(1 + nkσ) ln(1 + nkσ)− nkσ lnnkσ] . (189)

Fermióny

Ve©ký potenciál Ω = Ω(T, V, µ) a Fermiho-Diracov vz´ah pre stredný po£et £astíc nkσ v stave k, σ:

Ω = −kBT
∑
kσ

ln

[
1 + exp

(
µ− εk
kBT

)]
, nkσ =

1

exp
(
εk−µ
kBT

)
+ 1

. (190)

Odtia©to dostávame výsledok pre entropiu S = −(∂Ω/∂T )V,µ, pozri cvi£enia:

S = −kB
∑
kσ

[(1− nkσ) ln(1− nkσ) + nkσ lnnkσ] . (191)

Kvantové plyny: výsledky rovnaké pre obe ²tatistiky
Pre celkový po£et £astíc N = −(∂Ω/∂µ)V,T a pre celkovú energiu systému E = Ω + TS + µN pre obe
²tatistiky dostávame

N =
∑
kσ

nkσ, E =
∑
kσ

nkσεk. (192)

Podobne pre tlak dostávame pre obe ²tatistiky

p = −
(
∂Ω

∂V

)
T,µ

=
∑
kσ

nkσ

(
−∂εk
∂V

)
. (193)

Pre energie jedno£asticových stavov pritom pod©a predná²ky 20 platí

εk =
(π~)2

2mV 2/3
(n2

1 + n2
2 + n2

3), −
(
∂εk
∂V

)
=

2

3

εk
V
.

Z porovnania výsledkov (192) a (193) preto dostávame stavovú rovnicu kvantového ideálneho plynu

pV =
2

3
E, (194)

ktorá opä´ platí pre plyny s obomi ²tatistikami (a pre v²etky teploty).

Klasická limita µ� −kBT
Predpokladajme, ºe chemický potenciál £astíc je záporný a sp¨¬a nerovnos´ µ � −kBT . V takom
prípade platí exp[−µ/(kBT )]� 1 a £len ±1 v menovateli výrazov pre stredný po£et £astíc nkσ moºno
pre obe ²tatistiky zanedba´. Tak dostávame

nkσ = exp

(
µ− εk
kBT

)
� 1, (195)
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t.j. Maxwellovo rozdelenie pre klasický ideálny plyn (107). V²imnime si, ºe vzh©adom na ostrú nerovnos´
v (195) moºno ve©ký potenciál pre oba typy £astíc zapísa´ v tvare

Ω = −kBT exp

(
µ

kBT

)∑
kσ

exp

(
− εk
kBT

)
= −(2S + 1)kBT exp

(
µ

kBT

)∑
k

exp

(
− εk
kBT

)
,

kde v druhej rovnosti sme vyuºili, ºe spin S má 2S + 1 priemetov na zvolenú os. Ak ¤alej prejdeme
od sumácie k integrácii, dostaneme

∑
k

exp

(
− εk
kBT

)
→ V

(2π)3

∫
d3k exp

(
− ~2k2

2mkBT

)
= V

[∫ ∞
−∞

dk

2π
exp

(
− ~2k2

2mkBT

)]3

=
V

λ3
,

kde λ je termálna d¨ºka:67

λ =
2π~√

2πmkBT
.

Preto pre ve©ký potenciál v klasickej limite dostávame výsledok

Ω = −(2S + 1)kBT exp

(
µ

kBT

)
V

λ3
. (196)

Pre rovnováºny po£et £astíc teda platí

N = −
(
∂Ω

∂µ

)
= (2S + 1) exp

(
µ

kBT

)
V

λ3
. (197)

Ak z rovnice (197) vyjadríme chemický potenciál, dostaneme

µ = kBT ln
λ3

(2S + 1)v
. (198)

Teraz sa môºeme vyjadri´ k oblasti platnosti klasického priblíºenia. Má totiº plati´ podmienka
µ/(kBT ) � −1. To je v²ak moºné len vtedy, ke¤ výraz pod logaritmom v (198) sp¨¬a podmienku
λ3 � (2S + 1)v. Ak teraz vyuºijeme explicitný výraz pre termálnu d¨ºku λ a zanedbáme £íselné
faktory rádu 1, dostaneme odtia©to podmienku platnosti klasického priblíºenia

kBT �
1

(2S + 1)2/3

~2

mv2/3
.

Klasické priblíºenie je teda platné v limite dostato£ne vysokých teplôt. Energia na pravej strane ne-
rovnosti je rádovo rovná energii £astice v ²katuli s objemom v, t.j. zhruba v objeme vymedzenom
skúmanej £astici okolitými £asticami. Táto energia je malá pre ´aºké £astice, riedky plyn alebo pre
£astice s ve©kým spinom S.

Nakoniec e²te preskúmajme otázku, £i ná² sú£asný plne kvantový výpo£et reprodukuje kvázikla-
sické úvahy z predná²ok 11, 12 a 14. Pre konkrétnos´ h©adajme povedzme fundamentálnu rovnicu pre
Helmholtzovu vo©nú energiu, pre ktorú platí F = Ω +µN . Ak sem dosadíme Ω = −kBTN , £o vyplýva
z porovnania rovníc (196) a (197), a ak naviac pouºijeme výsledok (198) pre µ, dostaneme

F (N,T, V ) = −NkBT
[
1 + ln(2S + 1) + ln

V

Nλ3

]
. (199)

Rovnaký výsledok sme dostali aj v predná²ke 14, v ktorej sme skúmali ²peciálny prípad £astíc so spi-
nom S = 0. Je dôleºité si uvedomi´, ºe takto sme zárove¬ nepriamo potvrdili semiklasické úvahy o
zrnitosti fázového priestoru a o Gibbsovom faktore z predná²ky 11.

Bozónový plyn pri teplote T = 0
Vo zvy²ku tejto predná²ky budeme skúma´ ideálny plyn bozónov, ktorých po£et sa zachováva. Nemáme

67Substitúciou ~k = p totiº dostaneme de�ni£ný vz´ah pre λ z predná²ky 14.
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teda na mysli napríklad fotóny, ktorých po£et nie je �xovaný zákonmi zachovania. Pre konkrétnos´ sa
obmedzíme na prípad bozónov so spinom S = 0, ako napríklad atómy izotopu 4He. Celkový po£et
bozónov v systéme je daný vz´ahom

N =
∑
k

1

exp
(
εk−µ
kBT

)
− 1

. (200)

Pokia© nás zaujímajú vlastnosti systému s predpísaným po£tom £astíc, potom rovnica (200) je im-
plicitnou rovnicou pre chemický potenciál µ: máme ho nastavi´ tak, aby suma na pravej strane dala
hodnotu predpísanú ©avou stranou.

Najprv si v²imnime, ºe chemický potenciál musí by´ men²í neº najmen²ia moºná energia εmin.68 V
opa£nom prípade by sme totiº dostávali zápornú hodnotu nk pre εk = εmin, £o je nezmysel.

Teraz zavedieme pomocnú veli£inuNmax. Tú dostaneme tak, ºe vo výraze (200) nahradíme chemický
potenciál jeho maximálnou prípustnou hodnotou a naviac sumu zameníme za integrál. Tak dostaneme

Nmax(T ) =
V

(2π)3

∫
d3k

exp
(

εk
kBT

)
− 1

=
V

2π2

∫ ∞
0

dkk2

exp
(

~2k2

2mkBT

)
− 1

=
2√
π

∫ ∞
0

dx
√
x

ex − 1

V

λ3
≈ 2.612

V

λ3
.

V tre´om kroku sme integrál po£ítali substitúciou ~2k2/(2mkBT ) = x a výsledok sme zapísali pomocou
termálnej d¨ºky.

�alej, explicitným derivovaním ©ahko ukáºeme, ºe platí (∂N/∂µ)T,V > 0. Ke¤ºe po£et £astíc je
rastúcou funkciou µ, pre danú teplotu T musí plati´, ºe Nmax(T ) > N . Ak je táto nerovnos´ splnená,
potom sa zjavne dá nájs´ chemický potenciál, ktorý rie²i rovnicu (200) pre µ. Ale treba si v²imnú´,
ºe v¤aka teplotnej závislosti λ aj Nmax závisí od teploty a platí Nmax ∝ T 3/2. To v²ak znamená, ºe
pre akýko©vek zadaný po£et £astíc N existuje hrani£ná teplota (ozna£íme ju TBE), pod ktorou platí
Nmax < N . Pre teplotu TBE teda platí Nmax(TBE) = N , odkia© vyplýva

kBTBE =
2π~2

m

(
N

2.612V

)2/3

. (201)

�o sa v²ak deje pre teploty T < TBE? Odpove¤ ©ahko nájdeme v extrémnom prípade T = 0.
Vtedy zjavne v²etky £astice obsadia stav s najmen²ou moºnou energiou. Energia tohto mikrostavu je
Emin = Nεmin. Zjavne pritom existuje jediný mikrostav s energiou E = Emin, preto entropia takéhoto
stavu je pod©a Boltzmannovej formuly nulová, v súlade s tre´ou vetou termodynamiky.

V²imnime si, ºe pri teplote T = 0 je rozdelenie £astíc pod©a k singulárne: v jednom stave sú
v²etky £astice a vo zvy²ných stavoch nie sú ºiadne £astice. V takejto situácii samozrejme nemoºno
zameni´ sumu za integrál. Pri zvy²ovaní teploty v intervale 0 < T < TBE o£akávame, ºe po£et £astíc
v stave s najmen²ou energiou bude stále anomálne ve©ký, ale bude postupne klesa´. �astice v tomto
stave tvoria tzv. (Boseho-Einsteinov) kondenzát.69 Ostatné stavy k budú pri kone£nej teplote obsadené
pod©a hladkej rozde©ovacej funkcie (188). Príspevok týchto stavov potom moºno dobre opísa´ zámenou
sumy za integrál a po£et £astíc mimo kondenzátu teda bude rovný Nmax(T ).

Ak teraz vyuºijeme, ºe platí Nmax ∝ T 3/2 a zárove¬ Nmax(TBE) = N , dostaneme odtia©to výsledok
Nmax = (T/TBE)3/2N . Preto pre po£et £astíc N0 v kondenzáte (v intervale 0 < T < TBE) platí

N0 = N −Nmax =

[
1−

(
T
TBE

)3/2
]
N. (202)

68Pre £astice v ²katuli εmin = 3π2~2/(2mV 2/3) a v termodynamickej limite εmin → 0.
69Ide tu o kondenzáciu do jedného stavu v priestore hybností, odtia© názov.
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Boseho-Einsteinova kondenzácia a supratekutos´ 4He
Pri tlakoch men²ích neº ≈ 2.5 × 106 Pa zostáva izotop 4He kvapalný aj pri najniº²ích teplotách. Pri
teplotách rádu 1 K a niº²ích sa kvapalné hélium stáva supratekutým a vykazuje mnohé anomálne
vlastnosti. Napríklad prúdenie kvapaliny v uzavretom prstenci nie je tlmené trením o steny prstenca a
rýchlos´ prúdenia sa v £ase nemení. Tento jav sa nazýva perzistentným prudením.

Hoci tekuté hélium samozrejme nie je ideálnym pynom a interakcie medzi atómami sú ve©mi silné,
verí sa, ºe aj v tomto systéme vzniká Boseho-Einsteinov kondenzát a ºe supratekutos´ je dôsledkom
existencie tohto kondenzátu.

Cvi£enia

1. Derivovaním výrazov pre ve©ký potenciál ukáºte platnos´ vz´ahov (189) a (191) pre entropiu. Ukáºte, ºe v klasickej
limite nkσ � 1 pre obe ²tatistiky platí

S = kB
∑
kσ

nkσ(1− lnnkσ).

2. Nech index j popisuje jedno£asticové stavy makrosystému. Skúmajme G � 1 kópií makrosystému. Nech Nj � 1

je celkový po£et £astíc (vo v²etkých kópiách), ktoré sa nachádzajú v stave j. Teda priemerná obsadenos´ stavu j je

nj = Nj/G. Nájdite entropiu ako logaritmus po£tu mikrostavov pre zadané hodnoty {nj}. Rozlí²te prípady, ke¤ £astice

sú bozóny a fermióny. Výsledok porovnajte s (189) a (191).

3. Skúmajme N (navzájom neinteragujúcich) atómov 4He, ktoré sa pohybujú v jednorozmernom kvadratickom potenciáli.

Nazna£te, ako by bolo treba skúma´ ich ²tatistické vlastnosti v mikrokánonickom a kánonickom prístupe. Úlohu vyrie²te

v grandkánonickom formalizme. V klasickej limite nájdite energiu E systému ako funkciu teploty T .

4. Skúmajme systém N neinteragujúcich bozónov, ktoré môºu obsadzova´ dva jedno£asticové stavy s energiami 0 a ε.

Pri akej teplote T bude v stave s niº²ou energiou r-krát viac £astíc ako v stave s vy²²ou energiou?

5. Skúmajme neinteragujúce vo©né bozóny v jednorozmernom prípade. Ukáºte, ºe pri teplote T > 0 kondenzát absentuje.

6. Dokáºte, ºe chemický potenciál bozónov pri raste teploty nerastie, t.j. (∂µ/∂T )N ≤ 0. Pomôcka: najprv ukáºte, ºe platí

(∂µ/∂T )N = −(∂N/∂T )µ/(∂N/∂µ)T . Potom derivovaním vz´ahu (200) ukáºte, ºe platí (∂N/∂T )µ ≥ 0 a (∂N/∂µ)T > 0.

Na£rtnite závislos´ chemického potenciálu od teploty.

7. Vypo£ítajte ve©ký potenciál Ω bozónového plynu pre T < TBE. Pomôcka: vyuºite
∫∞

0
dx
√
x ln(1 − e−x) ≈ −1.19.

Nájdite tieº entropiu, tlak a energiu.
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22 Fermiónový plyn pri nízkych teplotách

V tejto predná²ke preskúmame vlastnosti fermiónového plynu v limite nízkych teplôt, kedy nemoºno
pouºi´ klasické priblíºenie. Výsledný stav sa niekedy nazýva degenerovaným plynom fermiónov. Mnoho
reálnych systémov moºno pribliºne opísa´ ako takýto degenerovaný plyn, napríklad atómy v tekutom
3He, vodivostné elektróny v kove, elektróny a protóny v bielom trpaslíku, alebo neutróny v neutróno-
vých hviezdach.

Formulácia problému
Skúmame fermióny s chemickým potenciálom µ pri teplote T v ²katuli s objemom V . Pod©a pred-
ná²ky 20 je potom stredný po£et fermiónov v systéme daný vz´ahom

N =
∑
kσ

nkσ, nkσ =
1

exp
(
εk−µ
kBT

)
+ 1

, (203)

kde sumácia beºí cez stojace vlny v krabici s �vlnovými vektormi� k = π
L(n1, n2, n3) a energiami

εk = ~2k2/(2m). Index σ £ísluje 2S+1 priemetov spinu fermiónov a nkσ je Fermiho-Diracovo rozdelenie.
Podobne ako v predo²lej predná²ke budeme predpoklada´, ºe po£et fermiónov N v skúmanom objeme
je zadaný a známy. V takom prípade treba rovnicu (203) chápa´ ako rovnicu pre chemický potenciál
fermiónového plynu, µ = µ(T,N/V ).

Energia skúmaného systému je pod©a predná²ky 20 daná vz´ahom

E =
∑
kσ

nkσεk =
∑
kσ

εk

exp
(
εk−µ
kBT

)
+ 1

. (204)

Plán tejto predná²ky je nasledovný: vo výraze (204) pouºijeme chemický potenciál ur£ený z rov-
nice (203) a tak dostaneme energiu systému ako funkciu E = E(N,V, T ). Následne ukáºeme, ºe zo
znalosti tejto funkcie moºno skon²truova´ fundamentálnu rovnicu degenerovaného fermiónového plynu,
F = F (N,V, T ), a preskúmame niektoré dôsledky.

Výpo£et súm pomocou hustoty stavov
Vo výrazoch (203) a (204) máme do £inenia so sumami typu

∑
k F (εk). Pod©a receptu z predná²ky 15

nahradíme sumu integrálom. Ten ¤alej prepí²eme do sférických súradníc a dostaneme∑
k

F (εk) =
V

8π3

∫
d3kF (εk) =

V

2π2

∫ ∞
0

dkk2F (εk) =

∫ ∞
0

dεD(ε)F (ε), (205)

kde v poslednom kroku sme integráciu pod©a premennej k nahradili integráciou pod©a ε = ~2k2/(2m),
teda pouºili sme substitúciu k = (2mε)1/2/~. Vo výsledku sme zaviedli veli£inu D(ε):

D(ε) =
V

4π2

(
2m

~2

)3/2√
ε, D(ε) ≡ A

√
ε, (206)

ktorú nazývame hustotou stavov, pretoºe v intervale medzi ε a ε+ dε sa nachádza D(ε)dε dovolených
hodnôt k. Ide teda o hustotu v priestore energií.

Ak sa ¤alej obmedzíme na fermióny so spinom 1/2, napríklad atómy 3He, elektróny alebo neutróny,
potom priemet spinu σ nadobúda dve hodnoty. Výrazy pre po£et £astíc (203) a energiu (204) preto
moºno prepísa´ do tvaru

N = 2

∫ ∞
0

dεD(ε)n(ε), E = 2

∫ ∞
0

dεD(ε)εn(ε), (207)

kde n(ε) je Fermiho-Diracovo rozdelenie (203).

Fermiónový plyn pri teplote T = 0
Hodnotu chemického potenciálu pri teplote T = 0 budeme nazýva´ Fermiho energia a ozna£ova´ εF .
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Z tvaru Fermiho-Diracovej rozde©ovacej funkcie (203) je zrejmé, ºe pre energie ε < εF platí n(ε) = 1,
kým pre ε > εF platí n(ε) = 0. Teda v²etky stavy s energiou men²ou neº εF sú pri T = 0 obsadené,
kým v²etky ostatné stavy sú prázdne. Z výrazu (207) preto vyplýva, ºe pre po£et £astíc N musí plati´

N = 2

∫ εF

0
dεD(ε) =

4

3
Aε

3/2
F =

V

3π2

(
2mεF
~2

)3/2

=
V k3

F

3π2
,

kde sme v poslednom kroku vz´ahom εF = ~2k2
F /(2m) de�novali tzv. Fermiho vlnový vektor kF , t.j.

vlnový vektor pre fermión s najvä£²ou obsadenou energiou. Ak odtia©to vyjadríme Fermiho energiu a
Fermiho vlnový vektor ako funkcie objemu na jednu £asticu v = V/N , dostaneme

εF =
~2

2m

(
3π2

v

)2/3

, kF =

(
3π2

v

)1/3

. (208)

Teda v základnom stave sú obsadené v²etky dovolené hodnoty k, ktoré sa nachádzajú vnútri tzv.
Fermiho gule v k-priestore s polomerom kF . Povrch tejto gule sa nazýva Fermiho plochou. Pre energiu
základného stavu pritom platí

E(0) = 2

∫ εF

0
dεD(ε)ε = 2A

∫ εF

0
dεε3/2 =

3

5

V

3π2

(
2mεF
~2

)3/2

εF =
3

5
NεF .

V¤aka Pauliho princípu majú teda fermióny kone£nú kinetickú energiu a platí E(0) ∝ N(N/V )2/3.
Preto aj pri nulovej teplote existuje v degenerovanom plyne fermiónov kone£ný tlak

p = −
(
∂E(0)

∂V

)
N

=
2

3

E(0)

V
=

2

5

εF
v
.

Ke¤ºe E(0) ∝ N5/3V −2/3, pre chemický potenciál zárove¬ platí µ = (∂E(0)/∂N)V = 5
3E(0)/N = εF ,

v súlade s o£akávaním.

Fermiónový plyn pri nízkych, ale kone£ných teplotách
Pri kone£nej teplote sa ostrý skok funkcie n(ε) pri ε = µ zaoblí a funkcia n(ε) sa od nuly alebo
jednotky lí²i iba pre energie ε ≈ µ ± kBT . Na²ím cie©om teraz bude pomocou rovníc (207) nájs´
chemický potenciál pri kone£nej teplote a pomocou neho ur£i´ teplotnú závislos´ energie E(T ).

Výrazy (207) predstavujú integrály typu
∫∞

0 dεH(ε)n(ε), kde H(ε) je funkcia, ktorá je hladká v
okolí bodu ε = µ. Dá sa ukáza´, ºe tieto integrály moºno po£íta´ pomocou poruchového rozvoja pod©a
mocnín teploty. S presnos´ou do rádu T 2 pritom platí∫ ∞

0
dεH(ε)n(ε) ≈

∫ µ

0
dεH(ε) +

π2

6
(kBT )2H ′(µ). (209)

Tento výsledok sa nazýva Sommerfeldov rozvoj a kvalitatívne ho moºno zdôvodni´ nasledovne. Prvý
£len v (209) udáva hodnotu integrálu na ©avej strane, ak za funkciu n(ε) vezmeme skokovú funkciu
zodpovedajúcu prípadu T = 0 s chemickým potenciálom µ.70 Druhý £len zoh©ad¬uje teplotné rozma-
zanie: k integrálu pre T = 0 totiº pri kone£nej teplote pribudne príspevok od stavov s energiami ε > µ,
ktorý je zhruba rovný ∫ µ+kBT

µ
dεH(ε)n(ε) ≈ kBT ×H(µ+ kBT )× 1

2 .

70Onedlho uvidíme, ºe pri kone£nej teplote sú chemický potenciál µ a Fermiho energia εF vo v²eobecnosti rôzne.



91

Faktor 1/2 pritom zoh©ad¬uje hodnotu Fermiho-Diracovej funkcie n(µ) = 1/2. Zárove¬, v porovnaní
s výsledkom pre T = 0, pri kone£nej teplote ubudne príspevok od stavov s energiami ε < µ, ktorý je
zhruba rovný ∫ µ

µ−kBT
dεH(ε)[1− n(ε)] ≈ kBT ×H(µ− kBT )× 1

2 .

Vo výsledku má preto korek£ný £len zoh©ad¬ujúci teplotné rozmazanie zhruba hodnotu

kBT

2
[H(µ+ kBT )−H(µ− kBT )] ≈ (kBT )2H ′(µ),

v kvalitatívnej zhode s presným výrazom (209).
Ak teraz pouºijeme Sommerfeldov rozvoj vo výrazoch (207), dostaneme nasledovné výsledky pre

po£et £astíc N a energiu E, ktoré sú platné do rádu T 2:

N = 2

∫ µ

0
dεD(ε) +

π2

3
(kBT )2D′(µ),

E = 2

∫ µ

0
dεD(ε)ε+

π2

3
(kBT )2

[
µD′(µ) +D(µ)

]
.

Tu je namieste si uvedomi´, ºe do týchto výrazov vstupuje chemický potenciál µ(T ) pri kone£nej
teplote. O chví©u v²ak ukáºeme, ºe odchýlka µ(T ) − εF je malá, rádu T 2. Preto do rádu T 2 môºeme
písa´71

N = 2

∫ εF

0
dεD(ε) +

[
2(µ− εF )D(εF ) +

π2

3
(kBT )2D′(εF )

]
,

E = 2

∫ εF

0
dεD(ε)ε+

[
2(µ− εF )D(εF ) +

π2

3
(kBT )2D′(εF )

]
εF +

π2

3
(kBT )2D(εF ).

Prvý £len na pravej strane vo výraze pre N je v²ak z de�nície rovný po£tu £astíc N , a preto výraz v
hranatej zátvorke musí by´ nula. Odtia© vyplýva výsledok

µ− εF = −π
2

6
(kBT )2D

′(εF )

D(εF )
,

t.j. chemický potenciál sa naozaj lí²i od εF o malý £len rádu T 2, ako sme predpokladali.
Rovnaká hranatá zátvorka ako vo výraze pre N v²ak �guruje aj vo výraze pre E. Preto aj tento

£len vypadne a pre teplotnú závislos´ energie dostávame kone£ný výsledok

E(T ) = E(0) +
π2

3
(kBT )2D(εF ). (210)

Pre hustotu stavov na Fermiho energii, t.j. pre ε = εF , v²ak dostávame

D(εF ) =
V

4π2

(
2m

~2

)3/2√
εF =

V

4π2

(
2mεF
~2

)3/2 1

εF
=
V k3

F

4π2

1

εF
=

3

4

N

εF
.

Ak tento výsledok dosadíme do (210), pre energiu na jeden fermión nakoniec dostaneme

e(T ) = e(0) +
π2

4

(kBT )2

εF
, (211)

pri£om e(0) = 3
5εF . To v²ak znamená, ºe merné teplo fermiónového plynu pri kon²tantnom objeme v

limite nízkych teplôt je

cV =

(
∂e

∂T

)
V

=
π2

2

kBT

εF
kB. (212)

Ako moºno tomuto výsledku rozumie´? Vo vysokoteplotnej (klasickej) limite z ekviparti£nej vety vy-
plýva cV = 3

2kB, £iºe merné teplo je v limite nízkych teplôt redukované faktorom rádovo kBT/εF � 1.
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Teda za merné teplo je zodpovedný len zlomok kBT/εF zo v²etkých fermiónov. Sú to akurát tie fer-
mióny, ktorých energie sa nachádzajú v blízkosti Fermiho energie, ε ≈ µ ± kBT , kde sa rozde©ovacia
funkcia n(ε) mení s teplotou najviac. Vlnové vektory týchto fermiónov sa (v k-priestore) nachádzajú
v úzkej energetickej ²upke okolo Fermiho plochy.

Fundamentálna rovnica pre fermiónový plyn
Ke¤ºe pre Fermiho vlnový vektor a pre Fermiho energiu platia vz´ahy (208), energia e aj merné teplo cV
sú funkciami T a v. Z de�nície cV = T (∂s/∂T )V merného tepla vyplýva, ºe entropiu s(T, v) dostaneme
jednoduchou integráciou:

s(T, v) = s(0, v) +

∫ T

0
dT ′

cV (T ′)

T ′
=
π2

2

kBT

εF
kB, (213)

kde sme vyuºili tretiu vetu termodynamiky s(0, v) = 0. Zo známej energie (211) a entropie (213) na-
pokon dostaneme h©adaný fundamentálny vz´ah pre Helmholtzovu vo©nú energiu f = e−Ts ideálneho
fermiónového plynu v limite nízkych teplôt kBT � εF :

f(T, v) =
3

5
εF −

π2

4

(kBT )2

εF
. (214)

Ke¤ºe Fermiho energia εF je iba funkciou objemu na £asticu v, pozri (208), vo©ná energia je naozaj
funkciou premenných T a v.

Cvi£enia

1. Skúmajte fermiónový plyn s objemom na £asticu v pri teplote T . Rozhodnite, v ktorej oblasti roviny v-T sa plyn

správa ako klasický a v ktorej ako degenerovaný. Pre �xovanú hodnotu v na£rtnite teplotnú závislos´ merného tepla cV
plynu.

2. Nájdite hustoty stavov v jednorozmernom (1D) a dvojrozmernom (2D) plyne £astíc s (kvadratickým) disperzným

zákonom εk = ~2k2/(2m) a v trojrozmernom (3D) plyne s (lineárnym) disperzným zákonom εk = ~vk.
3. Vypo£ítajte energiu základného stavu E(0), tlak p a merné teplo cV pre fermiónový plyn v troch prípadoch popísaných

v cvi£ení 2.

4. Na£rtnite teplotnú závislos´ chemického potenciálu fermiónov s kvadratickým disperzným zákonom v 1D, 2D a 3D

prípade. Pouºite výsledok cvi£enia 2.

5. Nájdite rovnováºnu koncentráciu plynu elektrónov a pozitrónov pri teplote kBT � mc2. Pomôcka: skúmajte reakciu

e+ + e− � fotóny. Pouºite relativistický disperzný zákon pre elektróny a pozitróny, εk = ~ck. Uváºte, ºe platí µ+ = µ−

a ºe chemický potenciál fotónov je nula. Nájdite energiu plynu a porovnajte ju s energiou fotónov pri tej istej teplote.

6. Biely trpaslík je hviezda pozostávajúca z plazmy elektrónov a protónov s rovnakými po£tami £astíc N . Modelujme ho

ako gu©u s polomerom R a kon²tantnou hustotou £astíc. Minimalizovaním celkovej energie E(R) = Ekin(R) + Egrav(R)

odhadnite rozmer bieleho trpaslíka R. Energiu Ekin odhadnite ako energiu základného stavu (nerelativistických) ideál-

nych plynov elektrónov a protónov. Za gravita£nú energiu vezmite Egrav(R) = − 3
5
GM2/R, kde M ≈ Nmp je hmotnos´

trpaslíka. (Pre£o?) Ako závisí rozmer trpaslíka R od po£tov £astíc N? Ukáºte, ºe s rastúcim N sa plyny dostávajú do

relativistickej limity. Pomocou relativistického výpo£tu Ekin ukáºte, ºe existuje kritická ve©kos´ hviezdy Ncrit, pre ktorú

platí, ºe hviezdy s N > Ncrit sa gravita£ne zrútia.

71Pouºili sme pritom, ºe do rádu T 2 platí
∫ µ
εF
dεH(ε) ≈ (µ− εF )H(εF ) a tieº (kBT )2H(µ) ≈ (kBT )2H(εF ).
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23 Magnetické materiály: termodynamika a ²tatistická fyzika

V tejto predná²ke najprv ukáºeme, ako treba popisova´ magnetické systémy v rámci termodynamiky.
Potom tieto systémy popí²eme pomocou vhodného ²tatistického súboru. Nakoniec preskúmame sprá-
vanie systému nezávislých magnetiek v magnetickom poli.

Termodynamika magnetických systémov
Vhodnou manipuláciou s Maxwellovými rovnicami moºno odvodi´ rovnicu72

∂u

∂t
+∇ · S = −j · E , (215)

kde S = E ×H je tzv. Poyntingov vektor popisujúci tok energie po©a a £len j · E je hustota výkonu,
ktorú pole odovzdáva nábojom. Rovnica (215) teda predstavuje zákon zachovania energie pre elektro-
magnetické pole. Pre zmenu (objemovej) hustoty energie elektromagnetického po©a u pritom platí

du = E · dD + H · dB.

V tejto predná²ke sa obmedzíme na skúmanie magnetických vlastností a dielektrické vlastnosti látok
budeme pre jednoduchos´ ignorova´. Naviac, obmedzíme sa na skúmanie homogénne zmagnetizovaného
média celkom vyp¨¬ajúceho ve©mi dlhý valcovitý solenoid v statickom prípade. V takej situácii je
magnetické pole vnútri cievky popísané rovnicami

∇×H = jcievka, ∇ ·H = 0,

kde jcievka je hustota prúdov v cievke. Ak cievka má N závitov, d¨ºku L, a preteká ¬ou prúd I, pre
pole vnútri solenoidu potom platí H = NI/L.

Ak sa vnútri cievky nachádza magnetický materiál s magnetizáciouM , potom magnetická indukcia
v cievke je B = µ0H + µ0M . Pre magnetickú £as´ hustoty energie elektromagnetického po©a tak
dostávame du = µ0HdH +µ0HdM . Prvý £len pritom nesúvisí s existenciou materiálu vnútri cievky, a
preto o ¬om ¤alej nebudeme uvaºova´. Ak objem solenoidu ozna£íme V a celkový magnetický moment
média vnútri cievky ozna£íme M = VM , potom pre zmenu magnetickej energie súvisiacu s médiom
dostávame dE = V du = µ0HdM.

Teraz si v²imnime, ºe celkový magnetický momentM je extenzívnou zachovávajúcou sa veli£inou.
Preto (makroskopický) rovnováºny stav magnetického média je okrem energie E, objemu V a po£tu
£astíc N charakterizovaný aj celkovým magnetickým momentomM. Fundamentálna rovnica magne-
tického média v entropickej reprezentácii preto nadobúda tvar S = S(E, V,N,M). Pri predpísaných
dodnotách E, V,N,M rovnováºny stav maximalizuje entropiu S.

Fundamentálna rovnica v energetickej reprezentácii má analogicky tvar E = E(S, V,N,M). Ak
pre jednoduchos´ budeme drºa´ po£et £astíc N a objem vzorky V �xované, zákon zachovania energie
nadobudne tvar

dE = TdS + µ0HdM. (216)

Pomocou známej funkcie E = E(S,M) teda moºno teplotu T a pole H h©ada´ pomocou vz´ahov

T =

(
∂E

∂S

)
M
, µ0H =

(
∂E

∂M

)
S

.

Pri predpísaných hodnotách entropie S a celkového magnetického momentu M nadobúda vnútorná
energia E v rovnováºnom stave minimum.

72V súlade s predná²kou 15, elektrické pole a magnetickú indukciu ozna£ujeme E a B.
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Praktickej²ia vo©ba namiesto energetickej reprezentácie pracuje s �Gibbsovou� vo©nou energiou

G(T,H) = E − TS − µ0HM, dG = −SdT − µ0MdH. (217)

Gibbsova vo©ná energia teda vzniká Legendreovou transformáciou premenných S aM na premenné T
a H. V systéme v tepelnom kontakte s rezervoárom pri teplote T , ktorý je vloºený do externého po©a
H cievky, sa rovnováºny stav realizuje ako minimum vo©nej energie G(T,H).

Fyzikálny význam Legendreovej transformácie

Skúmajme dva stavy média, povedzme nezmagnetizovaný a zmagnetizovaný stav, a pýtajme sa, ktorý
z nich bude stabilný v cievke s po©om H pri teplote T . Stav 1 nech je charakterizovaný energiou E1,
entropiou S1 a magnetickým momentom M1. Podobne stav 2 nech je charakterizovaný trojicou E2,
S2 aM2.

Za£nime zo stavu 1 a vykonajme zmenu stavu média 1 → 2. Pri takejto zmene sa zmení entropia
aj magnetický moment vzorky, S1 → S2 a M1 → M2. Systém pritom od prostredia získa energiu
∆E = T (S2 − S1)−Amag, kde T (S2 − S1) je teplo prijaté od rezervoáru a Amag je magnetická práca,
ktorú systém dodá cievke. Dá sa pritom ukáza´, ºe platí Amag = −µ0H(M2−M1).73 Ak bude splnená
podmienka E2 > E1 + ∆E, potom systém od prostredia nedostane dostatok energie a zmena 1 → 2
energeticky nie je moºná. V takom prípade bude stabilným stav 1 skúmanej látky. Túto podmienku
v²ak moºno prepísa´ do tvaru G2 > G1. Teda o stabilite v prítomnosti kontaktu s tepelným rezervoá-
rom a �rezervoárom po©a� nerozhoduje porovnanie energií, ale Gibbsových energií.

�tatistická mechanika magnetických systémov
Podobne ako v ²tatistickej sume pre NpT súbor �gurujú namiesto energií mikrostavov En entalpie
En + pVn, v ²tatistickej sume pre magnetický systém v externom poli H �gurujú energie mikrosta-
vov závislé od po©a En(H). Pre ²tatistickú sumu, Gibbsovu vo©nú energiu magnetického systému a
pravdepodobnos´ mikrostavu n preto platí

ZG(T,H) =
∑
n

exp

(
−En(H)

kBT

)
, G(T,H) = −kBT lnZG, pn = exp

(
G− En(H)

kBT

)
. (218)

Slabo magnetickými budeme nazýva´ systémy, ktorých magnetizácia je M = 0, ak externé pole
H = 0. O£akávame, ºe v slabých poliach pre Gibbsovu vo©nú energiu g(T,H) vztiahnutú na jednotku
objemu takýchto systémov platí

g(T,H) = g0(T )− 1
2µ0χH

2, (219)

kde g0(T ) je hustota Gibbsovej vo©nej energie bez aplikovaného po©a. Pod©a (217) pre magnetizá-
ciu platí µ0M = −(∂g/∂H)T , odkia© vyplýva materiálový vz´ah M = χH, kde χ je susceptibilita.
Materiály, pre ktoré platí χ > 0, nazývame paramagnetiká a tie s χ < 0 zase diamagnetiká.

Ke¤ºe pri výpo£te susceptibility je potrebné po£íta´ Gibbsovu energiu do druhého rádu pod©a H,
aj energie jednotlivých mikrostavov v prítomnosti po©a En(H) je potrebné po£íta´ do toho istého rádu
v H. Rozvojové koe�cienty je pritom prirodzené ozna£i´ nasledovne:

En(H) = En(0)− µ0M0
nH − 1

2µ0V χnH
2, (220)

kde En(0) je energia mikrostavu n bez po©a,M0
n je magnetický moment vzorky (v smere po©aH) v mik-

rostave n a χn je �susceptibilita� mikrostavu n. Napríklad v prípade plynu jeM0
n sú£tom magnetických

dipólových momentov jednotlivých atómov/molekúl, kým druhý £len s χn < 0 popisuje nárast orbitál-
nej energie elektrónov v prítomnosti po©a. Prvý £len je pritom prítomný iba v atómoch/molekulách s

73Pri zmene magnetizácie média ∆M = M2 −M1 sa magnetický tok cez cievku s prierezom S zmení o ∆Φ = S∆B =
µ0S∆M . Pod©a Faradayovho zákona teda zmena stavu média indukuje na jednom závite cievky napätie U = −dΦ/dt.
Preto médium odovzdá N závitom prácu

Amag = N

∫
dtUI = −NI

∫
dΦ = −NI∆Φ = −µ0NIS∆M = −µ0H∆M,

kde v poslednom kroku sme vyuºili, ºe H = NI/L a objem solenoidu (a vzorky) je V = SL.



95

nevykompenzovanými magnetickými momentmi jednotlivých elektrónov.

Nezávislé magnetky v externom magnetickom poli
Skúmajme systém navzájom nezávislých magnetiek s magnetickými momentmi ~µi na (kry²talickej)
mrieºke. Energia mikrostavu n tvoreného súborom magnetiek {~µi} v externom magnetickom poli ~H je
potom daná vz´ahom

En(H) = −µ0

∑
i

~µi · ~H ≡ −b
∑
i

σi. (221)

Ak sú na kaºdej pozícii v mrieºke magnetky tvorené spinom jedného elektrónu, potom platí ~µi = 2µB~si,
kde µB = e~/(2m) ≈ 9.3 × 10−24J/T je tzv. Bohrov magnetón a operátor spinu ~si má dva povolené
priemety ±1/2 na smer po©a ~H. V druhej, zjednodu²enej forme rovnice (221) sme zaviedli energiu
interakcie s po©om b = µ0µBH a bezrozmerné veli£iny σi nadobúdajú hodnoty ±1.

Mikrostav systému N magnetiek je preto daný sadou veli£ín {σ} a ²tatistická suma ZG systému,
ke¤ºe magnetky sú navzájom nezávislé, je daná vz´ahom

ZG = zN , z = exp

(
b

kBT

)
+ exp

(
− b

kBT

)
= 2 cosh

b

kBT
.

Fundamentálna rovnica pre Gibbsov potenciál G = G(T,H) systému nezávislých magnetiek preto je

G = −kBT lnZG = −NkBT ln

[
2 cosh

b

kBT

]
. (222)

Pre celkový magnetický moment magnetiek v poli H pri teplote T odtia©to dostávame

M = − 1

µ0

(
∂G

∂H

)
T

= −µB
(
∂G

∂b

)
T

= NµB tanh
b

kBT
. (223)

V súlade s o£akávaniami, pri �xovanej teplote M rastie s rastom externého po©a H a v limite ve©mi
silných polí saM saturuje na maximálnej moºnej hodnote NµB. Na druhej strane, vo �xovanom poli
H magnetický moment klesá s rastom teploty T .

Pre susceptibilitu systému nezávislých magnetiek preto dostávame

χ =

(
∂M

∂H

)
H=0

=
1

V

(
∂M
∂H

)
H=0

=
θ

T
, θ =

µ0µ
2
B

vkB
, (224)

kde θ je charakteristická teplota a v = V/N je objem pripadajúci na jednu magnetku. V²imnime si,
ºe susceptibilita je paramagnetická a χ ∝ 1/T , £iºe diverguje v limite T → 0. Teda v limite nízkych
teplôt reagujú magnetky na akéko©vek vonkaj²ie pole (alebo vzájomné interakcie) extrémne citlivo.

Ak vezmeme odhad v ∼ a3, kde a je rozmer atómu, a uváºime, ºe µ0 = 1/(ε0c
2), dostaneme

nasledovný rádový odhad charakteristickej teploty: kBθ ∼ e2

εa×
~2

ma2 /(mc
2). Ale ke¤ºe e2

εa ∼
~2

ma2 ∼ 10 eV
a mc2 ≈ 5.1× 105 eV, dostávame odhad θ ∼ 1 K. Teda pri izbovej teplote typicky χ� 1.

Entropia S = S(T,H) systému nezávislých magnetiek je daná vz´ahom

S = −
(
∂G

∂T

)
b

= NkB

[
ln

(
2 cosh

b

kBT

)
− b

kBT
tanh

b

kBT

]
. (225)
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Podobne akoM, aj entropia systému je funkciou premennej b/(kBT ) = µ0µBH/(kBT ). Vo �xovanom
magnetickom poli je entropia nulová pre T → 0, kým v opa£nej limite vysokých teplôt sa entropia
saturuje na hodnote S = NkB ln 2.

Chladenie adiabatickou demagnetizáciou

Fakt, ºe entropia systému nezávislých magnetiek závisí iba od podielu H/T , moºno vyuºi´ na chladenie
(tzv. adiabatickou demagnetizáciou). Chladiacim médiom je pritom systém magnetiek a experimentálny
protokol chladenia vyzerá nasledovne:

V prvom kroku pri po£iato£nej teplote T1 izotermickým procesom zapneme £o moºno najvy²²ie
magnetické pole H1. Z tohto po£iato£ného stavu v druhom kroku adiabatickým procesom zniºujeme
magnetické pole na £o moºno najniº²iu hodnotu H2. Ke¤ºe entropia sa pri zniºovaní po©a nemení, pre
koncovú teplotu T2 systému magnetiek musí plati´ T2/H2 = T1/H1, alebo T2 = T1 × H2/H1 � T1.
Teda výsledná teplota T2 je omnoho niº²ia ako po£iato£ná teplota.

V druhom kroku (t.j. pri adiabatickej demagnetizácii) je dôleºité, aby entropia systému bola domi-
novaná entropiou spinov, preto obvykle treba voli´ nízku po£iato£nú teplotu T1 ∼1 K (ak demagneti-
zujeme elektrónové spiny). Na druhej strane, pole H2 nemôºe by´ niº²ie neº magnetické pole pôsobiace
na zvolený spin, ktoré je budené ostatnými magnetkami v látke. Takto moºno typicky docieli´ koncovú
teplotu T2 ∼ 10−3 K.

Namiesto spinov elektrónov moºno pouºi´ aj spiny jadier. Pri demagnetizácii jadrových spinov
moºno zvoli´ pole H2 ove©a men²ie. Pri vo©be T1 ∼ 10−2 K a µ0H1 ∼ 5 T moºno docieli´ T2 ∼ 10−6 K.

Cvi£enia

1. Ukáºte, ºe pre rovnováºnu hodnotu magnetického momentu média pri teplote T v poli H platí

M =
∑
n

pnMn,

kde pn je pravdepodobnos´ mikrostavu n systému po£ítaná pod©a (218) a Mn = M0
n + V χnH je magnetický moment

mikrostavu v kone£nom poli H. Návod: po£ítajte µ0M = −(∂G/∂H)T a pouºite rozvoj (220).
2. Ukáºte, ºe pre susceptibilitu platí

χ = χorb +
µ0

kBTV

〈
(∆M0)2〉 ,

kde χorb =
∑
n pnχn je stredná hodnota �susceptibilít� χn. Návod: po£ítajte (∂M/∂H)T pouºijúc výsledok predo²lého

cvi£enia. Pravdepodobnos´ pn po£ítajte pod©a pn = exp[(G− En(H))/(kBT )].
3. Dá sa ukáza´, ºe v prítomnosti po©a H narastie kinetická energia elektrónov v základnom stave atómu so Z elektrónmi
o hodnotu

∆E0 =
µ2

0e
2Z〈r2〉
12m

H2,

kde 〈r2〉 je stredná odchýlka elektrónov od jadra v základnom stave atómu. Predpokladajte, ºe koncentrácia atómov je

1/v. Vypo£ítajte orbitálnu susceptibilitu χorb predpokladajúc, ºe príspevok excitovaných stavov atómov moºno zanedba´.

(Pre£o?)

4. Vypo£ítajte energiu E systému s fundamentálnou rovnicou (222). Výsledok interpretujte.

5. Skúmajme mrieºku magnetiek. Kaºdá magnetka nech je tvorená dvojicou spinov 1/2 (dimérom). Dimér nech sa môºe

nachádza´ v jednom zo ²tyroch stavov: v stave so spinom S = 0 s energiou 0, ktorá sa po vloºení do externého po©a

b = µ0µBBH nemení, a v trojici stavov so spinom S = 1, ktorých energie sú v poli roz²tiepené na ε+ b, ε a ε− b. Nájdite
Gibbsovu energiu, magnetizáciu, susceptibilitu a entropiu modelu ako funkcie T a b.

6. Spinová susceptibilita kovu pri teplote T = 0. V externom poli H budú po£ty elektrónov so spinmi v smere a proti

po©u rôzne: N↑ = N/2 + δN a N↓ = N/2− δN . Teda rôzne priemety spinu zap¨¬ajú stavy s energiami od 0 po εF ± δε,
pri£om platí δN = D(εF )δε. Ukáºte, ºe kinetická energia elektrónov pritom narastie o δEkin = D(εF )δε2. Na druhej

strane, interakcia s po©om je δEint = −µ0MH, kde M = (N↑ − N↓)µB = 2δNµB . Minimalizáciou celkovej energie

δEkin + δEint nájdite optimálnu hodnotuM a následne aj magnetickú susceptibilitu kovu χ.
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24 Isingov model

V²etky modely, ktoré sme doteraz skúmali metódami ²tatistickej fyziky, boli presne rie²ite©né. Ale to
je skôr výnimka ako pravidlo: vä£²inu modelov popisujúcich reálne systémy nevieme analyticky preskú-
ma´ presne. Alternatívou sú v takýchto prípadoch bu¤ numerické simulácie, alebo pouºitie pribliºných
metód. V tejto predná²ke zavedieme zdanlivo jednoduchý model, ktorého presné rie²enie v troch roz-
meroch nie je známe, a preskúmame ho ve©mi jednoduchou pribliºnou metódou.

Isingov model
Isingov model popisuje systém ve©kého po£tu N magnetiek s ve©kos´ami σi = ±1 na mrieºke. Budú
nás zaujíma´ tzv. hyperkubické mrieºky, t.j. lineárna retiazka v 1D, ²tvorcová mrieºka v 2D, a najmä
kubická mrieºka v 3D.74 Tieto mrieºky moºno charakterizova´ koordina£ným £íslom z, t.j. po£tom
najbliº²ích susedov pre zvolený bod mrieºky. Koordina£né £ísla pre 1D, 2D a 3D sú z = 2, 4 a 6.

Magnetky interagujú s externým po©om ve©kosti b, de�novaným rovnako ako v predo²lej predná²ke.
Novým prvkom modelu je predpoklad, ºe v²etky dvojice 〈ij〉 susedných bodov i a j na mrieºke navzá-
jom interagujú: ak σi = σj , potom interak£ná energia je −J , v opa£nom prípade σi = −σj je interak£ná
energia +J . Ak J > 0, £o predpokladáme, potom interakcia zvýhod¬uje nato£enie susedných spinov
rovnakým smerom. Hamiltonián Isingovho modelu teda je

H = −J
∑
〈ij〉

σiσj − b
∑
i

σi, (226)

pri£om kaºdá dvojica 〈ij〉 je zapo£ítaná iba raz. O£akávame, ºe model (226) popisuje feromagnetické
materiály: pri teplote T = 0 interak£ný £len zabezpe£í, ºe v²etky magnetky sú nato£ené rovnakým
smerom aj v nulovom poli b = 0. Materiál sa v takom prípade nachádza v tzv. feromagnetickej fáze.
Naopak, pri vysokých teplotách tepelný pohyb zrejme rozru²í magnetické usporiadanie, pre b = 0 ne-
existuje preferovaný smer nato£enia magnetiek a materiál sa nachádza v tzv. paramagnetickej fáze.
Isingov model je teda jednoduchým modelom, v rámci ktorého moºno skúma´ fázové prechody.

Priblíºenie stredného po©a
Výpo£et ²tatistickej sumy ZG pre Isingov model je komplikovaný prítomnos´ou prvého £lena v hamil-
toniáne (226), v¤aka ktorému jednotlivé magnetky nie sú navzájom nezávislé.

Je prirodzené predpoklada´, ºe stredná hodnota spinu 〈σi〉 = m je vo v²etkých bodoch mrieºky
rovnaká. Pre kaºdý spin samozrejme platí identita σi = m + (σi −m), ktorá vyjadruje σi ako sú£et
strednej hodnoty a �uktuácie. Ak túto identitu pouºijeme pre spiny σi a σj vo výraze σiσj , dostaneme

σiσj = [m+ (σi −m)][m+ (σj −m)] = m2 +m(σi −m) +m(σj −m) + (σi −m)(σj −m).

Podstatou priblíºenia stredného po©a je zanedba´ posledný £len, ktorý je úmerný ²tvorcu �uktuácií.
Predpokladáme totiº, ºe �uktuácie sú malé. V tomto priblíºení teda σiσj ≈ m(σi + σj) − m2. Po
dosadení tohto výrazu do (226) následne dostávame hamiltonián Heff v priblíºení stredného po©a,

Heff = J
∑
〈ij〉

[
m2 −m(σi + σj)

]
− b

∑
i

σi =
NJz

2
m2 − (Jzm+ b)

∑
i

σi.

V druhej rovnosti sme pouºili, ºe na mrieºke existuje Nz/2 dvojíc 〈ij〉 a tieº to, ºe kaºdý spin σi
vstupuje do z dvojíc 〈ij〉. To v²ak znamená, ºe Heff je sú£tom nezávislých hamiltoniánov Hi pre
jednotlivé spiny σi:

Heff =
∑
i

Hi, Hi = 1
2Jzm

2 − (b+ Jzm)σi. (227)

Teda v priblíºení stredného po©a na spiny pôsobí efektívne pole beff = b + Jzm a energia spinov je
posunutá o kon²tantnú hodnotu 1

2Jzm
2. Pod©a výsledkov predchádzajúcej predná²ky je preto Gibbsova

vo©ná energia na jeden bod mrieºky v priblíºení stredného po©a daná vz´ahom

g(T, b,m) = 1
2Jzm

2 − kBT ln

[
2 cosh

b+ Jzm

kBT

]
. (228)

74Modely v 1D a 2D sú presne rie²ite©né, ale pre model v 3D presné rie²enie nie je známe.
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V²imnime si, ºe Gibbsova vo©ná energia je funkciou T a b, ako aj má by´, ale aj strednej hodnoty
m = 〈σi〉, ktorá je zatia© vo©ným parametrom teórie. Optimálnu hodnotu m nájdeme minimalizáciou
vo©nej energie, (∂g/∂m)b,T = 0.75 Tak dostaneme podmienku pre m:

m = tanh
b+ Jzm

kBT
. (229)

Rovnica (229) sa nazýva self-konzistentnou podmienkou, pretoºe na ©avej strane vystupuje stredná
hodnota spinu a na pravej strane je (pod©a predchádzajúcej predná²ky) výraz pre strednú hodnotu
spinu v poli b+ Jzm pri teplote T .

Dosadením optimálnej hodnoty pre m do (228) dostaneme fundamentálnu rovnicu g = g(T, b). Vo
zvy²ku predná²ky preskúmame predpovede teórie stredného po©a v rovine (T, b).

Rie²enie v nulovom poli: spontánne naru²enie symetrie
Gra�ckým rie²ením rovnice (229) v prípade b = 0 ©ahko nahliadneme, ºe pre vysoké teploty T > Tc,
kde sme zaviedli teplotnú ²kálu Tc = zJ/kB, existuje iba rie²enie m = 0. Toto rie²enie zjavne popisuje
paramagnetickú fázu.

Na druhej strane, pre T < Tc existujú tri rie²enia rovnice (229): m = 0 a dve rie²enia |m| 6= 0 s
opa£nými znamienkami. Ktoré z týchto rie²ení je v²ak stabilné? Ke¤ºe z gra�ckého rie²enia vidno, ºe
pre teploty blízke k Tc je |m| malé, rozvi¬me vo©nú energiu (228) pre b = 0 do rádu m4. Ak pouºijeme
rozvoj ln(coshx) ≈ x2/2− x4/12 pre malé x, dostaneme

g(T, 0,m) = −kBT ln 2 +
kBTc

2

(
1− Tc

T

)
m2 +

kB
12

T 4
c

T 3
m4. (230)

Pre T > Tc má funkcia g(m) daná vz´ahom (230) jediné minimum pre m = 0. Naopak, pre T < Tc
existujú dve minimá pri kone£ných hodnotách ±|m| (a pre m = 0 sa realizuje lokálne maximum).
Minimá funkcie g(m) pri T < Tc zjavne opisujú feromagnetický stav, preto Tc je kritická teplota
odde©ujúca paramagnetickú a feromagnetickú fázu. Pri zniºovaní teploty magnetizácia |m| rastie, aº
pri nulovej teplote nadobúda (triviálnu) hodnotu |m| = 1.

Magnetizácia m hrá rolu tzv. parametra usporiadania: v neusporiadanej paramagnetickej fáze je
tento parameter nulový, kým v usporiadanej feromagnetickej fáze je kone£ný.

V²imnime si tieº, ºe pri T < Tc existujú dve rôzne rie²enia s rovnakou vo©nou energiou: m = +|m|
a m = −|m|. Magnetky teda môºu �zmrznú´� v stavoch orientovaných bu¤ dominantne nahor, alebo
nadol. Inými slovami, pod kritickou teplotou si magnetky spontánne vyberú jeden z dvoch smerov,
ktoré boli nad Tc ekvivalentné: hovoríme o spontánnom naru²ení symetrie.

Rie²enie v kone£nom poli b 6= 0: porovnanie s prechodom kvapalina-plyn
Teraz preskúmame rie²enia self-konzistentnej rovnice (229) pri kone£ných poliach b. Najprv si v²im-
nime, ºe pre silné polia b→ ±∞ priamo z rovnice (229) vidno, ºe magnetizácia sa saturuje, m→ ±1.
Tento výsledok platí pre v²etky (kone£né) teploty. Vo zvy²ku odstavca preskúmame, ako sa magneti-
zácia m mení pri malých aplikovaných poliach b.

75Z ná²ho výkladu nie je zrejmé, pre£o má táto podmienka plati´. Podmienka sa v²ak dá zdôvodni´ pomocou vhodného
varia£ného princípu. Alternatívne ju moºno spätne zdôvodni´ aj rozumnos´ou výsledku (229), ktorý z nej vyplýva.
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Za£nime prípadom T > Tc, t.j. teplota je vy²²ia neº kritická. V tomto prípade bude pre malé pole
b aj parameter usporiadania m malý. Ak pouºijeme Taylorov rozvoj pravej strany rovnice (229) do
prvého rádu v m, po úprave dostaneme rovnicu pre m:

m =
b

kB(T − Tc)
. (231)

Teda ak pri �xovanej teplote T > Tc meníme znamienko b, parameter usporiadania sa mení hladko.
V prípade T < Tc uº vieme, ºe pre b = 0 existujú dve rie²enia ±|m| pre parameter usporiadania.

Tieto rie²enia sa ako funkcie b pri �xovanej teplote T < Tc musia napoji´ na asymptotické hodnoty
±1. Preto funkcia m(b) rastie z hodnoty −1 pre b→ −∞ po hodnotu −|m| pre b idúce k nule z©ava a
pokra£uje z hodnoty +|m| pre b idúce k nule sprava do hodnoty +1 pre b → +∞. Teda funkcia m je
nespojitá v bode b = 0.

To znamená, ºe v rovine (T, b) existuje £iara [v skuto£nosti úse£ka z bodu (0, 0) do bodu (Tc, 0)],
ktorá má tú vlastnos´, ºe magnetizácia m je pozd¨º tejto £iary nespojitá a na oboch stranách £iary
sa lí²i o kone£nú hodnotu. Magnetizácia sa teda pri prechode naprie£ touto £iarou správa rovnako,
ako hustota plynu v rovine (T, p) pri prechode naprie£ £iarou koexistencie kvapalina-plyn. Prechod
(pri �xovanej teplote T < Tc) z feromagnetu polarizovaného nadol do feromagnetu polarizovaného
nahor spôsobený zmenou znamienka magnetického po©a b je teda úplne analogický s (tzv. nespojitým)
fázovým prechodom kvapalina-plyn.76

Rie²enie v blízkosti kritického bodu: spojité fázové prechody
Z rovnice (231) vyplýva, ºe pre �susceptibilitu� χ = (∂m/∂b)T,b=0 pri teplotách T > Tc platí

χ =
1

kB(T − Tc)
,

£iºe χ diverguje pri pribliºovaní k Tc. Teda tendencia k tvorbe usporiadaného stavu je v paramagnete
pri b = 0 prítomná aj na paramagnetickej strane prechodu. Táto vlastnos´ je kvalitatívne iná ako
v prípade nespojitého prechodu pri zmene znamienka b. Fázový prechod, ktorý nastáva v Isingovom
modeli pri zmene teploty pozd¨º £iary b = 0, nazývame spojitým fázovým prechodom.77 V tomto
odstavci vlastnosti spojitých prechodov preskúmame detailnej²ie.

Onedlho uvidíme, ºe v blízkosti kritickej teploty Tc na feromagnetickej strane prechodu pre rov-
nováºnu magnetizáciu platí |m| ∝ (Tc − T )1/2. Preto s presnos´ou do rádu (Tc − T )2 moºno rozvoj
Gibbsovej vo©nej energie (230) zjednodu²i´ do tvaru

g(T, 0,m) = −kBT ln 2 +
kB(T − Tc)

2
m2 +

kBTc
12

m4. (232)

76Star²í názov pre nespojitý fázový prechod je �fázový prechod prvého druhu�.
77Star²í názov pre spojitý fázový prechod je �fázový prechod druhého druhu�.
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Rovnováºnu hodnotu m dostaneme minimalizáciou funkcie g(m,T ) pod©a m. Pre teploty T > Tc tak
samozrejme dostaneme m = 0, kým pre T < Tc máme

|m| =

√
3(Tc − T )

Tc
,

v súlade s tým, £o sme predpokladali pri odvodení výrazu (232). Po dosadení optimálnej hodnoty m
do vo©nej energie (232) dostaneme fundamentálnu rovnicu pre g(T, 0). Pri teplotách T > Tc máme
g(T, 0) = −kBT ln 2, kým vo feromagnetickom stave pri T < Tc platí

g(T, 0) = −kBT ln 2− 3kB
4

(T − Tc)2

Tc
.

Samozrejme, Gibbsova vo©ná energia je spojitá pri T = Tc: v bode prechodu sa vo©né energie oboch
fáz musia rovna´.

Pre entropiu platí s = −(∂g/∂T )b. Pre T > Tc v priblíºení stredného po©a dostávame s = kB ln 2,
ako keby sa magnetky nachádzali pri nekone£nej teplote. Na druhej strane, pre T < Tc platí

s(T, 0) = kB ln 2 +
3kB

2

T − Tc
Tc

.

Teda, na rozdiel od nespojitých fázových prechodov, pri spojitom fázovom prechode je entropia naprie£
fázovým prechodom spojitou funkciou. To znamená, ºe skupenské teplo fázového prechodu je nula.

Pre merné teplo v kon²tantnom poli platí cH = T (∂s/∂T )H . V celej paramagnetickej fáze preto
dostávame cH = 0, kým vo feromagnete cH(Tc) = 3kB/2, £iºe merné teplo vykazuje v bode prechodu
kone£ný skok. To znamená, ºe entropia feromagnetu pri poklese teploty klesá rýchlej²ie ako v (hypo-
tetickom) paramagnetickom stave. Tento výsledok moºno interpretova´ tak, ºe feromagnetický stav je
usporiadanej²í ako paramagnet.

Spojité fázové prechody (v²eobecne)
O existencii spojitých fázových prechodov sme sa práve dozvedeli v rámci priblíºenia stredného po©a. Z
ná²ho výkladu teda nie je jasné, £i takýto typ prechodov naozaj existuje, alebo sa charakter prechodu
v rámci presnej²ej teórie zmení.

Ukazuje sa, ºe spojité fázové prechody naozaj existujú. Takéto prechody majú nasledovné kvalita-
tívne vlastnosti: (i) zmena entropie pri prechode je nulová (neexistuje skupenské teplo prechodu); (ii)
blízkos´ prechodu je signalizovaná rastom �uktuácií (z oboch strán) - prejavom takýchto �uktuácií je
napr. divergencia susceptibilít; (iii) metastabilné stavy neexistujú (napríklad paramagnetická fáza je
pri teplotách T < Tc lokálne nestabilná).

Cvi£enia

1. V Isingovom modeli spin i vstupuje do interakcií −(b+ J
∑
j σj)σi, kde suma cez j sa vedie cez z susedov spinu i. V

priblíºení stredného po©a sme tieto interakcie nahradili £lenom −(b + zJm)σi. Zdôvodnite, pre£o je toto nahradenie v

limite ve©kých z presné.

2. �tatistická suma pre Isingov model má tvar ZG =
∑
{σ} exp[−H({σ})/(kBT )].

a) Vysokoteplotný rozvoj. Exponentu v de�nícii ZG rozvi¬te do rádu 1/T 2 a explicitne presumujte cez spinové kon�gurácie

{σ}. Ukáºte, ºe pre Gibbsovu vo©nú energiu platí g ≈ −kBT ln 2− (zJ2/2 + b2)/(2kBT ). Nájdite entropiu a merné teplo

v limite vysokých teplôt. Výsledky porovnajte s priblíºením stredného po©a pre b = 0.

b) Po£ítajte ZG v limite nízkych teplôt. Do sumy cez spinové kon�gurácie {σ} zahr¬te základný stav pre b > 0 a prvý

excitovaný stav. (Aká je jeho degenerácia?) Ukáºte, ºe platí g = −zJ/2 − b − kBT exp[−(2Jz + 2b)/(kBT )]. Nájdite

entropiu a merné teplo v limite vysokých teplôt. Výsledky porovnajte s priblíºením stredného po©a.

3. Metódou matíc transferu nájdite presné rie²enie Isingovho modelu v 1D.

4. V priblíºení stredného po©a numericky vypo£ítajte Gibbsovu vo©nú energiu Isingovho modelu v 3D pre b = 0 a teploty

0 < T < Tc. Vypo£ítajte tieº entropiu a merné teplo. Výsledky porovnajte s výsledkami cvi£ení 2a,b.



101

25 Gibbsova formula a tri interpretácie entropie

Najdôleºitej²ou emergentnou veli£inou zavedenou v termodynamike a ²tatistickej fyzike je entropia.
K dispozícii máme zatia© dve interpretácie entropie, termodynamickú a ²tatistickú. V tejto predná²ke
najprv ukáºeme, ºe výsledky pre jednotlivé ²tatistické súbory moºno odvodi´ pomocou Gibbsovej for-
muly pre entropiu. Napokon ukáºeme, ºe Gibbsovu formulu moºno interpretova´ informaticky.

Termodynamická interpretácia entropie
Kaºdému rovnováºnemu stavu moºno priradi´ stavovú veli£inu - entropiu S, ktorá má nasledovnú
vlastnos´. Nech A a B sú dva rovnováºne stavy sytému s entropiami SA a SB. Nech zárove¬ existuje
proces, ktorý prevedie stav A do stavu B, pri£om v priebehu procesu systém postupne absorbuje teplo
�Q z rezervoáru pri aktuálnej teplote T . Potom platí

SB ≥ SA +

∫ B

A

�Q

T
. (233)

Proces premeny moºno obráti´ v £ase, t.j. existuje proces premeny zo stavu B do stavu A po tej is-
tej dráhe, iba ak v (233) platí rovnos´. Teda entropia jemierou nevratnosti termodynamických procesov.

�tatistická interpretácia entropie
Pri zadaných hodnotách zachovávajúcich sa extenzívnych veli£ín (napr. E, V , N,M, . . .) sa skúmaný
systém môºe nachádza´ v mnohých mikrostavoch. Ak po£et týchto mikrostavov je N , potom pre
entropiu platí

S = kB lnN . (234)

Entropiu teda moºno chápa´ ako mieru neusporiadanosti termodynamického systému.

Gibbsova formula pre entropiu a ²tatistické súbory
Pod ²tatistickými súbormi rozumieme súbory mikrostavov n spolu s pravdepodobnos´ami ich realizácie
pn. Pravdepodobnosti pn pritom závisia od typu súboru: mikrokánonický, kánonický, NpT , grandkáno-
nický, at¤. Pri skúmaní vlastností v²etkých súborov (okrem mikrokánonického) sme ukázali, ºe entropia
systému je zakaºdým popísaná tou istou Gibbsovou formulou

S = −kB
∑
n

pn ln pn. (235)

To nás privádza k nasledovnej otázke: je moºné argumentáciu oto£i´, t.j. postulova´ formulu pre
entropiu (235) a z tohto postulátu odvodi´ výsledky pre jednotlivé ²tatistické súbory? V nasledujúcom
výklade ukáºeme, ºe takéto odvodenie naozaj existuje: sta£í maximalizova´ entropiu (235) pri sú£as-
nom zoh©adnení rôznych ved©aj²ích podmienok.

Mikrokánonický súbor

Skúmajme súbor mikrostavov n s �xovanou hodnotou energie En = E, po£tu £astíc Nn = N , prípadne
aj iných zachovávajúcich sa extenzívnych veli£ín. Tomuto súboru prira¤me vz´ahom (235) entropiu
a h©adajme maximum entropie (vzh©adom na rozdelenie pravdepodobností) pri ved©aj²ej podmienke∑

n pn = 1, t.j. ºiadajme, aby pravdepodobnosti boli správne normované. Úlohu budeme rie²i´ metódou
Lagrangeovho multiplikátora: maximalizova´ budeme funkciu

Φ = −
∑
n

pn ln pn − α

(∑
n

pn − 1

)
,

kde α je Lagrangeov multiplikátor. Z podmienky extrému ∂Φ/∂pn = 0 dostaneme

ln pn = −(1 + α) = const,

odkia© vyplýva pn =const.78 To je samozrejme Boltzmannov postulát rovnakých pravdepodobností
mikrostavov. Z poºiadavky

∑
n pn = 1 preto dostaneme pn = 1/N , kde N je po£et prípustných

78Neskôr ukáºeme, ºe tento extrém je skuto£ne maximom.
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mikrostavov. Napokon, po dosadení výsledku pre pn do (235) dostaneme Boltzmannov vzorec pre en-
tropiu (234). Tým sme zreprodukovali výsledky pre mikrokánonický súbor.

Kánonický súbor

H©adajme maximum entropie (235) vzh©adom na rozdelenie pravdepodobností mikrostavov pn pri
ved©aj²ích podmienkach

∑
n pn = 1 a

∑
n pnEn = E, t.j. okrem normovanosti pravdepodobností pn

predpí²me aj strednú hodnotu energie systému.79 Úlohu budeme opä´ rie²i´ metódou Lagrangeových
multiplikátorov: maximalizova´ budeme funkciu

Φ = −
∑
n

pn ln pn − α

(∑
n

pn − 1

)
− β

(∑
n

pnEn − E

)
,

kde α a β sú Lagrangeove multiplikátory. Z podmienky extrému ∂Φ/∂pn = 0 dostaneme

ln pn = −(1 + α)− βEn,

teda pn = e−βEn/Z, kde sme zaviedli ozna£enie Z = e1+α. To znamená, ºe závislos´ pravdepodobnosti
mikrostavu pn od jeho energie En má rovnaký tvar ako pri kánonickom súbore.

Veli£inu Z (a teda aj α) nájdeme z podmienky
∑

n pn = 1, odkia© vyplýva Z =
∑

n e
−βEn . Aký je

v²ak význam parametra β? Odpove¤ nájdeme trikom: najprv si uvedomíme, ºe Φ je funkciou pravde-
podobností pn, ale aj Lagrangeových multiplikátorov α, β a strednej energie E. Od energie E pritom
závisia v²etky spomínané veli£iny: pn, α, aj β. Preto platí:

∂Φ

∂E
=
∑
n

∂Φ

∂pn

∂pn
∂E
− ∂α

∂E

(∑
n

pn − 1

)
− ∂β

∂E

(∑
n

pnEn − E

)
+ β.

Ale v maxime funkcie Φ platí ∂Φ/∂pn = 0 a v¤aka splneniu väzobných podmienok je aj druhý a tretí
£len nulový. Preto pre maximum funkcie platí ∂Φmax/∂E = β. Ale pri splnení väzobných podmienok
zárove¬ platí Φmax = S/kB. Preto

β =
1

kB

∂S

∂E
=

1

kBT
,

v súlade s o£akávaním pre kánonický súbor. Ostáva uº len nájs´ výraz pre Helmholtzovu vo©nú energiu
F = E − TS. Ak pre energiu pouºijeme väzobnú podmienku a za entropiu dosadíme (235), dostaneme

F =
∑
n

pn [En + kBT ln pn] = −kBT lnZ,

kde v druhom kroku sme pouºili pn = e−βEn/Z. Tým sme zreprodukovali výsledky pre kánonický súbor.

Grandkánonický súbor

H©adajme maximum entropie (235) vzh©adom na rozdelenie pravdepodobností mikrostavov pn pri ved©aj²ích podmien-
kach

∑
n pn = 1,

∑
n pnEn = E a

∑
n pnNn = N , t.j. okrem normovanosti pn predpí²me aj stredné hodnoty energie a

po£tu £astíc. Úlohu budeme opä´ rie²i´ metódou Lagrangeových multiplikátorov: maximalizova´ budeme funkciu

Φ = −
∑
n

pn ln pn − α

(∑
n

pn − 1

)
− β

(∑
n

pnEn − E

)
− γ

(∑
n

pnNn −N

)

kde α, β a γ sú Lagrangeove multiplikátory. Z podmienky extrému ∂Φ/∂pn = 0 dostaneme

ln pn = −(1 + α)− βEn − γNn,

teda pn = e−βEn−γNn/Z, kde sme zaviedli ozna£enie Z = e1+α. Výsledok pre pravdepodobnos´ pn má rovnaký tvar
ako pri grandkánonickom súbore. Veli£inu Z (a teda aj α) nájdeme z podmienky

∑
n pn = 1, odkia© vyplýva Z =∑

n e
−βEn−γNn .

79Napriek formálnej podobnosti s mikrokánonickým súborom si treba uvedomi´ jeden dôleºitý rozdiel. Mikrokánonický
súbor je tvorený v²etkými mikrostavmi s �xovanou hodnotou energie En = E, kým kánonický súbor pozostáva z mik-
rostavov so v²etkými moºnými energiami. Ostatné zachovávajúce sa extenzívne veli£iny, napr. po£et £astíc, zostávajú
�xované rovnako ako pri mikrokánonickom súbore, t.j. napr. Nn = N .
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Parametre β a γ moºno ur£i´ z väzieb a opä´ ich nájdeme trikom: Φ je funkciou pravdepodobností pn, ale aj
multiplikátorov α, β, γ a väzieb E,N . Od E aj N pritom závisia pn, α, β aj γ. Preto platí:

∂Φ

∂E
=
∑
n

∂Φ

∂pn

∂pn
∂E
− ∂α

∂E

(∑
n

pn − 1

)
− ∂β

∂E

(∑
n

pnEn − E

)
− ∂γ

∂E

(∑
n

pnNn −N

)
+ β.

Ale v maxime funkcie Φ platí ∂Φ/∂pn = 0 a v¤aka splneniu väzobných podmienok je aj druhý, tretí a ²tvrtý £len nulový.
Preto pre maximum funkcie platí ∂Φmax/∂E = β. Ale pri splnení väzobných podmienok zárove¬ platí Φmax = S/kB , a
preto β = 1/(kBT ).

Rovnakým postupom sa dá ukáza´, ºe ∂Φmax/∂N = γ. Preto platí

γ =
1

kB

∂S

∂N
= − µ

kBT
,

v súlade s o£akávaním pre grandkánonický súbor. Ostáva uº len nájs´ výraz pre ve©ký potenciál Ω = E − TS − µN . Ak
pre energiu a po£et £astíc pouºijeme väzobné podmienky a za entropiu dosadíme (235), dostaneme

Ω =
∑
n

pn [En − µNn + kBT ln pn] = −kBT lnZ,

kde v druhom kroku sme pouºili pn = e−βEn−γNn/Z. Tým sme zreprodukovali výsledky pre grandkánonický súbor.

Informatická interpretácia entropie
Ukázali sme teda, ºe Gibbsova formula pre entropiu (235) hrá k©ú£ovú úlohu pri pravdepodobnostnom
popise termodynamických systémov. Vo zvy²ku predná²ky predstavíme e²te jeden poh©ad na entro-
piu,80 tzv. informatickú interpretáciu, pod©a ktorej je entropia mierou nevedomosti o systéme.

Miera nevedomosti o systéme

Skúmajme systém, v ktorom môºu nasta´ udalosti n. Celkový po£et udalostí ozna£me N . Predpokla-
dajme, ºe pravdepodobnosti pn toho, ºe jednotlivé udalosti nastanú, sú známe. Zaoberajme sa otázkou,
aká funkcia S(p1, . . . , pN ) meria na²u nevedomos´ o tom, aká udalos´ nastane. Teraz sformulujeme tri
poºiadavky, ktoré má miera nevedomosti S(p1, . . . , pN ) sp¨¬a´.

1. Zjavne, ak jedna z pravdepodobností bude 1 a v²etky ostatné budú nula, potom o systéme vieme
v²etko a na²a nevedomos´ je nulová. Naopak, ak sú v²etky pravdepodobnosti rovnaké a rovné 1/N ,
potom na²a nevedomos´ o systéme je maximálna moºná (pretoºe sta´ sa môºe s rovnakou pravdepo-
dobnos´ou hoci£o). Budeme preto ºiada´, aby platilo

S(p1, . . . , pN ) = max, ak ∀n : pn = 1/N. (236)

2. Povedzme, ºe k uvaºovaným N udalostiam, ktoré by mohli nasta´, pridáme ¤al²iu (absurdnú)
udalos´, ale pravdepodobnos´, ºe táto udalos´ nastane, je nulová. To by samozrejme nemalo zmeni´
na²u nevedomos´ o systéme. Má teda plati´

S(p1, . . . , pN , 0) = S(p1, . . . , pN ). (237)

Indukciou moºno ukáza´, ºe pridanie akéhoko©vek po£tu núl medzi argumenty funkcie S(p1, . . . , pN )
nezmení jej hodnotu.

3. Tretia poºiadavka je formálne zloºitej²ia a ilustrujeme ju nasledujúcim príkladom. Skúmajme
vy²etrovanie krádeºe. Nech A = {A1, . . . , AN} je mnoºina v²etkých moºných zlodejov; pravdepo-
dobnosti, ºe sú zlodejmi, nech sú {p1, . . . , pN}. Mieru nevedomosti o tom, kto je zlodej, ozna£me
S(p1, . . . , pN ) ≡ S(A). Podobne nech B = {B1, . . . , BM} je mnoºina v²etkých moºných miest £inu; ich
pravdepodobnosti nech sú {q1, . . . , qM} a mieru nevedomosti o nich ozna£me S(q1, . . . , qN ) ≡ S(B).
Podmiene£nú pravdepodobnos´ toho, ºe zlodejom je Ak, ak miestom £inu je Bl, ozna£me ckl (pravde-
podobnos´ bude zrejme vy²²ia pre zlodejov z okolia). Ak sa budeme zaujíma´ o sú£asnú informáciu o
zlodejovi a mieste £inu, k dispozícii máme spolu NM moºností {A1B1, A1B2, . . . , ANBM} s pravdepo-
dobnos´ami {c11q1, c12q2, . . . , cNMqM}. Mierou na²ej nevedomosti o zlodejoch a miestach £inu potom
je S(c11q1, c12q2, . . . , cNMqM ) ≡ S(AB).

Ak poznáme miesto £inu a je ním povedzme Bl, potom miera nevedomosti o tom, kto je zlodej, sa
zmení na S(c1l, . . . , cNl) ≡ S(A|Bl). Ke¤ºe miesto £inu je potom známe, miera nevedomosti S(A|Bl) by

80E. T. Jaynes, 1957.
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mala by´ zníºená oproti pôvodnej miere nevedomosti S(AB) zhruba o mieru nevedomosti miesta S(B).
Alebo naopak, pôvodná miera nevedomosti by mala by´ zhruba sú£tom S(AB) ≈ S(B) + S(A|Bl). V
tomto výraze v²ak vystupuje vo©ba konkrétneho miesta £inu Bl, £o nie je prirodzené. Aby sme tento
defekt odstránili, presumujme v ¬om cez jednotlivé miesta £inu Bl a uváºme, ºe tieto sa realizujú s
pravdepodobnos´ami ql. Tak dostávame tretiu poºiadavku pre mieru nevedomosti o systéme:

S(AB) = S(B) +
∑
l

qlS(A|Bl). (238)

Dá sa ukáza´, ºe táto podmienka sa pre nezávislé udalosti A a B redukuje na podmienku aditivity,
S(AB) = S(A) + S(B).

Explicitná formula pre mieru nevedomosti

Teraz preskúmame otázku, aké funkcie S(p1, . . . , pN ) sp¨¬ajú v²etky tri podmienky pre mieru nevedo-
mosti o systéme. �ahko nahliadneme, ºe Gibbsova formula (235) tieto podmienky sp¨¬a. Naozaj:

Je zrejmé, ºe funkcia f(x) = −x lnx je konkávna, t.j. platí f(pi) + f(pj) ≤ f(p) + f(p), kde
p = (pi + pj)/2, pri£om rovnos´ nastáva pre pi = pj . Preto v maxime funkcie (235) musia by´ v²etky
pravdepodobnosti pi rovnaké.81 Tým je dokázaná 1. podmienka. Ke¤ºe limp→0 f(p) = 0, je splnená aj
2. podmienka. Napokon, ak za funkciu S(p1, . . . , pN ) vezmeme Gibbsovu formulu (235), dostaneme:

S(AB) = S(c11q1, c12q2, . . . , cNMqM ) = −
∑
kl

cklql ln(cklql) = −
∑
kl

cklql ln ql −
∑
kl

cklql ln ckl,

S(B) = S(q1, . . . , qM ) = −
∑
l

ql ln ql = −
∑
kl

cklql ln ql,∑
l

qlS(A|Bl) =
∑
l

qlS(c1l, . . . , cNl) = −
∑
kl

cklql ln ckl,

kde vo výraze pre S(B) sme vyuºili normaliza£nú podmienku
∑

k ckl = 1. Dosadením týchto výsledkov
do (238) vidíme, ºe aj podmienka 3 je splnená.

Teda Gibbsova formula je akceptovate©nou mierou nevedomosti o systéme. Na druhej strane sa
zárove¬ dá ukáza´, ºe Gibbsova formula (235) je (aº na multiplikatívnu kon²tantu) jedinou funkciou
S(p1, . . . , pN ) sp¨¬ajúcou v²etky tri podmienky.

Záver

Ke¤ºe Gibbsova formula popisuje entropiu, entropiu moºno interpretova´ ako mieru nevedomosti o
systéme. Takúto interpretáciu entropie nazývame informatickou.

Cvi£enia

1. Ukáºte, ºe výsledky pre NpT súbor moºno odvodi´ maximalizáciou Gibbsovej formuly pre entropiu (235) pri splnení

vhodných ved©aj²ích podmienok.

2. Ukáºte, ºe podmienka (238) sa pre nezávislé udalosti redukuje na podmienku aditivity entropie, S(AB) = S(A)+S(B).

3. Nech po£et udalostí je n. De�nujme funkciu L(n) ≡ S( 1
n
, . . . , 1

n
). Vyuºite predo²lé cvi£enie a ukáºte, ºe musí plati´

L(nm) = L(n) + L(m). �alej ukáºte, ºe ak túto funkcionálnu rovnicu pový²ime na L(xy) = L(x) + L(y) kde x a y sú

reálne £ísla, potom jediným rie²ením je L(x) = c lnx, kde c je ©ubovo©ná kon²tanta.

4. Skúmajme podmienku (238) v prípade, ºe pravdepodobnosti ql udalostí v B sú podielmi celých £ísel, ql = Gl/G.

Nech naviac po£et udalostí v A sp¨¬a podmienku N > G. Koe�cienty ckl zvo©me nasledovne: pri �xovanom l nech pre

k = 1, . . . , Gl platí ckl = 1/Gl a pre zvy²né k nech ckl = 0. (Zjavne teda platí
∑
k ckl = 1.) Ukáºte, ºe potom platí

S(AB) = L(G) a S(A|Bl) = L(Gl). Pomocou výsledku L(x) = c lnx ¤alej ukáºte, ºe formula pre mieru nevedomosti

S(B) musí by´ násobkom Gibbsovej formuly (235).

5. Ukáºte, ºe Sa = −
∑
n pn loga pn, kde loga x je logaritmus pri základe a, je akceptovate©nou formulou pre mieru neve-

domosti. Shannonova (informatická) entropia je de�novaná pre a = 2. Vypo£ítajte Shannonovu entropiu pre 2N udalostí

s rovnakými pravdepodobnos´ami pn = 1/2N .

6. Vypo£ítajte Shannonovu entropiu pre nekone£ne ve©a udalostí n = 1, 2, . . . s pravdepodobnos´ami pn = 1/2n.

81To, ºe Gibbsova formula má extrém pre pi = 1/N , sme dokázali pri diskusii o mikrokánonickom súbore. Teraz sme
naviac ukázali, ºe tento extrém zodpovedá maximu.
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