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1 Zakladné pojmy. Nultia a prva veta termodynamiky

Predmetom sktimania v tychto prednaskach buda systémy s obrovskym podétom castic N. Takéto
systémy sa nachadzaja v8ade okolo nés: napriklad v 1 dcl vody pri izbovej teplote a atmosférickom tlaku
sa nachadza N ~ 3.5x 102* molekal HyO. Stadiu takychto systémov, ktoré nazyvame makroskopickymi,
sa venuju dve fyzikdlne discipliny: termodynamika a Statistickd fyzika.

Termodynamika je fenomenologickd tedria, ktord neprihliada na detaily mikroskopického popisu
Studovanych systémov. To je jej slabinou, ale zaroven aj silnou strankou. Mikroskopicky popis sveta
sa totiz neustale vylepSuje, ale tento pokrok termodynamiku v zdsade neovplyviiuje. Einstein hovori:
“[Thermodynamics is| the only physical theory of universal content concerning which I am convinced
that, within the framework of the applicability of its basic concepts, it will never be overthrown.”

Na druhej strane, Statistickd fyzika vychadza z konkrétneho mikroskopického modelu skiimaného
systému. Ustrednym pojmom Statistickej fyziky je pojem mikrostavu. Povaha mikrostavu pritom zavisi
nielen od toho, aky systém studujeme, ale aj od toho, do akej hibky pri tomto popise ideme. Mikrostav
pohara vody mozno napriklad zadat ako sadu stradnic a hybnosti molekil vody,' alebo pri hlbsom
pohTade pomocou siradnic a hybnosti atémov vodika a kyslika. Takyto popis vSak pouziva klasicku
fyziku, o ktorej vieme, Ze pre malé Castice nedava spravny obraz sveta. Pri kvantovom opise mikrostavu
by sme mali postupovat inaksim sposobom, pozri prednasku 20.

V tomto kurze najprv v predniskach 1-9 predstavime zékladné pojmy a vysledky termodynamiky:.
Statistickej fyzike sa budeme venovat vo zvysnych prednaskach.

Zikladné pojmy termodynamiky

Termodynamika skuma systémy, ktoré sa nachadzaja v tzv. termodynamickej limite, t.j. pocet astic
v nich je velmi velky, N — oo. Dovodom tohto obmedzenia je, 7e v systéme N ¢astic, ktoré sa
nachdadzaju v konetnom objeme, napr. v nafom priklade v pohari vody, sa na povrchu (t.j. u nas v
kontakte s poharom alebo vzduchom) nachadza radovo N2/3 molekal, ktorych spravanie je zjavne iné
ako vnutri pohara. Ale zlomok Castic, ktoré sa nachadzaja na povrchu, je maly: N?/3/N = 1/N1/3,
v nagom priklade je tento zlomok = 6.6 x 10~?. Preto vo velkych systémoch mozno zanedbat vplyv
povrchu na celkovii energiu molekil v pohari vody E a podobné veli¢iny.

Pod extenzivnymi veli¢inami rozumieme veli¢iny, ktort s (pre velké systémy) timerné “velkosti”
systému, napriklad poctu ¢astic N v systéme. Predpokladdme pritom, Ze externé podmienky (teda v
nasom priklade teplotu a tlak) drzime pri porovnavani rozne velkych systémov kongtantné. Samozrejme,
samotny pocet molekul v pohari IV, ale aj objem vody V st extenzivne veli¢iny. V naSom vyklade sa
obmedzime na skiimanie systémov, v ktorych celkova (tzv. vnitorna) energia F je tieZ extenzivna.?

Pod intenzivnymi veli¢inami naopak rozumieme také veli¢iny, ktoré sa pri raste velkosti systému
pri nezmenenych externych podmienkach nemenia. V nasom priklade st takymito veli¢inami o¢ividne
napriklad teplota a tlak, ale tiez stredny objem na jednu molekulu v = V/N alebo stredna energia na
jednu molekulu e = E/N .3

Makroskopické systémy maji obvykle nasledovna vlastnost: ak do ich ¢asového vyvoja zvonka neza-
sahujeme menenim externych podmienok, potom po uplynuti istého ¢asového tseku (tzv. relaxaéného
Casu) sa makroskopické velic¢iny, ktoré takéto systémy popisuji, prestani menit. Vysledny od asu
nezavisly stav systému nazyvame rovnovdznym stavom.* Predmetom tychto prednagok bude takmer
vyluéne §tudium vlastnosti rovnovaznych systémov a transformaécii medzi nimi.

Ak externé podmienky menime dostato¢ne pomaly, potom skiimany systém je v kazdom okamihu
infinitezimélne blizko k rovnovaznemu stavu a ak prestaneme menit externé podmienky, systém ostane
bezo zmien. Takéto procesy nazyvame vratngymi dejmi. Ak systém presiel pri vratnom deji zo stavu A

'Veitane natoceni molekil a prisluinych momentov hybnosti

2Existuji systémy, ktoré tito vlastnost nemajia. Napriklad, ak systém pozostava z rovnako nabitych &astic a jeho
celkovy elektricky naboj je @Q o« V, potom jeho energia je tmerna Qg/Vl/3 x V3, t.j. rastie rychlejsie ako extenzivne.
Preto na§ vyklad sa bude, striktne vzaté, tykat iba elektricky neutralnych systémov - napr. pohéra vody. Podobne,
gravitana energia systému s hmotnostou M je imerna MQ/Vl/37 a teda nie je extenzivna. V priklade s poharom vody
je vSak gravita®na energia zanedbatelna.

3V tychto prednaskach sa budeme snazit dodrziavat nasledovni konvenciu: ak X je extenzivna veli¢ina, potom veli¢inu
vztiahnutt na jednu Casticu oznac¢ujeme malym pismenom: x = X/N.

4Postulat existencie rovnovaznych stavov sa niekedy nazgva “minus prvou vetou” termodynamiky. Zvlastne ¢islovanie
je désledkom historického vyvoja.
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do stavu B, potom otoCenim vonkajSich posobeni prejde naspéat z B do A. Prikladom vratného pro-
cesu je napr. pomalé (povedzme izotermické) presuvanie piestu vo valci s plynom. Pri takomto procese
prechédza plyn cez sadu rovnovaznych stavov. Prikladom nevratného procesu je velmi rychly presun
piestu do koncovej polohy. Hoci koncové stavy A a B si pri oboch procesoch rovnaké, v nevratnom
pripade proces prebieha ako postupnost nerovnovaznych stavov.

Veli¢iny charakterizujice rovnovazny stav

Vratme sa k prikladu s poharom vody. Hoci sa v iom nachadza nepreberné mnozstvo molekul, ktorych
stadi zadat trojicu Cisel, ktorou opiseme, s akym systémom mame do ¢inenia: teplotu, tlak a objem
(pre zadané chemické zlozenie). Tato skutocnost nas nijako neprekvapuje, pretoze s fiou prichddzame
denno-denne do kontaktu, ale mala by. Mali by sme sa opytat: preto ndm na plnta makroskopicka
charakterizaciu pohéra vody stacia tri ¢isla?

Odpovedou st dva argumenty. Tym prvym je, Zze makroskopické merania maja mala priestorova
rozlisovaciu schopnost: makroskopicky neregistrujeme polohy jednotlivych molekul vody, ale iba objem
V, v ktorom sa vietky z nich pohybuju.’

Druhy argument je podobny: makroskopické merania sti oproti mikroskopickym procesom extrémne
pomalé. Nie sme preto schopni sledovat priebehy jednotlivych veli¢in v ¢ase. Vynimku tvoria veli¢iny,
ktoré sa v ¢ase nemenia. V naSom priklade s poharom vody je takou veli¢inou pocet molekul N a
celkova energia E. 7Z mechaniky vieme, Ze okrem energie sa v ¢ase zachovavaji aj hybnost a moment
hybnosti systému. V tychto prednéskach sa budeme zaujimat iba o pripady, kedy hybnost aj moment
hybnosti systému st nulové, a preto o nich nebudeme uvazovat.

Rovnovazny stav pohéara vody teda charakterizuja tri extenzivne zachovavajice sa veli¢iny: E, N a
V. Systémy s jednym druhom ¢astic nazyvame jednozlozkové. V pripade, Ze skiimany systém obsahuje
Castice rozneho druhu s poé¢tami Ni, Na,...,% rovnovazny stav systému je zjavne zadany veli¢inami
E.V,Ni, No,.... Vo vieobecnom pripade plati:

Rowvnovazny stav je iplne charakterizovany zadanim hodndt extenzivnych zachovdvajicich sa velicin.

Ako uvidime v prednagke 23, takymito veli¢inami nemusia byt vyluéne mechanické veli¢iny, ale napri-
klad aj celkovy magneticky moment v pripade magnetickych systémov.

Emergentné veli¢iny. Nulta veta termodynamiky
V makroskopickych systémoch vznikaji aj nové veli¢iny, o ktorych sa neda hovorit na trovni jednot-
livych atémov, pretoze maju Statistickit povahu. Takéto veliéiny nazyvame emergeniniymi. Prikladom
intenzivnych emergentnych veli¢in si tlak p a teplota .

Tlak mé& jednoduchii mechanicka interpretaciu: savisi s bubnovanim jednotlivych molekul na steny
pohéra. Zaroveni vSak ma aj Statistickli povahu: toto bubnovanie je ndhodné, a preto je potrebné ho
ustrednit v ¢ase. Teplota je v8ak veli¢inou bez ocividnej mikroskopickej interpretacie. Makroskopicky
teplota suvisi s pojmom tepelnej rovnovahy. Zrejme aj z tohto dévodu sa pocituje potreba sformulovat
tzv. nultd vetu termodynamiky:

Ak si telesd A aj B v tepelnej rovnovdhe s telesom C, potom aj A je v rovnovihe s B.

Telesam A, B a C, o ktorych hovori nulta veta, preto mozno priradit ta istu (empiricka) teplotu t.

Ked7e rovnovazny stav je plne charakterizovany velicinami E,V, N1, No,..., pre tlak a teplotu
rovnovazneho stavu plati, ze musia byt funkciami tychto veli¢in. Prislugné funkéné vztahy sa nazyvaja
stavovymi rovnicamai:

p=pE,V,N,..), t=t(EV,Ni,...). (1)

Ak 7z druhej rovnice vyjadrime energiu ako funkciu ¢, V, Ny, ... a vysledok dosadime do prvej rovnice,
dostaneme rovnicu, ktort mozno zapisat v tvare p = p(t,V, Ni,...). Aj tato rovnica sa niekedy nazyva
stavovou rovnicou.

5Tato tivaha sa tyka tekutin, t.j. kvapalin alebo plynov. Pri tuhych latkach hra rolu nielen objem, ale aj tvar vzorky.
V tychto prednaskach sa kvoli jednoduchosti obmedzime na skiimanie termodynamiky tekutin.
STakyto viaczlozkovy systém tvori napriklad slana voda, t.j. molekuly vody a atémy Na a Cl.



Vdaka existencii stavovych rovnic (1) nemusime rovnovazny stav nevyhnutne charakterizovat veli¢i-
nami F,V, N1, No, . ... Napriklad v pripade jednozlozkového systému mézeme namiesto E, V., N pouzit
inl trojicu premennych, napr. trojicu p,t,V, o ktorej sme hovorili v priklade s poharom vody.

Priklad: 7 elementarnej termodynamiky vieme, Ze empirické vztahy pre idedlny jednozlozkovy plyn su:

kde kg ~ 1.38 x 1072 J/K je Boltzmannova kongtanta a cy je merné teplo idedlneho plynu pri
konitantnom objeme (na 1 ¢asticu).” V rovniciach (2) na meranie teploty pouzivame absolitnu teplotu
T a tejto volby sa odteraz budeme stéle drzat (s vynimkou kapitoly 2). Ak z druhej z rovnic (2)
vyjadrime teplotu ako funkciu energie a vysledok dosadime do prvej rovnice, tieto empirické vztahy
mozeme prepisat do vieobecného tvaru (1):

kB E 1 B
cy V'’ cy N’

Prva veta termodynamiky
Prva veta termodynamiky je v podstate totoznd so zdkonom zachovania energie. Pri transformacii
jedného rovnovazneho stavu na iny sa energia skiimaného systému moze menit. V jednoduchom pripade
systému v mechanickom a tepelnom kontakte s okolim moéze systém okoliu odovzdavat pracu A, alebo
naopak od neho prijimat teplo Q). Existuji aj iné sposoby, akymi sa energia systému moéze menit, ale
pre jednoduchost ich zatial nebudeme bratf do tivahy.® KedZe energia “vesmiru” sa zachovava, musi
platit AE = @ — A. Pre infiniteziméalne zmeny preto plati prva veta termodynamiky (pre systémy s
kongtantnym poctom Castic)

dE = dQ — dA. (3)

Symbol dFE zohladfiuje, 7e dF je rozdielom energii medzi koncovym a zaiatoénym stavom pri transfor-
macii. Takato interpretacia dE je mozné, pretoze ako zaciato¢ny, tak aj koncovy stav maji jednoznacne
priradent energiu. Inymi slovami, energia je stavovd veli¢ina.

Na druhej strane, symboly pre infinitezimalnu pracu dA a infinitezimalne teplo d@Q nas upozoriuju,
7e ani praca, ani teplo nie su stavovymi veli¢inami. Hovorime, ze dA a d@Q nie st uplné diferencialy.

Vyraz pre dA sa v8ak da napisat pomocou tplného diferencidlu. Ak je totiz skimanym systémom
tekutina (t.j. kvapalina alebo plyn), potom plati dA = pdV, kde dV uz uplnym diferencialom je, pre-
toze podobne ako energia, aj objem je stavovou veli¢inou. V prednéske 3 uvidime, Ze aj d@) mozno
zapisat pomocou tplného diferencialu (istej extenzivnej emergentnej veliciny).

Prva veta termodynamiky pre jednozlozkové systémy

Za tri nezavislé premenné charakterizujice stav jednozlozkového systému méZzeme vziat p,V a N. Pri
fixovanom mnozstve latky je teda kazdy rovnovazny stav systému jednoznacne zadany dvojicou p,V a
kazdej takejto dvojici moZno jednoznacne priradit energiu.

Lahko ukdZeme, Ze praca A nemodze byt stavovou premennou. Naozaj: skimajme premenu latky
zo stavu p1, V1 do stavu pe, Vo. Praca, ktora pri takejto premene systém vykoné, je A = f“/? p(V)dV.
Této praca vak zéavisi nielen od koncovych bodov pe, Vo a p1, V1, ale aj od tvaru drahy p(V') medzi
nimi. Preto A nemoze byt stavovou veli¢inou. Naviac, kedze Q = AE + A, ani Q) nemdZze byt stavovou
velic¢inou.

Nakoniec preskimajme otazku, ako mozno experimentélne priradit jednotlivym bodom roviny p, V/
energiu (stale pri fixovanom mnozstve latky). Najprv definujme pojem adiabata: je to taka ¢iara p =
p(V') v rovine p, V, na ktorej lezia body (stavy), do ktorych sa da dostat zo zvoleného pociato¢ného
stavu takym procesom, pri ktorom si systém nevymiena teplo s okolim. Podobne izochora nech je
hocijaka ¢iara V =const.

Referenénému bodu pg, Vj teraz priradme energiu Fy. Do Iubovolného bodu roviny p, V' leZiaceho
nad adiabatou prechadzajicou cez bod pg, Vg sa z referencného bodu mozno dostat dvomi krokmi.
Prvym krokom je izochorické ohrievanie, pri ktorom sa systém dostane do bodu p/, Vj leziaceho na

" Ako neskor uvidime, pre plyn bezstruktirnych Gastic plati cy = 3kp/2.
8Napriklad sa moze menit pocet astic v systéme alebo jeho celkova magnetizacia.
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adiabate prechadzajicej cez bod p, V', ktory skimame. Pri tomto kroku energia systému narastie o
prijaté teplo Q.° Druhym krokom je adiabatické rozpinanie (alebo stlac¢anie) z bodu p’, Vo do bodu
p, V. Pre vykonani pracu plati A = f\}; p(V)dV a mézeme ju zmerat monitorovanim priebehu tlaku

p(V). Kedze pozdlz izochory sa nekona, praca a pozdlz adiabaty sa nevymiena teplo, energia koncového
stavu bude E = Eg + Q — A.

Cvicenia
V cviceniach k tejto prednaske okrem idedlneho plynu skiimame aj iny jednoduchy termodynamicky systém: foténovy
plyn. Stavové rovnice pre foténovy plyn zdévodnime v prednaske 15, tu ich len skonStatujeme:

B\ E
T= (W) ) p—W7 (4)

kde b je konStanta. VSimnite si, Ze stavové rovnice nezavisia od poctu Castic N, ktory samozrejme nie je fixovany.

1. K netplnym diferencidlom. Ukazte, Ze veli¢ina z, pre ktorej zmenu plati dz = 2ydx + xdy, nie je funkciou premennych
x avy, tj. z # z(z,y). Ukdzte, Ze zaroveil plati xdz = df, a najdite funkciu f = f(x,y). Faktor z, ktory prevadza neiplny
diferencial dz na uplny diferencial df, sa nazyva integrujaci faktor.

2. K potrebe indexu pri vypocte parcialnej derivacie. Skiimajme funkciu 2 premennych f(x,y) = zy. Zavedme premenn
z = zy. Ak f vyjadrime ako funkciu premennych z,z, mame f(x,z) = xz. Presvedéte sa, Ze derivacie (0f/0x)y =
Of(z,y)/0x a (0f/0x). = Of(x, z)/0x st rozne.

3. Skiimajme ideédlny plyn. UkaZte, Ze integrujicim faktorom pre diferencial dQ = dE + pdV je 1/T, t.j. plati dQ = TdS,
kde S = S(E,V) je stavova veli¢ina.

4. Rovnica izotermy. Predpokladajme, Ze pre jednozlozkovy systém pozname funkciu T'= T'(p, V, N).

a) Ukazte, Ze rovnica izotermy (t.j. ¢iary T =const v rovine p, V') ma tvar

( Op ) __@T/oV)pn
ov ),  (0T/9p)v,N’

b) Najdite rovnicu izotermy pre idealny plyn.

¢) Najdite rovnicu izotermy pre foténovy plyn.

5. Rovnica adiabaty. Predpokladajme, Ze pre jednozlozkovy systém pozname funkciu E = E(p,V, N).
a) Ukazte, Ze rovnica adiabaty ma tvar (navod: pouZite dE = —pdV’; preco to plati?)

(@) _ _p+(0B/OV)pN
8V S.N (8E/8p)v,N '

b) Najdite rovnicu adiabaty pre idealny plyn.

c) Najdite rovnicu adiabaty pre foténovy plyn.

6. Aké teplo treba dodat na izobarické zvi¢Senie systému z objemu Vi na objem V5 pri tlaku p pre: a) idedlny plyn, b)
fotonovy plyn?

7. Atmosféru modelujme ako idealny plyn jedného druhu Castic, pricom tlak p(z), teplota T'(z) aj koncentracia n(z) st
funkciami vysky z nad povrchom Zeme. Gravitacné zrychlenie v celej atmosfére nech je g =const. Masy plynu v roznych
vyskach z nech lezia na adiabate p*~*T" =const. Najdite zavislosti p(z), T(z) a n(z) v tomto tzv. adiabatickom modeli
atmosféry.

8. Odhadnite energiu vnitorného pohybu 1 dcl vody, ako vodu premenime na paru s teplotou 400 K. Paru modelujte

ako idealny plyn. Akd hmotnost by bolo mozné s takouto energiou zdvihnit v gravita¢nom poli Zeme o 1 m?

9Toto teplo moZeme dodat napriklad odporovym drétom ponorenym do systému. Ak cez drét pri napéiti U prechadza
prid I v Casovom intervale dlzky ¢, potom systému dodame teplo znamej velkosti Q = UTt.



2 Druha veta termodynamiky. Carnotov stroj.
Termodynamicka teplota

Prva veta termodynamiky, t.j. zdkon zachovania energie, hovori 0 nemoZznosti vyrdbat energiu z ni¢oho.
Hlavnym vysledkom termodynamiky je tzv. druha veta, ktora kladie obmedzenia na proces transforma-
cie tepla na pracu. V tejto prednagke predstavime dve formulacie tejto vety. Ukazeme, Ze tieto na prvy
pohlad odligné formulacie su v skutocnosti ekvivalentné a zavedieme termodynamicka teplotu.

Druha veta termodynamiky

Hoci sa tento vysledok nazyva vetou, v skuto¢nosti ide o prirodny zakon objaveny empiricky. Existuje
niekol'ko ekvivalentnych formulécii tohto zakona. V tejto prednaske predstavime dve historicky prvé
formulacie. Formulacia lorda Kelvina (William Thomson, cca 1851):

Majme zdroj tepla pri fizovanej teplote. Neexistuje proces,
ktorého jedingm viysledkom by bola premena tepla na pricu.

Podstatné je pritom slovo jediny. Samozrejme je totiz mozné zahrievat plyn v pieste a odoberat pracu,
ktora plyn konda pri rozpinani. Ale takyto proces zaroven meni objem plynu, teda formulacia lorda
Kelvina sa naii nevzfahuje.!® Formulacia Clausia (Rudolf Clausius, 1850):

Mayme dve telesd, jedno teplejsie a druhé chladnejsie. Neexistuje proces,
ktorého jedingm vysledkom by bol prenos tepla Q) > 0 z chladnejsieho telesa na teplejsie.

Opét je tu podstatné slovo jediny. Chladnicka totiz takyto proces realizuje, ale potrebuje motor.

Clausius implikuje Kelvina

Nagim cieflom teraz bude ukazat, 7e uvedené dve formulédcie druhej vety st ekvivalentné. Za¢neme
lahSou implikdciou a budeme dokazovat tvrdenie, Ze z nepravdivosti Kelvinovej formulacie vyplyva
nepravdivost Clausiovej formulacie.

Nech teda neplati Kelvin, t.j. nech je mozné odobrat teplo ) zo systému s teplotou T a premenit ho
na pracu A. Tidto pracu pouzime povedzme na stlacenie pruziny alebo nabitie batérie. Nosi¢ uloZenej
energie teraz vlozme do systému pri teplote 75 > 77 a tam uloZenu energiu premenme na pohyb, t.j. v
nagom priklade uvol'nime stla¢ent pruzinu alebo vybime batériu cez odporovy drot. V oboch pripadoch
sa praca premeni na teplo, ktoré absorbuje systém s teplotou 7o > T7. éistym vysledkom opisaného
procesu je teda prenos tepla z chladnejSieho telesa na teplejSie, t.j. neplatnost Clausia.

Carnotov stroj

Podla Kelvina musi cyklicky pracujaci stroj vyrabajuci pracu z tepla pracovat s aspoit dvomi rezervo-
armi tepla pri teplotach 77 < T5. Carnotov stroj je minimalny model takéhoto stroja. Pre konkrétnost
predstavime Carnotov stroj pracujuci s jednozlozkovym systémom (s kon§tantnym poc¢tom ¢astic) ako
pracovnym médiom. Stavy média teda moZno popisat ako body v rovine p,V a jeden cyklus stroja
mozno popisat ako uzavretu Ciaru v rovine p, V. Pripominame, Ze pracovnym médiom nemusi byt
idealny plyn. Jeden cyklus Carnotovho stroja A — B — C' — D — A pozostava zo Styroch krokov:

10Stroj meniaci teplo na pracu, ktory sme prave opisali, moze fungovat iba dovtedy, kym sa piest nedostane na koniec
valca. Teda ani z praktického hladiska nie je takyto stroj zaujimavy.
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V casti A — B cyklu je pracovné médium v dobrom tepelnom kontakte s rezervoarom pri teplote
T5. Odobera od neho teplo Q9, v désledku ¢oho zvicsuje svoj objem a kond pracu.

V ¢asti B — C' cyklu je pracovné médium tepelne izolované od okolia, teda nedochiddza k vymene
tepla. Médium sa v8ak rozpina, preto kona pracu a pritom chladne, a7 dosiahne teplotu 17 < T5.

V ¢asti C — D cyklu je pracovné médium v dobrom tepelnom kontakte s rezervoarom pri teplote
T1. Aby sa médium vratilo do pociato¢ného stavu cyklu, zmenguje svoj objem tym, Ze stroj mu dodéva
pracu. Kedze teplota média zostava rovna 77, médium odovzdava teplo Q1 do rezervoaru.

V cCasti D — A cyklu je pracovné médium opét tepelne izolované od okolia, teda nedochadza
k vymene tepla. Médium pokracuje v zmrstovani, preto prijima pracu a zohrieva sa, az dosiahne
podiatodéni teplotu Th.

Energeticka bilancia média v jednom cykle je nasledovna: médium prijme teplo Q2 od rezervoaru
pri teplote Ts, odovzda teplo Q1 rezervoaru pri teplote 71 a vykond sumarnu pracu A = f pdV  ktori je
rovné ploche opfsanej médiom v rovine pV. V uzavretom cykle je celkova zmena energie média nulova,
AFE = 0. Ale na druhej strane AE = Q2 — Q1 — A, a preto pre vykonand pracu plati A = Q2 — Q1.
Teda u¢innost n Carnotovho stroja je

_ vykonana praca i 1 Q1 (5)
= " dodane teplo Q2 Q2 |

Kelvin implikuje Clausia

Teraz ukaZzeme, ze z nepravdivosti Clausia vyplyva nepravdivost Kelvina (obrazok vlavo). Nech teda
neplati Clausius a existuje proces P, ktorého jedinym vysledkom je, Ze odoberé teplo (ozna¢me ho
Q2) z rezervoaru 1 a dodava ho rezervoaru 2, pricom Ty > Tj. Zostrojme Carnotov stroj C, ktory z
rezervoaru 2 odobera teplo @2, rezervoaru 1 odovzdava teplo Q1 a kona pracu A > 0. Dvojica strojov
P +C potom vo vysledku odobera teplo Q2 — Q1 z rezervoaru 1 a meni ho na pracu A > 0, teda neplati
Kelvin. Ekvivalencia Kelvinovej a Clausiovej formulécie druhej vety je tymto dokézana.

P. ®<_,_@¢_® C @Q1>|:|£i@

l
C @ﬁ ﬁ@ A0
Q’l Q’l
EO P (@ o @

Ako bonus teraz ukazme, ze ak stroj kona pracu A > 0, potom médium musi rezervoaru 1 odovzda-
vat teplo, t.j. musi platit Q; > 0.!! Toto tvrdenie dokéZeme sporom (obrazok vpravo). Predpokladajme,
ze existuje Carnotov stroj C, ktory odobera teplo Q2 z rezervoaru 2, zarovenn odobera teplo |Q1] z re-
zervoaru 1, a pritom obe teplad meni na pracu A > 0. V procese P prenesme teplo |Q1| z rezervoéru 2
do rezervoaru 1. Dvojica strojov P + C potom vo vysledku odobera teplo Q2 + |Q1] z rezervoaru 2 a
meni ho na pracu A > 0, bez inych zmien v médiu. To je ale v spore s Kelvinom. Tvrdenie Q1 > 0 je
dokézané. Nakoniec, kedze Q2 = Q1 + A, plati aj Q2 > 0. Odtialto vyplyva, ze pre ucinnost Carno-
tovho stroja (5) plati n < 1.

Uc¢innost vratného Carnotovho stroja
Teraz ukazeme, ze u¢innosti vSetkych vratnych strojov pracujicich s rezervoarmi pri teplotach 17 a 15
st rovnakeé.

Skumajme dva Carnotove stroje pracujuce s rezervoarmi pri teplotidch 17 a T». Nech C je vratny
stroj, t.j. stroj, v ktorom prebiehaji vratné procesy, a C’ nech moze, ale nemusi byt vratny. Nech oba
stroje odoberajt rovnakeé teplo Q9 z rezervodra 2.2 Do rezervoéra 1 nech odovzdavaju tepla Q1 a Qf;
prace, ktoré konaju, nech sa A a A’

"' Toto nie je o€ividné, ak médium nie je idealny plyn (pre ktory sa energia v izotermickom deji nemen).

12Tito podmienku mo#no splnit s lubovolnou presnostou. Ak by platilo Q5 # Q2, potom sta&i zobrat N kopii stroja C
a N’ kopii stroja C’, pricom N'/N = Q2/Q5. Podiel Q2/Q5% totiz moZno s l'ubovolnou presnostou nahradit raciondlnym
¢islom.
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Pustime teraz vratny stroj na reverzny chod a skiimajme vysledné posobenie stroja —C + C’: stroj
odoberé nulové teplo z rezervoara 2, z rezervoara 1 prijima teplo Q1 — @) a kond pracu A’ — A. Ale
podla Kelvinovej formulacie musf byt A" < A. To znamen4, Ze stroj C’ kona nanajvys taka pracu ako
vratny stroj C, a pre né¢innosti oboch strojov plati

n <.

Ak by bol aj stroj C’ vratny, potom by sme naopak mohli obratit jeho chod a zopakovanim predoslej
tvahy by sme dostali opa¢nti nerovnost ' > 7. Preto tc¢innosti Tubovolnych dvoch vratnych Carnoto-
vych strojov pracujucich s rezervoarmi pri teplotach 77 a T musia byt rovnakeé.

Termodynamicka teplota

Doteraz sme na meranie teploty pouzivali absolutnu teplotu definovani stavovou rovnicou idedlneho
plynu. Naga argumentécia v8ak nijako nebola zalozend na konkrétnej volbe teplotnej stupnice a na-
miesto teploty T sme mohli pouzivat akukol'vek empiricka teplotu t, ktora splita nulta vetu a Clausiovu
verziu druhej vety termodynamiky. Teraz ukazeme, ze pomocou Carnotovych strojov mozno (aspoi v
principe) zaviest termodynamicki teplotu spdsobom, ktory nezavisi od vlastnosti idedlneho plynu.

¢, @BOBO -G @SI=0
Aq Ay

GG @—Q—*,Ei:_[ = @

AsA,

Majme dva rezervoary 1 a 2 s empirickymi teplotami t; a to. Ukazali sme, Ze u¢innosti vSetkych
vratnych Carnotovych strojov pracujiucich s tymito rezervoarmi si rovnaké, preto podiel Q2/Q1 je
univerzilnou (pre v8etky vratné stroje rovnakou) funkciou tya to:

o= f(tta) (©)
Teraz ukazeme, 7e funkcia f(t1,t2) musi splhat nasledovnii podmienku:
to, t
f(t,t2) = F{to, t2) (7)

f(th tl) 7
kde tg je teplota tretieho, referen¢éného rezervoaru 0. Naozaj: Pre vratny stroj C; s rezervoarmi 0 a 1
plati @Q1/Qo = f(to,t1) a podobne pre vratny stroj Ca s rezervoarmi 0 a 2 plati Q2/Qo = f(to,t2).
[Opét sme zvolili také stroje, pre ktoré je teplo Qo rovnaké.] Odtialto dostavame

Q2  Q2/Qo  fl(to,t2)

Q1 @Q1/Qo  f(to,t1)

Teraz pustime stroj Co v priamom smere a spolu s nim stroj C; v spatnom chode. Zlozeny stroj Co — Cy
odobera teplo ()2 z rezervoiru 2 a odovzdava teplo ()1 rezervoaru 1, priom s rezervoarom 0 si vo
vysledku nevymiena teplo. Teda stroj Co — C; je Carnotovym strojom pracujucim iba s rezervodrmi
1 a 2, a preto pren musi platit vztah (6). Dosadenim tohto vztahu do vyrazu pre Q2/@Q1 dostaneme
vysledok (7).
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Teplotu referen¢ného rezervoaru ty teraz zafixujme raz a navzdy. Potom funkcia f(tg,t) je iba
funkciou teploty ¢, ozna¢me ju O(t) = f(to,t). Rovnicu (6) potom mozeme s pouzitim rovnice (7)
zapisat v tvare

Q2 _ O(t2)

Q1 O(t)
Tento vztah mozno pouZit ako definiciu absolitnej teploty: Priradme fixovanej empirickej teplote t1
termodynamicku teplotu 77 = O(¢1). [Napriklad teplote 0°C priradme 273.15 K.| Lubovolnej inej
teplote to potom priradime absolitnu teplotu

Tzzgjn, (8)

kde podiel Q2/Q1 ur¢ime experimentélnym $tadiom vratného Carnotovho stroja s rezervoarmi pri fi-
xovanej teplote t; a skiimanej teplote ts.

Rovnost termodynamickej a absolttnej teploty
Nakoniec ukazeme, Ze absoltitna teplota definovana stavovou rovnicou idedlneho plynu spliia vztah (8),
a preto je akceptovatelnou termodynamickou teplotou.

Skumajme teda vratny Carnotov stroj pracujuci s idedlnym plynom ako s pracovnym médiom.
Kedze pozdiz izotermy A — B sa energia idealneho plynu nemeni,'? teplo Qs prijaté od rezervoaru 2
je rovné vykonanej préci:

B B
QQZ/ pdV:Nk‘BTQ/ ﬂ:NkBTgln@,
A AV Va
kde v druhej rovnosti sme vyuzili stavova rovnicu idedlneho plynu. Podobne pre teplo odovzdané
rezervoaru 1 v procese C' — D plati Q1 = NkgT1In(Ve/Vp).
Na druhej strane, kedZe rovnica adiabaty je TV*~! =const, pre adiabaty BC a DA plati

LVt =nvi Vit =nvsi

Ked porovname podiely lavych a pravych stran tychto rovnic, dostaneme Vi /Vy = Vo /Vp. Ak pou-
zijeme tento vysledok vo vyrazoch pre teplda Q2 a @1, napokon dostaneme Qo/@Q1 = T5/T1, ¢.b.t.d.
Pojmy termodynamicka teplota a absolitna teplota budeme odteraz pouzivat ako synonyma.

Sumar

Druhé veta termodynamiky kladie obmedzenia na tvar pripustnych procesov v prirode. Ako uvidime
v nasledovnej prednagke, tieto obmedzenia je mozné kvantifikovat pomocou novej emergentnej veli¢iny
- entropie.

Cvicenia

1. Ked pustime Carnotov stroj naopak, dostaneme chladni¢ku (ktora odobera teplo zo studeného rezervoaru pri doda-
vani prace) alebo tepelné cerpadlo (ktoré zohrieva teply rezervoar pri dodavani prace). Definujte zmysluplné G¢innosti
chladni¢ky a tepelného Cerpadla a pre vratné stroje tieto i¢innosti vyjadrite pomocou teplot rezervoarov.

2. V pV diagrame zakreslite Carnotov cyklus vyuZivajici foténovy plyn so stavovymi rovnicami (4) pre stroj pracujici
medzi teplotami T7 a T». Predpokladajte, Ze prislusny stroj je vratny a explicitne vypocitajte jeho tc¢innost.

3. Vypoditajte a¢innost Ottovho stroja pracujiceho v cykle adiabata-izochora-adiabata-izochora s a) idealnym plynom,
b) foténovym plynom. Uinnost porovnajte s d¢innostou Carnotovho stroja pracujiceho medzi rovnakou maximélnou a
minimalnou teplotou.

4. Vypocditajte u¢innost Braytonovho-Joulovho stroja pracujticeho v cykle izobara-adiabata-izobara-adiabata s a) ideal-
nym plynom, b) foténovym plynom. Uinnost porovnajte s aéinnostou Carnotovho stroja pracujiceho medzi rovnakou
maximalnou a minimélnou teplotou.

5. Vypocitajte ucinnost stroja pracujuceho v cykle izoterma-izochora-izoterma-izochora s a) ideadlnym plynom, b) fo-
ténovym plynom. Utinnost porovnajte s G¢innostou Carnotovho stroja pracujiceho medzi rovnakou maximélnou a

minimalnou teplotou.

13Toto je §pecialna vlastnost idealneho plynu, pozri (2).



13

3 Entropia a druh4 veta termodynamiky

V tejto prednaske zavedieme kltucovy pojem termodynamiky - entropiu. Okrem iného ukazeme, ako
mozno pomocou tejto emergentnej veli¢iny preformulovat druht vetu termodynamiky.

Nerovnost pre Carnotov cyklus
V minulej prednéagke sme ukazali, Ze a¢innost vieobecného (t.j. vratného alebo nevratného) Carnotovho
stroja 1 pracujiceho medzi teplotami 77 < T, je nanajvys tak velka, ako ucinnost vratného stroja.
Ale u¢innost (z definicie n a zakona zachovania energie) zavisi od Q1 a @2, kym uc¢innost vSetkych
vratnych Carnotovych strojov je dané (z definicie termodynamickej teploty) podielom T3 /T5. Preto

p=1-@oy O & @y,

Q2 T T

kde znamienko rovnosti plati pre vratné deje.

V predoglej prednagke sme pracovali v znamienkovej konvencii, v ktorej Q)2 bolo kladné, ak pracovné
médium prijme teplo od rezervodru 2, kym kladné )1 znamenalo teplo odovzdané rezervoaru 1. V tejto
prednéske budeme pracovat v konvencii, ktoré prideluje teplu znamieka z hl'adiska pracovného média,
t.j. napriklad @9 aj @1 sa kladné, ak médium prijme teplo. V takejto konvencii sa nerovnost pre
Carnotov stroj zmeni na

— + - <0. (9)

Nerovnost pre cyklus s vymenou tepla s n rezervoarmi
V Carnotovom cykle si pracovné médium vymiena teplo s dvomi rezervoarmi. V tomto odstavci bude
nagim cielom ukazat, Ze ak si médium v cyklickom procese C vymiena tepld @Q; s n rezervoarmi s
teplotami T;, potom nerovnost (9) treba nahradit nerovnostou

> %< (10)
1=1

7

kde rovnost opéit nastava pre vratné cykly.

Dokaz. Zostrojme n pomocnych vratnych Carnotovych cyklov C;, ¢ = 1,...,n, ktoré pracujiu medzi
referenénym rezervoirom s teplotou Ty a rezervoarom s teplotou 7;. Cyklus C; nech naviac odovzdéava
rezervoaru ¢ teplo @Q;. To znamend, Ze rezervoar ¢ od pomocného cyklu C; odoberd presne také isté
teplo, aké dalej odovzdéava skimanému cyklu C.

KedZze cyklus C; je vratny, z referenc¢ného rezervoara 0 odoberé teplo Qo; = Q;To/T;. Celkové teplo
Qo, ktoré odobera vietkych n pomocnych strojov z rezervoara 0, preto je

QO:ZQOZ‘:TOZ%- (11)
i=1 i=1 "

Na druhej strane, ak pracu ktoru kond stroj C; oznaclime A;, zo zdkona zachovania energie vyplyva
Qoi = A; + Q;. Preto zaroven plati Qo = Y, Qoi = > ; Ai + Qmed, kde Quea = Y _; Qi je celkoveé
teplo odovzdané (prostrednictvom rezervoéarov i) pracovnému médiu v cykle C. Ale kedze cyklus C je
uzavrety, energia pracovného média sa po jednom obehu nezmeni, t.j. AE = Qmed — Amed = 0, kde Apeq
je celkova praca vykonand médiom. Preto musi platit Qmed = Amed @ nésledne Qo =Y, Ai + Qmed =
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> i Ai + Amea. Teda celé teplo Qo sa premenilo na pracu pomocnych strojov ) . A; plus pracu Ameq
stroja C. Podla Kelvinovej formulacie druhej vety to v8ak znamend, ze musi platit Qg < 0. Ak toto
pozorovanie pouzijeme v (11), dostaneme nerovnost (10).

Ak budeme v nerovnosti (10) zvacSovat pocet rezervoarov n — oo, dostaneme integralnu nerovnost

dQ
fT <0, (12)

kde rovnost samozrejme nastava pre vratné cykly. Z nasho odvodenia je pritom zrejmé, Ze teplota T
vystupujica v (12) je teplotou rezervoara, s ktorym si v danom bode cyklu pracovné médium (t.j.
skiimany systém) vymiehia teplo d@Q.'*

Entropia
Vysledok (12) nam umoziuje pre vietky rovnovazne stavy A skimaného systému definovat (az na
aditivnu konstantu) nasledovnu veli¢inu:

A
d
SA:SO+/ Q| (13)
. T

kde 0 je referenény stav systému s referenénou hodnotou Sy a integral od 0 po A sa vedie pozdlz vratnej
drahy, teda cez sadu rovnovaznych stavov medzi 0 a A. Veli¢inu S nazyvame entropiou.'® Ako uvidime
vo zvySku tohto kurzu, entropia je kIiCovym pojmom termodynamiky a Statistickej fyziky.

Entropia je stavovou veli¢inou, t.j. hodnota S4 zavisi iba od volby stavu A a nezéavisi od integracnej
drahy od 0 po A. Naozaj, porovnajme hodnotu integralu v (13) pozdlz dvoch drah 0XA a 0YA. Plati:

[ [ de_[ M. g d_fi_,
0

xa T ova T oxa T avo T T

V prvom aj v poslednom kroku sme vyuzili, Ze skimané drahy musia byt vratné.

w

o)

7 faktu ze entropia je stavovou veli¢inou vyplyva, Ze entropia je funkciou veli¢in charakterizujacich
rovnovazny stav, t.j. S = S(E,V,Ny,...). Funkéna zavislost S = S(E,V, Ni,...) budeme nazyvat
fundamentdlnou rovnicou termodynamického systému (v entropickej reprezentécii).

Z definicie entropie (13) vyplyva, ze pre infiniteziméalny vratny proces medzi dvomi blizkymi rov-
novaznymi stavmi plati

dQ = TdS. (14)

Tento vyraz je analogicky s vyrazom dA = pdV': neuplné diferencialy dA a d@) sme nahradili pomocou
uplnych diferencialov stavovych veli¢in V' a S. Prvi vetu termodynamiky (pre systémy s kongtantnym
poctom Castic) teda moZzno pre vratné procesy zapisat v tvare

dE = TdS — pdV. (15)

1 Oznaéme teplotu, ktori ma v danom bode cyklu médium, ako 7”. Pokial sa bavime o vratnych cykloch, potom
samozrejme musi platit 7/ = T', aby bola mo’né vymena tepla d@Q obomi smermi. Pre vratné cykly teda nie je potrebné
rozliovat medzi 77 a T. ZaujimavejSia situdcia nastéva pre nevratné procesy. Ak plati dQ > 0, t.j. ak médium prijima
teplo, potom musi platit 7" < T, odkial vyplyva dQ/T < dQ/T’. Na druhej strane, ak dQ < 0, t.j. ak médium odovzdava
teplo, potom musi platit 77 > T, odkial v8ak opét vyplyva dQ/T < dQ/T". Preto plati nerovnost § dQ/T < ¢ dQ/T" a
nerovnost (12) nekladie v principe ziadne obmedzenia pre hodnotu integralu § dQ/T".

15Nazov zaviedol Rudolf Clausius, Annalen der Physik 125, 353-400 (1865). Nemecka verzia je “der Verwandlungsinhalt”,
t.j. nieCo ako mnoZstvo premien, grécka verzia je n’ Tporn’, t.j. premena.
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Ked7e energia E a objem V s extenzivne veli¢iny, kym teplota T a tlak p st intenzivne, vyplyva
odtial'to, Ze aj entropia je extenzivna veli¢ina.

Entropia ako strelka ¢asu a miera nevratnosti

Skdmajme proces I premeny systému z poc¢iato¢ného rovnovazneho stavu A do koncového rovnovazneho
stavu B. Tento proces nemusi byt postupnostou rovnovaznych stavov, preto nemusi byt mozné zakreslit
jeho dréhu v priestore rovnovaznych stavov. Nech teplo priiaté od rezervoarov v procese I je [ ;1 dQ/T.

T b

Anawant by —

Aa oy

Proces I dopliime vhodnou vratnou drahou zo stavu B naspét do stavu A. Teplo prijaté od rezer-
voarov v tomto vratnom procese ozna¢me | ; dQ/T. Podla (12) pre vysledny cyklicky proces plati

[ e,

Pre vratné drahy medzi stavmi A, B a referenénym stavom 0 vSak plati

A A B
[t e
B T o T o T

To znamend, %e musi platit
d
SBZSA-F/Q, (16)
1 T

kde znamienko rovnosti nastava pre vratné procesy I transformécie z A do B.

Priklad: Skuimajme izochorické zohrievanie telesa z teploty T4 na teplotu Ts > T4. Podiato¢ny aj
koncovy stav nech st rovnovéZne a merné teplo telesa cy nech je od teploty nezavislé. Na zohriatie
telesa je preto potrebné dodat teplo Q = Necy (T — T4). Prikladom nerovnovazneho procesu I je
ustanovit kontakt s rezervoarom pri (koncovej) teplote Ts. Pre takyto proces je teplota rezervoaru
konstantnd a plati [, dQ/T = Q/Tp. Prikladom rovnovazneho procesu je ustanovit kontakt so sadou
rezervoarov s teplotami od T4 po T, pricom teplo sa zakaZdym prijima od rezervoaru s rovnakou
teplotou, aki aktudlne méa teleso. Takyto proces mozno pouZit na vypocet zmeny entropie:

dQ Ts qr Ts Q Tp
AS= | =N — =Neyln== = —% __In—".
o /T CV/TA T VT T T T Ta

Lahko nahliadneme, Ze plati AS > Q/Tg, v stlade s nerovnostou (16).°

Transformacia z rovnovazneho stavu A do rovnovazneho stavu B prostrednictvom procesu [ sa teda
moze uskutocnit, len ak je splnend nerovnost (16). V §pecidlnom pripade izolovaného systému, kedy
dQ = 0, dostavame z (16) nasledujicu podmienku realizovatelnosti transformécie stavu A na stav B:

e, (o

Teda v izolovanom systéme moézu prebiehat iba také procesy, pri ktorych entropia neklesa. Entropia
teda umoziiuje rozlidit mozné od nemoznych procesov. Tym definuje “strelku ¢asu”.'” O nemoznosti
istej triedy procesov hovori aj druha veta termodynamiky (Clausiova verzia). Dostéavame teda este
jednu alternativnu formul4ciu druhej vety:

Entropia uzavretého systému je neklesajiicou funkciou casu.

16pre vietky kladné podiely x = T /T totiz plati nerovnost Inz > 1 —1/x.
"Mikroskopické pohybové zakony naopak Ziadnu strelku ¢asu nepoznaji!
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Procesy, ktoré prebiehaju v izolovanom systéme, sd vratné iba v pripade ak AS = Sp — S4 = 0.
Entropia je teda zaroveii mierou nevratnosti procesov v izolovanom systéme.

Nakoniec poznamenajme, Ze v rovnovaznom stave izolovaného systému s predpisanymi hodnotami
E,V,Ny,... nadobida entropia S(E,V, N,...) maximalnu mozna hodnotu. Je tomu tak preto, lebo
vietky myslitelné transformécie by znizovali velkost entropie, a preto podla (17) nemozu nastat.

Zakladna tloha termodynamiky

Ako sa v8ak v izolovanom systéme moZzu rovnovazne stavy vyvijat v Case? V dvahach z predoglého
odstavca sme mali na mysli nasledovnta tzv. zédkladnd tlohu termodynamiky: v podiato¢nom stave
pozostdva skiimany izolovany systém z viacerych podsystémov, z ktorych kazdy je v stave termo-
dynamickej rovnovahy. Tieto podsystémy vS8ak moézu byt obmedzené vizbami, napriklad mézu mat
predpisané pocty Castic. Ak teraz odstranime vézby, ktoré boli povodne pritomné (napr. ak umoz-
nime vymenu Castic), rovnovazny stav systému sa vo vSeobecnosti zmeni. Podmienka (17) umoziuje
rozhodnut, ako vyzera novy zékladny stav po odstraneni vézieb.

Priklad 1 (expanzia do vikua): Skimajme plyn v izolovanom valci. V pociato¢nom rovnovaznom
stave A nech plyn vyplia iba ¢ast V4 z celého objemu Vg valca. Ked prepazku vo valci odstranime, plyn
vyplni cely valec. Hoci v takomto procese |[ 1 dQ/T = 0, ked'ze valec je izolovany, entropia plynu narastie
o AS > 0. Hodnotu AS najdeme pozdlz vratnej drahy z A do B. Pre jednoduchost budeme naviac
predpokladat, Ze plyn je idedlny. Zakon zachovania energie Ziada, aby Ep = FE4, teda aj Tp = T4.
Skumajme preto vratné izotermické rozpinanie plynu. Plyn pri fiom vykonda pracu

Vi %2
A= pdV = NkBT/ dV/V = NkgTIn(Vp/Vy4).
Va Va
Aby sa energia nezmenila, musi plyn zaroven prijat od rezervoaru pri teplote T teplo @ = A. Preto
entropia plynu narastie 0 AS = Q/T = NkpIn(Vp/Vy4).

o L s

Priklad 2: Nech uzavrety systém v pociatotnom stave A pozostéava z dvoch podsystémov, ktoré
st individualne v stave tepelnej rovnovahy, ale navzajom tepelne izolované. Nech teploty oboch pod-
systémov su v podiato¢nom stave rozne. OcCakavame, Ze po odstraneni tepelnej izolacie sa v systéme
ustali novy rovnovazny stav B, v ktorom sa teploty podsystémov vyrovnaju. Pri takomto procese opét
plati f[ dQ/T = 0 a zmenu entropie AS = Sp — S4 je zase potrebné ur¢it pomocou vhodného vrat-
ného procesu z A do B. Teraz ukaZzeme, ze AS je suc¢tom kladnych infinitezimalnych prispevkov dsS,
a preto AS > 0. Naozaj: nech pomaly vratny proces vyrovnavania tepldt dospel do bodu, kedy pod-
systém 1 méa teplotu 77 a podsystém 2 mé teplotu To > T7. Nech teraz podsystém 2 odvedie teplo
dQ do rezervoaru s teplotou T5 a podsystém 1 prijme také isté teplo dQ z rezervoaru s teplotou 77.
Pri takejto vratnej zmene si systém ako celok nevymieia teplo s okolim a jeho entropia sa zmeni o
dsS =dQ/T — dQ/TQ > 0, ¢.b.t.d.

Cvicéenia

1. Ako sa meni entropia pri adiabatickom procese?

2. Zakreslite Carnotov cyklus do T'— S diagramu. Graficky interpretujte teplo dodané teplejsim rezervoarom (rep. odo-
brané chladnej$im rezervoarom) a pracu konant pracovnym médiom.

3. Ktory vratny cyklicky dej pracujtici medzi maximéalnou teplotou 75 a minimélnou teplotou 77 ma maximélnu u¢innost?
4. Vypoditajte narast entropie idealneho plynu AS pri izochorickom ohrievani z teploty 77 na teplotu 7. Vratnt drahu
skongtruujte kombinéciou izotermy a adiabaty, podobne ako pri Carnotovom cykle. (Existuji 2 moZnosti.) Vysledok
porovnajte s prednaskou.

5. Vypocitajte narast entropie AS dvojice systémov s kongtantnymi tepelnymi kapacitami C,Cs a podiatoénymi teplo-
tami 73,75 po ustanoveni tepelného kontaktu medzi nimi.

6. Vypocitajte narast entropie foténového plynu AS pri izochorickom zohrievani z teploty 71 na teplotu 7% > T3. Vysle-
dok porovnajte s Q/Tb, kde Q je teplo potrebné na zohrievanie. Pomocka: Cy = 4bV T3,

7. Vyrieste ulohu 4 pre fotonovy plyn.
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4 Entropia - formalne vlastnosti a priklady

V minulej prednéske sme zaviedli entropiu ako extenzivnu stavovi veli¢inu. V tejto prednaske sa za-
meriame na dosledky extenzivnosti entropie a predstavime dva priklady fundamentélnej rovnice.

Termodynamika v entropickej reprezentacii

Rovnovazny stav systému je charakterizovany hodnotami extenzivnych zachovéavajicich sa veli¢in. V
tejto prednéske sa obmedzime na sktimanie systémov, kedy tymito veli¢inami sa E,V, Ny,.... Zakon
zachovania energie pre vratné procesy v takychto systémoch nadobida tvar

dE:TdS—pdV—|—,u1dN1+[L2dN2—|—.... (18)

Okrem ¢lenov popisujicich vymenu tepla a prace tu uvadzame aj leny p;dN;, ktoré savisia s (intuitivne
zrejmou) zavislostou energie E od poctu ¢astic. Koeficient p; nazyvame chemickym potencidlom c¢astic
typu 4. Chemické potencily p; sit podobnymi emergentnymi veli¢inami ako tlak a teplota; ich fyzikalny
zmysel detailne preskimame v nasledujicej prednéske.

V tzv. entropickej reprezentacii je hlavnou tilohou najst zavislost entropie od velicin E,V, Ny, ...
charakterizujucich rovnovazne stavy, t.j. ndjst tzv. fundamentalnu rovnicu S = S(E,V,Ny,...). Zo
znalosti fundamentalnej rovnice pre emergentnu veli¢inu S totiz moZno odvodit stavové rovnice pre
intenzivne emergentné velic¢iny T, p, pi1, pa, - - ..

Naozaj: z rovnice (18) vyplyva, ze pre uplny diferencial funkcie S = S(E,V, Ny, ...) plati

1 P i
= — —V—E —dN; | 1
dsS TdE+Td i sz (19)

To vsak znamend, Ze teplotu, tlak a chemické potencidly mozno najst jednoduchym derivovanim fun-
damentalnej rovnice,

1_<35) P_<55> Bi _ <35> (20)
T oF VN, ’ T oV E.N, ’ T ON; E7V7Nj¢Ni'

Napriklad symbol (0S/0F)v,n; pritom znamend, 7Ze entropiu mame zapisat ako funkciu E,V, Ni,... a
parcialne derivovat podla energie F, t.j. pri derivovani drzat premenné V, Ny,... fixované. V danom

okamihu sa toto oznadenie méze zdat ako zbytocne puntickirske, ale v budacnosti ndm umoZni vyhnat
sa nejasnostiam. Treba si pritom v8imnut, Ze rovnice (20) predstavuji stavové rovnice, pretoze vyjad-
ruju emergentné veli¢iny ako funkcie veli¢in definujicich rovnovazny stav, t.j. T = T(E,V, Ny,...),
p=p(E,V,N1,...) a pu; = u;(E,V,Nq,...).

Stoji za zmienku, Ze stavova rovnica pre T vyzaduje, aby entropia bola rastiicou funkciou energie.'®
Dosledky extenzivnosti entropie
Formalnym vyjadrenim extenzivnosti entropie je fakt, ze pri A-ndsobnom zvidSeni extenzivnych para-

vvvvv

metrov E,V, Ny,... sa aj entropia zvac¢si \-krét:
S(AE,AV,AN1,...) = AS(E,V,Ny,...). (21)
Ked tuto rovnicu zderivujeme podla A, dostaneme

OSOAE)\  OOE) [9S(WV) DAV DS(AN;) DAN)
( >V,Nj N +< AV >E,N,- o Z( AN, )RNJ, N A

ONE
Ak teraz polozime A = 1 a vyuzijeme stavové rovnice (20), dostaneme tzv. Eulerov vztah pre entropiu:

= S(E,V,N,...).

!

=7

p 122
EF+ =V — —N;. 22
+ 5V E T (22)

Vsimnime si formalnu podobnost tohto vztahu so vztahom pre diferencialy (19).

18 Ak sa vyhneme &tidiu patologickych systémov s tzv. zipornymi teplotami.
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Z rovnice (22) vyplyva, ze pre energiu plati £ = T'S — pV + > 1;N;. Ak odtialto vypocitame
diferencidl dF a vo vysledku pouzijeme prvi vetu (18), dostaneme tzv. Gibbsovu-Duhemovu rovnicu,

SdT — Vdp+ > Nidp; = 0. (23)

Tato rovnica ukazuje, Ze pri zmene teploty 7' a tlaku p sa musia zmenit aj chemické potencidly pu;.
Teda, hoci napr. do prvej vety (18) vstupuju intenzivne velic¢iny 7', p a p; symetricky, tieto veli¢iny nie
sl navzajom nezavislé.

Entropia v jednozlozkovom systéme
Pocet ¢astic v jednozlozkovom systéme oznafme N a v rovnici (21) zvolme A = 1/N. Dostaneme tak
vyjadrenie

EV 1
S (N, 5 1) = SV, N).

Ak malymi pismenami ozna¢ime hodnoty extenzivnych veli¢in vztiahnuté na 1 Casticu, e = E/N
a v = V/N, tato rovnost mozno zapisat v tvare S(E,V,N) = NS(e,v,1). Ale S(e,v,1) je novou

funkciou iba dvoch premennych e a v, ktora ozna¢me S(e,v,1) = s(e,v). Rovnica pre S(E,V,N)
potom nadobudne tvar

S(E,V,N) = Ns(e,v). (24)

To znamend, 7e jednak s(e,v) je entropia na 1 ¢asticu, ale najmi, %e entropia na 1 Casticu zavisi iba
od intenzivnych veli¢in e a v.

Intenzivne veli¢iny teplota a tlak pritom dostaneme derivovanim intenzivnej velic¢iny s(e, v):
oS 0s 0s Oe ds
(62), =¥ G8), =¥ (50), (), = (50,
oS 0s 0s Ov 0s
(8V>E,N <8V>E,N <8U>e<8v>N <(%>e

Jednoduchym vydelenim Eulerovho vztahu (22) (pre jednozlozkovy systém) faktorom N naviac dosta-
neme vztah pre chemicky potencial

Nl Sli-

uw=e—"Ts+ pu. (25)

To znamend, ze v jednozlozkovom systéme namiesto fundamentélnej rovnice S = S(E,V, N) stadi
hladat (intenzivnu) entropiu na 1 asticu s(e, v), pricom plati

1 p
ds = Tde + Tdv. (26)

Pre uplnost na zéver dodajme, ze Gibbsova-Duhemova rovnica (23) nadobudne v jednozlozkovom
systéme jednoduchy tvar dy = —sdT + vdp.

Fundamentalna rovnica idealneho plynu
Stavové rovnice (2) pre idedlny plyn mozno pomocou intenzivnych veli¢in zapisat v tvare T' = e/cy
(kde ¢y je konstanta) a p/T = kp/v. Po dosadeni do (26) tak pre prirastok s dostdvame

Nech entropia na 1 €asticu v referen¢nom bode e = eg a v = vg mé hodnotu sqg. Integrovanim prirastkov
ds tak pre entropiu vo v8eobecnom bode e, v dostavame

s(e,v) :so—l—cvlni—i—kBlnﬁ. (27)
€0 Vo
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Neskor uvidime, ze tento vysledok plne stihlasi s mikroskopickou tedriou pre idedlny plyn, pomocou
ktorej je naviac mozné ur¢it hodnoty integraénych konstant sg, eq a vg."?
Fundamentalna rovnica pre entropiu idedlneho plynu mé preto tvar

S(E,V,N):NSO—&—chln]\iO—i—NkBln]\X)O. (28)
To znamend, Ze ak pri fixovanom pocte Castic a pri fixovanej energii zvic¢sime objem systému povedzme
dvakrat, entropia systému narastie o AS = NkgIn2 = kpln2V. Ale 2V je akurat poet moznosti,
ako rozdelit N &astic do dvoch rovnako velkych objemov: pévodne obsadeného a pévodne prazdneho.
Vysledok (28) (odvodeny z experimentalnych stavovych rovnic) teda naznacuje, ze entropia systému
stvisi s logaritmom poc¢tu mikrostavov, v ktorych by sa skiimany makroskopicky systém mohol nacha-
dzat. Tuto interpretaciu budeme neskor, po¢nic predniskou 10, podrobne skiimat.

Fundamentalna rovnica pre gumu

Ako druhy priklad teraz najdeme fundamentalnu rovnicu pre material s exotickymi termodynamickymi
vlastnostami: gumu. Skiimajme teda prizok gumy (s fixovanou hmotnostou) a zaujimajme sa o jej dizku
L pri natahovani silou F. Dlzka L je zjavne analégom objemu plynu a sila F je analogom tlaku v plyne.
Oproti (18) ma vsSak zakon zachovania energie pre gumu mierne odlisny tvar:

dE = TdS + FdL. (29)

Namiesto ¢lena —pdV tu figuruje +F'dL, pretoZe na natiahnutie je gume potrebné dodat energiu.
Zmenu znamienka vidno aj v smeroch silového posobenia: guma mé tendenciu sa zmrstovat, kym plyn
sa naopak rozpina. Z rovnice (29) vyplyva, Ze pre entropiu gumy teda plati

1 F
dS = —dE — —=dL.
S T T (30)

Ovela zaujimavejsia je viak ina vlastnost gumy. Dlzku gumy bez silového posobenia ozna¢me Ly.
Na natiahnutie gumy na dizku L treba posobit silou F', ktora je samozrejme timerna natiahnutiu L— L.
Na rozdiel od inych materidlov v8ak guma pri zahrievani tvrdne a sila F' rastie s teplotou (!):

F =aT(L - L), (31)

kde a je kongtanta. Na druhej strane, merné teplo gumy pri konstantnej dizke, C7,, je zhruba od teploty
nezavislé. Kedze pri konstantnej dlzke z (29) vyplyva dE = dQ, defini¢ny vztah pre merné teplo ziada

0Q oF
Co==| == .
or ) or ),
Odtialto vyplyva, Ze pre energiu ako funkciu teploty T a dizky L plati £ = CpT + Eo(L). Pre
jednoduchost predpokladajme, 7e zavislost energie od dlzky Eg(L) mozno zanedbat. Nulu energie

potom mozeme zvolit tak, aby platil jednoduchy vztah £ = CpT.
Ak teraz do (30) za F/T dosadime (31) a za teplotu 7' = E//C,, dostaneme

E
ds = CL% — (L — Lo)dL,

odkial integraciou dostaneme fundamentélnu rovnicu pre gumu

E 1
S(E,L) =Sy +Cpln — — ~a(L — L), (32)
Ey 2

19y skuto¢nosti existuje nekonecne vela volieb konstant so, eg a vo. Naozaj, nech trojica so, eo a vg je spravnou volbou.
Potom akakol'vek ind trojica sj, el a v{ je rovnako dobrou vol'bou, staéi ak pritom plati

! !

e v
s():so—f—cvln—o—i—k’gln—o,
€0 Vo
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kde Sg = S(Ey, Lo) je entropia gumy v referenénom bode s energiou Ey a dlzkou Lg. Ked tento
vysledok porovname s vyrazom pre entropiu ideélneho plynu (28), vidime, ze zavislost od energie je v
oboch pripadoch rovnaka, ale zavislost od objemu, resp. dlzky je rozdielna. V pripade gumy entropia
kles& pri raste dlzky L a v prednéagke 18 ukazeme, 7e tento vysledok mozno vysvetlit poklesom poctu
mikrostavov pri natahovani.

Termodynamika nedokaze vypocitat velkost parametrov Sy, Cr, Lo a a. Dokaze v8ak néjst presné
vztahy medzi zdanlivo nestvisiacimi veli¢inami. Vo zvysku tejto prednasky ukaZeme, ako mozno takéto
presné vztahy pouzit na vysvetlenie faktu, ze pri adiabatickom natiahnuti (resp. skrateni) sa guma

zahreje (resp. schladi), t.j. ze plati’
oT >
=) >o. (33)
(52),

Najprv si viimnime, 7ze kedze plati E = CT, pre entropiu ako funkciu teploty T a dlzky L plati

S(T,L) =Sy + CrIn Tz — %a(L — Lo)?, (34)
0

kde Ty = Ep/Cy. Pre prirastok entropie S = S(T), L) pri zmene teploty a dizky zjavne plati
oS oS
dS = |- dT — | dL.
(aT)L ! <8L>T

Samozrejme budu existovat kombinacie prirastkov dTs a dLg, pre ktoré sa entropia S nezmeni. Pre ta-
kéto (hl'adané) kombinacie plati (05/9T)dTs = —(0S/OL)rdLg. Ak odtialto vyjadrime dTs/dLg =

(0T /OL)g, dostaneme
91 ( )T
<3L)S (*gT) ' %)

L

S
Sl

Tento vztah je presny, platny pre vietky funkcie S = S(T', L).2! Ak teraz derivacie na pravej strane (35)
vyjadrime pomocou vyrazu (34) pre entropiu gumy, dostaneme napokon

oT _ a(L — Lo)T
(‘9L>s B Cr >0

v silade s o¢akavanim.

Cvicenia

1. Vypocitajte chemicky potencial idedlneho plynu.

2. Najdite entropiu foténového plynu S = S(E, V). Navod: pouZite Eulerov vztah pre entropiu (22) a stavové rovnice (4).
Predpokladajte, Zze chemicky potencial fotonov p = 0.

13 kde ¢ je konstanta. Je entropia extenzivna? Najdite

3. Skumajte systém s fundamentalnou rovnicou S = ¢(NVE)
T, p, 1 ako funkcie N,V, E. Overte Eulerov vztah. Najdite izotermu (9p/0V)r a adiabatu (9p/0V)s.

4. N4ajdite fundamentalnu rovnicu s = s(e, v) systému so stavovymi rovnicami p = 2e/(3v) a T' = 61/2/(3111/3), kde B je
kon§tanta.

5. Skimajte Carnotov stroj s gumou ako pracovnym médiom. Zakreslite jeden cyklus stroja do L — F' diagramu. Napiste
rovnice izotermy a adiabaty. Explicitne vypocitajte a¢innost stroja pracujiceho medzi teplotami T a T5.

6. Najdite merné teplo gumy Cr pri konStantnej sile.

7. Ukazte, Ze prava strana rovnice (35) sa da vyjadrit ako podiel meratelnych veli¢in —(0Q/0L)r/Cr. Opiste, ako by sa
tieto veli¢iny dali merat.

20Ty si treba uvedomit, e hoci zahriatie gumy pri rychlom natiahnuti by sa potencialne dalo vysvetlit vnitornym tre-
nim v gume, takto sa neda vysvetlit schladenie pri skrateni. Pozorovania teda treba vysvetlit vlastnostami rovnovaZznych
systémov.

2'Hradaniu podobnych vztahov sa budeme systematicky venovat v prednéaske 7.
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5 Teplota, tlak a chemicky potencial. Tretia veta termodynamiky

V predchadzajicej prednaske sme predstavili formalny pristup k termodynamike: zadkladnym objektom
teorie je fundamentalna rovnica pre entropiu S(E,V, Ni,...) a termodynamické veli¢iny ako teplota,
tlak a chemické potencidly dostaneme z fundamentalnej rovnice derivaciami. V tejto prednagke uka-
zeme, 7e definicné vztahy pre T, p, u, ktoré sme postulovali, moZno velmi prirodzene interpretovat.
Ozrejmime tiez fyzikalny zmysel chemického potencidlu. S tymto cielom budeme skumat tri verzie
zékladnej tlohy termodynamiky. Na konci prednasky tiez preskimame vlastnosti entropie ako funkcie
energie.

Pri skiimani zakladnej Glohy budeme zakazdym predpokladat, Ze v po¢iatoénom stave Studovany
(navonok) uzavrety systém pozostédva z dvoch jednozlozkovych podsystémov 1 a 2, pricom celkova
energia Fiqt, celkovy objem Vio a celkovy pocet Castic Nioy s fixované. Naviac budeme predpokladat),
Ze v pociato¢nom stave st podsystémy navzijom izolované tepelne, mechanicky, a nevymiehaji si
Castice. Postupne presktimame tri pripady: podsystémom umoznime (i) vymenu tepla, (ii) vymenu tepla
a mechanicky kontakt, a (iii) vymenu tepla a Castic. Nagim cielom bude zakaZdym néjst novoustaleny
rovnovazny stav, t.j. stav s maximalnou pripustnou celkovou entropiou S+ Ss, a interpretovat vyznam
derivécii entropie. Vo vietkych pripadoch pritom budeme predpokladat, Ze vo vyslednom rovnovaznom
stave sd stavy podsystémov charakterizované trojicami Eq, Vi, N1 a Fa, Vo, No, takze celkova entropia
systému je

Stot = S1(E1, Vi, N1) + S2(E2, Va, Na). (36)

Podsystémy s tepelnym kontaktom

Po odstraneni tepelnej izolacie su objemy V; a pocty castic N; nezmenené oproti ich hodnotam v
podiatoCnom stave, ale energie E1 a Fs nadobudnu také hodnoty, ktoré optimalizuji Siot. Pri malej
odchylke od rovnovihy E7 4+ dE a Fs — dFE, ktord zachovava celkovii energiu Fiot, sa celkova entropia

systému (36) zmeni o hodnotu
(6ES1 > V < Esz ) V. |: :|
1 1’N1 6 2 27]\[2 1 1 12 ’

kde sme pouzili defini¢ny vztah pre 1/T z predoslej prednagky. V maxime entropie musi samozrejme
platit dSiot = 0, odkial dostdvame podmienku rovnovahy pri tepelnom kontakte

dStot =

1 1

V silade s ocakdvanim teda dostavame vysledok, Ze v tepelnom kontakte sa musia vyrovnat teploty
oboch podsystémov. V pripade 77 = T> teda buda podsystémy v rovnovahe, ale potecie teplo spréav-
nym smerom, ak povedzme T > T77 Lahko nahliadneme, Ze v tomto pripade dostaneme rast entropie
dStot > 0 iba v pripade, ak zvolime dE > 0, t.j. ak teplo tecie z 2 do 1, opat v stlade s oCakdvaniami.
Tym je kontrola defini¢ného vztahu pre 1/T ukon&ena.

Podsystémy s tepelnym a mechanickym kontaktom

Po odstréneni tepelnej a mechanickej izolacie zostanu poéty Castic IV; nezmenené oproti ich hodnotéam
v podiato¢nom stave, ale energie F1, Fs a objemy Vi, Vo nadobudnd také hodnoty, ktoré optimalizuja
Stot- Pri malej odchylke od rovnovahy E1 + dE a Ey — dE, ktord zachovava celkova energiu Eio, a
podobne pri odchylke Vi + dV a Vo — dV, ktord zachoviva celkovii energiu Vi, sa celkova entropia

Systému (36) zmeni o hodnotu
( Sl)v < S2>v ( Sl)E ( 52)5
6E1 1N 8E2 5, No ah LN ({992 5, No

Ak teraz parcidlne derivacie prepiSeme pomocou defini¢nych vztahov pre 1/T a p/T z predoslej pred-
nasky, dostaneme odtialto

dSior = dFE + dv.

T Ty
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KedZe odchylky dF a dV st nezévislé, v rovnovaznom stave je potrebné vynulovat oba prispevky k
dSiot 0sve. Z prvého Clena tak dostaneme nam uz znamu podmienku rovnosti teplot (37). Ak v druhom
¢lene vyuzijeme, Ze teploty st rovnaké, dostaneme odtialto podmienku mechanickej rovnovahy

[P =2} (38)

opat v silade s oakdvaniami. Predpokladajme naviac, Ze teploty podsystémov su rovnaké, 17 = 15,
a pre tlaky plati povedzme p; > po. V takom pripade rast entropie dSiot > 0 dostaneme, ak zvolime
dV > 0, t.j. ak podsystém 1 narastie na tkor podsystému 2, opat v siilade s o¢akdvaniami. Tym je
ukoncené aj kontrola defini¢ného vztahu pre p/T.

Podsystémy s tepelnym kontaktom a s vymenou ¢éastic

Po odstraneni tepelnej izolacie a umozneni vymeny cCastic zostant objemy V; nezmenené oproti ich
hodnotam v pociatoénom stave, ale energie F1, Fy a pocty Castic N1, Ny nadobudnt také hodnoty,
ktoré optimalizuji Sie. Pri malej odchylke od rovnovihy Fy + dE a Fy — dFE, ktora zachovava celkova
energiu Fio, a podobne pri odchylke N1 + dN a Ny — dN, ktord zachovava celkovy pocet ¢astic Ny,

sa celkova entropia systému (36) zmeni o hodnotu
(62:),...~ (5r2) () e~ () ) ™
O ) v, n, 0L ) v, N, ON1 ) g, v, N2 ) g, v, '

Ak teraz parcialne derivacie prepiseme pomocou defini¢nych vztahov pre 1/T a p/T z predo§lej pred-
nasky, dostaneme odtialto

dStot = dE +

1 1 M2
dSiot = | = — = | dE —= — —|dN.
Srot [Tl TJ - [T2 Tl]

KedZe odchylky dE a dN st nezévislé, v rovnovidZnom stave je potrebné vynulovat oba prispevky k
dSior 0sve. 7 prvého ¢lena tak opat dostaneme podmienku rovnosti teplot (37). Ak v druhom ¢lene
vyuzijeme, Ze teploty sa rovnaké, dostaneme odtialto podmienku “chemickej” rovnovahy

[ =i} )

To znamend, Ze pri vymene Castic hra chemicky potencial obdobnu dlohu ako teplota pri vymene tepla
a tlak pri vymene objemu: v rovnovaZznom stave musia byt tieto emergentné veli¢iny rovnaké v oboch
podsystémoch.

A aké procesy pobeiia, ak po > p1? V takomto pripade rast entropie dSi,t > 0 dostaneme, ak
zvolime dN > 0, t.j. ak sa €astice presuni z podsystému 2 do podsystému 1. Inymi slovami, ¢astice sa
presunii z podsystému s vyS$§im chemickym potencidlom do podsystému s niZs§im p. Tento vysledok je
opidt obdobny ako pri vymene tepla, resp. objemu: teplo tecie z podsystému s vysSou teplotou a objem
narastd podsystému s vys$8im tlakom.

Teplota, tlak a chemicky potenciél st teda pribuzné veli¢iny. S teplotou a tlakom mame pomerne
priamociaru zmyslovi skiisenost, a preto obvykle neméme problém akceptovat ich existenciu. V skutoc-
nosti vSak méme aj zmyslovy organ, ktory meria rozdiely chemickych potencidlov pre niektoré latky:
je nim ¢uch.??

Viacero druhov ¢astic a chemicka rovnoviha
Skumajme systém obsahujici viacero druhov molekul, ktoré mézu vstupovat do chemickych reakeif,
napr. molekuly vodika, kyslika a vody. Poc¢ty molekul oznac¢me Np,, No, a Ng,0. Predpokladajme,
7e systém je uzavrety, a preto pocty atéomov vodika Ny a atémov kyslika No st nemenné. Medzi
skimanymi molekulami bezi reakcia 2Hy+O2 & 2 H9O. Pytajme sa, aké budd pocty molekal Ng,,
No, a Ng,o v rovnovaznom stave uzavretého systému pri zadanej energii £ a objeme V systému.
Rovnovézny stav je zadany parametrami E,V, Npg,, No, a Ng,0. Preto vietky stavové veliciny,
okrem iného aj chemické potencialy molekal ¢, st funkciami tychto premennych, ¢ize mézeme pisat

2 X . , . . . . . ., .
22Cuch v principe meria rozdiel medzi chemickym potencidlom sledovanej molekuly vo vzduchu ptysduch @ v nose pinos.

AKk pinos < fvzduch, potom molekuly prechadzajt zo vzduchu do nosa a my ich vnimame.
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wi = pi(E,V,Nmg,, No,, Ni,0). Po¢ty molekil musia samozrejme reprodukovat pocty atomov Ny a
No, teda musi platit
QJVH2 —|—2NH20 = Ny, 2N02+NH20 = No. (40)

To st v8ak iba dve rovnice pre tri nezndme N, No,, Ni,0. Tretiu rovnicu dostaneme z maximalizacie
entropie v rovnovaznom stave.

Reakciu prebiehajucu v systéme zapisme v tvare 2H20-2H9-O5=0. Vo v8eobecnom pripade, ak
reaktanty oznacime A;, potom reakciu mozno zapisat v tvare ) . 1;4; = 0, kde pre vystupné reaktanty
berieme v; > 0 a naopak pre vstupné reaktanty v; < 0. Pri doprednom behu jednej reakcie sa poéty
reaktantov A; zmenia o dN; = v;, a preto entropia sa zmeni o

1 1
dsS = T ZMisz‘ =7 ZMW@"
7 7
Ale v rovnovahe mé byt dS = 0, odkial' vyplyva podmienka rovnovahy

V nasom priklade ma tato rovnica tvar 2up,0 = 2umH, + 1o,, Co je hfadana tretia rovnica pre pocty
molektl. Na zaver si véimnime, Ze ak ), p;v; < 0, t.j. ak vystupy reakcie maja nizsi “priemerny che-
micky potencial” ako vstupy, potom reakcia pobezi v doprednom smere (pretoze vtedy dS > 0).

Podmienka homogenity energie

Polozme si otazku: kedy je homogénny stav termodynamického systému stabilny? Nutni podmienku
pre stabilitu vo¢i prerozdeleniu energie ndjdeme nasledovne. Rozdelme (navonok uzavrety) systém s
energiou 2F, objemom 2V a poc¢tom ¢astic 2N na dve rovnaké polovice a pripustme, Ze jedna polovica
je charakterizovand parametrami F + AFE,V, N a druha zas parametrami £ — AF,V, N. Homogénny
stav bude stabilny, ak (pre AFE # 0) plati

S(E+ AE,V,N)+ S(E — AE,V,N) < 2S(E,V,N). (42)

Ak teraz vyraz na Tavej strane rozvinieme podl'a mocnin malej fluktuacie AE do druhého radu, dosta-
neme nutni podmienku stability voc¢i fluktudcidm energie v systéme:

825>
— <0. (43)
(572)..,

Teda okrem toho, Ze entropia S = S(E,...) je monoténne rasticou funkciou energie, (9S/0F).. > 0,

této funkcia zarovenh musi byt konkivna, (92S/0E?).. < 0.

Tretia veta termodynamiky
Je empirickym faktom, ze funkcia S = S(FE, . ..) spliia okrem dvoch podmienok uvedenych v predolom
odstavci este jednu podmienku, tzv. tretiu vetu termodynamiky:

V bode E = Epnin, kde md funkcia S = S(E,...) popisujica entropiu rovnovdzneho systému
nekonecny sklon, plati S = S(Emin,...) = 0.

Ak prijmeme interpretaciu, Ze entropia je imernd logaritmu poc¢tu mikrostavov, potom je tento feno-
menologicky zakon velmi prirodzeny: pri najmensej moznej energii £ = Fyi, sa systém nachadza v
jedinom zakladnom stave.?3

Treba upozornit, Ze v prirode existuju systémy, ktorych entropia zdanlivo nespliia tretiu vetu ter-
modynamiky. Obvykle v8ak tieto systémy alebo nie st v skuto¢nej rovnovahe (ako napriklad skla),
alebo skiimané energie nie st dostato¢ne blizko k Fiiy.

Sumarny pohlad na entropiu uzavretého systému ako funkciu energie S = S(F,...) je teda nasle-
dovny: Funkcia je definovana pre energie F > Enin, kde Fnin je minimélna energia systému za danych

27akladny stav potencidlne moze byt degenerovany. V skuto¢nosti staci, aby degeneracia nebola makroskopicky velka.
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podmienok (objem, pocet Castic, ...). Funkcia S = S(E,...) zafina v bode EF = Eyj, z nuly s neko-
ne¢nym sklonom. Pre E > Ey, je funkcia monotonne rastuca, ale rychlost rastu 1/T(E) = (0S/0F)...
sa s rastom energie spomaluje. To znamen4, ze teplota T' = T'(E) rastie ako funkcia energie systému.
Hodnote F = FEpni, pritom zodpoveda teplota T' = 0. Tretia veta teda hovori, Ze pri nulovej teplote je
aj entropia rovnovazneho systému nulova.

Cvicenia

1. Skiimajme dva podsystémy 1 a 2 uzavretého systému, ktoré st oddelené bariérou dovolujicou iba vymenu energie.
Stavové rovnice nech sit F1 = cy1N1Ti a Es = cyv2N2T>. a) Najdite teplotu v rovnovaZnom stave, ak pozname pocty
Castic N1 a N2 a celkovi energiu F = E; + E». b) Rie$te ta istt tlohu, ak pozname pociato¢né hodnoty N1, N2, T1,T5
pred ustanovenim tepelného kontaktu.

2. Skiimajme dva idealne plyny vo valci rozdelenom piestom, ktory umoziiuje dokonali vymenu tepla medzi plynmi.
Nech piest je v pofiato¢nom stave nepohyblivy a plyny st charakterizované parametrami Ni, Vi a Na, V2 a tou istou
teplotou 7. Piest uvolnime a $tudujme vysledny rovnovazny stav. Aky bude tlak v rovnovaZnom stave? Ako sa zmeni
celkova energia systému? Ako sa zmeni celkova entropia systému?

3. Najdite chybu v nasledovnej uvahe: tlak je dany vztahom p = —0E/9V. Pre energiu idealneho plynu plati E = Ney T,
teda energia nezavisi od objemu V. Preto tlak v idedlnom plyne je nula. Tato tvaha sa v3ak da opravit a tlak sa da
hladat aj derivovanim energie podla objemu. Urobte to.

4. V uzavretej nadobe je Ny atémov vodika, No atémov kyslika a N¢ atomov uhlika. N4jdite rovnice pre Ng,, No,,
Nr,0, Nco, a Nco za predpokladu, Zze v nddobe sa nachadzaja iba tieto molekuly a beZia medzi nimi reakcie

2H> + 02 = 2H-20,
CO2+Hy, =2 CO-+ HQO,
2C0+ 02, = 2CO0s.

5. Nech dva podsystémy (uzavretého systému) obsahujice ¢astice typu A a B si oddelené membranou, ktora umoziiuje
vymenu tepla a Castic typu A. N4ajdite rovnice, ktoré kontroluji prerozdelenie energie a ¢astic typu A medzi podsystémy.
6. Ukazte, Ze ak ma byt uzavrety systém homogénny, musi platit (0%S/0V?)g n < 0 a tiez (82S/ON?)p.v < 0.
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6 Termodynamické potencialy

V entropickej reprezentacii je zdkladnym objektom termodynamiky tzv. fundamentilna rovnica pre
entropiu, S = S(E,V, Ny,...). Rovnovazny stav pritom maximalizuje entropiu S pri zadanych hodno-
tach E,V,Ni,.... Hoci v principe mozno vsetky tlohy termodynamiky riesit v entropickej reprezen-
tacii, ¢asto je takyto postup neprakticky, pretoze je obvykle tazké kontrolovat hodnoty premennych
E,V, Ny, ..., ktoré su v principe znéme iba pre uzavrety systém. V tejto prednaske postupne zavedieme
§tyri ekvivalentné reprezentacie, ktoré sa v zasade navzajom ligia volbou nezavislych premennych.

Energeticka reprezentacia

Funkcia S = S(E,V,Ny,...) je monoténne rasticou funkciou energie F, a preto ju mozno inverto-
vat. Vysledkom takejto operécie je funkcia £ = E(S,V, Ny,...), t.j. energia ako funkcia premennych
S, V,Ni,.... Kedze funkcia S = S(E,...) je rastica a konkévna, inverzna funkcia F = E(S,...) je tiez
rastica, ale konvexna. Podla tretej vety funkcia F(S,...) ma v bode S = 0 nulovy sklon a hodnotu
E(0,...) = Enin. Z prvej vety pre vratné deje naviac vyplyva, ze

dE = TdS —pdV +» _ j1idN; | (44)

1

Preto stavové rovnice pre termodynamické veli¢iny maja v energetickej reprezentacii tvar

OFE ) OE
€ P (0 PR ) M
95 V,N; v S,N; ON; S,V,N;#N;

Teraz ukidzeme, zZe rieSenia zékladnej tlohy termodynamiky v entropickej a energetickej reprezen-
tacii navzajom uzko savisia. Pre konkrétnost skiimajme povedzme tlohu o vymene objemu medzi
podsystémami 1 a 2. Nech objemy podsystémov st Vi a Vi — V1.

| L
y

NS

L ’_—'__—_>v1

Ulohu najprv riesme v entropickej reprezentécii. Skiimajme teda zéavislost celkovej entropie S od V;
pri fixovanej hodnote celkovej energie Eio. Nech funkcia S(V1, Eiot) ma maximum v bode Vi = Vi opt,
pricom hodnota v maxime je Stor = S (Vi opt; Etot). Potom Vi gp¢ je rovnovazny objem podsystému 1
pri celkovej energii Fio.

Ak teraz zéavislost entropie od Vi preskimame pre celkovi energiu Fiot + AE, dostaneme krivku
S = S(V1, Eior + AE), ktora lezi nad krivkou S(V1, Eiot), lebo entropia rastie s energiou. Entropia
S = S(V1, Eiot + AE) nadobudne hodnotu Sy pre dve hodnoty objemu, nazvime ich povedzme V4 a
VB, pricom plati V4 < Vi opy < Vp.

Skumajme teraz ten isty problém v energetickej reprezenticii. Predpisme teda celkovt entropiu
systému Sior a skiimajme, ako zavisi celkova energia systému od V;. Z entropickej reprezenticie vieme,
ze ak Vi = Vjopt, potom celkovd energia FF = K. Na druhej strane, ak Vi = Vy alebo V; = Vp,



26 6 TERMODYNAMICKE POTENCIALY

potom hodnote S = Siot zodpovedd energia ' = Fiot + AFE. To v8ak znamené, Ze maximu krivky
S = 5(Vi) v bode Vi = Vi opt zodpovedd minimum krivky £ = E(V;) v tom istom bode. Preto plati:

Rovnovdzny stav systému s predpisanymi hodnotami S, V, Ny, . ..
minimalizuje hodnotu energie E = E(S,V,Ny,...).

Helmholtzova reprezentacia
Skumajme systém v tepelnom kontakte s rezervodrom pri teplote T'. Predpokladajme pritom, Ze re-
zervoar je omnoho vacsi ako skimany systém, a preto jeho teplotu povazujme za konstantn. Stustavu
“systém + rezervoar” nazvime skratene “vesmirom”. Vesmir povazujme za uzavrety systém a skiimajme
ho v energetickej reprezentacii. Nech teda celkova entropia vesmiru je Siot. NaSou tlohou je zistit, ako
sa entropia Sior prerozdeli medzi entropiu systému S a entropiu rezervoara Sg = Siot — S.

V rovnovaznom stave mé energia vesmiru Fio, nadobudat minimalnu hodnotu. Energia Fio je
pritom st¢tom energie systému?! E(S) a energie rezervoaru, pre ktort plati

En(S#) = En(Siot — 5) = En(Sur) — S5 = EnlS) ~ TS:
NaSou tlohou je teda minimalizovat (podla S) veli¢cinu F' = E(S) — T'S. Kedze E(S) je konvexnou
funkciou S, aj funkcia F'(S) je konvexna a extrém tejto funkcie S je zaroven minimom.

Derivovanim F' podla S zistime, Ze pre optimalnu hodnotu S plati (0E/dS)y,n, = T Tato rovnost
samozrejme znamend, %e teplota systému (lava strana) ma byt rovna teplote rezervoaru T'. KedZze
optimalna entropia je funkciou teploty, S = S(T'), optimalna hodnota funkcie F' je tiez funkciou
teploty, F' = F(T') = E[S(T)] —TS(T). Pre optimélnu (t.j. rovnovaznu) hodnotu entropie pritom plati
jednoduchy vztah, S = —(0F/0T). Naozaj:

oF oFE oS oS
il e N I — 5.
(8T>V,Nj (‘o‘S)uNj <8T>V,Nj o <8T>V,Nj °

Transforméacia prevadzajuca funkciu E(S) na funkciu F(T') sa nazyva Legendreovou transforma-
ciou. Funkciu F' nazyvame Helmholtzovou volnou energiou a pre jej diferencial plati dF = d(E—-TS) =
dE — TdS — SdT. Ak sem za dE dosadime prvi vetu (44), dostaneme

dF = —SdT — pdV + " juidN; | (46)

Teda Helmholtzova volna energia je funkciou F = F(T,V, Ny,...). Stadium tejto funkcie nazyvame
Helmholtzovou reprezentéciou termodynamiky. Z (46) vyplyva, Ze stavové rovnice pre termodynamické
veli¢iny maja v tejto reprezentacii tvar

oF oF oF
() W T W @
or V,N; ov T,N; ON; T,V,N;#N;
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Teraz ukazeme, ako mozZno rieit zakladna tlohu termodynamiky pomocou Helmholtzovej volnej
energie. Skimajme systém s objemom V' v kontakte s tepelnym rezervoarom pri teplote T'. Nech systém
povedzme obsahuje dva podsystémy s objemami V; a Vb, pricom Vi + Vo = V| a hlfadajme optimalne
prerozdelenie objemu medzi podsystémy. V energetickej reprezenticii mame minimalizovat energiu
celého vesmiru pri fixovanej entropii vesmiru. Videli sme, Ze tepelny kontakt s rezervoarom vyzaduje
minimalizovat veli¢inu Ey(S1, Vi) + Ea(S2, Vo) — T(S1 + S2) = F1(T, Vi) + Fo(T,V — V). Teda plati:

Rovnovdzny stav systému s predpisangmi hodnotami T,V Ny, ...
minimalizuje hodnotu Helmholtzovej volnej energie F' = F(T,V, Ny, ...).

Geometricky vyznam Legendreovej transformacie
Sktmajme monotonne rastucu konvexnu funkciu £ = E(S). S rastom S rastie aj sklon krivky 7' =

24Kvoli prehladnosti zapisu tu nevypisujeme ostatné veli¢iny ako V, N, ..., od ktorych energia tieZ zavisi.
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dE/dS, ¢ize hodnota S jednoznacne predpisuje hodnotu 7" a naopak. V kazdom bode (S, E) na krivke
E = E(95) teraz zostrojme doty¢nicu k tejto krivke a k hodnote S priradme polohu priesecnika takejto
doty¢nice s osou S = 0, t.j. hodnotu F' = E—TS. Legendreova transforméacia teda k funkcii E = E(S)
jednoznatnym sposobom priraduje funkciu F' = F(T'). Na druhej strane, kazda dvojica (T, F') definuje
v rovine S — E polpriamku so sklonom T §tartujacu z bodu (0, F'). Obélkovou funkciou k sitboru tychto
polpriamok je krivka E = E(S). Teda funkcia F' = F(T') jednozna¢ne urcuje funkciu £ = E(S) a pri
Legendreovej transformacii sa Zziadna informéacia o funkcii £ = E(S) nestraca.

Entalpicka reprezentacia
Skimajme systém v mechanickom kontakte s rezervoarom s tlakom p. Predpokladajme pritom, Ze
rezervodr je omnoho vacsi ako skimany systém, a preto tlak v iom povazujme za konstantny. Stustavu
“systém -+ rezervoar” nazvime skratene “vesmirom”. Vesmir povazujme za uzavrety systém a skiimajme
ho v energetickej reprezentacii. Nech teda celkovy objem vesmiru je Vior. NaSou tlohou je zistit, ako
sa objem Vi prerozdeli medzi objem systému V' a objem rezervoara Vg = Vi — V.

V rovnovaznom stave ma energia vesmiru FEioy nadobudat minimalnu hodnotu. Energia FEio je
pritom sti¢tom energie systému E(V') a energie rezervoaru, pre ktora plati

OFR
Er(VR) = ER(Viot = V) = Er(Viot) — Vﬁ = Er(Viot) +pV.

Nasou ulohou je teda minimalizovat (podla V') velitinu H = E(V) 4+ pV. Kedze E(V) je konvexnou
funkciou V', aj funkcia H (V') je konvexnd a extrém tejto funkcie V je zaroveni minimom. Derivovanim
H podla V zistime, Ze pre optimalnu hodnotu V' plati —(0E/0V)s N, = p. Této rovnost samozrejme
znamend, ze tlak v systéme (Tava strana) ma byt rovny tlaku v rezervoari p.

Funkciu H nazyvame entalpiou. Pre diferenciél entalpie plati dH = d(E +pV) = dE 4 pdV + Vdp.
Ak sem za dFE dosadime prvi vetu (44), dostaneme

dH =TdS +Vdp+ > j1;dN; |, (48)

7

Teda entalpia H = E + pV, podobne ako Helmholtzova volna energia, vznika z energie Legendreovou
transformaciou. Studium funkcie H = H(S,p, N1,...) nazyvame entalpickou reprezentaciou termody-
namiky. 7Z (48) vyplyva, Ze stavové rovnice pre termodynamické veli¢iny maju v tejto reprezentacii

e oH OH oH
(5 ) W)@
95 ) . o ) sn, ON: ) sy 2,

Podobnou tvahou ako pre Helmholtzovu volnu energiu (tentokrat vSak povedzme o rozdeleni entropie
medzi podsystémy) mozno ukézat, ze plati:

Rovnovdzny stav systému s predpisanymi hodnotami S, p, N1, ...
minimalizuje hodnotu entalpie H = H(S,p, N1,...).

Gibbsova reprezentacia

Skumajme systém v suc¢asnom tepelnom aj mechanickom kontakte s rezervoiarom s teplotou 7" a tlakom
v iom povazujme za kongtantné. Stustavu “systém + rezervoar” nazvime skritene “vesmirom”. Vesmir
povazujme za uzavrety systém a sktimajme ho v energetickej reprezentacii. Nech teda celkova entropia
a objem vesmiru si Syt a Vior- NaSou tlohou je zistit, ako sa entropia a objem prerozdelia medzi
entropiu a objem systému S a V, resp. entropiu a objem rezervoara Sgp = Stot — S a Vg = Viet — V.
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V rovnovaznom stave mé energia vesmiru Fio, nadobudat minimalnu hodnotu. Energia Eio je
pritom sta¢tom energie systému E(S, V) a energie rezervoaru, pre ktort plati
O0FRr O0FR

V— = ER(Stot, Viot) — T'S + pV.

ERr(Sr, Vr) = Er(Stot — S, Viot — V) = Er(Stot) — a5, " ova

Nagou ulohou je teda minimalizovat (podla S a V') velicinu G = E(S,V) — TS 4 pV. Kedze E(S,V)
je konvexnou funkciou S,V aj funkcia G(S,V) je konvexnéd a extrém tejto funkcie S,V je zaroven
minimom. Derivovanim G zistime, Ze v minime plati (OE/0S) =T a —(0FE/0V) = p, ¢ize teplota a
tlak v systéme st rovnaké ako v rezervoari.

Funkciu G nazgyvame Gibbsovou volnou energiou. Pre jej diferencial plati dG = d(E—TS+pV) =
dE —TdS — SdT + pdV + Vdp. Ak sem za dE dosadime prvi vetu (44), dostaneme

dG = —8dT + Vdp+>_ judN; | (50)

Teda dvojita Legendreova transformacia prevadza energiu £ = E(S,V, Ny,...) na Gibbsovu volnu
energiu G = G(T,p,N1,...) = E—TS + pV. Ak pouzijeme Eulerov vzfah E =TS — pV + >, u;IN;,
pre Gibbsovu volni energiu dostaneme

G= ZMN@‘- (51)

V jednozlozkovom systéme teda plati G = plV, ¢ize chemicky potencial je totozny s Gibbsovou energiou
na jednu Casticu.

Studium funkcie G = G(T, p, Ny, . ..) nazyvame Gibbsovou reprezentaciou termodynamiky. Z (50)
vyplyva, Ze stavové rovnice pre termodynamické veli¢iny maji v tejto reprezentécii tvar

oG oG oG
s==(5), " (F e () 2
or p,N; dp T,N; ON; T,p,N;#N;

Podobnou avahou ako pre Helmholtzovu volnu energiu (tentokrat viak povedzme o rozdeleni castic
medzi podsystémy) mozno ukazat, ze plati:

Rovnovdzny stav systému s predpisanymi hodnotams T, p, N1, ...
minimalizuje hodnotu Gibbsovej volnej energie G = G(T,p, N1,...).

Cvicenia

1. Rieste tdlohu o vymene tepla medzi podsystémami 1 a 2 uzavretého systému v energetickej reprezentacii. Explicitne
ukazte, Ze rovnovazny stav minimalizuje celkovd energiu systému.

2. N4jdite termodynamické potencialy F, H, G ako funkcie prirodzenych premennych:

a) pre fotonovy plyn.

b) pre idealny plyn. Splia idealny plyn tretiu vetu?

3. Skiimajme systém so stavovymi rovnicami T = 3As®/v a p = As®/v?, kde A je konStanta.

a) Najdite fundamentélnu rovnicu p = (7, p). Pomocka: pouZzite Gibbsovu-Duhemovu rovnicu (23).

b) Najdite fundamentalnu rovnicu e = e(s,v). Pomécka: pouZite prvi vetu.

c) Explicitnym vypo¢tom overte, Ze plati p = e — T's + pv.

4. RieSenim tlohy o rozdeleni entropie medzi podsystémy ukaZte, Ze rovnovazny stav systému s predpisanymi hodnotami
S, p, N minimalizuje hodnotu entalpie H = H(S,p, N).

5. RieSenim tlohy o rozdeleni ¢astic medzi podsystémy ukazte, Ze rovnovazny stav systému s predpisanymi hodnotami
T, p, N minimalizuje hodnotu Gibbsovej volnej energie G = G(T, p, N).

6. Skimajme systém v tepelnom kontakte s rezervoarom pri teplote 7', ktory vratne kona pracu. Ukazte, Ze ak sa energia
a entropia systému zmenia z hodnét E1,S1 na E», Ss, potom vykonané praca je A = Fy — F», kde F; = E; —T'S;. (Odtial

nazov volna energia.) Prefo nie je praca rovna F1 — E»2?
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7 Termodynamické identity. Podmienky stability

Termodynamika nedava predpovede pre ¢iselné hodnoty jednotlivych fyzikalnych veli¢in, ale predpo-
vedd presné vztahy medzi réznymi veli¢inami, napriklad nasledovnd identitu:

oS 0
(), (7). o
oV )rn or' )y N
Thuto identitu mozno ahko overif napr. pre idedlny plyn, ale (53) plati pre v8etky systémy! V tejto pred-
naske ukdzeme, akym sposobom mozno dokazovat podobné identity. V naSich tivahach sa obmedzime

na skiimanie druhych derivicii termodynamickych potencidlov jednozlozkovych systémov. Néjdeme
tiez podmienky stability takychto systémov.

Maxwellove vztahy

Celu triedu identit, tzv. Maxwellove vztahy, dostaneme z poziadavky, aby druhé derivicie termo-
dynamickych potencidlov nezaviseli od poradia derivovania. Sktimajme napriklad druhta derivaciu
(0*F/0TOV) y Helmholtzovej volnej energie. Pripominame, 7e plati dF = —SdT — pdV + udN. Dve
poradia derivovania davaja nasledovné vysledky:??

PR\ _ 0 (OFN __ (0p OF N _ 0 (0FN _ (05

oroV )y 0T \9V )y oT N,V7 oTovV ) OV \OT )N oV N7T'
Ich porovnanim dostaneme identitu (53). Je zrejmé, ze podobnym postupom mozno vygenerovat velké
mnozstvo Maxwellovych vztahov.

Zikladné druhé derivacie

Spomedzi vSetkych druhych derivacii termodynamickych potencidlov teraz vyberieme tri s jasnou fy-
zikdlnou interpretaciou. D4 sa ukézat, Ze vSetky ostatné druhé derivicie mozno najst pomocou tejto
trojice. Za zékladné druhé derivacie budeme brat teplotni roztaznost «, izotermicku stlaCitelnost xp
a merné teplo pri konstantnom tlaku c,. VSetky z nich mozno odvodit z Gibbsovej volnej energie
G(T,p, N) parcidlnymi derivaciami a s definované vztahmi:

1 /oV
¢ V <81ﬁ’>p,N7 (54)
1 /oV
kr = —— | —=— , 99
g 4 <8p>T,N (55)
T ([0S
v = (or),0 o0

Analyza funkcii viacerych premennych

Termodynamické funkcionaly st funkciami viacerych premennych, pricom volba premennych zavisi od
volby reprezentécie. Preto bude vyhodné definovat nasledovny jakobian, ktory popisuje transformaciu
od saradnic (z,y) k saradniciam (u,v):

@), ()| .

V tomto odstavci ukdzeme niekolko uzito¢nych vlastnosti jakobidnu (57). Najprv si v8imnime, Ze
parcialne derivécie vystupujtce v termodynamike mozno zapisat nasledovnou $pecidlnou volbou jako-

bidnu: ) )
<au> Cowy) o w5, (5),
ox), Ox,y) A(z,y) 0 1

ZIndexy N,V,T pri jednotlivych derivaciach nam zakazdym pripominaji, Ze mame derivovat funkcie premennych
N,V,T. Ak sa derivacia vedie podla premennej X, potom tito premenni samozrejme neuvadzame ako index.
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Platia tiez nasledovné uzitocné identity:

d(u,v)  O(u,v) O(t,s) o(u,v)  O(v,u)  I(u,v) (58)
Ox,y) Ot,s) 0x,y)  Oxy)  Oxy)  Oyx)
Prvi z tychto identit ukazeme,?0 ak vyuZzijeme, Ze suéin determinantov je determinant suéinu: najprv
vypocitame sicin matic na pravej strane a az potom vezmeme jeho determinant. VyuZijeme tieZ pra-
vidlo o derivovani zloZenej funkcie, t.j. napriklad

(&), ).&), 5).&)

c%zy 3t83xy 8st8$y

Druh4 identita v (58) pochadza z vlastnosti determinantu pri zamene riadkov alebo stipcov.
Prva identitu v (58) budeme ¢asto pouzivat v tvare

O(u,v)  B(zy) ou,v) 1
at,s)  ots)’ - ot,s)  oLs)
A(z,y) A(u,v)

a budeme ju nazyvat “rozsirenim” jakobianu. Uvadzame tu tieZz Specidlny pripad pre volbu x = u a
y = v, ktory budeme volat “prevratenim”.

Vyjadrenie druhych derivacii pomocou o, k7 a ¢,
V tomto odstavci ukdzeme niekolko prikladov, ako mozno s vyuzitim vlastnosti jakobianov vyjadrit
fyzikalne zaujimavé druhé derivacie termodynamickych potencidlov pomocou «, k7 a ¢,. Vo vSetkych
prikladoch budeme pocet Castic N povazovat za fixovany a pre jednoduchost ho nebudeme nikde
uvadzat ako index, hoci by sme mali.

Zatnime skiimanim izochorickej zmeny tlaku pri zmene teploty (53). Prepisom derivicie pomocou
jakobidnu a vhodnym rozsirenim jakobidnu postupne dostavame

I(p,V) v
ap _ d(p,V) _ 8(§,T) _ (aT)p _a (59)
or ), (T, V) oTVv) — (ax) Ky

a(p,T) op T

kde v tretej rovnici sme jednak vymenili riadky v jakobidne v menovateli a vzniknuté jakobidny sme
zapfsali pomocou parcidlnych derivacii.
V druhom priklade sa pozrime na adiabaticku stlacitelnost a pocitajme:

a(V,S)
(aV> aV,S)  awT (59), (53), 0(v,T) ey (aV)
S T

), 00 T) "

W) W, S) T W) T W) oDy o

o(V,T) d(p,T) O(V,T)

SHE

kde sme vyuzili definiény vztah pre tepelna kapacitu pri konstantnom objeme Ney = T(9S/0T )y a
prevratenie jakobianu. Odtialto vyplyva, Ze medzi adiabatickou a izotermickou stladitelnostou plati
vztah ey
Ks = —K7. (60)
Cp
Preskimajme aj vztah medzi mernymi teplami cy a c,. Plati:

) ,
o5\ o) o8B By (3), - @ (), res\y  fovy [op)?
oT p_ oT,p) 9Tp) (3P>T - \oT /), op ) p \OT

b
ATV v

v

~

kde v trefom kroku sme explicitne rozpisali jakobidn v Citateli. V poslednom kroku sme pouzili pre-
vratenie jakobianu a Maxwellov vztah (53). Ak teraz pouZijeme vztah (59) a definiciu (54), dostaneme
napokon vysledok

Tva?

KT

cp=cv+ (61)

26T4to identita samozrejme plati len ak t, s st nezavislé kombinacie premennych z,y.
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Podmienky stability v energetickej reprezentacii

Podobne ako v prednaske 5, skimajme podmienky stability homogénneho stavu. Teraz vSak pracujme v
energetickej reprezentacii a pripustme fluktuacie vSetkych veli¢in. Rozdelme (navonok uzavrety) systém
s entropiou 2.5, objemom 2V a poc¢tom Castic 2N na dve rovnaké polovice a pripustme, Ze jedna polovica
je charakterizovana parametrami S + AS,V + AV, N a druha zas parametrami S — AS,V — AV, N.
D4 sa ukazat, ze stabilita voc¢i fluktudciam N je uz v naSej avahe zahrnuti. Homogénny stav bude
stabilny, ak pre AS # 0 a AV # 0 plati

|E(S+AS,V +AV,N) + E(S — AS,V — AV, N) > 2E(S, V, N) |, (62)

t.j. ak energia E(S,V, N) je konvexnou funkciou S aj V. Ak teraz Tavi stranu rozvinieme podl'a mocnin
malych fluktuacii AS a AV do druhého radu, dostaneme nutnit podmienku stability voci fluktuaciam:

0*FE O*E 0*FE
Z ASZ+2( 2] ASA il AVZ > 0.
<852)V,N o <8SaV>N o V+<av2>m el

Lahko nahliadneme, Ze tato nerovnost bude splnené pre vSetky volby AS a AV, ak platia podmienky

0%E 0%E &E 0%E 8°E \°
il >0, 7)) s, il o) S : (63)
952 )y n V2 )sn 052 )y \OV? ) g 9SOV )

Pritom plati (02E/0S5%)y = (0T/9S)y = T/(Ncy), takze prva podmienka (63) Ziada splnenie ne-

rovnosti ¢y > 0. Podobne plati (0?°E/0V?)s = —(9p/dV)s = 1/(Vkg), takze druhd podmienka (63)
ziada kg > 0. Napokon z tretej podmienky vyplyva

P\ (PBY (PEN'_(OT\ () | (0p) (OT\ _owTD)
052 ), \ov2 )y \asov) — \os),\ov)g \oS),\ov/ g oS, V) 7

kde zmieSana deriviciu sme pocitali raz v jednom, raz v opacnom poradi. Ale pre jakobian plati

oo _awn By 1w
R = ;
8(5, V) o(T,V) (8T)V - (%)T (gis)v NVCVI{T

teda tretia podmienka (63) sa redukuje na cykp > 0. Podmienky stability (63) spolu so vztahmi (60)
a (61) preto vyzaduju splnenie vztahov

cp > cy >0, kT > kg > 0. (64)

Stoji za zmienku, Ze znamienko teplotnej roztaznosti o v8ak termodynamika neobmedzuje.

Podmienky (64) znamenaju, ze v stabilnom systéme existuje tzv. zdporna spiatna vizba: Ak je
merné teplo ¢ kladné, potom (fluktuacny) transfer tepla z Casti 1 do Casti 2 systému zvysi teplotu
Casti 2 a znizi teplotu ¢asti 1, v désledku ¢oho teplo potecie naspit. Podobne ak je stlaitelnost
kladnd, potom (fluktua¢ny) narast objemu ¢asti 2 (na tikor objemu oblasti 1) sposobi zniZenie tlaku v
Casti 2 a jeho zvySenie v Casti 1, v dosledku ¢oho zatne expandovat ¢ast 1 na dkor Casti 2.

Podmienky stability v reprezentaciach I, H,G
V Helmholtzovej reprezentécii plati

O’F dS N O*F o) 1
—_— = — | =— = — v < 0, ey = — 7p = > 07 (65)
oT? ), or ), T ove ), ovV ), Vkr
teda Helmholtzova voIna energia je konkdvnou funkciou teploty 7" a konvexnou funkciou objemu V.
Podobne v entalpickej reprezentacii plati

0’H (aT> T (82H> <av>
— ] =(=] =—>0, — ] == ] =-Vkg <O, 66
(852 >p a5), Ne, a®)s \op)q 5 (66)
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teda entalpia je konvexnou funkciou entropie S a konkavnou funkciou tlaku p.
Nakoniec v Gibbsovej reprezentéacii plati

%G oS N¢, 9*G ov
<aT2>p—(aT>;T<O’ (59),=(5), =<0 @

teda Gibbsova volna energia je konkavnou funkciou teploty 7" aj tlaku p. D4 sa ukazat, ze G je konkavna
aj pri zohladneni zmiesanych fluktuécii teploty a tlaku.

Sumarne si vS§imnime, Ze potencidly F, F, H, G si konvexné ako funkcie extenzivnych premennych
a konkavne ako funkcie intenzivnych premennych.

Cvicenia
1. Najdite, akou veli¢inou musi byt O, aby platil Maxwellov vztah

(%), =~ ()

ON )y 0 ) v N

2. Vyjadrite (0H/OV)r,n pomocou «, kT a ¢p. Pomocka: pouzite dH = TdS + Vdp + pdN.

3. Vyjadrite (0S/0F), v pomocou o,k a ¢p. Pomocka: pocitajte prevratenie a pouzite dFF = —SdT — pdV + udN.
Pouzite aj vztahy (53) a (59).

4. Explicitnym vypoctom overte platnost vztahu (61): a) pre idealny plyn, b) pre foténovy plyn.

5. Predpokladajte, Ze fundamentalna rovnica pre hustotu entropie ma tvar s(e,v) = Ae®v®, kde A, a, 8 st konStanty.
Aké obmedzenia kladie stabilita na hodnoty exponentov «, 37

6. Ukazte, Ze ak pre teplotnd roztaznost plati o = 1/T, potom tiez plati (Ocp/dp)r,n = 0.

7. Ukaizte, ze ak v jednozlozkovom systéme okrem stability vo¢i prerozdeleniu entropie a objemu vyZzadujeme i stabilitu
pri prerozdeleni poctu Castic, nedostaneme Ziadnu dodato¢ni podmienku.

8. Vyjadrite (Ou/ON)s,v pomocou «, Kkt a cp. Ukdzte, ze (Ou/ON)s,v > 0.

9. Ukazte, ze Gibbsova volné energia G je konkavna aj pri zohladneni zmieSanych derivacii podla p a T'.

10. Ukazte, Ze prvi vetu termodynamiky pre funkciu e = (7, v) moZno vyjadrit pomocou meratelnych veli¢in nasledovne:

T
de = cydT + (—p + —a) dv.
RT

To znamend, %e funkciu e = e(7T', v) mo%no skonstruovat integrovanim experimentalnych dat.
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8 Fazové prechody

V tejto prednéske sa pre jednoduchost obmedzime na stidium jednozlozkovych systémov. Experimenty
ukazuju, ze aj v pripade, Ze mame do ¢inenia iba s jednym typom molekal, makroskopické mnozstva
tychto molekul sa m6zu nachadzat v termodynamickych stavoch s réznym usporiadanim - v tzv. fazach
(alebo skupenstvach). Na priklade realneho plynu v tejto prednaske preskimame, za akych okolnosti
mozu byt dve fazy v rovnovahe a ¢o sa deje pri premene latky z jednej fazy do druhej (t.j. pri tzv.
fazovom prechode). Féazové prechody, ktoré buda predmetom skimania v tejto prednéaske, nazyvame
nespojitymi prechodmi.?”

Izoterma pre realne plyny

Skamajme systém s fixovanym poc¢tom N molekul pri (nie prili§ vysokej) teplote T' = Tj. Za takychto
okolnosti je stav systému urceny zadanim este jedného parametra, povedzme objemu V. Mefime teda
objem V systému a pritom monitorujme zavislost tlaku od objemu, p = p(V'). Experiment ukazuje, ze
kym je objem maly, V' < Vp, systém sa nachadza v kvapalnom stave (index L). V silade s podmienkami
stability je tlak p = p(V') klesajucou funkciou objemu. Tlak pri objeme V' = V, oznacme py. Experiment
ukazuje, Ze pri dalSom zvySovani objemu systému tlak zostava konStantny a rovny py v rozmedzi
objemov Vi, <V < Vg. V oblasti V' > Vi potom tlak dalej klesa s rastom objemu, opat v silade s
podmienkami stability. V tejto oblasti sa systém premenil na plyn (index G). Experiment d’alej ukazuje,
Ze v oblasti Vi, < V' < Vi koexistuji obe fazy: kvapalnd aj plynna. Ak podiel molekil v kvapalnej faze
oznacime x, pre objem systému bude platit

B V —Vao
VL=V

Koexistenciu oboch faz v oblasti Vi, < V < Vg nazyvame fazovou separaciou.

2V + (1 —x)Vg =V, x (68)

Metastabilné stavy

Pri rychlom zva¢Sovani objemu z hodnoty V' < Vi mozno kvapalny stav (po istu kone¢nu dobu)
pozorovat aj v oblasti V' > V. Pre takéto tzv. metastabilné stavy krivka p = p(V') hladko extrapoluje
funkciu p = p(V) z oblasti V' < Vi. Podobné metastabilné stavy mozno pozorovat aj pri rychlom
zmengovani objemu z hodnoty V' > Viz do oblasti V' < V5. Aj v tomto pripade krivka p = p(V') hladko
extrapoluje funkciu p = p(V), tentokréat z plynnej oblasti V' > V.

Ked teraz ur¢ime Helmholtzovu volnu energiu F(Tp, V') z dat pre p = p(V') numerickou integraciou
vztahu dF = —pdV, dostaneme dve konvexné monoténne klesajice funkcie objemu F' = Fr(Tp, V) a
F = Fg(Ty, V), popisujace kvapalny a plynny stav. V oblasti V, < V < Viz sa minimum realizuje pro-
strednictvom konvexnej obalkovej funkcie k tymto dvom funkciam. Fazovo separovany stav, ktorému
tato obalka zodpoved4, je globdlnym minimom volnej energie F.

Ciara koexistencie a podmienka rovnovahy v (T,p) diagrame

V predoslych odstavcoch sme popisali, ze kvapalnd a plynnd faza pri teplote T = Ty koexistuji iba
pri jednej hodnote tlaku p = pg. Tlak py pritom zéavisi od teploty Tp a dvojice (T, po(1p)) vytvoria v
rovine (7T, p) &aru, pozdlz ktorej mozno pozorovat fazovii separaciu. Této Giara sa nazyva aj krivkou
nasytenych par.2® Krivka nasytenych par obvykle konéf (pri malych teplotach) v trojnom bode (T, pr)-
V tomto bode s kvapalinou a plynom koexistuje aj tuha faza. Pri velkych teplotach konéi krivka
nasytenych par v kritickom bode (T¢,p.). Pri teplotdach T' > T, sa (pri ziadnom tlaku) nepozoruje
fazova separacia medzi kvapalinu a plyn.

27Starsi nazov pre takéto prechody, s ktorym sa stale mozno stretnit, je fazové prechody 1. druhu.
2Pary (teda plynna faza) sa nazyvaji nasytenymi, pretoze tlak v nich je akurat tak velky, aby procesy vyparovania
z kvapaliny boli kompenzované procesmi kondenzacie z pér.
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Pri predpisanych hodnotéch teploty a tlaku skiimany systém minimalizuje Gibbsovu volnii energiu
G(T,p, N). Kazda faza (t.j. skupenstvo, usporiadanie) je popisana vlastnou funkciou (7T, p). Chemicke
potencialy pre kvapalny a plynny stav ozna¢me pur (7, p) a ua(T, p). Ak pocty molekul, ktoré sa nacha-
dzaju v oboch fazach ozna¢ime N a Ng, pricom samozrejme Ny, + Ng = N, potom Gibbsova volna
energia systému je??

G(Tvpv N) = NLML(Tv p) + NGMG(Ta p)' (69)

Ak sa obe fazy nachadzaju v stave termodynamickej rovnovahy, potom sa pri fluktuacii po¢tu Castic
N1, — Np+dN a Ng — Ng—dN nemé zmenit Gibbsova energia, t.j. ma platit dG = dN (ur,—pg) = 0.
Odtialto vyplyva podmienka rovnovahy féz:

1L(T,p) = na(T,p) | (70)

Rovnica (70) definuje &aru v rovine (T, p), v stilade s experimentalnymi pozorovaniami.

Teraz preskimajme chemické potencidly oboch faz pri fixovanej teplote T' = T ako funkcie tlaku. Z
podmienok stability vieme, Ze chemicky potencial je popisany monoténne rastticou konkavnou funkciou
tlaku. Z rovnice du = —sdT + vdp naviac vyplyva, ze zavislost p(7p,p) od tlaku mozeme ziskat
integrovanim experimentalnych dat pre v = v(p). Tieto data dostaneme zamenou osi v pV diagrame.
Kedze vg > v, chemicky potencidl pug (7o, p) je popisany funkciou, ktora rastie strmsie ako funkcia
ur(To, p). Obe funkcie sa pretinaju v bode p = pg. Pre tlaky p < po plati ug(To,p) < pr(To,p) a
stabilna je plynna faza, kym pre p > pg naopak pug(To,p) > pr(To,p) a stabilna je kvapalné faza.

(" \/\/ PR oy
A TR

\/\/ p<po

P
VL'UES

Pre tlaky p v blizkosti py je zaujimavé skumat zavislost chemického potencidlu u(Tp, p,v) od ob-
jemu na Casticu v. Samozrejme, v stave termodynamickej rovnovahy sa zrealizuje iba stav s hodnotou
v, ktora minimalizuje funkciu (7, p,v). Pre vietky tlaky v blizkosti pp mé funkcia u(7p,p,v) dve
lokélne minima: jedno pri v = vy, a druhé pri v = vg. Pre p < pg sa globilne minimum nachadza v
bode v = vg, pre p > pg je to naopak v bode v = vr. V bode prechodu p = pg st hodnoty chemického
potencidlu v oboch miniméch rovnaké. Pri rastucom tlaku teda globalne minimum funkcie pu(7p, p,v)
pri hodnote p = pg preskoéi z hodnoty vg na hodnotu vy,. Preto hovorime o nespojitom prechode.

Skupenské teplo

KedZe chemicky potencial je Gibbsova energia na jednu ¢asticu, plati p = e — T's + pv, Cize u je
kombinaciou energie, entropie a objemu na jednu ¢asticu. Vo v8eobecnom pripade su veli¢iny e, s,v v
bode prechodu rézne v oboch fazach a iba ich kombinacia p je rovnaka pre obe fazy. Z rovnosti (70)
pritom vyplyva nasledovné podmienka:

er =eq+plvg —vp) —T(sg — sp)- (71)

297 anedbavame pritom energiu rozhrania medzi fazami. To je opravneny predpoklad pre systémy v termodynamickej
limite, ale pri skiimani kinetiky prechodu medzi fazami ho treba opustit.
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Rovnicu (71) moZno interpretovat nasledovne: skimajme izotermické stlacenie plynu na kvapalinu v
bode koexistencie. Po¢iato¢né energia systému (na 1 ¢asticu) bola eg, systém prijme pracu p(vg —vr)
a jeho energia sa zmeni na ey. Posledny ¢len na pravej strane (71) teda popisuje (tzv. skupenské) teplo
g =T(s¢ — sr), ktoré sa v procese transformécie plynu na kvapalinu uvolni do rezervoaru pri teplote
T. Pri opanom procese premeny kvapaliny na plyn sa vietky znamienka otocia: systém vykona pracu
p(vg — vr) a prijme teplo ¢ = T'(sg — s1.).

B P=F,

(

T, T

Skupenské teplo ¢ moZno merat podobnym spoésobom ako rozdiel vg — vy: Sktimajme izobarické
zohrievanie systému pri p = pg. Systému dodévajme kon§tantny tepelny vykon P a monitorujme jeho
teplotu. Kym sa systém nachadza v kvapalnej faze, teplota ako funkcia Casu rastie, kym nedosiahne
hodnotu Ty. Dalsie dod4vanie tepla nemeni teplotu systému, ale postupne premiena kvapalinu na plyn.
Po dodani tepla Q = Ngq sa vSetka kvapalina premeni na plyn a aZ od tohto okamihu za¢ne teplota
opéat rast. Pri takomto izobarickom procese sa entropia systému na 1 ¢asticu meni nasledovne: kym je
teplota niz8ia nez Tp, entropia rastie podla (9s/0T"), = cpr/T', kde ¢pr, je merné teplo kvapaliny. Pri
teplote Ty entropia narastie o kone¢ni hodnotu sg — s, = q/Tp, a pri dalSom raste teploty entropia
rastie podla (0s/0T), = cpa/T, kde cpa je merné teplo plynu. Napriklad pre vodu pri atmosférickom
tlaku a teplote Ty = 100°C mame3 ¢, ~ 4.2 kJ/(kg K), cpe ~ 2.1 kJ/(kg K) a ¢ ~ 2265 kJ /kg.

D4 sa ukézat, Ze entropia vysokoteplotnej fazy musi byt vzdy vy$Sia neZ entropia nizkoteplotnej
fazy. V nagom priklade to znamené, Ze musi platit ¢ > 0. Naozaj: skimajme systém v bode prechodu
Tpy. Nech sa lokalnou fluktéciou €ast kvapaliny premeni na plyn. Keby platilo ¢ < 0, potom by sa
pri tejto premene uvolnilo teplo, lokalna teplota by narastla a (zosilneny) proces by pokracoval, ¢ize
systém by bol nestabilny. Teda je to stabilita systému, ktora ziada q > 0.

Rovnaky argument mozno pouZit aj pre rozdiel objemov: faza, ktora je stabilnd pri vyssom tlaku,
musi mat men8i objem na 1 ¢asticu. Naozaj: skimajme systém v bode prechodu pg. Nech sa lokalnou
fluktaciou cast plynu premeni na kvapalinu. Keby platilo vg < v, potom by tlak v okolitom plyne
narastol a (zosilneny) proces by pokracoval, ¢iZe systém by bol nestabilny. Teda je to opét stabilita
systému, ktora ziada vg > vr.

Rovnica Clausia-Clapeyrona

Teraz ukazeme, Ze pomocou podmienky rovnovahy (70) mozno najst diferencialnu rovnicu pre iaru
koexistencie p = p(T") medzi fazami. Predpokladajme, ze ako bod (7', p), tak aj bod (T + dT,p + dp)
lezia na ¢iare koexistencie, t.j. zZe plati

Teraz obidve rovnice od¢itajme a pouzime Gibbsovu-Duhemovu rovnicu du = —sdT' + vdp. Tak dosta-
neme —srd1l + vpdp = —sgdI + vgdp a po uprave

dp _ sa—sL q
£ _ = . 2
dT  vg—vr T(vg—vr) (72)

Toto je hTadana rovnica Clausia-Clapeyrona. Podobné rovnice mozno aplikovat na akékol'vek rozhranie,
nielen na rozhranie medzi fazami L a G.

Presnt rovnicu (72) teraz pouzijeme na priblizny odhad tvaru rozhrania kvapalina-plyn. Budeme
predpokladat, Ze objem na 1 Gasticu v plyne je omnoho va¢si nez v kvapaline, a preto vg — vy &~ vg =
kgT/p, kde vg sme odhadli pomocou vztahu pre idealny plyn. Pre jednoduchost naviac zanedbajme

30Pozor: uvadzame tu hodnoty na 1 kg a nie na 1 Zasticu!
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zévislost skupenského tepla od teploty.®! Tak dostaneme diferencidlnu rovnicu

/de_q BdT

dp _ap _4a (74T
A4 P kpJa T?

AT kg T?’

odkial vyplyva

q 1 1
=paexp|— (— ——]|.
PB = PACEXP ks \T, Tp
Ak vezmeme bod A ako pevny a bod B ako premenlivy so suradnicami (7', p), a ak naviac zavedieme
oznalenie pg = paexplq/(kpTa)], potom pre &aru koexistencie dostavame p = pgexp|—q/(kgT)]. Pre

vodu toto priblizenie plati velmi dobre od 0°C az takmer po kriticky bod, pri¢om tlak sa meni zhruba
o 4 rady.

Cvicenia
1. Ukézte, ze skupenské teplo je rovné rozdielu entalpii.
2. Fenomenologickd van der Waalsova rovnica pre realny plyn ma tvar

(p n v%) (v —b) = kpT, (73)

kde a, b st konstanty. Nacrtnite izotermy van der Waalsovho plynu, identifikujte ich nefyzikalny tsek a najdite stradnice
kritického bodu (7%, pc).

3. Predpokladajte, ze van der Waalsov plyn okrem stavovej rovnice (73) spliia aj stavovi rovnicu e = cv'T — a/v. Overte,
7e stavové rovnice pre p/T a 1/T spliiaji Maxwellov vztah pre ds = %de + Edv,

9 (2) = o9 (1L
de \T/y 0w \T .
Najdite entropiu a chemicky potencial van der Waalsovho plynu.
4. Skimajme dve tuhé fazy jednej latky pri nizkych teplotach a tlakoch blizkych k pg. Nech chemické potencialy faz si

11(T,p) = po1 + a1 (p — po) — e T, p12(T, p) = po2 + az2(p — po) — 2T,

kde poi, a; a ¢; st kladné konstanty. Predpokladajte, Ze a1 > a2, ¢1 > c2 a ze v bode T'= 0, p = po tieto fazy koexistuji.
a) Najdite krivku koexistencie tychto faz v rovine (7, p) a nacrtnite ju.

b) Urcte, ktora faza je stabilnd v oblasti nad a pod &arou koexistencie.

c) Najdite skupenské teplo g ako funkciu 7. Rozhodnite, ¢i pri fazovom prechode z 1 do 2 treba teplo dodat alebo
odobrat.

d) Napiste rovnicu Clausia-Clapeyrona pre ¢iaru koexistencie. Rovnicu vyrieste a vysledok porovnajte s bodom a).

31 Ako sme uz uviedli, pre vodu pri 100°C je ¢ ~ 2265 kJ/kg, kym pri 0°C je ¢ ~ 2485 kJ /kg, teda zmena ¢ v tomto
intervale teplot nie je velka.
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9 Viaczlozkové systémy. Chemické reakcie

Ako dalgiu aplikiciu pojmu chemicky potencidl preskiimame podmienky rovnovahy v zmesiach ide-
alnych plynov, v ktorych beZia chemické reakcie, a najdeme vyraz pre teplo uvolnované v reakciach.
Néjdeme tiez vyraz pre entropiu mieSania.

Chemické potencialy vo viaczlozkovom systéme

Skimajme systém v mechanickom a tepelnom kontakte s rezervoarom pri tlaku p a teplote T. V
systéme nech sa nachadzaja molekuly typu Aq,..., A, s poc¢tami Ny,...,N,, pricom celkovy pocet
molekutl nech je N =37 | N;.

Gibbsova volné energia G takéhoto systému je funkciou premennych T,p, Ni,..., N,, preto aj
chemické potencidly p; = (0G/ON;)Tp,... st funkciami tych istych premennych. Ale p; st intenzivne
premenné, preto sa nesmu zmenit pri zviacSeni systému A\-krat, ¢ize musi platit u; (T, p, N1,...,N;) =
wi(T,p, AN1,...,AN,) pre [ubovolné A\. Ak v tomto vztahu vezmeme A = 1/N, zistime, Zze chemické
potencidly moZzno pisat ako funkcie iba intenzivnych premennych,

i = ,U’Z'(Tﬂpamlu o 7x7“)7

kde x; = N;/N st percentuélne koncentrécie roznych typov molekil. Samozrejme, plati pritom ), x; =
1, teda pre r typov molekil existuje iba r — 1 nezévislych premennych z;.

Zmes idealnych plynov
V tomto odstavci ndjdeme vyraz pre chemické potencialy w;(T,p,x1,...,z,) molekal za predpokladu,
ze molekuly tvoria zmes idedlnych plynov.

Skumajme zmes v nddobe s objemom V pri teplote T'. Plyny bodovych castic sa nemézu navzajom
ovplyviiovat, preto entropia zmesi S(T,V, Ny,..., N,) je sa¢tom prispevkov jednotlivych molekul pri
tych istych parametroch nadoby T'a V, ¢ize S(T,V,N1,...,N,) =3, S;(T,V, N;). Pritom plati

T
Si(T,V,N;) = Nj |s0,; + cy;ln ﬁ,i +kpln Nivos |

kde sme pouzili vysledok pre S; z prednasky 4. Pouzili sme tiez vztah E; = N;cy,;T pre kineticka
energiu molekul typu ¢ v ideadlnom plyne a pre jednoduchost sme zaviedli teplotu Ty ; = eqi/cv-

Celkovy tlak p = ). p; v nddobe je st¢tom parcialnych tlakov p; = kpT'N;/V molekal typu i.
Preto plati V- = NkpT/p, kde N je celkovy pocet molekul v nddobe. Pomocou tohto vztahu mo6zeme
entropiu molekul typu ¢ prepisat ako funkciu premennych T, p a poc¢tov molekul:

N; T kpT
Si(T,p,Ni,...,N.) = N; |sUT,p) —kpln = |, s)(T,p) = s+ cviln — + kpln ~2
N To.; PVo,i

kde s?(T,p) je entropia na 1 asticu, ktor by mali molekuly typu i, keby v systéme pri teplote T a
tlaku p boli pritomné iba tieto Castice. Treba si v8ak uvedomit, ze plati N = >, N;, a preto entropia
S; molekul typu 4, ak je vyjadrend pomocou T a p, je funkciou vSetkych poc¢tov molekal!

Celkova Gibbsova volna energia zmesi je G = E — T'S + pV. Ak zohTadnime, 7Ze molekuly typu 4
maji pokojovi energiu e;, potom plati £ = . Ni(e; + cy;T). Kedze zaroveii pV = >, N;kpT, pre G
tak dostavame vysledok

N.
G(T7p7 Nla .. '7N7") = ZNZ |:M?(T7p) + k’BTlnFZ ) /J’?(Tap) =g+ CP,iT - TS?(T7p>7
)

kde pd(T,p) je chemicky potencial, ktory by mali molekuly typu i, keby v systéme pri teplote T a
tlaku p boli pritomné iba tieto Castice. Zaviedli sme tieZ oznacenie ¢, ; = cy,; + kp. Ale G moZno vy-
jadrit pomocou chemickych potencidlov y; vo vieobecnom tvare G = . Njp;, pozri (51). Porovnanim
dostavame vysledok pre chemicky potencial molekul typu ¢ v zmesi idealnych plynov
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Viimnime si, Ze p; (T, p, z;) < pd(T, p), teda v zmesi sa chemicky potencial molekul (pri inak fixovanych
parametroch 7" a p) znizuje. Stoji tiez za zmienku, ze v zmesi idedlnych plynov chemicky potencial pre
molekuly typu A; zavisi iba od x; a nezdvisi od ostatnych koncentracii.

Pre tplnost eSte dodajme, Ze pre celkovi entropiu zmesi dostdvame vysledok

S(T.p,N1,....Ny) =Y Nis)(T,p) — kN Y z;iIna, (75)

Prvy ¢len predstavuje entropiu sady oddelenych ide&lnych plynov, pricom kazdy z nich sa nachédza pri
teplote T' a tlaku p. Druhy ¢len popisuje nérast entropie, ku ktorému déjde po odstraneni bariér medzi
plynmi a nazyva sa entropiou miesSania. M&dme tu na mysli porovnanie nasledovnych dvoch situécif.
Nadobu s objemom V' = ). V; (pri teplote T') najprv rozdelme na r ¢asti: v kazdej z nich sa v objeme
Vi = kgTN;/p hybe N; molekul typu i, ktoré vytvaraju tlak p. Tieto ¢asti nech st navzajom v tepelnom
aj mechanickom kontakte, ale nevymiefiaja si molekuly. Entropia takejto sistavy je potom dand prvym
¢lenom v (75). Po umozneni vymeny molekil medzi jednotlivymi ¢astami sa molekuly typu ¢ mézu
hybat v celom objeme V', preto (parcialny) tlak tychto molekl klesne na hodnotu p; = (V;/V)p = z;p.
Ale r typov molekul spolu vytvori celkovy tlak ) . p; = p. Entropia zmesi pri tlaku p bude dana oboma
¢lenmi v (75).

Chemické reakcie

Nech v systéme mozu bezat chemické reakcie typu ), v;A; = 0, pricom pre vystupy (produkty) reakcie
berieme v; > 0 a pre vstupné reaktanty berieme v; < 0. V rovnovahe sa poc¢ty molekil nastavia tak, aby
minimalizovali Gibbsovu volna energiu systému G. Ak v (makroskopickom) systéme prebehne jedna
reakcia v doprednom smere, poéty molekil A; sa zmenia o AN; = v;, a preto Gibbsova volna energia
sa zmeni 0 AG = ), v;pi;. Z podmienky minima v8ak vyplyva, ze musi platit AG = 0. Teda pre kazda
reakciu, ktord bezi v systéme, dostdvame rovnicu

Zyim(T,p,:z:l,...,:cT) =0. (76)

Rovnice takého istého tvaru (ale s inymi nezavislymi premennymi) sme odvodili k prednaske 5. Nezna-
mymi st koncentracie x; jednotlivych molekdl. Na ich urcenie potrebujeme r — 1 rovnic. Tie dostaneme
napisanim rovnic pre jednotlivé reakcie, ale aj zohladnenim dalSich vézieb, napr. zadanim mnoZstiev
jednotlivych prvkov tvoriacich molekuly.

Zakon ucéinku aktivnych hmot
Odteraz sa obmedzime na skamanie reakcii v zmesi idealnych plynov. Ak do vyrazu pre zmenu Gibb-
sovej energie v jednej reakcii AG dosadime (74), podmienku rovnovéhy (76) mozeme prepisat v tvare

Zy-lnx- _ _A0Go
i () i = ]{BT7

kde sme zaviedli velitinu AGy = >, v;ud(T, p). Této veli¢ina charakterizuje t-ktort chemickt reak-
ciu (prostrednictvom koeficientov v;). Viimnime si tiez, ze AGy je funkciou T a p, ale nezavisi od
koncentracii x;. Exponenciovanim rovnice pre x; dostaneme tzv. zdkon ucéinku aktivnych hmot:

AG())

szzuz = K(Tvp)7 K(Tap) = €exXp <_M

kde K(T,p) je tzv. rovnovézna konstanta. Ak predpokladéme, Zze prvych k koeficientov v; popisuje
vstupy do reakcie a d'alich r — k koefiecientov jej vystupy, mozeme zakon uc¢inku aktivnych hmot
zapisat v obvyklej explicitnejsej forme:

Vi+1 Uy
l’j‘l |u2\ = K(T, p). (77)
xl LR .Tk

Vidime, ze ak rovnovazna kongtanta rastie, rastie aj koncentricia vystupov reakcie. Samozrejme, stale
pritom plati ), x; = 1.
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Priklad. Skimajte reakciu A + A &= As v nadobe pri tlaku p a teplote T'. Najdite rovnovazne pocty
atomov A a molekal As; oznacte ich Ny a Ns. Predpokladajte, Ze atéomy aj molekuly mozno popisat
ako idedlne plyny. Rovnovazna konstanta nech je K. Celkovy pocet jadier N1 + 2N5 nech je dany a
rovny M.

Riesenie. Celkovy pocet Castic (atomov a molekil) v rovnovaznom stave oznatme N = Nj + No.
Potom x1 = Ni/N a x5 = No/N a zo zékona ¢inku aktivnych hmot vyplyva zo/23 = K. Kedze
naviac r1 + x2 = 1, mame 2 rovnice pre 2 nezname x; a rz. RieSenim je

. 2 VIR -1
YT TrAKk + 1 2T VIt4AK +1

Z rovnice pre celkovy pocet jadier M = (z1 + 2x2)N potom vyplyva, ze celkovy pocet castic N v
rovnovaznom stave, ako aj poéty atémov Ny a molekdl Ny st

VI+4K +1 1 VI+4K —1
N = ;M, Ny=ao3tN=——M, Ny=ua9N = vitaR -l
21+ 4K V1+4K 21+ 4K

Rovnovézna konstanta pre skimant reakciu ma tvar K = exp[(2u) — 19)/(kpT)], kde 19 je che-
micky potencidl atémov A a u9 je chemicky potencial molekul Ay, Ak 248 — 19 > kT, potom K > 1
a takmer v8etky castice st v molekularnom stave. To samozrejme dava zmysel, pretoze Castice mini-
malizuji chemicky potencial. Podobne, ak p9 —2u{ > kT, potom K < 1 a takmer vietky Castice st
v atomérnom stave.

Kineticka interpretacia zakona ucdinku aktivnych hmét

Rovnicu (77) mozno zdévodnit aj pomocou nasledovnej uvahy zalozenej na porovnani rychlosti reakcie
v doprednom a spitnom smere: Rychlost reakcie v doprednom smere je timerna pravdepodobnosti, Ze sa
stretne |vq| molekul Ay, |v2| molekul Ay, a tak dalej az napokon |v| molekul Ag. Tato pravdepodobnost

1% 1% - > : 1% 14
|1 il :z:‘k ’“', preto rychlost reakcie v doprednom smere bude const x x‘l i 1:|k, il

j€ zjavne imerni x
7Z tej istej tvahy vyplyva, Ze rychlost reakcie v spitnom smere bude const’ x xZ’f:ll R -\ [
rovnovahe musia byt obe rychlosti rovnaké, odkial dostaneme rovnicu rovnakého tvaru ako (77).

Na rozdiel od termodynamického odvodenia vztahu (77), ktoré je presné,3? je kineticka interpretacia
zatazend dodatoénymi predpokladmi, ktorych odévodnenost nie je zrejma. Napriklad, dopredné reakcia
s k vstupmi a jedinym vystupom nemusi prebehnut v jedinej zrazke |vq|+. . .+|vg| molekil, ale reaktanty
sa mozu postupne priliepat, az vytvoria hotovy produkt.

Druhym rozdielom medzi termodynamickym a kinetickym odvodenim zakona tucéinku aktivnych
hmot (77) je ta skutoénost, ze termodynamika predpoveda nielen existenciu, ale aj velkost rovnovaz-

nej konstanty K.

Reakéné teplo

Ked prebehne jedna reakcia v doprednom smere, energia systému sa zmeni o veli¢inu AE = Q —pAV,
kde @ je tzv. reakéneé teplo, t.j. teplo, ktoré systém prijme v dosledku reakcie a AV je zmena objemu
systému sposobens reakciou.?? Teda Q > 0 znamen4, Ze systém prijima teplo a taktto reakciu nazyvame
endotermickou. Podobne ) < 0 znamend, Ze systém odovzdava teplo a reakciu nazyvame exotermickou.

Pre reak¢né teplo teda plati Q = AE+pAV. Ale kedZe tlak p je konstantny, reakéné teplo je rovné
zmene entalpie systému, Q = A(E +pV) = AH.

Teraz ukézeme, ako moZno entalpiu H ziskat jednoduchymi manipulaciami s Gibbsovou volnou
energiou G. Za¢nime s defini¢nym vztahom medzi H a G, H/T = G/T + S. Teraz vyjadrime veli¢iny
na oboch stranach ako funkcie T, p, Ny,... a vykonajme deriviciu oboch stran (0/9T ), ;... Ak si
pritom uvedomime, ze (0H /0T )p n,,.. = T(0S/0T), Ny.,..., dostaneme napokon hfadany vztah:

0 (G
H=-T>_ () .
or\T p,N1,...

32T je pravda, ak si reagenty v dokonalej rovnovahe. Ak reakcie bezia pomaly, napr. ak je pri nich potrebné prekonat
vel'kt energetickd bariéru, tento predpoklad nemusi byt splneny. Naviac, vietky reagenty sa musia spravat ako ideéalne
plyny.

33Qystém, v ktorom beZi reakcia, si s okolim nevymiefia Ziadne Gastice (pretoze reakcie bezia vniitri systému). Preto
zmena energie systému AFE pozostava iba z vymeny tepla a prace s okolim.
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Ale tento vztah plati pre vietky rovnovazne stavy, preto pre dvojicu stavov bude platit analogicky

o [ AG
AH:—W() )
or T p,N1,...

Porovnajme teda dva stavy liSiace sa o jednu reakciu. Vieme, 7e zmena G systému pri jednej
doprednej reakcii je dana vztahom AG/T = AGo/T + kg )_, v Inz;. Derivacia druhého ¢lena podla
T vsak vypadne,3* a preto zmena entalpie nezavisi od koncentracif z;:

9 (AGy
am—-r o (7).
T\ T ), ..

Ak si napokon uvedomime, 7e plati Q = AH a ak AGy vyjadrime pomocou rovnovaznej kondtanty
K(T,p), dostaneme van’t Hoffov vzorec pre reakéné teplo:

(78)

Oln K
= kpT? .
Q=kp ( a7 )p

Aby sme ozrejmili zmysel rovnice (78), predpokladajme najprv, Ze vo vyrazoch pre chemické po-
tencialy molekdl p? (T, p) dominuje (od teploty nezavisla) internd energia molekil, ¢ize uY ~ ;. Potom
pre reakéné teplo dostavame vysledok Q ~ >, ve;, t.j. @ je dané energiou produktov minus energiou
vstupov. Ak napriklad produkty maju nizsiu energiu ako vstupy (t.j. ak v reakcii vznikaju silnejie
vizby), potom @ < 0 a reakcia odovzdava teplo, ¢ize je exotermicka.

Na druhej strane, v limite velmi vysokych teplét mozno chemické potencidly molekil odhad-
nif vztahom u ~ —c,;TIn(T/Tp;). V takom pripade pre reakéné teplo dostavame vysledok Q =~
>, vicpT'. Rolu energii vizieb e; hraja v tomto pripade tepelné energie ¢, ;7.

Cvicéenia

1. étudujme zmes ideédlnych plynov s dvomi typmi molekil s po¢tami N1 = (1 — )N a N2 = zN.

a) Preskumajte entropiu mie$ania Smix(z) ako funkciu z.

b) Nech molekuly 2 st vlastne rovnaké ako molekuly 1, ale nachadzaji sa v excitovanom stave s excita¢nou energiou &.
Akt hodnotu nadobtda z v rovnovaZznom stave, ak zmes je v kontakte s rezervoarom pri teplote 77

2. Najdite rovnovaznu koncentraciu plynu elektréonov a pozitréonov pri teplote kpT < mc?. Pomocka: skiimajte reakciu
e’ + e~ = fotény. Chemicky potencial foténov je nula. Chemické potencialy elektrénov a pozitrénov popiste vztahom

pi(T,p) = ei — kpTIn(2S; +1) — kpTIn TTST’ (79)
kde Ay = A_ = 2xh/(2rmkpT) /2, S, = S_ =1/2 je spin elektronu alebo pozitrénu a €, = e_ = mc?. Uvaite, Ze plati
U4+ = v_ = v a pouZite stavovi rovnicu pre idealny plyn p = 2kgT/v.

3. Najdite pravdepodobnost ionizécie vodika. Pomocka: skiimajte reakciu e” + H™ = H, kde H* je protéon a H je neut-
ralny atom vodika. Chemické potencialy reaktantov popiSte vztahom (79), v ktorom 1 = e_ = 0 a zaroveir ey = —AE,
kde AFE je vizobna energia pre elektron v atome vodika (preco?). Da sa ukazat, Ze ak zanedbame spin-orbitalnu inte-
rakciu, prispevky od spinov k AGy sa vyruSia. PouZite stavovi rovnicu pre idealny plyn p = (ny + ns +nw)ksT.

4. Zistite, pri akej teplote T* je kvapalna voda v rovnovahe s vlhkym vzduchom pri predpisanom tlaku p (povedzme
atmosférickom). Teplotu 7™ nazyvame teplotou rosného bodu. Predpokladajme, Zze kvapalna voda je chemicky ¢ista.
Vlhky vzduch si pre jednoduchost predstavme ako idealny plyn, v ktorom z je podiel molekil vody a 1 — = je podiel
“molekil suchého vzduchu”.

5. Ukazte, Ze entropiu sady oddelenych plynov moZno interpretovat ako N3(T,p), t.j. ako entropiu N “priemernych”
Castic s entropiami na jednu casticu 5(7,p) = 50 + kg In % + ¢y ln Tlo, kde 30, To, ¢v a Tp st vhodne spriemerované

parametre So.i, V0,i, Cv,i @ T0,q.

34Mame derivovat pri konStantnom tlaku p a konstantnych N; (a teda aj x;). Preto funkcia f(T) = AG/T je iba
funkciou teploty. V rovnovaZnom stave samozrejme plati f(7") = 0. To vSak neznamend, ze aj df (T')/dT je nula!
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10 Boltzmannov vzorec pre entropiu. Mikrokanonicky sabor

V tejto prednéske budeme skamat velmi jednoduchy termodynamicky systém: krystal s defektmi. Na
tomto priklade predstavime Boltzmannov pristup k mikroskopickému popisu termodynamickych sys-
témov v roviovaznom stave.

Krystal s defektmi

Skumajme krystal, v ktorom sa jednotlivé struktarne jednotky (volajme ich atémy) mozu nachédzat v
jednom z dvoch mikroskopickych stavov, ktorych energie oznatme —e a +¢. Z hladiska termodynamiky
je rovnovazny stav krystalu jednoznacne zadany dvojicou premennych: celkovym poctom atémov N a
celkovou energiou krystalu E. Takto uréeny stav budeme volat makrostavom.

7 mikroskopického hl'adiska je stav kryStalu uréeny stavmi jednotlivych atémov: pre kazdy z nich
je potrebné urcit, v ktorom zo stavov —e a +¢ sa nachidza. Takto urcené stavy budeme volat mik-
rostavmi. Samozrejme, pre kazdy makrostav zadany dvojicou termodynamickych premennych N a E
existuje velky pocet mikrostavov s tymi istymi hodnotami N a E. Ich pocet oznacme N (E, N).

Pocet mikrostavov N (E,N)

Pri vypocte N(FE,N) si najprv ujasnime vztah medzi energiou krystalu E a poctom atéomov k v
excitovanom stave s energiou +¢. Kedze v zdkladnom stave s energiou —e musi byt N — k atémov,
celkova energia krystalu je E = —(N — 2k)e. Alebo naopak: polet k je uréeny energiou krystalu,
k = 1(N + E/e).?® Potet mikrostavov s energiou E je rovny podtu moZnosti, ako vybrat k atémov

spomedzi N atémov, &ize
N N!
E,N) = =
N(E.N) <k) EN(N — k)!

Ked7e N je velmi velké éislo, faktoridly moZno odhadnit pomocou Stirlingovho vzorca,
InN!'=NIN - N+ 3In27N) + 135 - -- (80)

V&imnime si, 7e jednotlivé ¢leny na pravej strane st usporiadané od najvicgieho po najmensi. Ak sa
obmedzime iba na prvé dva ¢leny Stirlingovho vzorca, pre pocet mikrostavov dostavame3®

InN(E,N)~ NInN —klnk — (N — k)In(N — k).

Tento vyraz samozrejme neplati pre k blizke k nule (t.j. pre E blizke k —Ne¢), pretoze vtedy nemozno
pouzit Stirlingov vzorec. Ak nakoniec vyuzijeme vztah k = %(1 + x) medzi po¢tom atémov v excito-
vanovom stave a bezrozmernou strednou energiou krystalu @ = E/(Ne) pripadajicou na jeden atom,

dostaneme odtialto vysledny vztah pre pocet mikrostavov
142z, 142 1—z 1-—=z

InN(E,N)~ —N 5 In 5 T3 In 5 |- (81)

Vsimnime si pritom, Ze plati In NV(2E,2N) = 2In N'(E, N), teda veli¢ina In N (E, N) je extenzivna.

Mikrokanicky sabor a postulat rovnakych pravdepodobnosti

Mnozinu v8etkych pripustnych mikrostavov uzavretého systému, ktoré si kompatibilné so sktimanym
makrostavom, nazyvame mikrokdnicky subor. Stredné hodnoty veli¢in v uzavretom systéme mozno
hladat stredovanim cez takyto subor. KedZe makroskopicky nie je mozné kontrolovat, s ktorym mik-
rostavom mame do ¢inenia, je prirodzené ocakéavat, Ze pravdepodobnosti vetkych pripustnych mik-
rostavov st rovnaké. Tento predpoklad sa nazyva Boltzmannov postulat rovnakych pravdepodobnosti
mikrostavov. Pravdepodobnost p realizacie jedného konkrétneho mikrostavu n je preto dané vztahom

1

P NEN) | 2

35Da sa ukazat (pozri cvitenie 1, Ze fyzikalne pripustnym stavom zodpovedaja hodnoty k medzi 0 a N/2.
36Na konci prednasky vezmeme do tivahy aj treti ¢len Stirlingovho rozvoja.
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Statisticka interpretacia entropie

Majme uzavrety systém obsahujici dva krystaly s defektmi, z ktorych kazdy ma po N atémov, pri¢om
krystaly si navzajom mozu vymieiat energiu. Nech celkovi energia systému je 2F. RieSme zakladnu
dlohu termodynamiky, t.j. pytajme sa, ako sa energia prerozdeli medzi kryStaly. Energie krystélov
oznalme F 4+ 0F a E — JF a pre jednoduchost predpokladajme, Ze oba krystaly maja rovnakia funda-
mentalnu rovnicu pre entropiu. Podl'a druhej vety termodynamiky bude rovnovazna hodnota energie
0 F nadobudat taku hodnotu, ktord maximalizuje celkovu entropiu systému,

St 0E) = S(E + 6E,N) + S(E — 6E, N). (83)

Samozrejme, rieSenim je 6 E* = 0.

Pri zadanej hodnote d F sd energie oboch krystalov E 4+ 6F a E — 6 E. Potet mikrostavov kompati-
bilnych s tymito energiami je N(E + 0E,N) x N(E — §E, N) a poc¢et mikrostavov celého systému je
N(2E,2N). Preto pravdepodobnost fluktuacie energie §F je podla postulatu rovnakej pravdepodob-
nosti mikrostavov dané vztahom

priaznive pripady = N(E +0E,N)x N(E - 6E,N)

POE) = vsetky pripady N(2E,2N)

(84)

Teda najpravdepodobnejsiu hodnotu § E* dostaneme maximalizaciou tohto sii¢inu. Onedlho v8ak
explicitne uvidime, Ze rozumne velkd hodnotu pravdepodobnosti mé iba tzke okolie jedinej hodnoty
0E*, v naSom pripade 6 E* = 0. Teda existuje v zasade jedina pripustna hodnota prerozdelenia energie,
0F*, a vSetky ostatné hodnoty su extrémne nepravdepodobné. Takto ur¢ena hodnota § E* by mala byt
totozna s hodnotou ziskanou termodynamicky.

PretoZe logaritmus je monotonne rastuca funkcia, ulohu o maximalizacii funkcie p(6E) mozno
preformulovat ako tlohu o maximalizacii si¢tu logaritmov,

InN(E+0E,N)+InN(E —J0E,N). (85)

Ked7ze ako entropia S(E, N), tak aj In N'(E, N) st extenzivne veli¢iny, ktoré naviac pri rieSenf zakladne;
tlohy maximalizuju vyrazy (83) a (85) s rovnakou §truktirou, pontka sa mikroskopicka interpretacia,
7e entropia S(E, N) je tmernd veli¢ine In V'(E, N). V nasledujtcich prednagkach ukédzeme, ze kongtanta
dmernosti je kg, t.j. Ze plati

|S(E,N) = kgl N(E,N)} (36)

Tento tzv. Boltzmannov vzfah dava do suvisu entropiu uzavretého rovnovazneho makroskopického
stavu S s poc¢tom pripustnych mikrostavov A. Makroskopicky stav je charakterizovany energiou F,
poc¢tom Castic N a pripadne d'alsimi zachovavajicimi sa extenzivnymi veli¢inami (ako napr. objem
V). Pripustné su vSetky mikrostavy, ktorych celkova energia je E, pocet Castic je N, atd. D4 sa teda
povedat, Ze entropia suvisi s po¢tom mikrostavov, ktoré nage rozmazané videnie sveta nedokaZe rozlisit.

Z Boltzmannovho vzorca prirodzene vyplyva, Ze (ak mé systém jediny zékladny stav) pre najmengiu
moznu energiu systému Epi, plati S(Fmin) = 0 v zhode s 3. vetou termodynamiky.

V §pecidlnom pripade krystalu s defektmi kombinaciou Boltzmannovho vztahu (86) s vyrazom pre
pocet mikrostavov (81) dostavame explicitny tvar fundamentélnej rovnice pre entropiu

1 1 -z 1-
S(E,N) = —kpN ;xln ‘2”6+ 2xln 2”“". (87)

Pripominame, 7e z = E/(Ne¢).

Pravdepodobnost fluktuacie energie JF
Teraz preskimame pravdepodobnost p(dF) fluktuacie energie v zlozenom systéme pozostavajicom z
dvoch krystéalov s defektmi. Logaritmovanim vyrazu (84) pre p(dF) dostaneme

Inp(0E) = le IS(E + 6E, N) + S(E — 6E, N) — S(2E, 2N))] .



43

Ocakavame, Ze funkcia Inp(dF) ma maximum v bode 6FE = 0. Ak si uvedomime, Ze entropia je

extenzivna, S(2E,2N) = 25(E, N), a rozvinieme funkcie S(E + dE, N) do druhého radu podla 6E
okolo 6 FE = 0, dostaneme odtialto

oy = |(25) CE] o [ 0F]. "

Druht rovnost sme pritom dostali derivovanim vyrazu (87), pricom sme vyuzili vztah
[(1+2)In(l+2)+ (1 —2)In(l —2))” =2/(1 —2?).

Pripominame, Ze vzorec pre p(6 E') neplati pre |z| = 1 (vtedy totiz nemozno pouzit Stirlingovu formulu).

7 vyrazu pre pravdepodobnost fluktuécie vyplyva, ze rozumne velkd pravdepodobnost buda mat iba
tie fluktuacie, pre ktoré plati (0F)% ~ Ne2. Ale kedZe optimalna hodnota energie kry§talu ma hodnotu
E = xNe¢, ¢ize E? ~ (N¢)?, pre relativnu velkost pozorovatelnych fluktuécii energie dostavame

(GBE? 1
E2 N

< 1.

Teda, pokial st oba krystaly makroskopické, pri skiimani rozdelenia energie medzi ne mozno s velkou
presnostou zanedbat fluktuacie energie okolo optimalnej hodnoty. Tuto vlastnost prerozdelenia energie
sme v skuto¢nosti pouzili pri zddovodiiovani Boltzmannovej formuly (86).

Vo vyraze (88) mozeme alternativne pouzit nasledovny termodynamicky vypodcet

9?S\ o (1\ _ 10T 1

OE%)y OE\T)y  T?0E  NcIT?
kde ¢ je merné teplo kry$talu pri teplote T', Nc = OF/JT. Tak dostavame alternativne vyjadrenie pre
pravdepodobnost fluktuacie p(0E) ~ exp[—(6F)?/(NckgT?)]. Rozumne velkt pravdepodobnost buda

teda maf iba fluktuacie, pre ktoré (§E)? ~ NckpT?. Opit sme teda dostali, ze (§F)? rastie s prvou
mocninou velkosti krystalu N.

Normalizacia funkcie p(0F) a extenzivnost entropie

Ak s¢itame pravdepodobnosti p(6E) vSetkych moznych prerozdeleni energie E, musime dostat jed-
notku. N&§ vysledok (88) vSak zjavne déva sucet vacsi nez 1, pretoze p(0) = 1 a pravdepodobnosti
p(F) pre vietky ostatné hodnoty 0E sa kladné. Alternativne, z vysledku p(0) ~ 1 vyplyva, ze plati

N(2E,2N) =~ N(E,N) x N(E,N), (89)

¢ize pocet mikrostavov zlozeného systému je rovny stcinu poc¢tov mikrostavov makroskopickych pod-
systémov (pri optimalnom rozloZeni energie medzi podsystémy).3” Ale vztah (89) opif nemoze byt
presny, pretoze v skuto¢nosti musi platit identita

N(2E,2N) =) N(E+JE,N) x N(E — 6E,N). (90)
oF

Znamené to, ze nas vypoclet je chybny? Ukazeme, Ze nie: vysledok (89) je v termodynamickej limite
N > 1 takmer spréavny a po drobnom spresneni vypoc¢tu je splneny aj presny vztah (90).

Naozaj, ak vo vzorci (81) pre pocet mikrostavov zohladnime aj (ovela mengi, iba logaritmicky
rastuci) treti ¢len Stirlingovej formuly, dostaneme

1 1 1 1

InN(E,N) = k—S(E,N) + iln(ZwN) — 51n(27rk) —5 In(27(N — k)),
B

kde prvy (explicitne extenzivny) ¢len rozvoja na pravej strane je dany formulou (87). Dalsie ¢leny

rozvoja su umerné iba logaritmu E alebo N, a teda nie su extenzivne. (Preto sme o nich v doterajsom

vyklade neuvazovali.)

3TLogaritmovanim vztahu (89) lahko nahliadneme, e tento vztah je ekvivalentny s extenzivitou entropie.
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Ak teraz pouzijeme vztfah k = %(1 + z) medzi poftom atéomov v exitovanom stave k a celko-
vou energiou F = xNe, exponenciovanim vztahu pre In N (F, N) dostaneme nasledovny vysledok pre
N(E,N), ktory zahfiia aj predexponencialny faktor K(FE, N):

N(E,N) = K(E,N)exp [éS(E,N)} . K(E,N)=

Vsimnime si, Ze zavislost poc¢tu mikrostavov N'(E, N) od energie je dominované zévislostou expo-
nencidlneho faktora (t.j. entropie) od energie. Preto pri vypocte pravdepodobnosti p(6E) podla (84)
mozeme zanedbat zavislost predexponencialnych korekénych faktorov K(E,N) od 6E. Po dosadeni
korekénych faktorov do (84) tak dostaneme vylepSeny vysledok pre pravdepodobnost fluktuacie 6 F,

1 (5E)2] .

K(E,N)? 2 | L LEP
(1l —22)N 1 —a2% Ne?

Pnove(5E) = m

x p(0F) =

KedZze hodnoty 0E sa mozu menit s krokom 2e, pre normalizaciu funkcie pyove(0E) plati:

1
anove((SE) ~ 25/
0FE

[e.9]

1 b 2
dOE prove(0FE) = — dte ™ =1,
) AN

kde sme pri integracii pouzili substituciu ¢ = 6E/(ey/(1 — 22)N). Teda pravdepodobnost fluktuécii
Prove(0F) je spravne normalizovana! Znamena to, Ze spravna normalizacia fluktuacii v tlohe o vymene
energie vyzaduje zohladnit aj neextenzivne ¢leny v In NV (E, N).

Upresnenie na zaver
Boltzmannova formula (86) pre entropiu obsahuje aj ¢leny, ktoré nie st extenzivne. Entropia je vSak
definovana ako extenzivna ¢ast vyrazu (86). Ak poc¢ty mikrostavov naopak odhadneme z formuly

N(E,N) =exp[S(E,N)/kp],

kde S(E, N) je extenzivna entropia, potom platia vztahy typu (89), t.j. presné sumy typu (90) mozno
aproximovat maximélnym prispevkom k nim, t.j. v naSom pripade ¢lenom 0F = 0.

Cvicenia
1. Pre krystal s defektmi popisany fundamentalnym vztahom (87) najdite energiu E, merné teplo c¢ a entropiu S ako
funkcie teploty T'. Pomoécka: zavedte oznacenie y = ¢/(kpT') a ukaite, ze plati

E(T,N) = —Netanhy, e(T) = kg(y/ coshy)?, S(T,N) = Nkg[In(2coshy) — y tanh y].

Uzito¢né pomocné vztahy: arctanh(z) = 2In(14+2) — 1 In(1 — z) a coshy = 1/4/1 — tanh? y. Nacrtnite grafy funkcii
E=E(T),S=5(T) ac=c(T). Ak4 je najvicsia dovolena hodnota energie E?

2. V krabici sit dve kocky. Trasieme fiou a na kockach padaji hodnoty x1,x2, priCom od¢itame ich stcet x = z1 + 2.
Najdite entropiu S ako funkciu z. Ktory sucet je najpravdepodobnejsi? Ak4 je jeho pravdepodobnost?

3. Numericky skontrolujte presnost Stirlingovho vzorca pre In N!.

4. Pomocou Boltzmannovho vzorca vypocitajte entropiu trojzlozkovej dobre miesatelnej zliatiny s pevne danou mriez-
kou, ak zliatina obsahuje N1, N2, N3 atémov jednotlivych zloziek, a tie obsadzuji N = N; 4+ N2 4+ N3 mriezkovych bodov.
Vysledok vyjadrite cez N a koncentrécie x; = N;/N. Co vam tento vysledok pripomina?

5. Ukazte, Ze rieSenie funkcionélnej rovnice f(xy) = f(z) + f(y) je f(z) = klnz. Navod: vezmite y = 1 + . Najprv
preskimajte € = 0, potom malé konecné e.

6. UkaZte, Ze pre entropiu mikrokanonického suboru plati S = —kp >, pnInpn, kde n sa pripustné mikrostavy a p, st

ich pravdepodobnosti.
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11 Idealny plyn: mikrokanonicky popis

V tejto a nasledujicej prednaske budeme hladat formulu pre entropiu idedlneho plynu N castic bez
vnutornej Struktary v uzavretom systéme s objemom V. Celkova energia systému cCastic nech je E.
Podla Boltzmannovej formuly méame teda vyhodnotit vyraz

S(E,N,V) = kgInN(E,N,V), (91)
kde N'(E,N,V) je pocet mikrostavov kompatibilnych so zadanymi hodnotami E, N,V .

Fazovy priestor

Podl'a klasickej mechaniky je mikroskopicky stav kaZzdej z Castic zadany Siestimi suradnicami: tromi
zlozkami vektora hybnosti p a tromi zlozkami vektora polohy x. Preto mikroskopicky stav plynu s
N (bezstrukttrnymi) atéomami je zadany 6N suradnicami. Teda kazdy myslitelny mikrostav plynu
predstavuje jeden bod v 6N-rozmernom priestore (tzv. fazovom priestore). Ak hamiltonian systému
oznatime H, potom energia systému v bode fazového priestoru py ..., pn, X1, ..., Xy bude mat velkost
H(p1 .. .,pN,Xl,...,XN).

Pri vypocte poctu mikrostavov N (E, N, V) budeme predpokladat, Ze celkova energia systému nie
je presne znama a pohybuje sa v rozmedzi medzi E a E+ AFE. Neskor sa ukéZe, Ze presna hodnota AE
nie je dolezita. HTadany pocet mikrostavov systému s hamiltonidnom H bude zjavne timerny objemu
fazového priestoru I'(E, N, V'), v ktorom lezia pripustné stavy:

I'(E,N,V) :/ Epi... Ppyd3x; ... Exy.
E<H<E+AE
V idedlnom plyne je celkova energia su¢tom kinetickych energii ¢astic, H = Zf\; L P2/ (2m), kde
m je hmotnost jednotlivych ¢astic. Teda H nezavisi od poléh jednotlivych Castic, a preto vyraz pre
['(E, N,V) mozno zjednodusit nasledovne:

['(E,N,V) = VN/ dp1...d°py. (92)
E<H<E+AE

Tu si treba uvedomit, ze I'(E, N, V) nie je bezrozmerny objekt. Bezrozmerny pocet mikrostavov by

vSak z neho bolo mo#né ziskat, keby fazovy priestor bol “zrnity”, t.j. keby ho bolo mozné rozdelit na

elementarne bunky s objemom FgN , kde Tg je veli¢ina s rozmerom dlzkaxhybnost=uéinok. I'g by potom

bolo mozné interpretovat ako zrnitost (dvojrozmerného) fazového priestoru pre pohyb Castice v jednom

(priestorovom) rozmere. Pre pocet mikrostavov by potom platilo N'(E,V, N) = T'(E, N, V) /T3,

kS ®
N
@P @F
Zrnitost fazového priestoru

Teraz ukadzeme, Ze existenciu elementarnej bunky I'g moZzno zdévodnit pomocou kvantovej mechaniky.
KedZe otakavame, 7ze hodnota I’y by mala byt univerzalna, hodnota I'g by nemala zavisiet od ski-
maného systému. My jej hodnotu ndjdeme v jednoduchom pripade jednorozmerného harmonického
oscilatora.38

Hamiltonidn harmonického oscilatora s hybnostou p a stradnicou x mé tvar
p? 1 2,2

Podla klasickej mechaniky sa bod fazového priestoru, ktory zobrazuje aktuédlny stav oscilatora s ener-
giou E, pohybuje po elipse v priestore (p,x). Rovnica tejto elipsy je

2 2
T 2F
p—2+—2:1, p%szE, :C(QJ:—Z.
P5 g mw

38Na cviceniach preskimame iny pripad s tym istym vysledkom.
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Plocha elipsy vo fazovom priestore je I'(E) = wpoxrg = 27nFE/w a samozrejme zavisi od energie F
oscilatora.

Podla klasickej mechaniky sa harmonicky oscilator moéze nachédzat v stave s lTubovoInou hodnotou
energie E. Podla kvantovej mechaniky sa v8ak pripustné iba diskrétne hodnoty energie E, pricom roz-
diel medzi energiami dvoch susediacich dovolenych hladin energie je AE = hw. Ak vo fazovom priestore
vykreslime elipsy iba pre dovolené hodnoty energie, potom v fiom dostaneme sadu ststrednych elips,
pricom rozdiel ploch medzi susednymi elipsami je AT' = 27 AFE/w = 2wh. Veli¢inu AT je prirodzené
interpretovat ako hladant zrnitost fazového priestoru I'g, ¢ize 'y = 27h.

Gibbsov faktor
Mohlo by sa zdat, ze hladany pocet mikrostavov mé byt dany formulou

N(E,N,V)=T(E,N,V)/@2rh)>N.

Teraz vSak ukazeme, Ze tato formulu je potrebné modifikovat, pretoZe entropia S(E, N, V'), ktora tento
vzorec implikuje, nie je extenzivna.

Naozaj, podla (92) je fazovy priestor I'(E, N, V) st¢inom faktora V¥ a integralu v 3N-rozmernom
priestore hybnosti. Podla vztahu (91) je preto entropia idealneho plynu stétom dvoch prispevkov:
prispevku poléh a prispevku hybnosti. V nasledujicej prednagke uvidime, Ze prispevok hybmnosti je
extenzivny.

Prispevok od poléh v8ak nie je extenzivny. Naoza], skiimajme nasledovny myslienkovy experiment.
Na zaiatku majme dva rovnaké plyny (plyn 1 a plyn 2) o velkosti N, V. Prispevok poloh k entropii
kazdého z nich je Spolohy (IV, V) = cIn VN = ¢N1nV, kde ¢ je konstanta nezéavisla od N, V. Teraz plyny
zmieSajme, t.j. vytvorme plyn o velkosti 2.V, 2V. Prispevok poloh k entropii dvakrat vacsieho systému
bude Spolohy (2N, 2V) = 2¢N In(2V') = 2S,610ny (IV, V) + 2¢N In 2, ¢ize entropia je privelka!

Ak tento zmieSany plyn naspét rozdelime na dva plyny o velkosti N,V , v kaZzdom z vyslednych
plynov bude prispevok poléh k entropii rovny Spolohy (N, V) 4+ ¢N In2, teda vznikol v nich prirastok
entropie AS = cIn2V. Podla vztahu (91) to vSak znamend, %e pocet mikrostavov bol nespravne
nadhodnoteny multiplikativnym faktorom 2VV. Toto pozorovanie sa nazyva Gibbsov paradox. Je Tahké
identifikovat, odkial tento faktor pochadza: kazdy atém v systéme o velkosti N,V moZe po zmieSani
pochéadzat bud z plynu 1 alebo z plynu 2.

Ak by boli plyny tvorené nerozliSitelnymi Casticami, potom by spominany multiplikativny faktor
nemal byt pritomny. Je teda potrebné zohl'adnit nerozlisitelnost ¢astic uz pri konstrukcii vyrazu pre N.
Kedze v systéme s N Casticami je kazdy mikrostav systému popisany N! bodmi vo fazovom priestore,
ktoré sa ligia len o¢islovaniami Castic, je prirodzené ziadat, aby pre pocet mikrostavov platil vztah

N(E,N,V) = ;'W (93)

Entropiu plynu klasickych idealnych ¢astic teda treba pocitat pomocou formuly (91), v ktorej za pocet
mikrostavov vezmeme (93). Naviac, ak ide o plyn idealnych ¢astic, objem fazového priestoru mozno
poéitat pomocou vztahu (92).

Vrstvy v trojrozmernom priestore hybnosti
Pri vyhodnocovani po¢tu mikrostavov N'(E, N, V) pouzijeme nasledovny trik.

Energia jednej volnej ¢astice p2/(2m) zévisi iba od velkosti hybnosti p a nezavisi od polohy. Preto
v (dostatocne tenkej) Supke hybnostného priestoru p; < p < pjy1 = p; +Ap maji vietky stavy energiu
g5 = p?/(2m) Ked7e objem takejto Supky je 47rp§Ap, integraciu cez fazovy priestor mozno zapisat ako
sumdaciu cez Supky 7, )

Vv : Vp3

(27Th)3 /dsp = zj:Gj, Gj = 271_2;&3Ap.

Zohl'adnili sme pritom aj faktor 1/(27h)? pochddzajici zo zrnitosti fizového priestoru. Bezrozmerné
¢islo Gj ma pritom jednoduchy fyzikilny vyznam: je to pocet stavov (pre jednu ¢asticu v troch rozme-
roch v objeme V') v Supke j. Takéto stavy budeme nazyvat jednocasticové stavy.
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Ak pocet atomov, ktorych hybnosti sa nachddzaja v Supke j, oznac¢ime N;, potom celkova energia
plynu je dand vztahom

H({N}) = ZN’fJa

teda celkové energia systému je funkcionalom Vektora pottov Castic v Supkiach {N} = {Ny, No,...}.
Na druhej strane, porovnanim so vztahmi (92) a (93) vidno, Ze pre celkovy polet mikrostavov plati

N

N(E,N, V)« N| ZG ,

teda pre kazdy atom mame vyhodnotit sumu ) y Gj a vysledky médme vynésobit. Ak pritom zoberieme
N7 atémov zo Supky 1, Ny atémov zo Supky 2, atd., zjavne dostaneme ¢len tmerny thGé\h....
Znamienko “=" nés pritom upozoriiuje, Ze pocty N1, Na, ... nemozu byt lubovolné a okrem podmienky
Zj N; = N méame zohl'adnit aj to, Ze celkova energia systému je fixovana, t.j. Zj Nje; = E.

Na vypocet N-tej mocniny stétu teraz pouzijeme nasledovni tzv. multinomickt identitu:3°

N! LN N
(x14 ... +z,)N = E L
' m
N1+...+Nm=NN N

Sumacia sa pritom vedie cez vSetky pripustné rozklady ¢isla N na saéty m nezdpornych celych ¢isel.
Pre pocet mikrostavov tak dostaneme nasledovny vyraz

GN1 GN2
N(E,N,V) = Z ., D> Nj=N, Y Ng;=E. (94)
™ , ,

Teda pocet mikrostavov N'(E, N, V) dostaneme tak, Ze najprv najdeme vetky rozklady N castic
do jednotlivych gupiek. Tieto rozklady pritom musia mat ta vlastnost, Zze celkova energia systému je
E. Kazdému rozkladu priradime stéin [] j G;Vj /N;! a vysledky séitame.

Sudinitele G;-Vj /N;! prisltuchajice kazdej zo Supiek pritom maju jednoducht interpretaciu: sa to
pocty rozmiestneni IV; Castic medzi G stavov, ak je splnend podmienka N; < Gj.40 Naozaj, v spo-
minanej limite je pocet rozmiestneni totozny s vyberom N; stavov, ktoré si obsadené, spomedzi G
stavov, ktoré si k dispozicii. Preto pren plati

N
G, :Gj(Gj—1)...(Gj—Nj+1)%ij
N; N;! N;!°

39Dokaz mozno urobit indukciou. Pre m = 1 je tvrdenie o¢ividné. Teraz predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre m.
Potom, ak zavedieme ¢y, = Tm, + Tm+1, plati

N!
(wl+...+mm+mm+1)N:($1+.,,+ym)N: Z W Nl---(xm+xm+1)Nm~
Ni+...+Npm=N

Ale (-rm + xm-}—l) m= ZNM (Nm) k $Z¢1_k, a preto

|
N N! N N1 k Npm—k
(T14 ..+ Tm + Tmt1) = E xp . m’fllmmmm’il
Nil.. Ny \kN(Np, — k)!
Ni+...+ Nm=N k=0
_ N! le me+1
Z Nl Npyd! 1 m+1

Ni+..+Npyp1=N

Teda tvrdenie plati aj pre m = m + 1.

40Neskor uvidime, Ze ak podmienka N; < Gj nie je splnend, potom idealny plyn treba popisovat dosledne kvantovo-
mechanicky.



48 11 IDEALNY PLYN: MIKROKANONICKY POPIS

Teda podla formuly (94) je pocet mikrostavov celého systému (pre dany rozklad N atémov do jednot-
livych Supiek) rovny sacinu poctov rozmiestneni atémov vnutri jednotlivych Supiek.

Formula pre entropiu
Vyraz pre poc¢et mikrostavov (94) idedlneho plynu je v zésade presny. Hlavnou komplikaciou pri jeho
pouzivani je poziadavka s¢itat cez vSetky pripustné rozdelenia astic {N} medzi jednotlivé Supky.
Roznym rozdeleniam {N} budt samozrejme prislichat rozne pocty mikrostavov []; G;-Vj /N;!. Ide v
zésade o podobnu ulohu ako pri prerozdelen{ energie medzi dva systémy v predoslej prednaske. V
nej sme vsak videli, Ze ak sa obmedzime na pribliZenie zodpovedajice extenzivne rastdcej entropii,
potom pocet vSetkych mikrostavov systému je rovny pocétu mikrostavov zodpovedajicich optimélnemu
prerozdeleniu energie.

Preto aj v pripade idedlneho plynu ocakavame, ze pocet mikrostavov mozno nahradit maximéalnou
hodnotou stcinu [, G;Vj /N;!, ¢ize

N ~ maxy) H];J,ijf . Y _N;=N, ZNjaj:E,
J

J J

kde optimalizujeme cez v8etky pripustné rozdelenia atémov { N} medzi jednotlivé Supky, konzistentné
s predpisanym celkovym poc¢tom atémov N a celkovou energiou F. Ak teraz vyuZzijeme Boltzmannov
vztah pre entropiu (91), dostaneme napokon

G.
S(E,N,V) = maxgyy |k Y N 1neN—7 . Y Nj=N, Y N =E, (95)
j J j

J

kde sme pouzili Stirlingovu formulu v tvare In N! = N In(N/e), kde e je Eulerova konstanta. Ulohu o
maximalizacii entropie (95) budeme riesit v nasledujtucej prednaske.

Cvicenia

1. Zakreslite trajektoriu volnej Castice v jednorozmernej skatuli s dizkou L do fazového priestoru. Ukazte, Ze ak v kvan-
tovom opise Ziadame, Ze vlnova funkcia na koncoch $katule je nulové, potom sii dovolené iba hybnosti p, = nwh/L, kde
n je prirodzené ¢islo. Najdite plochu I'g medzi susednymi dovolenymi trajektériami vo fazovom priestore.

2. Skiimajte stredni hodnotu kinetickej energie harmonického oscilatora s energiou E dvomi sp6sobmi: (i) Vypoditajte v
¢ase ustredneni hodnotu p(t)2/(2m) pre jeden oscilator. (ii) Vypocitajte stredni hodnotu (p?/(2m)) pre mikrokénonicky
stibor oscilatorov. Vysledky porovnajte.

3. Ukazte, Zze po zohladneni Gibbsovho faktora ma prispevok poloh k entropii idedlneho plynu tvar Spoiony (N, V) =
¢N[1 4+ In(V/N)]. Rieste tlohu vediicu ku Gibbsovmu paradoxu v dvoch pripadoch: plyny 1 a 2 sa skladaji (i) z rov-
nakych ¢astic, (ii) z réznych Castic. V oboch pripadoch vypocitajte narast entropie AS po zmieSani plynov. Vysledky
interpretujte. Viete predpovedat, akid hodnotu mé konstanta c?

4. Akd hodnotu by mal pocet mikrostavov G; v Supke j, keby sa atomy pohybovali v dvojrozmernom a nie trojrozmernom
priestore?

5. K nahradeniu sumy (94) maximalnym ¢lenom: Skiimajte multinomicki identitu pre sacet (14 ...+ )Y = m".
Predpokladajte, ze m < N a ukazte, Ze koeficient, ktory prislicha rovnomernému prerozdeleniu exponentov medzi m

s¢itancov (t.j. volbe N; = N/m) je zhruba rovny m”, a teda zhruba vy€erpava cely sacet (1 +...+ 1) =m".
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12 Maxwellovo rozdelenie. Formula Sackura a Tetrodeho

V tejto prednaske pokracujeme v sktumani entropie S(E, N, V') idealneho plynu bezstruktirnych castic
v mikrokanonickom subore. Fazovy priestor jednocasticovych stavov sme v minulej prednéaske rozdelili
na Supky p; < p < pjy1 = p; + Ap, pricom v kazdej zo Supiek existuje G; = Vp?Ap/(ZﬂQFL?’)
jednocasticovych stavov. Predpokladali sme, Ze v kazdej zo Supiek sa nachadza N; atémov.

V tejto prednaske namiesto poctov atomov N; v jednotlivych Supkich budeme pracovat s veli¢inou
n; = N;/G;. Tato veli¢ina popisuje stredny pocet atémov vo zvolenom stave zo Supky 3.4 Naozaj:
Rovnica N; = G x n; je kompatibilnd s o¢ividnym tvrdenim, Ze (pocet atomov v Supke j) =
(pocet stavov v Supke j) x (stredny pocet atémov v jednom stave zo Supky j). Namiesto “stredného
poctu atémov v danom stave” budeme alternativne hovorit o obsadenostiach stavov.

Rozlozenie atémov do Supiek ma byt také, aby maximalizovalo vyraz pre entropiu

e
S(E,N,V)=kg Z n;G;n - (96)

J

pricom zaroveh maju byt splnené okrajové podmienky
anGj :N, anGjEj =F. (97)

J J

Postupovat budeme nasledovne: najprv néjdeme optimalne rozloZenie obsadenosti {n} a pomocou neho
skonstruujeme fundamentalnu rovnicu idealneho plynu.

Optimalne rozloZenie obsadenosti {n}.

Pri riegeni problému maximalizacie entropie (96) s vizbami (97) zavedieme Lagrangeove multipliké-
tory «, 8 (popisujuce vizbové podmienky pre celkovy pocet atomov N a celkovi energiu systému F)
a maximalizujeme funkciu ®({n}), ktora vznikne kombinaciou maximalizovanej veli¢iny (entropie v
jednotkich kp) a vizieb nasobenych multiplikitormi:

e
o({n}) = anGj ln; -« anGj -N| -5 anGjEj - FE
j ! j j

Dalej postupujeme nasledovne:
i) Pre zadaneé «, 8 najprv funkciu ®({n}) maximalizujeme takym spdsobom, ako keby vizby neboli
JP ] ym sp ) y y
pritomné. Pri maximalizicii podla n; Ziadame, aby platilo 8<I>/(9nj = 0. Teda ma platit

e
1n——1:a+ﬁsj,
nj
odkial dostaneme rieSenie pre n;:
n; = e—ohe, (98)
(ii) Najdené riesenie pre n; zavisi od Lagrangeovych multiplikdtorov «, 8. Ich hodnoty teraz zvolime
tak, aby riegenie pre {n} spliialo vizbové podmienky (97). Pre celkovy pocet Castic ma platif N =
> Gjn;. Po dosadent za n; preto dostdvame:

—a— . V —a —Bp2/(2m V —a o0 A2 m
N:ZGje o= e ZAM@ B2/ 2m) _ ot /0 dpp2e—B*/(2m).
J

J

kde sme najprv dosadili explicitny vyraz pre G; a v druhom kroku sme sumu zamenili za integral.
Integral cez hybnosti prevedieme substiticiou p = z4/2m/f na bezrozmerny integral a dostaneme:

N = 52736 <ﬁ> /0 drxz“e™ =e "V (27rh25> , (99)

41Pritom predpokladame, %e tento stredny pocet je rovnaky pre vietky stavy zo skiimanej supky.
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kde v druhom kroku sme vyuzili, ze [ drz’e " = /7 /4.
Vézobna podmienka pre energiu ziada, aby platilo F = Zj Gjnjej. Po dosadeni za n; tak mame

E = ZGjaje*“*ﬁgf = _886 ZG‘e*O‘*’Bgﬂ' = _EN,
J

kde v druhej rovnici sme pouzili defini¢ny vztah pre N. Ale pretoze podla (99) N zavisi od (3 prostred-

nictvom vztahu N o« $73/2, odtialto dostavame vysledok
ON 3N
B 28"
7 vizbovej podmienky pre energiu F preto vyplyva, Ze Lagrangeov multiplikator 5 ma hodnotu
3N
20 100
=22 (100)

Ak teraz z rovnice (99) vyjadrime faktor e®, dostaneme

3/2 3/2
oV (. m _Y( mE , (101)
N \ 2nh2p N \ 3nh2N

kde v druhej rovnosti sme za Lagrangeov multiplikator 8 dosadili vztah (100). Vyraz (98) pre obsade-
nosti n; spolu so vztahmi (100) a (101) riedia alohu o optimalnych hodnotach {n}.

Formula Sackura-Tetrodeho pre entropiu
PodTa (96) pre entropiu idealneho plynu plati

5
S=kgY Gin;(l—Inn;) =kp» Gn;(1+a+ Be;) =kp(l+a)N + kpBE = Nkp <2 + a> :
J J
kde v druhej rovnosti sme Inn; vyjadrili pomocou (98). V tretej rovnosti sme pouzili vizbové pod-

mienky (97) a v poslednej rovnosti sme za § dosadili (100). Ak nakoniec aj za Lagrangeov multiplikator
a dosadime vyjadrenie (101), dostaneme napokon hladany fundamentélny vztah pre entropiu idedlneho

plynu,
3/2
V(i mE_ ‘ (102)
N \ 37h2N

Tento vysledok sa nazyva formulou Sackura-Tetrodeho. Na druhej strane, z fenomenologickych tavah
sme pre entropiu idedlneho plynu v prednéaske 4 dostali vyraz
174 E \¢v/kB
N Vo (N €0 ) ’

kde sg, cy, eg a vy st fenomenologické kongtanty. Druha rovnost ukazuje fenomenologicky vysledok
prepisany do tvaru, ktory mozno porovnat s mikroskopickym vypoc¢tom. Z porovnania s (102) vidno,
ze funk¢na zévislost fenomenologickej entropie od E/N a V/N je taka ista ako podla formuly Sackura-
Tetrodeho. Naviac, multiplikativny faktor pri ¢lene In(V/N) je rovnaky v obidvoch vyrazoch. To zna-
mend, Ze konstanta timernosti medzi entropiou S(E, N) a po¢tom mikrostavov N'(E, N) v Boltzman-
novom vzorci (86) bola zvolend spravne.

7 porovnania kongtant v Sackurovej-Tetrodeho formule a vo fenomenologickej formule pre entropiu
idedlneho plynu dostavame nasledovné vysledky:

5
S(E,N,V) = Nkg (2 +1n

E 1%
S(E,N,V):N(so+cvlnN —|—l<:BlnNUO> :N<50—|—k31n

5 3 273 3mwh?
80251433, cvzik‘B, eovy - = g

Teda mikroskopické teéria predpisuje Specifické hodnoty pre integraéné konstanty, ktoré v ramci feno-
menologickej teorie zostavali nezname.*?

*2Pozri viak poznamku v prednaske 4.
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Maxwellovo rozdelenie a ekvipartiéna veta
Explicitnym derivovanim fundamentalneho vztahu (102) nahliadneme, ze medzi teplotou a energiou

idedlneho plynu existuje vztah
1 oS 3kpN
=(5n) =57 =kss
T OF )y, 2 E

kde v poslednej rovnosti sme vyuzili vztah (100). Porovnanim zac¢iatku a konca preto dostavame vztah
pre Lagrangeov multiplikator 3 ako funkciu teploty: 8 = 1/(kpT). Po dosadeni tohto vztahu do (101)
tiez dostaneme e~ = \3/v, teda faktor e~® zavisi od objemu na jednu ¢asticu v = V/N a od tzv. (de
Broglieho) termalnej dizky*?

2mh

MT) = ——
(T) V2mmkgT’

(103)

ktoré pri znizovan{ teploty rastie.
KedZe medzi hybnostou p a energiou ¢ jednocasticovych stavov plati e(p) = p?/(2m), podla (98)
je stredny pocet atémov v stave s hybnostou p dany tzv. Maxwellovym rozdelenim,

3
n(p) = A76X1o <—ZLPT)> : (104)

Teda pri teplote T' ma vicsina atomov kineticktl energiu € < kgT'. Pre strednu hodnotu (¢) na jeden

atom pritom podla (100) plati

E 3
= 2 kLT
(€)= = 3hs

KedZze v8etky tri komponenty kinetickej energie musia prispievat tou istou hodnotou k celkovej energii,
pre jednu kartézsku zlozku hybnosti (povedzme p,) potom plati

ﬁ _kBT
om/ 2

Tento vysledok sa nazyva ekviparti¢nou vetou: kazda zlozka hybnosti (alebo stradnice), od ktorej ener-
gia tastice zavisi kvadraticky, prispeje k strednej hodnote energie systému pri teplote T' ¢lenom kpT'/2
(bez ohTadu napriklad na hmotnost m ¢astice). Nasledne takato premenna (zlozka hybnosti alebo su-
radnice) prispeje k mernému teplu ¢len kg /2.

Formula Sackura-Tetrodeho: experimentalne overenie

Formulu Sackura-Tetrodeho (102) teraz prepisme na jednu ¢asticu. V d'alsom kroku potom nahradme
premennt E/N teplotou. Napokon premennt v nahradme tlakom pomocou stavovej rovnice v =
kpT/p. Tak dostaneme vyraz pre s(p,T):

s(v, T)_kB[ —i—ln()\g)] s(p, )—kB[ +1n<ki§>]

Teoreticky predpovedant hodnotu entropie s(p,T) mozeme porovnat s experimentalnymi mera-
niami nasledovnym sposobom. Skiimajme izobarické zohrievanie neénu povedzme pri tlaku p = 1 atm.**
Pri kazdej skimanej teplote merajme merné teplo pri konstantnom tlaku, ¢,(T") = T'(9s/9T),. Potom
entropiu ndjdeme integrovanim dat pre merné teplo:

T /
s(p,T) = /O T’ CP(TT ), (105)

pricom sme vyuzili tretiu vetu termodynamiky s(p,0) = 0.

43Povod nazvu je nasledovny. Podla de Broglieho hypotézy treba s asticou s hybnostou p asociovat vlnu s vlnovou
dizkou A ~ h/p. Preto s Casticou s tepelnou kinetickou energiou p*>/(2m) ~ kpT je asociovana vlna s de Broglieho
termalnou dlzkou.

4Neon sa priblizuje k predstave idealneho plynu bezstruktirnych ¢astic: medziatémové interakcie si slabé, spin elek-
tronov Sei = 0 a spomedzi stabilnych izotopov ma 99.7% jadier spin Sjadaro = 0 a 0.3% jadier spin Sjaaro = 3/2.
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A
F s\L/G
1 whw
| ﬁ_‘_ o

—_——— —

s "GT

Vo fazovom diagrame nedénu pretina izobara p = 1 atm tri fazy. Pri nizkych teplotach T' < T1 =
24.55 K sa nedén nachadza v tuhej faze. Entropia tuhého nednu pri teplote topenia, ziskand integrovanim
experimentalnych dat po teplotu Ti, je sg ~ 14.3 J mol~! K~!. Pri fazovom prechode tuha latka-
kvapalina entropia neénu narastie o hodnotu Asgy = ¢s /11 ~ 13.7 ] mol~! K~1 kde qs,L je
skupenské teplo topenia. Pri zohrievani v kvapalnej faze z teploty topenia 77 na teplotu vyparovania
Ty =~ 27.2 K entropia neénu narastie o Asy, ~ 4 J mol~! K~!. Napokon, pri premene kvapaliny na paru
entropia neénu narastie o0 Asy, ¢ = qr.¢/T2 ~ 65 J mol~t K=, kde g7, ¢ je skupenskeé teplo vyparovania.
Experimentalna hodnota entropie v plynnej faze pri teplote tesne nad teplotou vyparovania 75 teda je

sG =85+ Asgp + Asp + Asp g ~ 96.40 Jmol ! K.

Tato hodnota je v dobrej zhode s predpovedou formuly Sackura-Tetrodeho pre idedlny plyn atémov
neénu pri teplote Ty a tlaku p = 1 atm, sg = 96.45 J mol ™' K~

Zaver

V tejto a predoslej prednagke sme ukazali, Ze mikrokanonicky pristup spravne reprodukuje fundamen-
talnu rovnicu pre idealny plyn bezstruktiurnych castic. Ako bonus sme nasli aj Maxwellovu formulu
pre stredny pocet atémov plynu so zadanou hybnostou.

Cvicéenia
1. Ukézte, ze pre chemicky potencial p = u(7T, p) plynu idealnych bezstruktirnych Eastic plati

kT
w(T,p) = —kpTIn p)\:;(T)’ (106)

2. Ukazte, ze pomocou chemického potencidlu sa Maxwellovo rozdelenie da napisat v tvare

n(e) = exp H;ﬂ . (107)

3. Overte ekviparti¢ni vetu integrovanim Maxwellovho rozdelenia.
4. Najdite najpravdepodobnejsiu hodnotu velkosti hybnosti |p| v plyne idealnych astic.

5. Néjdite strednii hodnotu velkosti hybnosti (|p|) v plyne idealnych ¢astic. Pomocka: [; drade ™ = z.
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13 Kanonicky stbor

Videli sme, ze pri mikrokanonickom popise uzavretych termodynamickych systémov s fixovanymi hod-
notami E, N,V,... je klaCovym problémom néjst pocet mikrostavov N (E, N,V,...) vstupujaci do
Boltzmannovej formuly pre entropiu. Kombinatorickt tilohu o po¢te mikrostavov A viak vieme analy-
ticky rie§it iba v zriedkavych pripadoch. V tejto prednéske predstavime alternativny a omnoho prak-
tickejsi pristup k mikroskopickému popisu termodynamickych systémov.

Systém v tepelnom kontakte s rezervoarom

Nech systém, ktory bude predmetom skumania (dalej ¢asto iba “systém”), je v tepelnom kontakte
s rezervoarom pri teplote T. Polet Castic v systéme N a objem systému V nech su fixované. Pred-
za kongtantnd. Dvojicu “systém + rezervoar” budeme nazyvat “vesmirom”. Vesmir budeme povazovat
za uzavretd sdstavu s celkovou energiou Fiot. Pocet mikrostavov vesmiru pri energii Fio oznacme

-/\/tot (Etot) .

’Au‘pum

Nech skumany systém sa méZze nachddzat v mikrostavoch n s energiami F,. NaSou tlohou bude
vypocitat pravdepodobnost p, toho, Ze systém sa nachidza v zadanom mikrostave n. MnoZzina vietkych
mikrostavov n systému spolu s ich pravdepodobnostami p,, sa nazyva kdnonickym siborom.

Ak sa systém nachadza v mikrostave n s energiou E,, potom energia rezervoaru musi byt ot — Fy,.
Existuje pritom mnoZstvo mikrostavov rezervoaru s touto energiou. Ich pocet oznacme Nyes(Fiot —
E,). KedZe cely vesmir je uzavrety a popisany mikrokanickym stiborom, pravdepodobnost p, mozeme
pocitat tak isto ako v prednaske 10:

1
_ priaznive pripady = Nies(Etot — En) exp [@Sres(Etot - En):|
vsetky pripady Niot (Ftot) exp [ % Sion Etot)]

)

7

kde v druhej rovnosti sme pouzili Boltzmannov vztah medzi entropiou a po¢tom stavov. Indexy “res
a “tot” sa stale tykaja rezervoaru a vesmiru.

V rovnovaznom stave sa energia systému v kontakte s rezervoarom ustali na hodnote, ktort oznacme
E. 7 aditivity entropie potom vyplyva, 7e Siot(Eiot) = S(E) 4+ Sres(Ftot — F), t.j. entropia vesmiru je
stuctom entropie skimaného systému v rovnovaznom stave S = S(E) a entropie rezervoaru. Preto pre
pravdepodobnost p, mikrostavu n systému plati

Pn = €_S/kB X exp ésres(Etot - En) - és’res(EtOt B E)

Ale kedZe energia Eiot je omnoho vic§ia nez v8etky zmysluplné energie systému, pri vypocte entropie
Sres(Etot — Ey) mozeme pouzit Taylorov rozvoj Spes podla energie okolo energie (Eior — F) a zastavit
sa v prvom rade:

a‘S’I‘ES
oF

1

Sres(Etot - En) — Sres(Etot - E) + T

(E - En)>

(E - En) — Sres(Etot - E) +

pricom v druhej rovnosti sme vyuzili, Ze pre teplotu rezervoaru plati 1/7" = 0Sies/OE. Ak oznalime
rovnovaznu hodnotu Helmholtzovej volnej energie skimaného systému ako FF = F — TS, po dosadeni
Taylorovho rozvoja do vztahu pre p, dostaneme koneény vysledok

F-F,
Pn = €Xp < kT ) . (108)
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Vztah (108) udava pravdepodobnost p, toho, zZe systém s poctom Castic N, objemom V a pri teplote
T sa nachadza v mikrostave n.
Pre stcet pravdepodobnosti p, samozrejme musi platit ) | p, = 1. Z (108) preto zaroveil vyplyva,

7e musi platit
1 E, E,
bn =7 P < k:BT> ’ Zﬂ xp < kBT> (109)

Veli¢ina Z sa nazyva (kanonickou) Statistickou sumou. KedZe energie E, (N, V) jednotlivych mikro-
stavov vo vSeobecnosti zavisia od vel'kosti systému, t.j. od N a V, Statistickd suma je zjavne funkciou
premennych N, V,T. Recept na vypocet Z(N,V,T) je (v principe) jednoduchy: v prvom kroku je po-
trebné néjst vSetky mozné mikrostavy systému n, potom kazdému z nich priradit jeho energiu FE,, a
nakoniec vykonat suméciu v rovnici (109).

Kanonicky sabor a termodynamika
Ak porovname rovnice (108) a (109), voInd energiu systému mozeme vyjadrit pomocou kanonicke;j
Statistickej sumy:

|F =—kgTInZ| (110)

To znamend, %e zo znamej Statistickej sumy Z vieme vypoéitat Helmholtzovu volnii energiu ako funkciu
jej prirodzenych premennych N, V,T. Inymi slovami, pri znAmom Z (N, V,T) pozname fundamentalnu
rovnicu F' = F(N,V,T), a preto aj vetky rovnovazne vlastnosti skimaného systému.

V dalsom vyklade ukdZzeme, Ze termodynamické veliciny, ktoré mozno ziskat derivovanim funda-
mentélneho vztahu (110), moZno prirodzene interpretovat aj Statisticky, pomocou znalosti pravdepo-
dobnostnej funkcie p;,.

Prvé derivacie vol'nej energie F': energia, entropia a tlak
Zatnime pomocnym pozorovanim. Derivovanim vztahu (109) l'ahko overime, Ze platia identity:

1 /07 1 1 /07 1 0E,

D I e DI TN (A I S

Z \ 0T Nv kBT ~ Z \ oV Nt kBT ~ ov ) n
Preto pre entropiu plati

OF kT (0Z 1
=—[ == =kplnZ+ — | % =kplnZ + — L.
> <8T>N,V pRET <8T>N,V pmaT T;p

(i) Pre rovnovaznu hodnotu energie v8ak plati £ = F + T'S, preto (ak vyuzijeme vztah (110))
dostavame

E=) pnEn. (111)

Teda rovnovaZzna energia E je dand prirodzenou formulou: vadZzenym priemerom energii mikrostavov E,
s vahovacimi faktormi p,.

(ii) Ak dalej vyuzijeme, ze Y. p, = 1, vyraz pre entropiu sa da prepisat do tvaru
S =k ,,pnInZ+ E,/(kpT)]. Ale objekt v hranatej zatvorke je rovny —Inp,, preto vyraz pre
entropiu mozno prepisat do tvaru tzv. Gibbsovej formuly

S = —kp an Inp,. (112)

Tento vysledok je formalne analogicky vyrazu (111): entropia je vizenym priemerom veli¢in kg In(1/p;,)
pre jednotlivé mikrostavy.

(iii) Napokon, kedze pre tlak plati p = —(0F/0V)n,r, aj v tomto pripade dostavame Statistickt
interpretaciu, ktora je analogickd vztahu (111) pre energiu:

p= anﬁna (113)
n
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pricom m, = —(0E, /0V )N je “tlak” asociovany s mikrostavom n.

Druhé derivacie F: merné teplo
Merné teplo pri konstantnom objeme je definované vztahom Ney = (OE/OT) Ny . Ak energiu vyjadrime
pomocou vztahu (111), v ktorom dalej pouzijeme vysledok (108) pre p,, dostaneme

9 F(T) - B, E,—F 1
N = Eni -1 T nLon = nEn En - F )
cv ; a7 (exp knT ) ZP ( knT + kT2 ) kT2 ;p ( )

kde sme v druhom kroku vyuzili, Ze (8F/(9T)N,V = —5, a v tretom kroku zase identitu F' = E —T'S.
Lahko tieZ overime, Ze plati

an (En— E)=> pn(En— E)’ = ((AE)?),

kde ((AE)?) je stredna kvadratickd odchylka energie od strednej hodnoty v kdnonickom stibore. Vyraz
pre cy teda mozno zapisat v tvare

((AE)?) = NkpeyT?. (114)

Tento vysledok ma tri zaujimavé désledky: (i) musi platit ¢y > 0 v zhode s podmienkou termody-
namickej stability, (ii) fluktuécie energie /((AE)?) « VN a teda st malé (vo velkych systémoch)
oproti energii, pre ktora plati E oc N, (iii) merné teplo ¢y je mozné urcit z merania fluktuécii energie

v kdnonickom stabore.*?

Priklad: krystal s defektmi

Teraz predvedieme efektivitu kdnonického pristupu na priklade krystalu s defektmi, ktory sme Studovali
mikrokanonicky v prednagke 10. Ozna¢me jednotlivé atémy tvoriace krystal indexom ¢ = 1,..., V.
Energia e; atomu ¢&islo ¢ méze nadobudat dve hodnoty: ¢; = x;e, kde z; = £1. Mikrostav n celého
krystalu je potom plne charakterizovany zadanim hodnét xz; pre jednotlivé atomy, n = {z}. Energia
mikrostavu n je E, = Zf\i 1 Ti€ a Statistickd suma kryStdlu s defektmi ma tvar

ZINT) = Y exp< k:BTZ% ) - [Z exp (—&) [2cosh]N.

kgT
Tl &N r==+1 B

KTa¢ovy bol pritom druhy krok: Statistickt sumu pre systém s N stupiiami volnosti (t.j. N atémov)
sme prepisali ako sacéin N $tatistickych sium pre jeden stupeii volnosti (t.j. jeden atom). To bolo mozné
urobit, pretoZe celkova energia systému je jednoduchym stétom energii jednotlivych stupfiov volnosti,
t.j. jednotlivé stupne volnosti s od seba navzajom nezavislé.

Pre voInu energiu kry§talu F' = —kpT In Z preto dostavame vysledok

F(N,T) = —NkpTn [2 cosh k;T] .

Lahko moZno overit, 7ze tento vysledok je v zhode s mikrokanonickym vypoc¢tom v prednéaske 10.
Na druhej strane, pre pravdepodobnost p,, realizdcie mikrostavu n = {z} dostavame

N N exp (— a;e
pn = o (—,@};) ~ILs) )= >(+’“X pT<> =y

exp <

teda p, je safinom nezavislych pravdepodobnosti f(x;) realizacie stavov z; jednotlivych atémov. Aj
toto je vSeobecna vlastnost systémov s neinteragujicimi podsystémami.

Teraz explicitne ukazeme, ako mozno termodynamické veli¢iny pocéitat priamo zo Statistickych avah.
Napriklad priemerna energia atému ¢islo ¢ pri teplote T' je

5
g;) = Z f(z;) zie = —etanh T

45Takto sa merné teplo Casto meria napriklad pri numerickych simulaciach.
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v zhode s vysledkom cvicenia 10.1 pre celkova energiu krystdlu E. Podobne, priemerna hodnota §tvorca
energie v atome &islo i je (€2) = ) f(z;)(wie)? = €2, a preto

9

N2\ 2y N2 = 22 (- 2 ¢ ) _ (& ) _ 2
((8e) = 62) = (e =2 (1 - vant 157 ) o) =T

kde v poslednej rovnosti sme pouzili vysledok pre merné teplo z cvicenia 10.1. Tu si treba v8imnut, ze
fluktudcia energie jedného atému vébec nemusi byt mala.
Pre fluktuaciu energie celého krystalu vSak plati AE =), Ag;, a preto

<(AE)2> = Z (A&‘A&j) = Z <(A€Z)2> = Nk‘BCVTQ.

ij i
Tento vysledok samozrejme reprodukuje v8eobecne platny vztah (114). Dolezité je v8ak vidiet cestu k
nemu: zavislost ((AE)?) o< N a nie o N? pochadza z druhej rovnosti. T4 je zas dosledkom toho, Ze
pre i # j je (Ag;Aej) = 0, lebo fluktuécie v réoznych atomoch st navzéjom nezavislé.

Cvicenia

1. Skamajte nasledovny modifikovany model pre krystal s defektmi pri teplote T kazdy z N atémov sa moze nachadzat
v jednom z troch stavov, ktorych energie st —e, 0 a +¢. a) Najdite volna energiu F(N,T), entropiu S(N,T) a energiu
E(N,T) krystalu. Nacrtnite grafy teplotnej zavislosti tychto veli¢in. b) Vypocitajte stredné pocty N_(T), No(T) a N+(T)
atomov v stavoch s energiami —e, 0 a +¢ a nacrtnite grafy pre ich teplotné zavislosti.

2. To isté ako predchadzajice cviCenie, ale hladina 0 je dvakrat degenerovana.

3. Skamajte krystal z N molekdl DNA pri teplote T. Kazda molekula pozostava z M dvojic baz. Tieto dvojice mozu
byt zviazané (s energiou dvojice 0) alebo nezviazané (s energiou dvojice £). Kazda molekula sa moZze rozviazat iba z
jednej (a pre vsetky molekuly rovnakej) strany, povedzme Tavej. Teda kazda molekula pozostava z Tavého tseku s m
nezviazanymi dvojicami a pravého tiseku s M — m zviazanymi dvojicami, pri¢om m nadobida hodnoty od 0 do M. a)
Najdite statistickt sumu kry§talu. b) Najdite entropiu krystalu. Najdite stredny pocet (m) nezviazanych dvojic baz.

4. Diferencovanim vyrazu pre energiu (111) dostaneme dE = > Endpn + ., pPndEn. Pomocou (112) a (113) ukazte, ze
prvy ¢len je teplo T'dS a druhy ¢len je praca —pdV. Teda teplo stvisi s prerozdelenim mikrostavov, kym préaca stvisi so
zmenou energie mikrostavov. Pomocka: vyuzite, Ze plati > dpn, = 0. (Preco?)

5. Diferencovanim vztahu (113) ukazte, ze plati (9p/0T)n,v = (AEAp)/(kgT?). Z prednasky 7 pritom vieme, Ze
(Op/0T)n,v = a/kr kde a je teplotna roztaznost a k7 je izotermicka stlatitelnost. Teda fluktuacie (AEAp) v ka-
nonickom stibore nerasti s velkostou systému!

6. Hadzeme 3 kocky, pricom padne stcet 4. Aké4 je pravdepodobnost, ze na prvej kocke padlo ¢islo 17 (vSetky 3 kocky =

vesmir, prva kocka = systém, druha a tretia kocka = rezervoar).
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14 Idealny plyn: vnatorné stupne volnosti. Ekviparti¢na veta

V tejto prednaske preskimame vlastnosti (klasickych) jednozlozkovych plynov v kanonickom (N, V,T')
formalizme. Zameriame sa najmé na prispevok vibra¢nych stupiiov volnosti jednotlivych molekul k
volnej energii plynu.

Statisticka suma plynu

Ak uvazime, Ze mikrostavy plynu su charakterizované polohami {x} = (xi,...,xy), hybnostami
{r} = (p1,...,PnN), ako aj pripadnymi vnutornymi stupfiami volnosti {a} = (aq,...,ay) jednot-
livych molekil, potom skombinovanim vysledkov prednasok 11 a 13 dostavame nasledovny vyraz pre
kanonicka staticka sumu plynu:

1 Bxy ... BxydPpr ... 8 H({z}, Aa
s [y Lo (). D)) ws)

kde H({z},{p},{a}) je hamiltonian plynu. Obmedzime sa pritom na skimanie plynov, ktorych ha-
miltonidn mozno zapisat v tvare

N 2 N
p:
H=3 2 S  Hypi + Ulxi, o x). 116
2 2m+¢:1 nt,i + U (x1 XN) (116)

Prvy ¢len je su¢tom kinetickych energii jednotlivyich molekul a zavisi od hybnosti {p}. Podobne druhy
¢len je suftom vnutornych energii molekul a zavisi od ich vnatornych stavov {a}. Treti ¢len popisuje

interakcie medzi molekulami.6

Faktorizacia Statistickej sumy
KedZze v hamiltoniane (116) sa suradnice, hybnosti a vnitorné stupne volnosti navzajom nezavislé,
Statisticka suma sa faktorizuje na prispevky kinetickej energie, vnutornej energie a potenciilnej energie,

Z = ZkinZinthot-

Naviac, ked7ze ako kineticka tak aj vnutorné energia su suc¢tami nezévislych prispevkov od jednotlivych
molekul, aj tieto mozno d'alej faktorizovat. Tak dostédvame:

* dp % o 3N
Zxin = [/_oo o P <_2mk5£F>] = (2kin)”", (117)
N
Zing = !Z exXp (_ ki%)] = (Zint)N’ (118)
1 U(Xl,...,XN) VN
Zpot = NI /d3X1 . d3xy exp <_M = ﬁzpot (119)

VoIn4 energia plynu F = —kgT In Z je teda sa¢tom niekol'kych prispevkov, ktoré je vihodné rozdelit na
voInu energiu idedlneho bezgtruktarneho plynu Figq, volnt energiu internych stupiiov vol'nosti molekul
Fint a prispevok interakeii Fpor:

= Ed + -Fint + Fpota (120)
VN
Fqa = —-3NkgTInzg, — kgTln NT
Finy = —NkpTln ziy,
Foot = —kpTIn zpet.

Teraz postupne preskimame vsetky tri prispevky.

46predpokladame pritom okrem iného, 7e tieto interakcie nezavisia od vnttorného stavu molekil ani od ich rychlosti.
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Vol'na energia idealneho bezstruktiurneho plynu
Integral (117) definujuci Staticki sumu 2y, budeme pocitat substitiuciou p = zv/2mkpT. Ak pritom
vyuzijeme vysledok ffooo dre=2° = \/m/a, dostaneme

. /oo dp o ( 2 ) 1 AT) 2mh
in = 55 & T omkaT )] T = T/
k 2k CP\T2mksT ) Ty J2rmkgT

kde )\ je termélna dlzka (znama z prednasky 12). Ak naviac vyuZijeme Stirlingovu formulu v druhom
¢lene vo formule (120) pre Fiq, dostaneme koneény vysledok pre volni energiu idealneho bezstruktur-
neho plynu:

|4

Lahko mo#no overit, Ze fundamentélna rovnica F' = Fiq(N, V, T) reprodukuje vysledky z prednasky 12.47

Prispevok vniitornych stupiiov vol'nosti

Pod vniitornymi stupiiami volnosti molekil rozumieme vnatorné pohyby vnuitri molekuly. Typicky ide
o excitacie jadra, excitacie elektréonového obalu, vnutorné kmity atémov v molekule a rotacie molekuly
ako celku. Obvykle tieto pohyby mozno povazovat za nezavislé, a preto

Hiny = ];Ijadro + Hel + Hvib + Hyot.
Pre gtatistickti sumu znt preto plati zingt = ZiadroZel ZvibZrot- EKvivalentne tiez mozno pisat
p p i p
Ent = F}adro + Fel + Fvib + Frot7

pricom F; = —NkpT In z;, kde j ¢isluje rozne stupne volnosti.
Vietky skimané stupne volnosti je v zasade potrebné opisat pomocou kvantovej mechaniky, preto
napriklad Statistickd suma pre stupen volnosti j = vib je dana vztahom

Evib,
zin = Y exp (— 327 |
n

kde eyip je energia n-tého excitovaného stavu vo zvolenom vibracnom mode.*® Typické excitatné
energie medzi zakladnym a prvym excitovanym stavom spliiaji sadu ostrych nerovnosti Ejadro > Eel >
Evib > Erot-

Pripominame, Ze Statistické sumy z; zavisia iba od teploty. Preto prispevok Fi,; nezavisi od ob-
jemu systému a mozno ho zapisat v tvare Fin(N,T) = N fint(T). To v8ak znamend, ze ¢len Fiy sice
ovplyvituje merné teplo, ale neovlyvituje tvar stavovej rovnice pre tlak.

Prispevok jadier a elektrénov

Obmedzime sa na skdmanie teplot, pre ktoré plati kT < €. V takom pripade do Statistickych stim
Zjadro @ Zel Prispieva iba zakladny stav jadier a elektronov, ktory vSak moze byt degenerovany. Ak
degenerdcie zakladného stavu jadier a elektrénov oznacime 2Sjadro + 1 @ 2S¢ + 1, potom plati

F}adro = Ngjadro,O - NkBTln(QSjadro + 1)7 Fel - NEel,O - NkBT 1n(zgel + 1)

KedZze volnd energia ' = I/ —T'S a energie jadier a elektrénov st Nejadro,0 @ INeel0, 0dtialto vyplyva,
ze entropie jadier a elektronov st dané od teploty nezavislymi konstantami Sjadro = Nkp In(2Sjadro +1)
a Se; = NkpIn(2Sg + 1). Tieto vysledky sa samozrejme dali dostat aj z Boltzmannovho vzorca pre
entropiu.

Prispevok vibracngch mddov
Skimajme prispevok k volnej energii od vibraéného moédu s frekvenciou w. Podla kvantovej mechaniky

4"Netreba pritom zabudnit, Ze A je funkciou teploty.
*8Vibra¢nych modov méze byt viac, zavisi to od typu molekuly.
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sa oscilator s frekvenciou w méze nachadzat v stavoch n = 0,1,... s energiami &, = Aw(n + 1/2).
Statistickd suma pre takyto oscilator preto je

h h
) i) _ exp (~afer) e (—alr)
Zvib—exp< 2kBT>ZeXp< )-exp( Qk-BT)Zq 1—gq _1 ( h‘”)?
— exp

T kT

kde sme zaviedli oznacenie ¢ = exp[—hw/(kpT)] a pouzili sme vzorec pre sumu nekone¢ného geomet-
rického radu. Prispevok k volnej energii plynu skimaného vibra¢ného modu potom je

o
Fan = N+ NkpTln [1 - exp ()] - (122)

Pravdepodobnost f,, Ze oscilator sa nachadza v stave n s energiou Aw(n + 1/2), je podla pred-
nasky 13 dana vztahom

exp (_2lng> exp (—%) = [1 — exp (—%)] exp (—%) .

Preto stredny pocet vibra¢nych kvant (n) v skimanom vibratnom mode pri teplote T mozno poéitat

nasledovne: . .
(n) = ann = [1 — exp (—%)} Znexp (—]Zg’%) .
n=0

n=0

Zvib

Sumu ) >7 yne” " mozno poéitat nasledovnym trikom. Skamajme funkciu F(z) = ) 7 e "*. Plati

S gne " = —dF/dx. Ale F(z) = 1/(1 —e™®). Preto > oo qne ™ = e~%/(1 — e~%)% Po dosaden
do vyrazu pre (n) tak dostavame vysledok

1
exXp (m) —1

Vztah (123) pre stredny pocet kvant pri teplote T' plati pre akykolvek harmonicky oscilator.
Stredna hodnota energie vibratného modu pri teplote T je () = hw({n) + 1/2). Preto prispevok
vibra¢ného modu k energii plynu je

(n) = (123)

V limite vysokych teplét kpT > hw odtialto dostavame Eyy, = NkpT, a preto v tejto limite kazdy
vibraény mod prispieva k mernému teplu plynu ¢lenom Neyyi, = (OE/OT)N v, Cize cyvib = kB.
V&imnime si, Ze vo vysokoteplotnej limite Fyj, nezavisi od h.*? Teda v tejto limite sa kvantové tedria
musi redukovat na klasicki teoriu.

2 Gy
ke,
hw &
=z
) T ° i ﬁBT
Ekviparti¢na veta

V prednaske 12 sme ukézali, Ze kazda zlozka hybnosti kazdého atému prispeje k mernému teplu plynu
¢len kp /2. Viimnime si, Ze hamiltonian harmonického oscilatora obsahuje ¢len imerny $tvorcu hybnosti
aj $tvorcu suradnice. Takyto oscilator zas prispieva k mernému teplu v klasickej limite ¢lenom kp.

49 Fib v tejto limite nezavisi ani od vlastnosti oscilatora, napr. frekvencie w.
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Poniika sa teda interpretécia, ze kazda premenna (¢ uz stradnica alebo hybnost), od ktorej energia
zavisi kvadraticky, prispeje k mernému teplu ¢len kp/2. Toto tvrdenie sa nazyva eviparti¢nou vetou.

Ekviparti¢nd vetu mozno jednoducho dokazat nasledovnym spésobom. Nech ¢ je niektora z premen-
nych, ktoré popisuju stav systému (stiradnica alebo hybnost). Dalej nech ¢ je nezdvisla od ostatnych
premennych a nech v hamiltoniane systému existuje ¢len Ag?, kde A je vhodny koeficient. Potom
sdaradnica q prispeje k Statistickej sume systému multiplikativnym faktorom

oo
. _AiqZ . TFkBT
z = const x /_OO dqg exp ( kBT) = const x 1
Nasledne tato premennd prispeje k volnej energii ¢lenom
1 kgT kgT T
0F = —kgT <2ln7rj +1nconst) :—%lnf},

kde teplota Ty je uréend hodnotami A a const (ale pre nas argument ju nepotrebujeme poznat). Odtial'to
vyplyva, Ze prispevok k entropii, energii a mernému teplu je
OoF kg < T ) kT OE kg

T > lnfoJrl 5E:5F+T<SS:T, 50‘,:87_ >

Tym je ekvipartitné veta dokazané. Treba si vSak uvedomit, Ze pri argumentacii sme povazovali su-
radnice a hybnosti za nezévislé premenné. To je vSak pravda iba v klasickej (nekvantovej) fyzike. V
limite nizkych teplét, kedy kvantové efekty nemozno zanedbat, ekviparticnéd veta neplati.

*Prispevok medzimolekulovych interakcii
Medzimolekulové interakcie prispievaji k volnej energii plynu (120) ¢lenom Fjo, v ktorom

1 U(x1,...,X
Zpot = ‘/]V/dsx:[ d3XN exp <_(1]§Bj—']\[)> .

V idedlnom plyne bez medzimolekulovych interakcii plati U = 0, a preto Fpoy = 0. Vypocet zpot v
pritomnosti interakcii nie je jednoduchy a vo v8eobecnosti sa da urobit iba priblizne. Tejto tlohe sa
venuje rozsiahla literatara, my sa jej v8ak nebudeme venovat.
Casto pouzivand priblizna formula pre Fj,o; ma tvar
2
&m:—%ﬁ+N@TmV¥#F
kde a,b st vhodné konstanty. Prvy ¢len suvisi so slabou pritazlivou interakciou medzi molekulami,
kym druhy ¢len popisuje, ze molekuly sa zhruba spravaja ako tuhé gule konetného rozmeru. S takto
zvolenou volnou energiou F,; mé rovnica pre tlak plynu tvar

_ (OF\  (0F4\  (0Fw\ _ NkgT N
P=7\ov)yr ™ \ov )yr VoV )y VoNb V2

¢o je znama fenomenologicka van der Waalsova stavové rovnica.

Cvicenia

1. Nakreslite volnii energiu, energiu, entropiu a merné teplo pre harmonicky oscilator ako funkcie teploty.

2. Najdite hodnotu vyrazu \/((AE)2)/(E) pre harmonicky oscilator. Nakreslite zavislost tejto veli¢iny od teploty.

3. Nech moment zotrvacnosti dvojatomovej molekuly je J. Potom podla kvantovej mechaniky dovolené hodnoty rotacnej
energie st g, = h21(I+1)/(2J), kde | = 0,1,....5° Degeneracia hladiny [ pritom je 2/ 4 1. Napiste formulu pre 3tatisticki
sumu zrot takychto rotacii. Najdite hodnotu zyo¢ v limite vysokych teplot. Pomécka: sumu cez | mozno nahradit integ-
ralom. (Pre¢o?) Vysledok interpretujte pomocou ekviparti¢nej vety.

4. Najdite merné teplo cy plynu dvojatémovych molekal v klasickej limite. Navod: najdite pocet premennych, od ktorych
zéavisi energia molekil kvadraticky.

5. N4jdite prispevok premennej ¢ k mernému teplu v klasickej limite, ak v hamiltoniane systému existuje ¢len Ag®.

6. Vypocitajte entropiu van der Waalsovho plynu (bezstruktirnych astic).

30Pre jednoduchost pritom predpokladame, Ze molekula je tvorena réznymi atémami. Pre rovnaké atomy hra rolu
nerozligitelnost jadier.
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15 Ziarenie ¢ierneho telesa

V tejto prednéske budeme skumat, ¢o sa nachadza vnitri uzavretej (a na pohlad prazdnej) dutiny,
ktorej steny drzime pri teplote T'. Najprv ukdZeme, %e dutina nemdze byt celkom prézdna: pri koneénej
teplote sa totiz ¢ast atomov v jej stenach nachadza vo vzbudenych stavoch, a tieto atdémy potom mdozu
emitovat ziarenie do dutiny. V rovnovaznom stave v3ak musia byt procesy emisie presne kompenzované
procesmi absorpcie ziarenia. Teda v dutine bude existovat rovnovazne Ziarenie, ktorého vlastnosti st
charakterizované teplotou T

Médy v rezonatore

Pre jednoduchost predpokladajme, Ze dutina ma tvar kocky s hranou L.3! Elektromagnetické pole
so zlozkami £ a B musi vnatri dutiny splhat Maxwellove rovnice bez pridov a nabojov. Ak polia
reprezentujeme pomocou vektorového potencidlu A prostrednictvom vztahov &€ = —0A /0t a B =
V x A, pricom zarovenn ziadame, aby platila (tzv. kalibratnd) podmienka V - A = 0, potom tri z
Maxwellovych rovnic st identicky splnené. Rovnica pre magnetické pole potom nadobudne tvar

1 9& 92A

— _ 2
= C*QE, 78t2 =cC AA

V xB
Ak pre jednoduchost naviac predpokladéame, Ze steny dutiny st dokonale vodivé, potom na stenach
dutiny maju platit okrajové podmienky £ || n a B L n, kde n je normala k povrchu dutiny.
D4 sa ukézat, 7e vlnovi rovnicu aj okrajové podmienky spliaji riesenia tvaru

Ay(z,y,2,t) = A(t) ey coskzx sinkyy sink,z,
Ay(z,y,2,t) = A(t)ey sinkyx coskyy sink,z,
A (x,y,2,t) = A(t)e, sinkgx sinkyy cosk,z,

kde vektor e = (e, ey, e,) nazyvame polarizatnym vektorom a vektor k = (kz, ky, k,) budeme pre
kratkost nazyvat vlnovym vektorom. Ich hodnoty v8ak nie st Iubovolné a musia byt splnené nasledovné
podmienky:

k = %(m,ng,ng), e-k=0, (124)
pri¢om nj,ng, n3 si prirodzené &isla. Z podmienky kolmosti vektorov e -k = 0 vyplyva, Ze pre zvolentu
hodnotu k buda existovat dve nezévislé vol'by polarizatného vektora, ktoré budeme ¢islovat indexom A
s hodnotami 1 a 2. Tieto dve volby budeme oznaovat eyy. Pre konkrétnost budeme predpokladat, 7e
polariza¢né vektory si normované, |ex)| = 1. RieSenie popisané dvojicou hodnot k, A budeme nazyvat
moédom. Amplitida médu A(t) musi naviac spliiat pohybovi rovnicu A+ w,%A = 0, ktord ma rovnaky
tvar ako pohybova rovnica pre harmonicky oscilator s frekvenciou wy = c|k|. V&imnime si, ze frekvencia
wy, zévisi iba od velkosti vektora k a nezéavisi od smeru polarizacie médu k, .

Da sa ukazat, ze akékolvek rieSenie Maxwellovych rovnic pre elektromagnetické pole mozno vyskla-
dat z prave popisanych médov. f)alej sa da ukazat, Ze energia vieobecného rieSenia je su¢tom energii
jednotlivych médov.

Kvantova teoria elektromagnetického Ziarenia
Ak oznacime elektrické a magnetické pole v mode k, A symbolmi &y a By, pre energiu elektromag-
netického pola v moéde k, A dostaneme:5?

€ €oc? 1 0A\? 1
By = /d3x [205ﬁ>\ + 028120\] =sM <8t> + iMw;%AQ,

kde sme zaviedli oznafenie M = ¢yV/8. Teda vyraz pre energiu modu k, A je rovnaky ako pre energiu
harmonického oscilatora s hmotnostou M, frekvenciou wy, a amplitadou A.

*10cakavame, Ze pre velke L by vysledky nemali zavisiet od tvaru dutiny.
52Uzito¢né vztahy pritom si fOL dx cos® kx = fOL drsin? kx = L/2.
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Podla klasickej teorie elektromagnetického Ziarenia moéze energia moédu nadobudat Tubovolnia hod-
notu. D4 sa vSak ukézat, zZe podobne ako v pripade mechanického oscilatora, aj v kvantovej teérii pre
ziarenie moze energia modu k, A nadobudat iba diskrétne hodnoty

Ey ) = hwy(ne 4+ 1/2), (125)
kde ny x je pocet excitacii (fotonov) v tomto mode. Podl'a kvantovej tedrie je teda mikrostav Ziarenia

vnuatri dutiny zadany sadou ¢isel {ny »}, t.j. poctov foténov v jednotlivych moédoch dutiny.

Vol'na energia EM pola v rezonatore pri teplote T
Kedze jednotlivé mody Ziarenia v dutine st navzajom nezavislé, statistickd suma pre systém fotéonov v
tepelnej rovnovahe s dutinou pri teplote 7' ma tvar Z = [] ) 2k x, kde 2k ) je 8tatistickd suma pre mod

k, \.?3 Pre volnt energiu Ziarenia teda plati F = —kgTInZ = —kgT ZkA In 2 . Ak teraz vyuZijeme
vysledok pre volnd energiu harmonického oscilatora z prednasky 14, dostaneme vyraz
1 huwy,
F:ka;hwk+k:BTkz;1n [1—exp (chTﬂ (126)

Prvy ¢len v (126) nezavisi od teploty a energiu Ziarenia mozno merat vzhladom na tento ¢len, preto o
fiom dalej nebudeme uvazovat.?*

Podl'a (124) lezia dovolené hodnoty “na milimetrovom papieri” v k-priestore s krokom 7 /L, pri¢om
s kazdym bodom je asociovany objem v k-priestore (7/L)3. Naviac, kedze L nadobuda makroskopicky
velké hodnoty, “milimetrovy papier” je velmi husty. Preto sumu cez k z akejkol'vek (rozumne hladkej)
funkcie F'(k) mozno chapat ako Riemannovu sumu pre integral:

() 00~ [k [Tan, [T roo = ¢ [ e,

kde v druhej rovnosti sme integral rozsirili na cely priestor a predpokladali sme pritom, Ze funkcia
F (k) je parnou funkciou vsetkych zloziek k;. Teda pre sumu cez k mozno (symbolicky) pisat:

V
> = / k. (127)
(2m)?
k
Ak vyuzijeme procediru (127) vo vyraze pre volni energiu ziarenia, mozeme pisat

Vv ) hek kgTV [ hek
F=2kgT— [ &®kIn |1 — = dkk*In |1 —
s [ |1 e (i) | = 20 [t 1o (7).

kde multiplikativny faktor 2 pochddza zo sumécie cez polarizacie A. V druhom kroku sme presli k
integracii vo sférickych suradniciach. Ak dalej pouzijeme substituciu x = hck/(kpT) a vyuzijeme

vysledok [;° dza®In[l —e™*] = —x*/45,% napokon dostaneme
a 72 ki
F=—-vrt =8, 128
3770 YT 15 (he) (128)

Vysledok (128) je hladanou fundamentélnou rovnicou pre elektromagnetické ziarenie. V8imnime si, ze
plati F' = F(V,T), t.j. volné energia nezavisi od po¢tu fotonov N. Teda chemicky potencial pre fotony
je p = (0F/ON)yr = 0. Pre entropiu, energiu a tlak ziarenia v dutine dostavame vztahy

oF 4a OF a
S=—(=—| =—VT13 E=F+TS=avVT* =— (=) =-1%
<8T>V 3 VI +TS=aVl®,  p <8V)T 3

53Mlcky pritom predpokladame, Ze dutina je vyrobeni z takého materialu, ktory umoziiuje vymenu energie medzi
dutinou a foténmi vo v8etkych modoch.

*Tento krok nie je celkom nevinny, pretoze prvy ¢len v (126) je formalne divergentny.

55Integraciou per partes totiz moZno integral previest na znameji tvar:

[e’e} . ) [e’e} 3 —x Oodl'{L'3 7T4
dza?1 1_—12[51 1__1] _/dfie :_;/ -
/0 w2 In e 5 In( e) 0 o T3 1 v 3 )y er—1 45
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Z tychto vztahov okrem iného vyplyva, Ze stavové rovnica foténového plynu mé tvar pV = E/3.
Celkova energiu foténového plynu mozno alternativne pocitat aj pomocou znameho vyrazu pre
stredny pocet kvant (nyy) v mode k, A:

E= Z hwk, nk>\ =2 Z / dk——— thS = V/ dwp
( ﬁck 0 eXp hck

k €Xp

kde v tretej rovnosti sme presli od sumy k mtegralu, ktord sme vykonah vo sférickych suradniciach.
V poslednej rovnosti sme zaviedli veli¢inu p(w), ktora meria hustotu energie (vztiahnutu na jednotku
objemu) v intervale frekvencii medzi w a w + dw:

h w3
2.3 :
e exp (kaT> -1

Vyraz pre p(w) sa nazyva Planckovym zékonom pre frekvenéné rozdelenie hustoty energie Ziarenia pri
teplote T.%% V&imnime si, Ze pre malé frekvencie hw < kT plati p(w) ~ w?kpT/(7%c3), Cize hustota
energie rastie so Stvorcom frekvencie w a nezavisi od A, teda ju moino dostat z ¢isto klasickych dvah.

plw) = (129)

hw

Naopak, v limite vysokych frekvencii iw > kT plati p(w) o w3 exp (—?> teda hustota energie
klesa exponencidlne a kvantovy popis je nevyhnutny.

KedZe hustota energie ziarenia je E/V a kedZe zaroven vetky fotony sa pohybuja rychlostou c,
hustota toku energie ziarenia je ¢ x E/V . Zaroven sa v8ak fotony pohybuji vSetkymi moznymi smermi,
t.j. do plného priestorového uhla 47. Preto hustota toku energie, ktord sa v rovnovaznom plyne foténov
§iri do jednotkového uhla je

energia c B ac_y

B plocha x cas x uhol 47V 4r

/

As P(w\

285, +o

Ziarenie ¢ierneho telesa
Teraz preskimame tok energie za jednotku Casu, P, ktory je vyZzarovany z dutiny, ak na jej povrchu
vyrobime maly otvor s plochou S. Najprv pritom preskiimame prispevky k dP od Ziarenia, ktorého
smer §irenia zviera s normalou k povrchu uhol medzi 6 a 6 + df a vysledky napokon s¢itame.

Priestorovy uhol, do ktorého skiimané Ziarenie vylietava, ndjdeme (z definicie) pomocou plochy
dS’, kam takéto Ziarenie dopada na guli so stredom v ploche S a s (velkym) polomerom R:

y .
dQ = % = M = 27 sin 0d#.

Dalej, ziarenie vylietavajuce skimanym smerom prechidza cez plochu S, ktord je zmensend oproti
ploche otvoru: S (0) = Scos@. Preto vykon vyzarovany otvorom do skimaného uhla je dP = 5.5, dS2
a celkovy vykon je

w/2
P—/dQSJ_j—QW/ dfsinf cosf x Sj =7wS5j.
0

Pre vykon vyzarovany jednotkou plochy otvoru teda plati Jemisia = P/S = mj. Ak sem dosadime
vysledok pre j, napokon dostaneme

2 1.4
1 ac 7w kp
JemisiaZUT s O—ZZ:%W (130)
36Striktne vzaté, experimenty nemeraji hustotu energie, ale hustotu prisluiného toku energie Jj(w) = Zp(w), defino-

vani analogicky ako tok j, pozri dalsi vyklad.
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Tento vysledok sa nazyva Stefanov-Boltzmannov zakon.

Napokon ukézeme, ze (130) neplati iba pre vyzarovanie dutiny s malou dierkou, ale pre Ziarenie
kazdého absolatne ¢ierneho telesa, t.j. telesa, ktoré pohlti vSetko Ziarenie, ktoré naii dopadne.

Najprv si uvedomime, 7e dutina s malou dierkou je absolitne &erna: kedZe dierka je mala, pravde-
podobnost, Ze nejaky lu¢, ktory do nej vnikne, sa odrazi od stien dutiny naspét von, je zanedbatelna.

Dalej uvazime, 7e ak je ziarenie v dutine v rovnovéhe so ziarenim vonku z dutiny (pri rovnakej
teplote T'), potom dutina okrem toho, 7ze Zziari, zarovenn pohlcuje (rovnaky) Zziarivy vykon JemisiaS-
Takyto vykon viak potom pohlcuje akékolvek ierne teleso s plochou S. Ak je vSak takéto teleso v
tepelnej rovnovahe s okolitym Ziarenim, musi zéroveil vyzarovat ten isty vykon JemisiaS-

Vyzarovanie je vSak vlastnostou telesa pri teplote T, teda bez ohTadu na to, ¢i je teleso obklopené
tepelnym Ziarenim, ak toto teleso ma teplotu 7', potom jednotkova plocha jeho povrchu bude vyzarovat
vykon Jemisia-

Ak sktimané teleso nie je absolutne &ierne a ak pohlcuje povedzme iba zlomok A < 1 nan dopada-
jucej energie, potom takéto teleso vyzaruje iba zlomok A X Jemisia z jednotkovej plochy povrchu.®7

Cvicenia

1. a) Ukazte, ze ak EM pole reprezentujeme prostrednictvom vektorového potencidlu, Maxwellove rovnice sa redukujt na
vlnovi rovnicu pre A. b) Ukazte, ze mody k, A spliiaji okrajové podmienky a aj kalibracnt podmienku. ¢) Skontrolujte
hodnotu M vo vyraze pre energiu médu Fx». d) Ukazte, ze indukované plogné hustoty naboja a priadu na povrchu dutiny
z idealneho vodic¢a spliiajiu rovnicu kontinuity.

2. Vypoditajte stredny pocet fotonov v dutine s objemom V pri teplote T. Ak4 velkd entropia pripada v priemere na
jeden foton?

3. Skimajme idedlny plyn v dutine s koncentraciou atémov n. Pre aké teploty 71" dominuje vnitri dutiny tlak plynu,
resp. Ziarenia?

4. Entropia vesmiru je dominovana entropiou foténov. Pri rozpinani vesmiru sa nemeni rozdelenie foténov, preto ich
entropia S = —kp Y., pnlnp, je konstantna. UkaZte, Ze pri naraste objemu dutiny (=vesmiru) V — 7 x V energia

modu klesne podla fiw — hw/rl/?

. Ak sa pritom rozdelenie foténov nema zmenit, ako sa musi menit teplota vesmiru pri
rozpinani? NapiSte rovnicu adiabaty pre vesmir. Vysledok porovnajte s termodynamickym vypocétom entropie.

5. Odhadnite teplotu povrchu Slnka. Vstupné idaje: zo Slnka na Zem dopada tok energie J ~ 1400 Js~'m™2. Vzdialenost
Slnko-Zem je 1.5 x 10'* m. Polomer Slnka je 7 x 10% m.

6. Majme dve rovnobeZzné absolitne Cierne platne udrziavané pri teplotach 75 > T7. Nech platne majia rovnaké plochy
S a medzi nimi nech sa nachadza vikuum. Potom z platne 2 do platne 1 pradi tok energie I = o(T% — T71)S. Ako sa
zmeni tento tok, ak medzi platne vloZime tretiu (absolitne ¢iernu) platiiu a po¢kame, az sa jej teplota ustéali na hodnote 77
7. Termodynamické odvodenie fundamentalnej rovnice pre tepelné Ziarenie. Kvoli extenzivite predpokladajte, ze F/(T,V) =
Vg(T), kde g(T') je nejaka funkcia teploty. Predpokladajte tiez, Ze plati E = 3pV (Co je rovnica, ktora plati pre idealny
plyn Castic, ktorych energia linearne zavisi od k, pozri prednasku 21). Ukazte, ze potom musi platit F(T,V) o VI,
Pomocou podmienok stability fixujte znamienko pravej strany v tejto zavislosti.

TV tejto tivahe mono zohladnit, 7e absorpeny koeficient je frekvendne zavisly, A = A(w).
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Excitacie tuhej latky mozno obvykle rozdelit do dvoch navzajom slabo interagujicich skupin: kmity
mriezky na jednej strane a excitacie elektréonov na strane druhej. Ak tuhej latke zvySujeme teplotu,
potrebujeme dodat teplo obom skupinam exciticii. Preto merné teplo tuhej latky bude sué¢tom dvoch
prispevkov. V tejto prednéske preskiimame iba prispevok kmitov mriezky k mernému teplu tuhej latky.
Co sa tyka prispevku elektronov, v pripade izolantov ho moZno obvykle zanedbat. V pripade kovov
tento prispevok preskiimame neskor.

Pozdi?ne kmity jednorozmernej tyce

Najprv sa obmedzime na najjednoduchsi pripad pozdlznych kmitov jednorozmernej tyce. V takom
pripade sa bod z nedeformovaného krystalu v ¢ase ¢ premiestni do bodu so siradnicou x + u(z,t).
Pole u(z,t) nazyvame polom vychyliek. Pre jednorozmernt ty¢ dizky L s pevnymi koncami dostavame
okrajové podmienky u(0,t) = u(L,t) = 0. Ak hmotnost ty¢e je M, potom p = M/L je jednorozmerna
hustota tyce.

Hmotnost tseku tyce medzi x a x+dx je pdz, preto kinetickd energia tohto tiseku je %p(@u/@t)de.
Relativne natiahnutie skiimaného useku je [u(x + dz) — u(x)]/dx = Ou/dx. KedZe potencidlna energia
deformécie tiseku je imerna Stvorcu relativneho natiahnutia, dostdvame pre fu %A(E)u/ 0x)2dz, kde A
je vhodné konstanta. Preto energia kmitajtacej tyce je

B [T b (37 11 (3]

Podobne ako pre elektromagnetické pole, aj v pripade kmitajicej tyce teraz rozlozime pole vychyliek
do modov charakterizovanych vinovym vektorom k a amplitudou Ug(t):

up(z,t) = V2Uy(t) sin k.

Kvoli okrajovym podmienkam pritom musime Ziadat, aby & = nxw/L, kde n je prirodzené ¢islo. Dosa-
denim tohto vztahu do vyrazu pre E dostavame energiu médu k:

2 2
By= M (%) + JALKUE = §M (%5 )+ 3MeRUL,

kde sme zaviedli frekvenciu wy = vk, pricom v = y/A/p. Vyraz pre Ey moZzno interpretovat ako energiu
harmonického oscilatora s hmotnostou M, frekvenciou wy, a sturadnicou Uy. Ako je zndme z mechaniky,
prislugny kmitavy pohyb je zvuk a v je jeho rychlost.

Podl'a klasickej fyziky moze energia FEj kmitov v méde k nadobudat Tubovolné hodnoty. Av-
sak podla kvantovej mechaniky st dovolené iba energie hiwy, (ng + 1/2), kde ng nadobtudajiu hodnoty
0,1,2,.... D4 sa ukazat, 7e energie jednotlivych modov su nezavislé, a preto pre energiu tyce plati

H=> hwy (np+3). (131)
k

Mikrostav tyCe je teda popisany stiborom poctov excitacii {nx} (tzv. fonénov - t.j. kvant zvuku) v
jednotlivych médoch.

Kmity trojrozmerného krystalu
Co sa zmen{, ak mame do ¢inenia s trojrozmernym krystalom? Jednak, polohy v krystéli nie st charak-
terizované jednou siradnicou z, ale polohovym vektorom x. Preto viny sa mézu Sirit vSetkymi smermi
a dovolené hodnoty vlnového vektora buda

T

k = —(n1,n9,n3),

L( 1,12,13)
kde n; st prirodzené ¢isla, rovnako ako v predo§lej prednaske. Naviac, aj vychylka v mieste x nie
je popisana jednym ¢islom, ale vektorom u(x). Pre zvoleny smer $irenia vlny k preto prichadza do
tivahy bud vychylka rovnobezna s k, alebo dva rozne smery u kolmé na k. Prislugné médy nazyvame
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pozdlznym alebo (dvomi) prie¢nymi zvukmi a rozlidujeme ich indexom A, ktory nadobtida hodnoty
1,2, 3. Teda kmitavy mod je charakterizovany dvojicou k, A. Rychlosti pozdlzneho a prie¢neho zvuku
st pritom vo vSeobecnosti rozne. Ak ich oznacime v|| a v, pre frekvencie modov k, A plati

wkH = V”]{Z, WE| = VJ_I{?.

Teda frekvencie moédov zévisia len od vel'kosti vinového vektora k a nie od jeho smeru.
V kvantovej teorii je mikrostav krystélu opét popisany poctami fononov {nxy} v jednotlivych mo-
doch, pri¢om dovolené hodnoty nyy su 0,1,2,. ... Celkova energia mikrostavu je pritom dana vztahom

H = ZZhka (nk>\ + %) (132)
k

A=1

v uplnej analogii s vyrazom (131) pre jednorozmernt tyc.

Suma cez vlnové vektory v hamiltonidne (132) bezi podla nasho doterajsieho vykladu cez nekone¢ny
pocet bodov. Ale nagou ambiciou je pouzit vysledok (132) na popis kone¢ného krystalu s N atémami,
ktory ma 3N stupiiov volnosti. KedZe rolu stupiiov volnosti v (132) hraju mody k, A, ich pocet tiez musi
byt rovny 3N. Inymi slovami, dovolenych m4 byt iba N hodnét vinového vektora k. Preto ziadame,
aby dovolené vektory lezali vniitri gule s polomerom kmyay.>® M4 teda platit:

|4 Vo [ Vi3
N = Z ]__)3/ d3k:72 dkk? = many
Kok T b 2T o o
kde sipka popisuje nahradenie sumy integralom podobne ako v predoslej prednaske. Pre maximalny
vlnovy vektor sme teda dostali vysledok

2 1/3
Fmax = <6WVN ) . (133)

Statistickd mechanika kmitov krystalu
Stredny pocet kvant (nyy), ktoré st pritomné v mode k, A, sme vypocitali v prednagke 14. Ak tento
vysledok pouzijeme pri vyhodnoteni energie (132), dostaneme

E(T)=> ) hwa ((mo) +3) =) ZL:M + E(0),
A=1 k A=1 k €XD (kBk%) -1

kde E(0) = >, hwkr/2 je energia nulovych kmitov krystalu. KedZe tato energia nezéavisi od teploty
a preto neovplyviiuje tepelné vlastnosti krystalov, odteraz ju nebudeme brat do tvahy.>® Po prechode
od sumy k integralu nakoniec pre teplotne zavisli ¢ast energie kmitov krystalu dostaneme vysledok

Vo /’f dk vk
0

exp (2‘;*%“) -1

Tato formulu teraz budeme vyhodnocovat v dvoch limitnych pripadoch.

(134)

A=1

Limita nizkych teplot
Najprv predpokladajme, Ze maximalna energia kmitov mriezky je vo vietkych modoch ovela vicsia
nez energia tepelného pohybu, t.j. Aivykmax > kgT. V takom pripade je prispevok médov s velkymi

%8QOkrem toho, ze dovolenych hodnét k méa byt N, pritom zaroveii ziadame, aby tieto hodnoty boli najmensie mozné.
To vychadza z predstavy, 7e velké vlnové vektory zodpovedaji malym vinovym dlzkam, ale zmysluplné vinové dlzky
v krystali nemozu byt kratfie ako vzdialenost susednych atémov v krystale a. Na§ vypocet naozaj ukaZze, ze hrani¢ny
vlnovy vektor kmax je radovo rovny 1/a.

39Pre jednoduchost tu predpokladame, Ze rychlosti v| a v1 nezévisia od teploty. Ukazuje sa, Ze pri nie prili§ vysokych
teplotach je to dobré pribliZenie.
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energiami silno potladeny exponencidlnou funkciou v menovateli. Ak teda nahradime kpax v hornej
medzi integralu, dopustime sa zanedbatelne malej chyby:

3

1% o dk thk3 V& da 2
ET)=55Y | — 20— = § : .
(T) 272 /0 fvﬂc ~ on2 / er —1

A=1 €xXp A=1

V druhej rovnosti sme premenna k nahradili bezrozmernou premennou x = hAvyk/(kpT). Ak teraz
vyuZijeme nam uZ znamy vysledok fooo drx?/(e® — 1) = 7*/15, dostaneme vyraz pre energiu kmitov
mriezky, ktory mé rovnaky tvar ako energia Ziarenia:

2 1.4
™ k 1 1
E(T)=aVT*,  a=—=L ===
(T) 10 h3v3 v 3w
Kongtanta a sa lisi od vysledku z prednéagky 15 na dvoch miestach. (i) jednak, kedZe v tuhej latke st
pre kazdy vlnovy vektor pripustné tri polarizacie oproti dvom polarizacidm pre fotéony, vysledok pre
kmity mriezky sa li$i od energia Ziarenia dodato¢nym faktorom 3/2. (ii) rychlost svetla ¢ je samozrejme
nahradené rychlostou zvuku v, ktoré je vhodne spriemerovand cez vSetky polarizacie.
Pre energiu kmitov mriezky vztiahnutt na jeden atéom, e(T') = E(T')/N, potom s vyuZzitim vztahu (133)
dostavame . A
3n* kT
e(T)="2-"2o | kpbp = kmax, (135)
5 0
kde sme maximalnu energiu fonénov oznadili kgfp, pricom 0p sa nazyva Debyeovou teplotou. V
beznych tuhych litkach ma @p hodnotu radovo 10?2 K. Pre merné teplo pri konitantnom objeme v

limite nizkych teplot preto dostdvame vysledok

1274 3
oy = (&), = (& ) ~ 2345 () (136)
Tento vysledok plati v limite T' < fp a nazyva sa Debyeovym zakonom.

Limita vysokiyjch teplot
Ak je naopak tepelné energia ovela viiGSia nez najvicsie energie fononov, t.j. ak plati Avykmax < kT,
v menovateli vyrazu (134) mézeme pouzit rozvoj pre malé x, e* — 1 ~ z, a dostavame

kmax 3

3
1% Vk
:22§/ dkk® x kgT = 3 Gmax kpT = 3NkpT,
™ Jo

kde v poslednom kroku sme pouzili vztah (133). V limite vysokych teplot je teda merné teplo tuhej
latky dané vztahom

v = (gTe“)v = 3kp.
Tento vysledok sa nazyva Dulongovym-Petitovym zakonom a je plne kompatibilny s ekviparti¢nou
vetou: kazdy atéom sa sprava ako trojrozmerny harmonicky oscilator, preto v limite vysokych teplot

na kazdy atéom pripadaja 3 stradnice a 3 hybnosti, od ktorych energia zavisi kvadraticky. Preto kazdy
atom prispeje k mernému teplu ¢lenom 6 x kg /2.5

5°Dulongov-Petitov zakon poskytuje dobry radovy odhad merného tepla tuhej latky pre teploty vicsie ako Deby-
eova teplota. Neplati vSak tplne presne. Déovodom je skuto¢nost, Ze pri vysokych teplotach ¢asto nemozno zanedbat
anharmonické korekcie ku kmitom mriezky.
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*Teplotna roztaznost tuhych latok
V prednégke 7 sme nasli veobecny termodynamicky vztah medzi teplotnou roztaznostou o = %(av /O0T),
a izotermickou stlacitelnostou kr = —1(9v/dp)r:

([ Op ([ 0s
o= (5), 7= (5), e

kde v druhom kroku sme pouzili Maxwellov vztah pre diferencial df = —sd1T — pdwv.

Je experimentalnym faktom, Ze stladitelnost kp je konefna a slabo zavisi od teploty. Preto o
teplotnej zavislosti roztaznosti o rozhoduje teplotna zavislost veli¢iny (9s/0v)r. Tuto zavislost teraz
preskimame.

V limite nizkych teplot T < 6p je merné teplo dané vztahom (136). Kedze s(T,v) = fOT dT" ey (T"))T",
aj pre entropiu plati s(T,v) o< T3. Teda mozeme pisat s(T,v) = A(v)T3, kde koeficient Gmernosti
A(v) moze v principe zavisiet od objemu na Casticu v. Pre teplotna roztaznost tuhej latky potom plati
a = A'(v)rrT?3, kde A'(v) = dA/dv. Teda teplotna roztaznost tuhej latky v limite nizkych teplot je
amerna 7.

Na druhej strane, ak zvolime teplotu Ty o dost vac8iu nez 0p, potom pre vysoké teploty T > Tj je
merné teplo dané Dulongovym-Petitovym zdkonom cy = 3kp. Preto pre T' > Tj je entropia krystalu
dand vztahom s(T,v) = s(Top,v) + 3kp f;‘g dT"|T" = s(Tp,v) + 3kp In(T/Tp). To vSak znamena, ze k
derivécii (0s/0v)r prispieva iba prvy ¢len, ktory nezavisi od teploty. Preto pri vysokych teplotach je
teplotna roztaznost a od teploty nezévisla.

Cvicenia

1. Ukazte, Ze energia kmitov jednorozmernej ty¢e E je st¢tom energii jednotlivych médov Ej.

2. Vypotitajte fluktuacie energie ((AFE)?)/(E)?> v Debyeovom modeli. Skiimajme krystal s N = 10?° atomami. (Aky
bude zhruba jeho rozmer?) Pri akych teplotach budd fluktuacie energie radu 1?7

3. Porovnajte experimentalnu hodnotu merného tepla pre 1 kg tekutého *He pri nizkych teplotach, Cy = const x T2 kde
const = 20.4 J/K*, s predpovedou Debyeovej teorie. Uvazte, ze v kvapalinach je pritomny len pozdizny zvuk. Uzitotné
tdaje: rychlost zvuku v = 238 m/s a hustota p = 145 kg/m?.

4. S akou mocninou teploty sa meni merné teplo cv jednorozmernej a dvojrozmernej kvapaliny pri nizkych teplotach?
5. Sktimajme nasledovnii modelovi volnt energiu tuhej latky platni pre nizke teploty:

F(T,v) = eo(v) — iA(v)T‘*

kde eo(v) a A(v) st funkcie objemu na ¢asticu v. Vypocitajte entropiu, tlak, merné teplo cy, izotermicki stlacitelnost
k7 a teplotnt roztaznost a ako funkcie T, v. Pomécka: poditajte 1/k7. Roztaznost a najdite pomocou vztahu (137). Co
vyplyva z podmienok stability pre derivacie eo(v) a A(v)? Aky je fyzikdlny vyznam funkcie eq(v)?

6. V jednoduchych kovoch moZno energiu eo(v) z predchadzajticeho cvic¢enia odhadnit ako energiu (vodivostného) elek-
tronu v Skatuli s objemom v, t.j. eo(v) ~ h?/(mv*/?). Za objem v je rozumné zobrat objem atomu, v ~ a®. Odhad-
nite stlagitelnost jednoduchych kovov pomocou tohto modelu. Porovnajte s tdajmi kr =~ 7 x 107'?/Pa pre med a

KT ~ 2.3 X 10711/Pa pre olovo.
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17 Sabor NpT

Doteraz sme Studovali dva statistické sibory. Mikrokanonicky sibor popisuje uzavrety systém defino-
vany veli¢inami N,V E a z termodynamického hladiska popisuje systém v entropickej reprezentacii,
S = S(N,V, E). Kanonicky subor popisuje systém v tepelnom kontakte s rezervoarom pri teplote T', ale
pocet Castic IV a objem systému V si fixované. Tento subor popisuje termodynamiku v Helmholtzovej
reprezentéacii, F' = F(N,V,T). V tejto prednaske popiSeme stibor mikrostavov takého systému, ktory
si s rezervoarom pri teplote T' a tlaku p vymiena teplo aj objem.

Pravdepodobnostné rozloZzenie mikrostavov systému

Nech skimany systém (d'alej casto iba “systém”) je v kontakte s rezervoarom pri teplote 7" a tlaku p,
preto jeho teplotu a tlak mozno povazovat za kongtantné. Dvojicu “systém-rezervoar” budeme pova-
zovat za uzavreti stustavu s celkovou energiou Fiot a s celkovym objemom Vot a nazveme ju vesmirom.
Pocet mikrostavov vesmiru oznac¢ime Niot(Esot, Viot)-

!
&

’A%Le( W] mawu'v

Nech skiimany systém sa moze nachadzat v mikrostavoch n s energiami E,, a objemami V,,. Nasou
tlohou bude vypoditat pravdepodobnost p, toho, Ze systém sa nachiadza v mikrostave n. Mnozinu
vSetkych mikrostavov n systému spolu s ich pravdepodobnostami p,, budeme nazyvat siborom NpT.

Ak sa systém nachddza v mikrostave n s energiou F, a objemom V,,, potom energia a objem
rezervoaru musia byt Fiot — E, a Vigt — Vi,. Existuje pritom mnoZstvo mikrostavov rezervoaru s touto
energiou a objemom. Ich pocet oznatme Nies(Fiot — Fn, Viot — V). KedZe cely vesmir je uzavrety a
popisany mikrokanickym stiborom, pravdepodobnost p, mézeme pocitat tak isto ako v prednaske 13:

1
_ priaznive Pripady _ Mes(Etot - Ena ‘/tot - Vn) exp {Esres(Etot o En’ ‘/tOt B Vn)}

Vsetky pripady - MOt (EtOt’ ‘/tOt) - exXp [%Stot (Etot’ Vvtot)}
B

Y

7

kde v druhej rovnosti sme pouzili Boltzmannov vztah medzi entropiou a po¢tom stavov. Indexy “res
a “tot” sa stale tykaja rezervoaru a vesmiru.

V rovnovaznom stave sa energia a objem systému v kontakte s rezervoarom ustalia na hodnotéach,
ktoré ozna¢me E a V. Z aditivity entropie potom vyplyva, 7ze

Stot(Etota ‘/tot) - S(E7 V) + Sres(Etot - E7 ‘/tot - V)a

t.j. entropia vesmiru je stu¢tom entropie skimaného systému v rovnovaznom stave S = S(E,V) a
entropie rezervoaru. Preto pre pravdepodobnost p, mikrostavu n systému plati

DPn = e_S/kB X exp ésres(Etot - Ena ‘/tot - Vn) - %Sres(Etot - E, ‘/tot - V)} .

pri vypocte entropie Sies(Etot — En, Viot — Vi) mozeme pouzit Taylorov rozvoj Sies okolo energie
(Etot — E) a objemu (Vior — V) a zastavit sa v prvom rade:

OShes OShes
resEo_Erw ot — Vn) = resEo_Ea ot E_En - ¥n)-
Sres(Etot Viot — Vi) = Sres(Etot Viot V>+<8E>V( )+<8V>E(V Vi)

Ak teraz vyuzijeme, Ze pre teplotu a tlak rezervoaru plati 1/T = (0Sies/OE)v a p/T = (0Sres/OV ) E,
odtialto dostaneme

1
Sres(Etot - Ena ‘/tot - Vn) = Sres(Etot - E) + T(E - En) + %(V - Vn)
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Ak dalej oznatime rovnovaznu hodnotu Helmholtzovej volnej energie skimaného systému ako G =
E —TS + pV, po dosadeni Taylorovho rozvoja do vztahu pre p, dostaneme kone¢ny vysledok

G- H,
n — — |, 1
p eXp< o ) (138)

kde sme mikrostavy n charakterizovali ich entalpiami H,, = E,, +pV,,. Vztah (138) udava pravdepodob-
nost p, toho, Ze systém s po¢tom Castic IV sa pri zadanych teplote T a tlaku p nachadza v mikrostave
n. Stbor mikrostavov n s pravdepodobnostami p, nazyvame siborom NpT.

Pre sucet pravdepodobnosti p, samozrejme musi platit ) p, = 1. Z (138) preto zaroveil vyplyva,

7e musi platit
1 H,
= — Za = 139
Pn = -ex p< k:BT>’ o= ZeXp< k:BT> (139)

Veli¢ina Zg sa nazyva Statistickou sumou (stiboru NpT). Kedze entalpie H,(N,p) jednotlivych mik-
rostavov vo vSeobecnosti zavisia od poétu castic N a tlaku p, Statistickd suma je zjavne funkciou
premennych N, p,T. Recept na vypocet Zg(N,p,T) je opat (v principe) jednoduchy: v prvom kroku
je potrebné najst vietky mozné mikrostavy systému n (s predpisanym poctom Castic, ale Tubovolnou
energiou a lubovolnym objemom), potom kazdému z nich priradit jeho entalpiu H,,, a nakoniec vyko-
nat sumdciu v rovnici (109).

Stbor NpT a termodynamika
Ak porovname rovnice (138) a (139), Gibbsovu volni energiu systému mozeme vyjadrit pomocou
Statistickej sumy:

|G =—kpTInZg.| (140)

To znamen4, 7e zo znamej §tatistickej sumy Zg vieme vypocitat Gibbsovu volna energiu ako funkciu
jej prirodzenych premennych N, p, T. Inymi slovami, pri znamom Zg (N, p, T) pozndme fundamentalnu
rovnicu G = G(N,p,T), a preto aj vietky rovnovazne vlastnosti skimaného systému.

V dalsom vyklade ukdZzeme, Ze termodynamické veliciny, ktoré moZno ziskat derivovanim funda-
mentélneho vztahu (140), mozno prirodzene interpretovat aj Statisticky, pomocou znalosti pravdepo-
dobnostnej pravdepodobnostnej funkcie p,.

Prvé derivacie vol'nej energie G: entropia, entalpia, energia a objem
Postupovat budeme velmi podobne ako v prednagke 13.
(i) Pre entropiu plati

oG kT (0Zq H,
= =— —kplnZg+ —— | == =k "
5 (3T>N, pmaeT Za <8T >N, sz [ kBT}

kde sme v druhom kroku vyuzili, Ze ), p, = 1. Ak si teraz pomocou (139) uvedomime, Ze vyraz v
hranatej zatvorke je rovny — In p,, dostaneme odtialto Gibbsov vztah pre entropiu:

S =—kp an Inp,. (141)

n

Tento vysledok je formalne totozny s vyrazom (112) ziskanym pre kénonicky subor.
(ii) Pre rovnovéaznu hodnotu entalpie plati H = G+ T'S, preto (ak vyuZijeme vztah (140) a medzi-
vysledok pre entropiu) dostavame

1
H=—kpTlnZg+T </-cB InZg + 7 znjann> = puln (142)

n

(iii) Podobne pre rovnovazny objem plati

oG 1 8Zg)
<8p)NT N Za ( Ip N,T Zp (149)
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(iv) a pre rovnovaznu energiu
E=H-pV=> pu(Hy—pVa) = pnEn. (144)
n n

Teda rovnovazna entalpia H, objem V aj energia F st vSetky popisané prirodzenou formulou: vazenym
priemerom veli¢in charakterizujucich mikrostavy H,, V,, a E, s vihovacimi faktormi p,.

Druhé derivacie G: fluktuacie v sibore NPT
Teraz ukizeme, 7e vSetky tri zakladné druhé derivacie volnej energie G, ktoré sme zaviedli v pred-
néaske 7, priamo savisia s fluktuaciami v NpT' stubore.

(i) Merné teplo pri konstantnom tlaku je definované vztahom Ne¢, = (0H/0T)n,p. Ak entalpiu
vyjadrime pomocou vztahu (142), v ktorom dalej pouzijeme vysledok (138) pre p,, dostaneme

0 G- H,
Nep = ;HnafT <exp k:BT> Ny kBT2 an (Hn—G—TS) k T2 an - H),

kde sme v druhom kroku vyuzili, ze (0G/0T)n, = —S, a v tretom kroku zase identitu H = G+ T'S.
Lahko tieZ overime, Ze plati > pnHn(H, — H) = (H?) — (H)?. Tak dostavame vysledok pre fluktuacie
entalpie:

((AH)?) = Nkgc,T*. (145)

Velmi podobny vysledok sme v kdnonickom stabore dostali pre fluktuéacie energie <(AE)2>
(i) Izotermicka stlacitelnost je definovana vztahom rr = —3-(0V/0p)n 1. Pocitajme preto deriva-
ciu (0V/0p) N a dostaneme:

ov 0 G — H, 1 1
(% >N,T 2.V, (e S )m o 2 PnVn (V= Vo) = = (A

V druhom kroku sme vyuzili, ze (0G/0p)n,p = V. Teda pre fluktuacie objemu v NpT stbore plati:

{((AV)?) = VkrkgT. (146)

(iii) Teplotné rozfaznost je definovana vtahom a = (0V/0T)n,. Potitajme preto derivaciu
(0V/OT) N a dostaneme:

<8T>N Z Vi — noT <eXp kT )N,p = kpT? zn:pnvn (H,—H)= kBT2 (AHAV) ,

pricom v druhom kroku sme postupovali rovnako ako pri vypoc¢te merného tepla c,. V tretom kroku
sme na pravej strane od¢itali nulu zapisant v tvare ), p,V (H,, — H) = 0. Teda v NpT stbore existuje
korelacia medzi fluktudciami objemu a entalpie:

(AHAV) = VakgT?. (147)

Spolo¢nou ¢értou vietkych vysledkov (145), (146) a (147) je to, Ze fluktuujuca veli¢ina je formalne
imernd druhej mocnine velkosti systému, ale vetky fluktuécie stt v skuto¢nosti umerné iba prvej
mocnine, teda v termodynamickej limite st malé.

Dalej, kedze fluktuacie (145) a (146) st explicitne kladné, aj merné teplo ¢, a izotermicka stlaci-
telnost su kladné, v silade s poziadavkou termodynamickej stability podla prednagky 7. Na druhej
strane, znamienko fluktuécii (147) nie je ni¢im fixované, a preto koeficient o moéze byt kladny aj zaporny.

Priklad: krystal s defektmi premenlivej velkosti

Skumajme nasledovnit modifikiciu modelu krystalu s defektmi, v ktorej pripustime, Ze kazdy “atoém”
krystalu sa moze nachadzat v jednom zo Styroch stavov. Energie a objemy tychto stavov uvadzame v
tabulke 1. Samozrejme predpokladame, ze vg > v1.
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stav atému energia objem  entalpia

1 —€ V0 pvo — €
2 0 vo+v1  pvo + puvy
3 0 Up — V1 Pug — pu1
4 +e 0 pvo + €

Tabulka 1: Stavy atému v krystali s defektmi premenlivej velkosti.

Ked7e krystal pozostava z N nezavislych atomov, jeho tatisticka suma je Zg(N,p,T) = 2", pricom

€ — plg —pvp — pU1 —puo + pu1 —& — Py
T) = - - - L L R i
#p, T) = exp ( kT ) +exp ( kT > +exp < kT ) +exp < kT >
Z toho vyplyva, ze Gibbsova volna energia krystalu je G(N,p,T) = Nu(p,T), kde

w(p, T) = pvg — kT In [2 cosh kB% + 2 cosh &] : (148)

Fundamentélnou rovnicou (148) st definované vietky rovnovazne vlastnosti krystalu. Napriklad pre
priemerny objem v jedného atému plati

B sinh 2%
v = <M> = V9 — V1 h z kBTh oL (149)
T cosh - —+ cos k5T

¢ize objem v je funkciou tlaku aj teploty. N4§ model teda napr. predpoveda (pri konetnom tlaku)
konecné hodnoty teplotnej roztaznosti a aj izotermickej stlacitelnosti k.

Cvicenia

1. Ku krystalu s atbmami popisanymi tabulkou 1:

a) Vysledok (149) interpretujte Statisticky.

b) Najdite strednti hodnotu energie e atému v krystale.

c) Vypocitajte hustotu entropie s kry$talu.

d) Ako zavisi zakladny stav krystalu pri T' = 0 od tlaku? Pre konkrétnost d'alej skimajte krystal v limite nizkych tlakov.
e) Preskiimajte teplotni zavislost energie e, objemu v a entropie s v limite nizkych teplét. Je splnena tretia veta termo-
dynamiky?

f) Preskumajte teplotni zavislost energie e, objemu v a entropie s v limite vysokych teplot. Vysledky interpretujte.

g) Vypocitajte velkost lokalnych fluktuacii ((Av)?), ((Ah)?) a (AvAh) v jednom mriezkovom bode.

2. Najdite chemicky potencial pre krystal, v ktorom sa “atémy” moé6zu nachadzat v piatich stavoch: prvé Styri si totozné
s tabulkou 1 a piaty stav ma energiu 0 a objem vy. Porovnajte spravanie tohto krystalu s krystalom z prednagky. V
ktorej limite sa zmeni spravanie kry$talu viac: pri nizkych alebo pri vysokych teplotach? Svoju odpoved zdovodnite.

3. Pokiste sa tlohu o krystali s tabulkou 1 riesit kanonicky, t.j. v N, V, T stibore. V ¢om spoé&iva komplikacia?

4. Ukaizte, 7e zo vztahov (145), (146) a (147) vyplyva aj podmienka stability ¢y = ¢, — Tva?/kr > 0. Pomécka: namiesto
fluktuacii veli¢in H, —H a V,, —V skumajte fluktuacie bezrozmernych veli¢in a, = (H,—H)/(NksT) ab, = (V,,—V)/V.

Pouzite nerovnost (a2)(b2) > (anbn)>.
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18 Subor NpT': dve aplikicie
V tejto prednaske ukazeme uzito¢nost siboru NpT na priklade dvoch jednoduchych systémov.

Klasicky jednorozmerny plyn s nekone¢nou odpudivou interakciou

Ak skombinujeme vysledok prednagky 14 pre Statisticki sumu plynu klasickych bezstruktarnych Castic
s definiciou Statistickej sumy stuboru NpT', dostaneme nasledovny vysledok pre Statisticka sumu Zg
klasického plynu N ¢astic pri teplote T a tlaku p:

1 /d3X1-~~d3XNd3p1---d3pN < H({w}’{p})erV({x}))
exp | — .

g = —
¢T N (2rh)3N kT

(150)

V&imnime si, Ze objem systému V ({z}) je funkciou poloh atomov. Predpokladajme d'alej, Ze hamilto-
nian plynu ma tvar
2

N

P;

H:Z2m+U(x1,...,xN). (151)
=1

KedZe objem V nezavisi od hybnosti, §tatisticka suma sa faktorizuje na sucin prispevkov kinetickej a
potencidlnej energie, Zg = ZyinZpot. Prispevok Zy, je pritom rovnaky ako v prednaSke 14, t.j. plati
Ziin = A3V kde A je termélna dlzka. Na druhej strane, pre Zpot Pplati

1 U(Xla"'aXN)+pV(Xla"'7XN)
Zpot = ~i /d3X1 L dPxy exp <— il .

Cielom tohto odstavca je vypocitat Zpe pre plyn Castic pohybujacich sa po priamke (tzv. jedno-
rozmerny plyn). V takom pripade st polohy ¢astic zadané ¢islami x; namiesto vektorov x;. “Objem”
plynu je potom jeho dlzka a “tlak” je sila posobiaca na plyn.

O interakénej energii U(x1,...,xx) budeme predpokladat, Ze je nekonecna, ak existuje dvojica
atomov 1, j, ktorych vzdialenost |x; — x;| je mensia ako b. Ak je naopak |x; — x;| pre vietky dvojice
atomov vidsia nez b, o energii U(zy,...,xy) budeme predpokladat, Ze je nulové.

Kombinécia jednorozmernosti problému a nekonec¢nej odpudivej interakcie ma dramatické désledky:
atémy sa nemozu obchadzat. Preto, ak ich v nejakom momente oéislujeme tak, aby platilo z; < z3... <
N, toto ocislovanie zostane stale v platnosti. Spolu v8ak existuje N! ocislovani a vSetky daji rovnaky
vysledok pre Z,o. Preto staci zobrat jedno z nich a vynechat faktor 1/N!. Tak dostaneme

= > > Uz, ... Vizy,. ..
Zpot == / dxl/ d.fUQ .. / de eXp <_ (l’l, 7-%.N) +p (xla 7xN)> .
0 1 TN-—1 k‘BT

Zvolili sme pritom ocislovanie, ktoré spliia podmienku z; < z3... < zy, a predpokladali sme, Ze
nadoba, v ktorej sa atémy pohybuja, ma pevny lavy koniec v bode x = 0.

Teraz si vS§imnime, Ze “objem” plynu je totozny so suradnicou zy. Ak d'alej zohl'adnime tvar funkcie
U(xi1,...,TN), pre Zpot potom dostaneme vyraz

Zpot = / d$1/ dxs . . / dxn exp <—> ,
b 21+b 2N 1+b kT

kde sme naviac uvazili, Ze ¢astica 1 sa k Tavej stene nadoby moéze priblizit nanajvys na vzdialenost b.

Integraciu cez x1, ...,z urobime v novych premennych s, ..., sy, ktoré skonstruujeme tak, aby
dolné hranica integrovania bola zakazdym b. Tak dostaneme s; = x1, S5 = z2 — x1 a tak dalej, GiZe
sj = xj —xj_1. Pre “objem” vyjadreny cez nové premenné potom plati x = s1 + ...+ sy a nasledne

0o 00 0o 00 N
p(s1+ ...+ sn) / ps
Zpot, = d dsa ... d — = d - ,
pot /b Sl/b ” /b NP ( kT > |: b e ( kBT>:|

odkial napokon dostavame
2 kT \ Y pbN
=(— ) exp|——7].
ot P P\ kst
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Kedze v jednorozmernom plyne Zii, = A, pre Gibbsovu volna energiu G = —kpT In(ZyinZpot)
skimaného plynu dostévame (presny) vysledok

G(N,p,T) = N |pb+ kpTln 22| | (152)
kT

Vsetky termodynamické vlastnosti plynu mozno urcit z fundamentélnej rovnice (152). Napriklad pre
objem V dostdvame rovnicu

V:_<3G> —np e MLy Nb) = N,
o) Nt p

v ktorej spoznavame (fenomenologick) van der Waalsovu stavovi rovnicu bez ¢lena pochadzajtceho
z pritazlivej interakcie medzi atémami.

ZjednoduSeny mikroskopicky model pre gumu
Gumu si predstavme ako sadu nezavislych polymérnych retazcov s N monomérmi. Budeme sktimat
stibor refazcov velkosti N pri teplote T a posobeni vonkajsej sily F (t.j. analég NpT stboru).

Ako sme ukazali v prednagke 4, na rozdiel od plynu, ktory tladi steny nadoby v smere vonkajsej
normadly, pri natahovani guma naopak posobi proti smeru natiahnutia. Ak silu posobiacu v smere
polymérov nazveme F', potom zékon zachovania energie pre polymérny retazec nadobudne tvar

dE = TdS + FdL + udN,  de = Tds + Fdl.

kde dL je natiahnutie v smere polyméru, teda rolu tlaku v naSom pripade hré sila —F" a rolu objemu hra
dlzka polyméru L. Druhd rovnica popisuje zékon zachovania energie prepisany pre energiu e = E/N
a entropiu s = S/N na jeden monomér, pricom | = L/N je priemerna dizka polyméru v smere
natahovania, taktiez vztiahnuta na jeden monomér.

Gibbsova volna energia polyméru s N monomérmi pri teplote T' za podsobenia sily F' je definovana
vztahom G = E — TS — LF, odkial vyplyva dG = —SdT — LdF + udN. Tie isté vztahy zapisané
pomocou intenzivnych veli¢in nadobudaja tvar

w(F,T)=e—Ts—IF, dp = —sdT — ldF. (153)

Mikrostavy refazcov n budeme modelovat nasledovne. Predpokladajme, Ze kazdy monomeér (s diz-
kou a) moze byt natoceny préave jednym zo Styroch smerov: +z a +y. Pod mikrostavom potom roz-
umieme akikolvek postupnost monomérov v tychto §tyroch smeroch.%' Jednotlivé mikrostavy celého
polymeéru teda moézeme charakterizovat ako postupnosti {¢} = ¢i,...,qn, pricom ¢len postupnosti ¢;
charakterizuje natocenie monoméru ¢ a moéze nadobudat jednu zo $tyroch hodnét: ¢ = 1 pre smer +z,
q = 2 pre smer +y, ¢ = 3 pre smer —y a q = 4 pre smer —x.

L

L.

L

Kazdej hodnote g teraz priradme dlzku [(g), ktorou monomeér prispieva k dlzke celého polyméru v
smere x. Podobne kazdej hodnote ¢ priradme energiu e(q), ktorou monomeér prispieva k energii celého
polyméru. Predpokladdme pritom, 7e energia rastie, ak je polymér zakriveny, a dlzky I(q) a energie
e(q) volime podla tabulky 2, pri¢om Ziadame, aby platila podmienka ¢ > 0:

61Pre zjednodusenie tu predpokladame, Ze polymér sa hybe iba v rovine. Zaroveii nam nevadi, ak polymér sam seba
pretina, alebo dokonca ide tam a naspat po tej istej drahe.
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stav ¢ monoméru energia e(q) dlzka v smere z, I(q) “entalpia” e(q) — Fi(q)

1 0 +a —Fa
2 € 0 €
3 € 0 €
4 € —a e+ Fa

Tabulka 2: Stavy monoméru v polymérnom retazci.

Celkova “entalpia” polyméru v mikrostave qi,...,qn je podla nasho modelu stuétom nezavislych
prispevkov jednotlivych monomérov: H({q}) = Zfil le(qi) — Fl(q;)]. Preto pre Statisticka sumu Zg
celého polymeéru dostavame vysledok Zg = 2%, kde z je Statistickd suma pre jeden monomer:

AF.T) = exp () + 20 (~zi7) + o (55

Odtialto vyplyva, Ze fundamentalna rovnica pre polymér ma tvar G = —kgTInZg = —NkgTInz a
pre chemicky potencial u = G/N teda dostavame vysledok
W(F,T) = —kpTn [exp (,f;aT) +2exp (—kB—T) +exp (—ﬁFTa)} . (154)

Termodynamické veli¢iny mozno ziskat derivovanim fundamentalnej rovnice (154) alebo Statistickym
stredovanim cez stavy monoméru. Pre dizku a energiu polyméru tak dostavame vysledky

I(F,T) = {exp <ki%> — exp <_€I<—:;7FTQ)} , (155)

[2 exp (— k;T) + exp (—‘E—FT“)} . (156)
Vztahy pre u, [ a e st pomerne komplikované, preto ich preskiimame iba v dvoch jednoduchych limitach.

Pri nulovej teplote dostavame vysledky p = —Fa, | = a a e = 0. KedZe polymér mé maximéalnu
moznt dlzku [ = a, vietky monoméry st natoené v smere 4z, a preto samozrejme energia nadobuda
minimélnu mozni hodnotu e = 0. Existuje jedina konfiguracia s touto energiou, preto entropia s = 0, v
stlade s tretou vetou termodynamiky. Tento vysledok je konzistentny aj s vyrazom s = (e—pu—IF)/T.%?

Odteraz az do konca prednasky sa budeme venovat limite vysokych teplot. V tejto limite rozvinieme
vyraz v hranatej ztvorke vo vzfahu (154) do radu 1/72 a dostaneme

e(F,T) =

IS NGRS

3 1
F.T)=—kpTIlnd+ —-¢ —

pri¢om jednotlivé ¢leny sme zoradili podl'a mocnin teploty. Na§ vysledok pre chemicky potencial y teda
plati do rddu 1/7T. Pre dlzku polyméru odtialto dostavame

<a2F2 +aFe + 252) : (157)

2
(ET) = — (‘;‘;)T o+ 22511 b(T) = (158)
Teda pri teplote T a nulovej posobiacej sile F' ma polymér rovnovaznu dizku ly, ktora sa skracuje pri
raste teploty. Naviac, pri posobeni kone¢nej sily F' plati Hookov zakon F' = K (I — lp), pricom vsak
tuhost K = 2kpT/a? polyméru rastie s rastticou teplotou!

Vo zvygku prednésky ozrejmime, odkial sa berti spominané anomalne vlastnosti polymérov. Najprv
si v8imnime, ze pre Helmholtzovu volnu energiu f (na jeden monomér) dostavame vysledok

l 2
FUT) = p+1F = —kpTnd + kT <a> +le—o-— (159)

Z tejto fundamentalnej rovnice v Helmholtzovej reprezentécii pre entropiu polyméru s(l,7") dosta-

63
af 1\? g2
S(Z,T) = — <8 )l =kplnd — kp <a> — 732/{}3 5 (160)

vame

52Gtriktne vzaté, bolo by potrebné skiamat limitu tohto vyrazu pre T — 0.

53 Tento vyraz vykazuje isti podobnost s fenomenologickou formulou pre gumu (34). Nezabiidajme vak, 7e ani feno-
menologicky popis v prednaske 4, ani tu prezentovana teéria nedavaji presny popis gumy, preto nemoZno o¢akavat lepsiu
zhodu medzi nimi.
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Teda v limite nekoneénej teploty a pre dizku I = 0 mé entropia maximalnu moznt hodnotu kpln4
(monomeér sa moze nachadzat v jednom zo styroch stavov). Pri vysokej ale konetnej teplote je entropia
nizdia a natahovanie polyméru entropiu dalej znizuje. To samozrejme sithlasi s intuitivnym ocakavanim,
7e pocet mikrostavov polyméru klesa pri rastiiccom /. Na druhej strane, pre energiu polyméru dostavame

(LT = f+Ts=oe— L (161)

Vysokoteplotné limita energie 3¢/4 (pre [ = 0) zodpoveda priemeru vSetkych moznych energii mono-
mérov, v stlade s oCakdvaniami. Naviac si v8imnime, Ze energia e klesa s rastticim [. Aj tento vysledok
je intuitivne zrejmy.

Kedze pre Helmholtzovu volni energiu plati f = e — T's, sila F' = K (I — ly) podsobiaca na koniec
polyméru je su¢tom mechanickej sily a tzv. entropickej sily:

_(9f\ _ [(9e\ . (9s\ _
F‘<6l>T‘<aZ>T T<al)T‘ mech + L

Explicitnym derivovanim vztahov (160) a (161) dostavame:

Oe 9 Os QkBTl
Foenh= =] =—-——=—Kly, F,=-T|—= ) = = KlI.
h <6Z>T 2a 0 (8Z>T a?

To znamend, ze mechanicka sila Flueen (ktora nezavisi od dlzky I ani od teploty T') tlaci koniec poly-
méru smerom von, kym entropicka sila Fy (Gmerna [ aj T') tahd koniec polyméru smerom dnu. Teda
za elastické vlastnosti gumy je zodpovedné entropické sila.

Cvidenia

1. Vypocitajte entropiu, merné teplo ¢p, roztaznost « a stla¢itelnost k7 v jednorozmernom modeli tvrdych gal (152).
2. Najdite velkost fluktuacii ((AE)?) a (AEAV) v NpT stbore pre model (152).

3. Najdite Gibbsovu volnud energiu pre nasledovni modifikiciu interakenej energie jednorozmernom modeli tvrdych gil:
nech U(z1,...,2n) =32, V(zi —z;), kde V(z) =copre 0 <z < baV(z) = — pre b <z < 2b.

4. Derivovanim vztahu (154) pre chemicky potencial polyméru najdite formulu pre entropiu s = s(7', F'). Viete vysledok
nezévisle skontrolovat pomocou vysledkov z prednasky?

5. V limite vysokych teplot pre model polyméru vypotitajte roztaznost a = 1(81/0T)r, “natiahnutelnost” kr =
1(81/0F) 1 a derivaciu (9S/8l)r. Z termodynamiky vyplyva, ze ma platit vztah (8s/0l)r = a/kr. Overte to.

6. V limite vysokych teplot ukazte, Ze merné teplo polyméru pri konstantnej dlzke ¢; nezavisi od natiahnutia [.

7. Vypocitajte chemicky potencial pre model polyméru v troch rozmeroch. Predpokladajte, ze kazdy monomér ma 6

moZnych orientdcii. Za energie monomérov vezmite 0 v smere +x a € v ostatnych smeroch.
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19 Grandkanonicky subor

V tejto prednaske budeme sktimat statistické vlastnosti systému, ktory si s rezervoarom vymieha ener-
giu a Castice, ale jeho objem zostéva konstantny. Stibor mikrostavov n takéhoto systému spolu s ich
pravdepodobnostami p, budeme nazyvat grandkanonickym suborom. N43§ vyklad bude pritom velmi
podobny ako pri diskusii o suibore NpT.

Pravdepodobnostné rozlozenie mikrostavov systému

Nech skiimany systém (d'alej casto iba “systém”) je v kontakte s rezervoarom, s ktorym si vymieia teplo
a Castice, ale objem systému nech je fixovany. Sktimany systém si teda mozno predstavit ako myslenta
gkatulu s objemom V vnitri rezervoaru. Nech rezervoar je charakterizovany teplotou T a chemickym
potencidlom u. Predpokladame, Ze rezervoar je ovela vAcSi neZ skimany systém, preto jeho teplotu
a chemicky potencidl mozno povazovat za kongtantné. Dvojicu “systém+rezervoar” budeme povazovat
za uzavretu sdstavu s celkovou energiou Eiqt a s celkovym poctom €astic Nyot a nazveme ju vesmirom.
Pocet mikrostavov vesmiru ozna¢me Niot (Etot, Niot)-

i
Sl ot

Nech skimany systém sa moéze nachiadzat v mikrostavoch n s energiami F,, a poctami Castic N,.
Nasgou ulohou bude vypodéitat pravdepodobnost p, toho, Ze systém sa nachédza v mikrostave n.

Ak sa systém nachddza v mikrostave n s energiou F, a poctom castic IN,,, potom energia a pocet
Castic rezervoaru musia byt Eiot — Ep a Nyt — Ny Existuje pritom mnozstvo mikrostavov rezervoaru
s touto energiou a poctom Castic. Ich pocet oznacme Nies(Ftot — Fn, Niot — Np). KedZze cely vesmir
je uzavrety a popisany mikrokanickym stiborom, pravdepodobnost p, moézeme pocitat tak isto ako v
prednaskach 13,17:

vsetky pripady Niot (Etots Niot) B exp [,%Stot(Etot,Ntot)}
B

1
 priaznive pripady  Nies(Bror — B, Nugg — Np) &P |1y Ses(Bror = B, Niox = Vo)

I

7

kde v druhej rovnosti sme pouzili Boltzmannov vztah medzi entropiou a po¢tom stavov. Indexy “res
a “tot” sa stale tykaji rezervoaru a vesmiru.

V rovnovaZznom stave sa energia a pocet Castic systému v kontakte s rezervoarom ustalia na hod-
notach, ktoré oznac¢me E a N. Z aditivity entropie potom vyplyva, ze

Stot (Etots Niot) = S(E, N) + Sres(Etot — E, Nyot — N),

t.j. entropia vesmiru je saétom entropie skiimaného systému v rovnovaznom stave S = S(E,N) a
entropie rezervoaru. Preto pre pravdepodobnost p, mikrostavu n systému plati
= ¢~ 5/kB 28 es(Eiot — En, Niot — Ni) — 2= Sves(Brot — E, Nioy — N
DPn =€ X exp kg res( tot ny L Vtot n) kB res( tot y 1 Vtot ) .
Ale ked7e energia FEio a pocet Castic Nyoy st omnoho vidsie nez vietky zmysluplné energie a pocty
Castic systému, pri vypocte entropie Syes(FEtot — En, Niot — Ny,) modzeme pouzit Taylorov rozvoj Syes
okolo energie Fiot — E a poctu Castic Nyt — N a zastavit sa v prvom rade:

OShes OShes
resEo_EnaNo_Nn = resEo_EaNo _N E_En N_Nn-
Stres(Etot tot ) = Sres(Etot tot )+<8E>N( )+<8N>E( )

Ak teraz vyuzijeme, Ze pre teplotu a chemicky potencial rezervoaru plati 1/T = (0Syes/OF)n a u/T =
—(0Sres/ON ) g, odtialto dostaneme

1
Sres(Etot - EnaNtot - Nn) = Sres(Etot - EaNtot - N) + T(E - En) - %(N - Nn) (162)
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Teraz nastava drobné odchylka od prednasok 13 a 17, v ktorych sme ukazali, Ze v rozdeleni prav-
depodobnosti figuruju zname volné energie: Helmholtzova alebo Gibbsova. V grandkanonickom stubore
figuruje ina, tzv. grandkanonickd alebo velkd volna energia (pripadne velky potencial) Q, ktord je
definovana vztahom

Q=FE-TS—uN, dQ=—-SdT —pdV — Ndp. (163)

Teda velky potencial vzniké z energie E = E(S,V, N) Legendreovou transformaciou premennych S a N.
Preto € je funkciou Q = Q(T,V, ), t.j. presne tych premennych, ktoré charakterizuju grandkanonicky
subor. Ked je velky potencial 2 vyjadreny ako funkcia svojich prirodzenych premennych T,V u,
poskytuje nam rovnako uplny popis termodynamickych vlastnosti ako ktorykol'vek iny potencial.

Ak pouzijeme definiciu 2, po dosadeni Taylorovho rozvoja (162) do vztahu pre p, dostaneme

kone¢ny vysledok
QO-&,
n = , 164
p eXp< T ) (164)

kde sme mikrostavy n charakterizovali ich “velkymi energiami” &, = E,, — ulN,. Vztah (164) udava
hladant pravdepodobnost p, toho, Ze systém s objemom V sa pri zadanych teplote T a chemickom
potenciali p nachadza v mikrostave n.

Pre sucet pravdepodobnosti p, samozrejme musi platit ) p, = 1. Z (164) preto zaroveir vyplyva,

ze musi platit
1 En En
Pn = — €xp <_k:BT> , Z = Zn:exp (— k:BT> . (165)

Veli¢ina Z sa nazyva velkou Statistickou sumou. KedZze velké energie &,(V, u) jednotlivych mikrosta-
vov vo vieobecnosti zavisia od objemu Skatule V' a chemického potencidlu u, velka tatistickd suma
je zjavne funkciou premennych VT, u. Recept na vypocet Z(V, T, u) je opat (v principe) jednoduchy:
v prvom kroku je potrebné najst vSetky mozné mikrostavy systému n (v predpisanom objeme, ale s
[ubovolnou energiou a lubovolnym poc¢tom ¢astic), potom kazdému z nich priradit jeho velka energiu
En, a nakoniec vykonat sumaciu v rovnici (165).

Grandkanonicky stbor a termodynamika
Ak porovname rovnice (164) a (165), velky potencial systému moézeme vyjadrit pomocou velkej Sta-
tistickej sumy:

Q=—kpThZ.| (166)

To znamené, %e zo znamej velkej Statistickej sumy Z vieme vypoditat velky potencial ako funkciu
jeho prirodzenych premennych V, T, . Inymi slovami, pri zndmom Z(V, T, u) pozname fundamentalnu
rovnicu Q = Q(V, T, u), a preto aj vietky rovnovazne vlastnosti skimaného systému.

V dalsom vyklade ukdzeme, Ze termodynamické veliciny, ktoré mozno ziskat derivovanim funda-
mentélneho vztahu (166), moZno prirodzene interpretovat aj Statisticky, pomocou znalosti pravdepo-
dobnostnej funkcie p;,.

Prvé derivacie velkého potencialu : entropia, pocet ¢astic, energia a tlak
Postupovat budeme velmi podobne ako v prednagkach 13,17, pri¢om definiéné vztahy pre termodyna-
mické veli¢iny odé¢itame z (163):

(i) Pre entropiu plati

19)9) kgT (0Z En
== =kplnZ+ —— | == = InZz
i <8T)V,u tain st 2 (8T>N,p kB;pn [n i kBT] 7

kde sme v druhom kroku vyuzili, ze >, p, = 1. Ak si teraz pomocou (165) uvedomime, ze vyraz v
hranatej zatvorke je rovny — In p,, dostaneme odtialto Gibbsov vztah pre entropiu:

S = —kg an Inp,. (167)

Tento vysledok je formalne totozny s vyrazmi (112) a (141) ziskanymi pre kanonicky a NpT subory.
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(ii) Pre rovnovazny pocet Castic plati

o0 1 /02
N=—|— = —kpT— | — = A 168
<8N>V,T btz <aﬂ>v,T ;p (168)

(iii) Pre rovnovaznu hodnotu energie plati £ = Q + TS 4+ uN, preto (ak vyuzijeme vztahy (166)
a (168), ako aj medzivysledok pre entropiu) dostavame

1
E=—kgTWZ+T (kB InZ+ zn:pnsn> + uzn:pnNn = zﬂ:ann. (169)

(iv) Pre rovnovazny tlak plati

0N 1 /0Z
=—\| == = —kpT = | == = niin, 1
P (8V>T“u, b z <8V>T,,u zn:p " ( 70)

kde sme opét zaviedli “tlak mikrostavu” 7, = —(9&,/0V), = —(0E,/0V).
Teda rovnovazny pocet Castic IV, energia F aj tlak p st vSetky popisané prirodzenou formulou:
vazenym priemerom veli¢in charakterizujacich mikrostavy N, E, a 7, s vahovacimi faktormi p,,.

Druhé derivacie (2: fluktuacie v grandkinonickom stibore
Lahko moZno overit nasledovné vysledky pre druhé derivécie velkého potencialu Q:
(i) Stredny pocet ¢astic N je pri fixovanych V, T' rasticou funkciou chemického potencialu (pouzi (168)):

ON 0 N-£ 1
— ) =) Ny (ex i = —{((AN)?). 171
( o >V,T Zn: gL ( P kpT >V,T kpT <( ) > )
(ii) Stredna hodnota velkej energie £ je pri fixovanych V, u rastticou funkciou teploty (pouzi (169)):
o0& 0 N-£ 1
— ] =) & 2 = —((AE)?). 172
< m)w Sty (exp - )W . (172)
(iii) Teplotné zavislost N pri fixovanych V, p nema fixované znamienko (pouzi (168)):
ON 0 0-&, 1
— =Y Ny— = —— (ANAE). 173
(57), = vagr (o0 ) | = e (ovae (7)

Priklad: adsorpcia atémov na povrchu kry$talu

Skimajme krystal, ktory na povrchu obsahuje M pozicii, na ktorych sa moze zachytit atom A. Kazda
7 pozicii pritom méze byt bud neobsadené, alebo obsadend jedinym atémom. Energiu adsorbovaného
atomu ozna¢me e. Nech povrch kryStalu je v rovnovahe s okolitym plynom castic A, ktory mé teplotu
T a chemicky potencidl p. Najdite stredny pocet N atémov adsorbovanych na povrchu krystalu.

Riesenie. Povrch krystalu mozeme popisat ako grandkanonicky stubor atomov A. Mikrostavy n st
charakterizované obsadzovacimi ¢islami z; na jednotlivych pozicidch ¢ = 1,..., M, pricom x; mo6zu
nadobudat len dve hodnoty: z; = 0 alebo x; = 1. Velka energia mikrostavu povrchu charakterizovaného
postupnostou {z} je

preto velka Statistickd suma povrchu je

1 ! Wz
Z= Zexp <_k:BT Zzz(s - M)%) = Lz:(:)exp <—(5k3;))

{=}

M

i)
B
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kde v druhom kroku sme vyuzili, Ze jednotlivé pozicie na povrchu st navzajom nezéavislé. Preto velka
Statistickd suma pre povrch mé tvar

QM,T,p) = —kpTln 2 = —MkgTln [1—|—exp (’;_‘g)] (174)
B
V&imnime si, 7e rolu objemu hra v nasom priklade celkovy pocet mriezkovych pozicii M. Pre stredny
pocet atémov v systéme (t.j. obsadenych pozicii) potom dostévame

o1} M
N=- <a/ﬁ>M,T: exp (Z;—éﬁ) —l—l.

Teda ak je energia adsorbovanych atémov vicsia nez chemicky potencial v okolitom plyne, e—p > kT,

potom N <« M a takmer ziadne pozicie nebudu obsadené. Ak je naopak energia adsorbovanych atémov

mald oproti p, presnejsie ak p —e > kT, potom N = M a takmer vSetky pozicie budd obsadené.
Vztah medzi po¢tom ¢astic N a poctom pozicii M mozZno interpretovat aj tak, ze stredna obsadenost

zvolenej pozicie je
1

exp (i;éﬁ) +1
My sme k tomuto vysledku prigli termodynamicky, ale mozno ho odvodit aj Statisticky, kedZe pravde-

podobnost realizacie mikrostavu n celého povrchu mozno napisat ako sicéin pravdepodobnosti relizacie
jednotlivych z;.

f= (175)

Cvicenia

1. Ukazte, Ze pre velky potencial jednozloZzkového systému plati Q = —pV.

2. Dokazte vztahy (171), (172) a (173).

3. Dokazte vztah (175) v§poctom strednej hodnoty (z;). Dalej ukiite, 7e ak je rezervoar Castic tvoreny idealnym ply-
nom s (parcialnym) tlakom p skimanych ¢astic, potom tento vztah mozno zapisat v tvare tzv. Langmuirovej absorp¢nej
izotermy f = p/(po + p). Najdite velkost tlaku po (7).

4. Preskumajte modifikovany model adsorpcie, v ktorom budete stale Ziadat, aby na danej pozicii mohol byt adsorbovany
iba ziaden alebo jeden atom. Predpokladajte vSak, Ze adsorbovany atom sa moéZe nachadzat v jednom z dvoch stavov,
ktorych energie st €1 a e2.

5. Preskimajte modifikovany model adsorpcie, v ktorom budete predpokladat, Ze na danej pozicii moze byt adsorbovany
Ziaden atéom, jeden atoém, alebo dva atémy. Prepokladajte, Ze energie tychto troch konfiguracii si 0, €1, alebo €2, pricom
€2 = 21 + U. Aky je fyzikdlny vyznam energie U?

6. Najdite vyraz pre pravdepodobnost mikrostavu p, systému s dvomi typmi Castic v kontakte s rezervoarom pri teplote
T a s chemickymi potencialmi p; pre castice typu 1 a ps pre Castice typu 2. Plati pre velky potencial vztah Q = —pV'?
7. Predpokladajme, %Ze molekuly hemoglobinu sa mé7u nachadzat v jednom z troch stavov: i) neobsadené, ii) obsadené
jednou molekulou O a iii) obsadené jednou molekulou CO. Tieto tri stavy hemoglobinu nech maji po rade energie 0,
€1 a 2. Definujme aktivity molekil Oz a CO vztahmi z; = exp[u;/(ksT)]. Nech aktivita molekil Oz je 21 = 1 x 107°.
Najdite vdzobné energie €1 a €2, ak pozname nasledujiice dva vysledky pre pravdepodobnost fi naviazania molekuly
O2 na hemoglobin: 1) pre rezervoar s aktivitou z2 = 0 (aka je vtedy koncentracia CO?) je fi = 0.9. 2) pre rezervoar s
aktivitou 20 = 1 x 1077 je fi=0.1.
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20 Kvantovy popis idealnych plynov
V tejto prednaske predstavime doésledne kvantovomechanicky opis ideadlnych plynov.

Kvantové stavy jednej volnej ¢astice

V klasickej fyzike je stav bezstrukturnej Castice popisany polohovym vektorom x a hybnostou castice
p. V kvantovej mechanike v8ak nie je moZné sucasne urcit polohu a hybnost ¢astice. Namiesto toho
stav ¢astice popisujeme vlnovou funkciou 1 (x). Dynamické vlastnosti ¢astice popisuje operator energie,
tzv. hamiltonian. V pripade volnej bezstruktirnej ¢astice ma hamiltonian tvar

H=_——. (176)

Nasou tilohou je najst vlastné stavy hamiltonidnu, t.j. vyriesit bez¢asovi Schrédingerovu rovnicu Hiyp =
ep. Podla pravidiel kvantovej mechaniky sa totiz Castica moéze nachédzat iba v niektorom z takto
najdenych stavov ¥ (x), tzv. vlastnych stavov hamiltonidnu, alebo v linedrnej kombindcii takychto
stavov. V naSom zjednoduSenom vyklade vSak budeme predpokladat, Ze pripustné su vylucne iba
vlastné stavy hamiltonianu.*

Pre jednoduchost budeme predpokladat, ze Castica je uviznend v gkatuli tvaru kocky s rozmermi
V = L x L x L, pricom potencidlna energia pre ¢asticu je vonku kocky nekonecné. Inymi slovami,
Castica je uvéiznend v trojrozmernej nekoneéne hlbokej jame. Preto vinova funkcia musi na hraniciach
skatule nadobudat nulovi hodnotu. Ako je zname, vlastné stavy hamiltonianu (176) s touto okrajovou
podmienkou maja tvar

2

3/2
Yr(x) = <L> sin kyx sin koy sin ks z, k= %(nl,ng,ng),

kde n1,ng, n3 figurujuce vo vyraze pre "vlnovy vektor”5?

s prirodzené cisla, podobne ako v pripade
moédov rezondtora skimanych v prednaske 15. Energia Castice v stave vy, t.j. vlastnd hodnota ey v

bezc¢asovej Schrédingerovej rovnici Hyy = ey, mé tvar

(hk)?  (wh)?
om  2mlIL?2

£k = (n? 4+ n3 +n3). (177)

Ak méame do ¢nenia s bezstruktirnymi ¢asticami so spinom S = 0, potom ich stavy st plne charak-
terizované zadanim vinového vektora k. Na druhej strane, ak popisujeme (inak bezstrukturne) astice
s nenulovym spinom S, potom ich pohybovy stav je podla kvantovej mechaniky plne zadany dvojicou
udajov: vinovym vektorom k a priemetom spinu na zvoleni os, ktory budeme oznacovat o. Priemet
spinu ¢ moéze nadobudat jednu z 25 4+ 1 hodnot S,S —1,..., -5+ 1,—S. Energia castice v stave k, o
v8ak od o nezavisi a stéle je dana vztahom (177).

Kvantové stavy systému s mnohymi volnymi ¢asticami
Hamiltonidn pre systém N neinteragujicich bezstruktarnych volnych €astic je jednoduchym siaétom
ich kinetickych energif, a preto ma tvar
N p?
H = L. 178
2 "

Vlastné stavy systému s hamiltonidnom (178) mozno charakterizovat nasledovnym spoésobom: Kedze
Castice navzajom neinteraguju, kazda z nich obsadzuje niektory z vlastnych stavov jednocasticového
hamiltonianu (176), povedzme stav k, 0. Vo vysledku je teda kazdy jednocasticovy stav k, o obsadeny
Ty, Casticami. Cislo Tke nazyvame obsadzovacim ¢islom (pre “mo6d” ko). Stav celého mnohocasticového
systému (t.j. mikrostav n termodynamického systému) je potom tplne charakterizovany obsadzovacimi
¢islami {zy, } pre vietky pripustné jednocasticové stavy k,o.

84Vgeobecnejsi vyklad je mozny, ale pouZiva pojem matice hustoty, ktory ide nad ramec tejto prednagky.
65Striktne vzaté, pojem vlnového vektora pouzivame iba v pripade beziacich vin. V nafom pripade v8ak maju rieSenia
charakter stojatych vin.
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Pre celkovy pocet ¢astic N a celkovu energiu E v mikrostave {xy,} potom plati

N({zko}) = Z Tko,  E({rke}) = Z EkTkos (179)

kde sumacia sa vedie cez vSetky jednocasticové stavy k,o. Vyrazy pre pocet Castic a energiu su teda
su¢tami prispevkov navzajom nezéavislych “modov” k,o. Z vysledku (179) naviac Tahko néjdeme aj
vyraz pre velki energiu & = E — uN.

Grandkanonicky opis idealneho plynu
Ked7e sumacia cez mikrostavy je ekvivalentna sumécii cez vSetky postupnosti {zy.}, pre velka sta-
tistickti sumu idedlneho plynu dostdvame vyjadrenie

Z = Z exp( izl;} ) Z exp( %Z (ex — xkg> = gzkg, (180)

{xka} ko

kde v poslednej rovnosti sme vyuzili, ze “mody” k, o st navzajom nezavislé. Prispevok médu k, o k
vel'kej tatistickej sume je pritom dany vztahom

= Zx:eXp (Mk_BTk > = ;(Qk)x, (i = exp (Mk;;k> : (181)

kde suma cez x prebieha cez vSetky pripustné obsadzovacie ¢isla pre stav k,o. Pre velky potenciél
idedlneho plynu teda dostéavame vysledok

0= —kBTZIszU. (182)
ko

KedZe jednotlivé “mody” k, o st navzajom nezavislé, pravdepodobnost realizacie mikrostavu {zk, }
je dané sucinom pravdepodobnosti py,(2ks) toho, Ze obsadzovacie ¢islo pre stav k,o je xk,. Tieto
pravdepodobnosti st v grandkdnonickom stibore dané vztahom

1 —€ 1 "
Pko () = o exp (NkBTkx> = Z(qk) ) (183)

Od tohto okamihu musime zobrat do tivahy, s akymi ¢asticami mame do ¢inenia. Podl'a kvantove;j
mechaniky existuju dva typy Gastic: bozény a fermiény. Tieto pripady teraz preskimame kazdy zvIast.

Plyn neinteragujtcich bozénov

Bozony si Castice s celo¢iselnym spinom, t.j. S nadobuda hodnoty 0, 1,2, .. .. Napriklad atéomy izotopu
4He maju v zakladnom stave spin S = 0. Dalsim prikladom bozénov su Castice prendSajiice interakcie,
napriklad fotény.

Ukazuje sa, ze v pripade bozénov méze byt skimany moéd obsadeny akymkol'vek poctom Castic, t.j.
pripustné obsadzovacie ¢isla v (181) s 2 = 0,1,2,.... V takom pripade prispevok modu k, o k velkej
Statistickej sume je

1
1—q
kde sme vyuzili vysledok pre stcet nekonecného geometrického radu. Po dosadeni tohto vysledku
do (182) tak dostavame vysledok pre velky potencial idedlneho plynu bozonov:

Q=kpT) In [1 — exp <“k_3;k>] . (184)

ko

s=l+q+@¢E+... =

Velky potencidl je explicitnou funkciou T, u a vd'aka zévislosti vinovych vektorov k od velkosti systému
aj funkciou objemu. Teda (184) je hladanou fundamentalnou rovnicou pre bozénovy plyn.
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Ak dalej v (183) pouZijeme vysledok pre zy,, potom pre pravdepodobnost py,(x) pritomnosti =
¢astic v stave k, o dostaneme

ko () = (1 — i) (q)”

Pre mnoho avah je uzito¢né poznat aj strednt hodnotu nk, = (Tke) = Y _pe( LPko(x) obsadzovacieho
¢isla pre stav k, 0. Dostavame pre hu

(rko) = (1 - q) quk =(1-a) Uy, [qu] = Qk)Qkazk [ ! } = K

=0 1_Qk I —qx

kde sme v druhom kroku pouzili trik s derivaciou sumy podl'a parametra. Ak teraz vyuZijeme explicitny
vyraz pre g, napokon pre stredny pocet Castic v stave k, o dostaneme vztah

1

exp (‘E];‘B_:ﬁ ) -1

(185)

Nke =

Tento vysledok sa nazyva Boseho-FEinsteinovim rozdelenim.

V&imnime si, ze vysledok z prednasky 14 pre stredny pocet kvant harmonického oscilatora je §pe-
cidlnym pripadom Boseho-Einsteinovho rozdelenia, v ktorom treba vziat p = 0. Skutocnost, Ze pre
kvanta harmonického oscilatora plati p = 0, pritom mozno zdévodnit nasledovne. Nech F(N,T,V) je
Helmholtzova volna energia oscilatora s N kvantami pri teplote T' v systéme s objemom V. PretoZe
veli¢ina N nie je diktovana ziadnym zadkonom zachovania, v rovnovdznom stave sa pocet kvant N na-
stavi tak, aby minimalizoval volnt energiu. Preto musi platit (0F/ON)yr = 0. Ale na druhej strane
je chemicky potencial definovany vztahom p = (0F/ON)y 1. Z porovnania tychto vyrazov vyplyva, ze
musi platit p = 0.5

Plyn neinteragujacich fermionov
Fermi6ény su Castice s poléiselnym spinom, t.j. S nadobuda hodnoty 1 55 2, .... Napriklad elektrony,
protény a neutrény su fermiény so spinom S =

Ukazuje sa, ze v pripade fermiénov moze byt dany jednocasticovy stav bud prazdny, alebo obsadeny
jedinou Casticou. Preto dovolené obsadzovacie ¢isla v danom “moéde” st x = 0 a x = 1. Nemoznost obsa-
dit jednocasticovy stav viac nez jednou ¢asticou sa nazyva Pauliho vylu¢ovacim principom. Podla (181)
je preto prispevok médu k, o k velkej Statistickej sume fermiénového plynu rovny

ko = 1 + qk-

Po dosadeni tohto vysledku do (182) tak dostdvame vysledok pre velky potencial idedlneho plynu

fermioénov:
_ M — &k
Q= —kBT%:In [1 + exp ( T )} . (186)

Podobne ako v pripade bozonov, aj (186) je fundamentélnou rovnicou, tentokrat pre fermiénovy plyn.
Ak dalej v (183) pouzijeme vysledok pre zx,, potom pre pravdepodobnost py,(z) Ze v stave k, o
je pritomnych x fermiénov dostaneme

T

(qx)
1+ g’

Pro(T) =
pricom dovolené s iba dve hodnoty x, 0 a 1. Pre stredni hodnotu nx, = (Txs) = Zizo TPko ()
obsadzovacieho ¢isla pre stav k, o preto dostavame

qk
I+age

<xk0> =0x pko(o) +1x pkcr(l) =

56 Tento isty argument plati aj pre chemicky potenciél foténov a fonénov.
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Ak teraz vyuzijeme explicitny vyraz pre g, napokon pre stredny pocet Castic v stave k, o dostaneme
vztah

1

exp <8’:B_7H> L (187)

Nke =

Tento vysledok sa nazyva Fermiho-Diracoviym rozdelenim. Viimnime si formalnu podobnost medzi Ma-
xwellovym, Boseho-Einsteinovym a Fermiho-Diracovym rozdelenim.

Cvicenia

1. Derivovanim vyrazu pre velky potencial (184) najdite rovnovazny pocet bozonov N a entropiu S. Pomocou nich
vypoditajte rovnovaznu energiu E. Vysledky pre N a F interpretujte pomocou vztahov (179) a (185).

2. Derivovanim vyrazu pre velky potencial (186) najdite rovnovazny pocet fermiénov N a entropiu S. Pomocou nich
vypod&itajte rovnovaznu energiu E. Vysledky pre N a E interpretujte pomocou vztahov (179) a (187).

3. Preskumajte Fermiho-Diracovo rozdelenie (187) ako funkciu energie ex v limitnych pripadoch malého a velkého che-
mického potencidlu p < —kpT a pu > kpT.

4. Preskumajte Boseho-Einsteinovo rozdelenie (185) ako funkciu energie ex v limitnych pripadoch malého a velkého
chemického potencidlu p < —kpT a 0 > pu > —kpT. (Preco nemdéze byt chemicky potencial bozénov kladny?)

5. Najdite fluktuacie obsadenosti jednotasticového stavu ((Ani,)?) pre pripad fermionov a pre pripad bozénov. Pomécka:
vyuzite identitu >0 n*¢™ = q(q+1)/(1 — q)°. Dalej ukazte, ze plati ((Aniy)?) = kT (Onke/Op) .
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21 Klasicka limita. Bozénovy plyn pri nizkych teplotach

V tejto prednaske najskor preskimame spravanie kvantovych idedlnych plynov pre oba typy Castic
pri vysokych teplotach. Ukdzeme, Ze v tejto limite sa naSe vysledky redukuja na zname vysledky pre
klasicky idedlny plyn. Potom preskiimame spravanie bozénov pri nizkych teplotach.

Kvantové plyny: suméar vysledkov
Kvoli prehladnosti teraz uvedme tie vysledky pre kvantové plyny, ktoré zavisia od typu Castic.

Bozony
Velky potencial Q = Q(T,V, u) a Boseho-Einsteinov vztah pre stredny pocet Castic ng, v stave k, o:
— 1
Q=kpTY In|l—exp (EE) 1 = . (188)
kT ex <—€k7“> —1
ko p kgT

Odtialto dostavame vysledok pre entropiu S = —(9Q/90T )y, pozri cviCenia:

S=kp Y [(1+ n) (1 + nie) — N In 1o ] - (189)
ko
Fermiony
Velky potencial Q = Q(T, V, u) a Fermiho-Diracov vztah pre stredny pocet Castic ny, v stave k, o:
— 1
Q= —kpTY In|ltexp (B}, = . (190)
ksT exp | S 1
ko p kT +

Odtialto dostavame vysledok pre entropiu S = —(9Q/9T )y, pozri cvicenia:

S=—kg Y [(1 = i) In(l = Niy) + Nico In Mo ] - (191)
ko

Kvantové plyny: vysledky rovnaké pre obe $tatistiky
Pre celkovy pocet ¢astic N = —(02/0p)y.r a pre celkova energiu systému E = Q4+ T'S + uN pre obe

Statistiky dostédvame
N=> mg  E=) nex (192)
ko ko

Podobne pre tlak dostavame pre obe statistiky

o0 Oex
== = ——=. 193
! <GV>TN %:”“’( ") o)
Pre energie jednodasticovych stavov pritom podla prednasky 20 plati

(Th)* 5 o Jek 2ek
A= gyttt =Gy ) =5y

Z porovnania vysledkov (192) a (193) preto dostavame stavovi rovnicu kvantového idedlneho plynu
pV = -FE, (194)

ktord opét plati pre plyny s obomi $tatistikami (a pre vietky teploty).

Klasicka limita u < —kgT )

Predpokladajme, ze chemicky potencial Castic je zaporny a splita nerovnost u < —kpgT. V takom

pripade plati exp[—p/(kgT)] > 1 a ¢len 1 v menovateli vyrazov pre stredny pocet ¢astic ny, mozno
pre obe Statistiky zanedbat. Tak dostavame

Nke = €Xp <Mk;;k> < 1, (195)
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t.j. Maxwellovo rozdelenie pre klasicky idealny plyn (107). V&imnime si, ze vzhladom na ostri nerovnost
v (195) mozno velky potencial pre oba typy Castic zapisat v tvare

Q= —kpT exp <kluT> Zexp <_k:(T> = —(28 + 1)kpT exp (k;uT> Zexp (—é;}) ,

kde v druhej rovnosti sme vyuZili, Ze spin & ma 2S5 + 1 priemetov na zvoleni os. Ak dalej prejdeme
od sumacie k integracii, dostaneme

1% , h2K>  dk k2 N\ Vv
d*k - =V ar _ _v
ZeXp ( kBT> (2m)3 / P ( zkaT> U_m or P ( zkaT” ER

kde X je termalna dlzka:%7

2mh
V2rmkgT

Preto pre velky potencial v klasickej limite dostavame vysledok

A=

v
T (196)

Q= —(28 + 1)kpT exp (k’“‘T>
B

Pre rovnovazny pocet Castic teda plati

N=— @g;) (28 + 1) exp <k:T> AK (197)

Ak z rovnice (197) vyjadrime chemicky potencial, dostaneme

3

=kpTIln ————.
p="r5 n(25+1)v

(198)

Teraz sa moézeme vyjadrit k oblasti platnosti klasického priblizenia. M4 totiz platit podmienka
w/(kpT) < —1. To je viak mozné len vtedy, ked vyraz pod logaritmom v (198) spliia podmienku
A3 < (28 + 1)v. Ak teraz vyuzijeme explicitny vyraz pre termalnu dizku A a zanedbame ciselné
faktory radu 1, dostaneme odtialto podmienku platnosti klasického priblizenia

1 n?
(28 + 1)2/3 mo2/3’

kT >

Klasické priblizenie je teda platné v limite dostato¢ne vysokych teplot. Energia na pravej strane ne-
rovnosti je rddovo rovna energii Castice v gkatuli s objemom v, t.j. zhruba v objeme vymedzenom
skiimanej Castici okolitymi Casticami. Tato energia je mald pre tazké Castice, riedky plyn alebo pre
¢astice s velkym spinom S.

Nakoniec eSte preskiimajme otazku, ¢i nas sticasny plne kvantovy vypocet reprodukuje kvazikla-
sické uvahy z prednagok 11, 12 a 14. Pre konkrétnost hladajme povedzme fundamentalnu rovnicu pre
Helmholtzovu volnt energiu, pre ktora plati F' = Q4+ pN. Ak sem dosadime 2 = —kgT N, ¢o vyplyva
z porovnania rovnic (196) a (197), a ak naviac pouzijeme vysledok (198) pre p, dostaneme

v

F(N,T,V) = —=NkgT |1+ 1In(2§ + 1) + In o3| (199)
Rovnaky vysledok sme dostali aj v prednaske 14, v ktorej sme skiimali §pecidlny pripad ¢astic so spi-
nom § = 0. Je dolezité si uvedomit, ze takto sme zaroven nepriamo potvrdili semiklasické tvahy o
zrnitosti fazového priestoru a o Gibbsovom faktore z prednasky 11.

Bozonovy plyn pri teplote T'=0
Vo zvysku tejto prednasky budeme skiimat idealny plyn bozonov, ktorych pocet sa zachoviava. Nemame

57Substittciou hk = p totiz dostaneme definiény vztah pre A z prednagky 14.
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teda na mysli napriklad fotony, ktorych pocet nie je fixovany zdkonmi zachovania. Pre konkrétnost sa
obmedzime na pripad bozénov so spinom S = 0, ako napriklad atémy izotopu *He. Celkovy podet
bozénov v systéme je dany vztahom

N=Y)" ! : (200)

k eXp<k7T> 1

Pokial nés zaujimaja vlastnosti systému s predpisanym podtom ¢astic, potom rovnica (200) je im-
plicitnou rovnicou pre chemicky potencidl p: mame ho nastavit tak, aby suma na pravej strane dala
hodnotu predpisann avou stranou.

Tee T EP{I s
‘Zl()
14106 -Hz'_[
S
1 3 4 TK]

Najprv si véimnime, Ze chemicky potencial musi byt mensi nez najmensia mozné energia emi.%¢ V
opa¢nom pripade by sme totiz dostévali zdpornt hodnotu ny pre ex = emin, €0 je nezmysel.

Teraz zavedieme pomocni veliéinu Nyax. T dostaneme tak, 7e vo vyraze (200) nahradime chemicky
potencial jeho maximalnou pripustnou hodnotou a naviac sumu zamenime za integral. Tak dostaneme

1% d3k Vo[ dkk2 dzy/x V 1%
Nuax(T) = / = — / — ~2.612.
* (2m)3 exp( skT) —1 2% )0 exp ( TR T —1 A A

V tretom kroku sme integral pocitali substittciou h2k2/(2mk‘BT) = z a vysledok sme zapfsali pomocou
termalnej dlzky.

Dalej, explicitnym derivovanim Tahko ukéazeme, ze plati (ON/Ou)ry > 0. Kedze pocet Castic je
rastiucou funkciou u, pre dani teplotu 7' musi platit, ze Npax(7) > N. Ak je tato nerovnost splnena,
potom sa zjavne da najst chemicky potenciél, ktory riesi rovnicu (200) pre p. Ale treba si v8imnut,
7e vdaka teplotnej zavislosti A aj Nyax zavisi od teploty a plati Nmax o T3/2. To vSak znamena, 7e
pre akykolvek zadany pocet Castic N existuje hrani¢nd teplota (oznaéime ju Tgg), pod ktorou plati
Npmax < N. Pre teplotu Tg teda plati Npax(Tpg) = N, odkial vyplyva

o7 [ N \®
kpTog = —— [ — ) . 201
BEBE T T (2.612V> (201)

Co sa viak deje pre teploty T < Tpg? Odpoved Tahko najdeme v extrémnom pripade T = 0.
Vtedy zjavne vietky Castice obsadia stav s najmenSou moznou energiou. Energia tohto mikrostavu je
Fnin = Nepin- Zjavne pritom existuje jediny mikrostav s energiou E = Fyiy,, preto entropia takéhoto
stavu je podla Boltzmannovej formuly nulova, v sulade s tretou vetou termodynamiky.

Vsimnime si, 7ze pri teplote T = 0 je rozdelenie Castic podla k singularne: v jednom stave st
vSetky Castice a vo zvySnych stavoch nie st ziadne castice. V takejto situécii samozrejme nemozno
zamenit sumu za integral. Pri zvySovani teploty v intervale 0 < T' < Ipg ocakdvame, Ze pocet Castic
v stave s najmengou energiou bude stale anomalne velky, ale bude postupne klesat. Castice v tomto
stave tvoria tzv. (Boseho-Einsteinov) kondenzat.®? Ostatné stavy k budu pri kone¢nej teplote obsadené
podla hladkej rozdelovacej funkcie (188). Prispevok tychto stavov potom mozno dobre opisat zamenou
sumy za integral a pocet Castic mimo kondenzatu teda bude rovny Npax(T).

Ak teraz vyuzijeme, ze plati Nmax x T3/2 a zaroveit Nmax(TBE) = N, dostaneme odtial'to vysledok
Npax = (T/TBE)3/2N. Preto pre pocet Castic Ny v kondenzéte (v intervale 0 < T' < Tgg) plati

TBE

No=N — Nyay = [1 _ (T)m} N. (202)

68Pre castice v skatuli emin = 37r2h2/(2mV2/3) a v termodynamickej limite emin — 0.
%9Ide tu o kondenzaciu do jedného stavu v priestore hybnosti, odtial nazov.
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Boseho-Einsteinova kondenzacia a supratekutost *He
Pri tlakoch mengich nez ~ 2.5 x 10% Pa zostava izotop “He kvapalny aj pri najnizsich teplotach. Pri
teplotach radu 1 K a nizSich sa kvapalné hélium stava supratekutym a vykazuje mnohé anomadlne
vlastnosti. Napriklad pridenie kvapaliny v uzavretom prstenci nie je tlmené trenim o steny prstenca a
rychlost pradenia sa v ¢ase nemeni. Tento jav sa nazyva perzistentnym prudenim.

Hoci tekuté hélium samozrejme nie je idedlnym pynom a interakcie medzi atémami st velmi silné,
veri sa, 7ze aj v tomto systéme vznikd Boseho-Einsteinov kondenzét a Ze supratekutost je désledkom
existencie tohto kondenzatu.

Cvidenia
1. Derivovanim vyrazov pre velky potencial ukazte platnost vztahov (189) a (191) pre entropiu. Ukazte, Ze v klasickej
limite nx, < 1 pre obe Statistiky plati

S =kgp Z’I’Lkg(l — lnnkg).

ko

2. Nech index j popisuje jednocasticové stavy makrosystému. Skimajme G > 1 kopii makrosystému. Nech N; > 1
je celkovy pocet Castic (vo vSetkych kopiach), ktoré sa nachadzaji v stave j. Teda priemerna obsadenost stavu j je
n; = N;/G. Najdite entropiu ako logaritmus po¢tu mikrostavov pre zadané hodnoty {n;}. Rozliste pripady, ked castice
s bozony a fermiony. Vysledok porovnajte s (189) a (191).

3. Sktimajme N (navzajom neinteragujicich) atomov “He, ktoré sa pohybuji v jednorozmernom kvadratickom potenciali.
Naznacte, ako by bolo treba skimat ich Statistické vlastnosti v mikrokanonickom a kanonickom pristupe. Ulohu vyrieste
v grandkanonickom formalizme. V klasickej limite najdite energiu E systému ako funkciu teploty T'.

4. Sktmajme systém N neinteragujtacich bozonov, ktoré mézu obsadzovat dva jednolasticové stavy s energiami 0 a e.
Pri akej teplote T bude v stave s nizSou energiou r-krat viac ¢astic ako v stave s vy§Sou energiou?

5. Skimajme neinteragujice volné bozény v jednorozmernom pripade. Ukéazte, Ze pri teplote T > 0 kondenzat absentuje.
6. Dokazte, ze chemicky potencial bozonov pri raste teploty nerastie, t.j. (9u/9T)n < 0. Pomocka: najprv ukazte, Ze plati
(Ou/0T)n = —(ON/IT),./(ON/Ou)r. Potom derivovanim vztahu (200) ukazte, ze plati (ON/9T), > 0a (ON/Ou)r > 0.
Nacdrtnite zavislost chemického potencialu od teploty.

7. Vypoditajte velky potencidl © bozénového plynu pre T < Tgg. Pomocka: vyuzite [~ dzy/zln(l —e ) ~ —1.19.
Néajdite tiez entropiu, tlak a energiu.
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22 Fermiénovy plyn pri nizkych teplotach

V tejto prednéske preskimame vlastnosti fermiénového plynu v limite nizkych teplot, kedy nemozno
pouzit klasické pribliZenie. Vysledny stav sa niekedy nazyva degenerovanym plynom fermiénov. Mnoho
redlnych systémov mozno priblizne opisat ako takyto degenerovany plyn, napriklad atémy v tekutom
3He, vodivostné elektrony v kove, elektrény a protény v bielom trpasliku, alebo neutrény v neutréno-
vych hviezdach.

Formulacia problému
Skiimame fermiény s chemickym potencidlom g pri teplote T' v 8katuli s objemom V. Podla pred-
nasky 20 je potom stredny podcet fermionov v systéme dany vztahom

1
N = ano—’ Nk = . > (203)
ko exp ( kkBTM) +1
kde sumdcia beZi cez stojace viny v krabici s “vlnovymi vektormi” k = F(n1,n2,n3) a energiami

ex = h%k?/(2m). Index o &isluje 2541 priemetov spinu fermiénov a ny, je Fermiho-Diracovo rozdelenie.
Podobne ako v predoslej prednagke budeme predpokladat, Zze pocet fermiénov N v skimanom objeme
je zadany a znamy. V takom pripade treba rovnicu (203) chépat ako rovnicu pre chemicky potenciél
fermiénového plynu, p = pu(T, N/V).

Energia skimaného systému je podla prednésky 20 dana vztahom

E=Y ngex=Y °k (204)
ko

o oxp (F4) +1

Plan tejto prednéasky je nasledovny: vo vyraze (204) pouZijeme chemicky potencial uréeny z rov-
nice (203) a tak dostaneme energiu systému ako funkciu F = E(N,V,T). Nasledne ukaZeme, Ze zo
znalosti tejto funkcie mozno skonstruovat fundamentélnu rovnicu degenerovaného fermiénového plynu,
F = F(N,V,T), a preskimame niektoré dosledky.

Vypoéet siim pomocou hustoty stavov
Vo vyrazoch (203) a (204) mame do ¢inenia so sumami typu ), F(ex). Podla receptu z prednasky 15
nahradime sumu integralom. Ten dalej prepieme do sférickych suradnic a dostaneme

1% Vo[ o0
zk:F(sk) =33 / Pk F(ey) = 5.3 /0 dkk*F(ey) = /O deD(e)F(e), (205)

kde v poslednom kroku sme integraciu podla premennej k nahradili integraciou podla e = h%k%/(2m),
teda pouzili sme substiticiu k = (2me)'/2/h. Vo vysledku sme zaviedli velicinu D(e):

/
D(e) = (2m>32\£, D(e) = AVE, (206)

T aer \n?

ktora nazyvame hustotou stavov, pretoze v intervale medzi € a € + de sa nachiddza D(e)de dovolenych
hodnét k. Ide teda o hustotu v priestore energii.

Ak sa d'alej obmedzime na fermiény so spinom 1/2, napriklad atémy 3He, elektrony alebo neutrény,
potom priemet spinu o nadobida dve hodnoty. Vyrazy pre pocet castic (203) a energiu (204) preto
mozno prepisat do tvaru

N =2 / deD(e)n(e),  E =2 / deD(e)en(e), (207)
0 0
kde n(e) je Fermiho-Diracovo rozdelenie (203).

Fermiénovy plyn pri teplote T'=10
Hodnotu chemického potencialu pri teplote T = 0 budeme nazyvat Fermiho energia a oznacovat ep.
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Z tvaru Fermiho-Diracovej rozdelovacej funkcie (203) je zrejmé, Ze pre energie ¢ < ep plati n(e) = 1,
kym pre ¢ > ep plati n(e) = 0. Teda vSetky stavy s energiou mensSou nez ep su pri 7' = 0 obsadené,
kym vetky ostatné stavy su prazdne. Z vyrazu (207) preto vyplyva, Ze pre pocet Castic N musi platit

1% <2mep>3/2 VK

_4
- h? - 3n2’

N = Q/EF deD(e) = —Ae¥* =
0 3 F 37T2

kde sme v poslednom kroku vztahom ep = h*k%/(2m) definovali tzv. Fermiho vlnovy vektor kg, t.j.
vinovy vektor pre fermion s najviésou obsadenou energiou. Ak odtialto vyjadrime Fermiho energiu a
Fermiho vlnovy vektor ako funkcie objemu na jednu ¢asticu v = V/N, dostaneme

772 2\ 2/3 2\ 1/3
er (?’W> , kF:<3:> . (208)

" 2m \ v

M(s)jj T=0 4‘&}[ & Tyo
ll

ol 0 s

e ('

Teda v zakladnom stave st obsadené vietky dovolené hodnoty k, ktoré sa nachadzaja vnuatri tzv.
Fermiho gule v k-priestore s polomerom kr. Povrch tejto gule sa nazyva Fermiho plochou. Pre energiu
zékladného stavu pritom plati

3V [2mep\¥? 3
532\ e ) crTpher

EF EF
E(0) =2 / deD(e)e = 24 / dee®/? -
0 0

Vdaka Pauliho principu maja teda fermiony koneént kineticku energiu a plati E(0) o« N(N/V)?/3.

Preto aj pri nulovej teplote existuje v degenerovanom plyne fermiénov koneény tlak
p__<f9E<0>> _2E(0) _2er
v )y 3V 50
Kedze E(0) oc N°/3V=2/3 pre chemicky potencial zaroven plati = (OE(0)/ON)y = SE(0)/N = ep,
v stulade s ocakavanim.

Fermiénovy plyn pri nizkych, ale koneé¢nych teplotach

Pri konetnej teplote sa ostry skok funkcie n(e) pri € = p zaobli a funkcia n(e) sa od nuly alebo

jednotky ligi iba pre energie ¢ &~ p + kgT. Nagim cielom teraz bude pomocou rovnic (207) néjst

chemicky potencial pri kone¢nej teplote a pomocou neho uréit teplotnu zavislost energie E(T).
Vyrazy (207) predstavuja integraly typu [;° deH (e)n(e), kde H(e) je funkcia, ktord je hladks v

okoli bodu € = p. D4 sa ukazat, Ze tieto integraly mozno poéitat pomocou poruchového rozvoja podla

mocnin teploty. S presnostou do radu T2 pritom plati

o) w 7T2
/ deH (e)n(e) ~ / deH (¢) + E(lﬁgT)%r’(M). (209)
0 0

Tento vysledok sa nazyva Sommerfeldov rozvoj a kvalitativne ho mozno zddvodnit nasledovne. Prvy
¢len v (209) udava hodnotu integralu na lavej strane, ak za funkciu n(e) vezmeme skokovi funkciu
zodpovedajtcu pripadu T = 0 s chemickym potencidlom p.”® Druhy ¢len zohl'adiiuje teplotné rozma-
zanie: k integralu pre T' = 0 totiz pri kone¢nej teplote pribudne prispevok od stavov s energiami € > p,
ktory je zhruba rovny

,LL+I€BT
/ deH (e)n(e) ~ kpT x H(p+ kgT) x 1.
w

"°0Onedlho uvidime, Ze pri konecnej teplote st chemicky potencial 1 a Fermiho energia e vo vieobecnosti rozne.
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Faktor 1/2 pritom zohladiuje hodnotu Fermiho-Diracovej funkcie n(p) = 1/2. Zarovei, v porovnani
s vysledkom pre T' = 0, pri konecnej teplote ubudne prispevok od stavov s energiami € < pu, ktory je
zhruba rovny

o
/ deH(e)[1 — n(e)] = kpT x H(u — kpT) x 3.
kpT
Vo vysledku mé preto korekény ¢len zohladnujici teplotné rozmazanie zhruba hodnotu

kT

> [H(pu+ kgT) — H(p — kpT)] =~ (kgT)*H' (1),

v kvalitativnej zhode s presnym vyrazom (209).
Ak teraz pouzijeme Sommerfeldov rozvoj vo vyrazoch (207), dostaneme nasledovné vysledky pre
pocet ¢astic N a energiu E, ktoré su platné do radu T?:

N = 2/0ud5D(5)+7;2(kBT)2D’(y),
E = 2/OHdED(£)£+7;2(kBT)2 (uD' (1) + D(w)] -

Tu je namieste si uvedomit, ze do tychto vyrazov vstupuje chemicky potencial p(7") pri konecnej
teplote. O chvilu v8ak ukaZzeme, 7ze odchylka u(T) — ep je mald, radu T?. Preto do radu 72 moézeme
gl
pisat

N = 2/05F deD(e) + [2(N—EF)D(5F) %(kBT) D’(aF)]

2

EF 7T
EF = 2/ dED(€)€ + |:2(,UJ - €F)D(EF) ?(k}BT) ( ):| e+ — (k‘BT) ( )
0
Prvy ¢len na pravej strane vo vyraze pre N je vSak z definicie rovny poctu ¢astic IV, a preto vyraz v
hranatej zatvorke musi byt nula. Odtial vyplyva vysledok

w2 D'(eR)
—ep = ——(kpT)*
n—er == kT Hos

t.j. chemicky potencial sa naozaj li§i od er o maly ¢len radu T2, ako sme predpokladali.
Rovnaka hranata zatvorka ako vo vyraze pre N v8ak figuruje aj vo vyraze pre E. Preto aj tento
¢len vypadne a pre teplotna zévislost energie dostavame konecny vysledok

- 7;2(1<:BT)21)(5F). (210)

Pre hustotu stavov na Fermiho energii, t.j. pre € = e, v8ak dostavame

vV o/2m)%/? Vo (2mep\*? 1 VEL1 3N
Diep) = (2™ eV (emerp o L ViR 1
(er) 472 <h2> F T g ( h2 ) R A7? ep 4€F

Ak tento vysledok dosadime do (210), pre energiu na jeden fermién nakoniec dostaneme

2 knT 2
o(T) = e(0) + = BT (211)
4 ER
pricom e(0) = %5 r. To vSak znamend, Ze merné teplo fermiénového plynu pri konstantnom objeme v
limite nizkych teplot je
Oe w2 kgT
— (=) = "L 212
v <8T> 2 EF B- ( )

Ako mozno tomuto vysledku rozumiet? Vo vysokoteplotnej (klasickej) limite z ekviparti¢nej vety vy-
plyva cy = %k B, Cize merné teplo je v limite nizkych teplot redukované faktorom radovo kT /ep < 1.
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0 g E

Teda za merné teplo je zodpovedny len zlomok kpT'/er zo vSetkych fermiénov. Su to akurat tie fer-
miony, ktorych energie sa nachédzaju v blizkosti Fermiho energie, ¢ ~ pu + kg7, kde sa rozdelovacia
funkcia n(e) meni s teplotou najviac. Vlnové vektory tychto fermionov sa (v k-priestore) nachadzaju
v lzkej energetickej Supke okolo Fermiho plochy.

Fundamentalna rovnica pre fermiénovy plyn

KedZze pre Fermiho vinovy vektor a pre Fermiho energiu platia vztahy (208), energia e aj merné teplo cy
st funkciami 7" a v. Z definicie ¢y = T'(0s/0T')y merného tepla vyplyva, ze entropiu s(7,v) dostaneme
jednoduchou integraciou:

T T/ 2]€ T
s(T,v):s(O,v)—i—/ g\ _ kel (213)

0 T 2 ep

kde sme vyuzili tretiu vetu termodynamiky s(0,v) = 0. Zo znamej energie (211) a entropie (213) na-
pokon dostaneme hladany fundamentélny vztah pre Helmholtzovu volnt energiu f = e — T's ideélneho
fermiénového plynu v limite nizkych teplot kT < ep:
3 72 (kpT)?
Tv)=—-ep— ———. 214
FET0) = Zer = T (214)
KedZze Fermiho energia e je iba funkciou objemu na ¢asticu v, pozri (208), volna energia je naozaj
funkciou premennych T a v.

Cvicenia

1. Skimajte fermionovy plyn s objemom na Casticu v pri teplote T'. Rozhodnite, v ktorej oblasti roviny v-7" sa plyn
sprava ako klasicky a v ktorej ako degenerovany. Pre fixovani hodnotu v nacrtnite teplotna zavislost merného tepla cy
plynu.

2. Najdite hustoty stavov v jednorozmernom (1D) a dvojrozmernom (2D) plyne castic s (kvadratickym) disperznym
zakonom ey = i*k?/(2m) a v trojrozmernom (3D) plyne s (linearnym) disperznym zakonom ey = hvk.

3. Vypocitajte energiu zakladného stavu F(0), tlak p a merné teplo ¢y pre fermiénovy plyn v troch pripadoch popisanych
v cviCenf 2.

4. Nacrtnite teplotni zavislost chemického potencialu fermiénov s kvadratickym disperznym zakonom v 1D, 2D a 3D
pripade. Pouzite vysledok cvicenia 2.

5. Najdite rovnovaznu koncentraciu plynu elektréonov a pozitréonov pri teplote kpT > mc?. Pomécka: skiimajte reakciu
et + e~ = fotény. Pouzite relativisticky disperzny zakon pre elektrony a pozitrony, e = hick. Uvéite, Ze plati py = pi_
a ze chemicky potencial fotonov je nula. Najdite energiu plynu a porovnajte ju s energiou foténov pri tej istej teplote.
6. Biely trpaslik je hviezda pozostavajica z plazmy elektréonov a protoénov s rovnakymi poctami ¢astic N. Modelujme ho
ako gul'u s polomerom R a konstantnou hustotou ¢astic. Minimalizovanim celkovej energie F(R) = Fxin(R) + Egrav(R)
odhadnite rozmer bieleho trpaslika R. Energiu Fyki, odhadnite ako energiu zakladného stavu (nerelativistickych) ideal-
nych plynov elektronov a proténov. Za gravitatni energiu vezmite Egray(R) = —2GM 2/R, kde M ~ Nm, je hmotnost
trpaslika. (Prefo?) Ako zavisi rozmer trpaslika R od poc¢tov Castic N7 Ukazte, ze s rastiicim N sa plyny dostavaji do
relativistickej limity. Pomocou relativistického vypoctu Eui, ukdZte, ze existuje kritickd vel'kost hviezdy Nerit, pre ktort

plati, Ze hviezdy s N > Nt sa gravita¢ne zrutia.

"'Pouzili sme pritom, Ze do radu T2 plati JL deH(e) = (u—er)H(er) a tiez (kpT)?H(u) =~ (kgT)*H(er).
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23 Magnetické materidly: termodynamika a Statisticka fyzika
V tejto prednaske najprv ukazeme, ako treba popisovat magnetické systémy v ramci termodynamiky:.

Potom tieto systémy popiSeme pomocou vhodného §tatistického siboru. Nakoniec preskiimame spra-
vanie systému nezévislych magnetiek v magnetickom poli.

Termodynamika magnetickych systémov

Vhodnou manipulacion s Maxwellovymi rovnicami mozno odvodit rovnicu?
ou
—+V-S=-j-¢, 215
5 T J (215)

kde S = £ x H je tzv. Poyntingov vektor popisujici tok energie pola a ¢len j- £ je hustota vykonu,
ktora pole odovzdava nabojom. Rovnica (215) teda predstavuje zdkon zachovania energie pre elektro-
magnetické pole. Pre zmenu (objemovej) hustoty energie elektromagnetického pola u pritom plati

du=&-dD+H-dB.

V tejto prednaske sa obmedzime na skiimanie magnetickych vlastnosti a dielektrické vlastnosti latok
budeme pre jednoduchost ignorovat. Naviac, obmedzime sa na skiimanie homogénne zmagnetizovaného
média celkom vyplhajiceho velmi dlhy valcovity solenoid v statickom pripade. V takej situécii je
magnetické pole vniitri cievky popisané rovnicami

vXI—I:jcievkan V-H =0,

kde jeievka je hustota pradov v cievke. Ak cievka ma N zavitov, dlzku L, a preteké fiou prad I, pre
pole vnutri solenoidu potom plati H = NI/L.

Ak sa vnutri cievky nachadza magneticky materidl s magnetizaciou M, potom magneticka indukcia
v clevke je B = poH + poM. Pre magnetickt ¢ast hustoty energie elektromagnetického pola tak
dostavame du = pogHdH + poHdM . Prvy Elen pritom nestuvisi s existenciou materidlu vnatri cievky, a
preto o hom dalej nebudeme uvazovat. Ak objem solenoidu oznacime V' a celkovy magneticky moment
meédia vnatri cievky oznacime M = V M, potom pre zmenu magnetickej energie suvisiacu s médiom
dostavame dE = Vdu = poHdM.

Teraz si v8imnime, Ze celkovy magneticky moment M je extenzivnou zachovavajacou sa veli¢inou.
Preto (makroskopicky) rovnovazny stav magnetického média je okrem energie E, objemu V' a poctu
Castic N charakterizovany aj celkovym magnetickym momentom M. Fundamentalna rovnica magne-
tického média v entropickej reprezentacii preto nadobuda tvar S = S(E,V, N, M). Pri predpisanych
dodnotiach E,V, N, M rovnovaZzny stav maximalizuje entropiu S.

Fundamentélna rovnica v energetickej reprezentacii ma analogicky tvar E = E(S,V, N, M). Ak
pre jednoduchost budeme drzat pocet Castic N a objem vzorky V fixované, zakon zachovania energie
nadobudne tvar

dE =TdS + poHdM. (216)

Pomocou znamej funkcie £ = E(S, M) teda mozno teplotu T a pole H hladat pomocou vztahov

OF or
r= <65>M’ HoH = <ew)s'

Pri predpisanych hodnotach entropie S a celkového magnetického momentu M nadobiida vnutorna
energia E v rovnovaznom stave minimum.

™2V sulade s prednagkou 15, elektrické pole a magneticki indukciu oznadujeme £ a B.
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Praktickejgia volba namiesto energetickej reprezentacie pracuje s “Gibbsovou” volnou energiou
G(T,H)=FE—-TS — ppHM, dG = —=SdT — pgMdH. (217)

Gibbsova volna energia teda vznikd Legendreovou transformaciou premennych S a M na premenné T
a H.V systéme v tepelnom kontakte s rezervodrom pri teplote T, ktory je vloZeny do externého pola
H cievky, sa rovnovazny stav realizuje ako minimum volnej energie G(T, H).

Fyzikdlny viznam Legendreovej transformdcie

Skumajme dva stavy média, povedzme nezmagnetizovany a zmagnetizovany stav, a pytajme sa, ktory
z nich bude stabilny v cievke s polom H pri teplote T. Stav 1 nech je charakterizovany energiou Fy,
entropiou S a magnetickym momentom M. Podobne stav 2 nech je charakterizovany trojicou FEs,
SQ a MQ.

Zacnime zo stavu 1 a vykonajme zmenu stavu média 1 — 2. Pri takejto zmene sa zmeni entropia
aj magneticky moment vzorky, 57 — S a M; — Mas. Systém pritom od prostredia ziska energiu
AE =T(S2 — S1) — Amag, kde T'(S2 — S1) je teplo prijaté od rezervoaru a Ama,e je magneticka praca,
ktorta systém doda cievke. D4 sa pritom ukézat, Ze plati Apag = —poH (Mo — M;1).”® Ak bude splnend,
podmienka Fy > F1 + AFE, potom systém od prostredia nedostane dostatok energie a zmena 1 — 2
energeticky nie je mozné. V takom pripade bude stabilnym stav 1 skimanej latky. Tato podmienku
vS8ak mozno prepisat do tvaru Go > G1. Teda o stabilite v pritomnosti kontaktu s tepelnym rezervoa-
rom a “rezervoarom pola” nerozhoduje porovnanie energii, ale Gibbsovych energii.

Statistickd mechanika magnetickych systémov

Podobne ako v Statistickej sume pre NpT' sibor figuruji namiesto energii mikrostavov FE, entalpie
E, + pV,, v Statistickej sume pre magneticky systém v externom poli H figuruja energie mikrosta-
vov zévislé od pola E,(H). Pre $tatistickt sumu, Gibbsovu volnu energiu magnetického systému a
pravdepodobnost mikrostavu n preto plati

Za(T,H) =) _exp <—E£;I;)) ., G(T,H)=—kgTInZg,  pn=exp <G_]£;(H)> . (218)

Slabo magnetickymi budeme nazyvat systémy, ktorych magnetizacia je M = 0, ak externé pole

H = 0. Ocakavame, ze v slabych poliach pre Gibbsovu volnu energiu g(7', H) vztiahnutt na jednotku
objemu takychto systémov plati

9(T, H) = go(T) — suoxH?, (219)

kde go(T') je hustota Gibbsovej volnej energie bez aplikovaného pola. Podla (217) pre magnetiza-
ciu plati poM = —(0g/0H)r, odkial vyplyva materidlovy vztah M = yH, kde x je susceptibilita.
Materialy, pre ktoré plati x > 0, nazyvame paramagnetiké a tie s x < 0 zase diamagnetika.

Ked7e pri vypocte susceptibility je potrebné poé&itat Gibbsovu energiu do druhého radu podla H,
aj energie jednotlivych mikrostavov v pritomnosti pola E,(H) je potrebné pocitat do toho istého radu
v H. Rozvojové koeficienty je pritom prirodzené oznadit nasledovne:

En(H) = En<0) - ,UJOMng - %NOVXnH27 (220)

kde E,(0) je energia mikrostavu n bez pola, MY je magneticky moment vzorky (v smere pola H) v mik-
rostave n a y, je “susceptibilita” mikrostavu n. Napriklad v pripade plynu je MY stétom magnetickych
dip6lovych momentov jednotlivych atémov/molekil, kym druhy ¢len s x,, < 0 popisuje narast orbital-
nej energie elektronov v pritomnosti pola. Prvy ¢len je pritom pritomny iba v atémoch/molekulach s

"Pri zmene magnetizacie média AM = M> — M, sa magneticky tok cez cievku s prierezom S zmeni o A® = SAB =
1oSAM. Podla Faradayovho zdkona teda zmena stavu média indukuje na jednom zavite cievky napitie U = —d®/dt.
Preto médium odovzda N zavitom pracu

Amag :N/dtUI: —NI/d<I> = —NIAD® = —poNISAM = —puoHAM,

kde v poslednom kroku sme vyuzili, 22 H = NI/L a objem solenoidu (a vzorky) je V = SL.
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nevykompenzovanymi magnetickymi momentmi jednotlivych elektrénov.

Nezavislé magnetky v externom magnetickom poli

Skumajme systém navzajom nezavislych magnetiek s magnetickymi momentmi ; na (krystalickej)
mriezke. Energia mikrostavu n tvoreného suborom magnetiek {fi;} v externom magnetickom poli H je
potom dand vztahom

Eo(H)=-po Yy jii-H=-b) o (221)

Ak st na kazdej pozicii v mriezke magnetky tvorené spinom jedného elektronu, potom plati ii; = 2ugSs;,
kde pup = eh/(2m) ~ 9.3 x 10724]/T je tzv. Bohrov magnetén a operator spinu 5; ma dva povolené
priemety +1/2 na smer pola H. V druhej, zjednodusenej forme rovnice (221) sme zaviedli energiu
interakcie s pofom b = uoupH a bezrozmerné veli¢iny o; nadobtudaju hodnoty +1.

Mikrostav systému N magnetiek je preto dany sadou veli¢in {o} a Statistickd suma Zg systému,
kedZe magnetky st navzajom nezavislé, je dana vztahom

b
Zao =2V, Z = exp (M) + exp (—) = 2cosh —.

Fundamentélna rovnica pre Gibbsov potencidl G = G(T, H) systému nezavislych magnetiek preto je

G=—-kpT'lnZg=—NkpTIn QCoshL . (222)
kT

Pre celkovy magneticky moment magnetiek v poli H pri teplote T odtialto dostdavame

1 (0G oG b
= i), = (55), = owonh =

V silade s oakivaniami, pri fixovanej teplote M rastie s rastom externého pola H a v limite velmi
silnych poli sa M saturuje na maximalnej moznej hodnote Nup. Na druhej strane, vo fixovanom poli
H magneticky moment klesa s rastom teploty 7.

Pre susceptibilitu systému nezévislych magnetiek preto dostavame

oM 1 /fOM 0 Lo
_ (oM _ 1 (foM _v _ Hobp 994
X <8H>H:0 V(&H)HZO 7 vkp (224)

kde 0 je charakteristicka teplota a v = V/N je objem pripadajici na jednu magnetku. VSimnime si,
7ze susceptibilita je paramagnetickd a x oc 1/7T, ¢ize diverguje v limite T — 0. Teda v limite nizkych
teplot reaguji magnetky na akékol'vek vonkajsie pole (alebo vzajomné interakcie) extrémne citlivo.
Ak vezmeme odhad v ~ a?, kde a je rozmer atému, a uvazime, Ze pg = 1/(epc?), dostaneme
nasledovny radovy odhad charakteristickej teploty: kg6 ~ g X mh—; /(mc?). Ale kedze % ~ 210 eV

ma?

amc® ~ 5.1 x 10° eV, dostavame odhad § ~ 1 K. Teda pri izbovej teplote typicky x < 1.

AN X N Neg £ 2.

)

0 gr £

O o
_,_I\/

—7 f
TOo 4

Entropia S = S(T, H) systému nezavislych magnetiek je dana vztahom

oG b b b
S = <8T>b = Nkp [ln (2005h kBT> T tanh T | (225)
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Podobne ako M, aj entropia systému je funkciou premennej b/(kgT) = poupH/(kgT). Vo fixovanom
magnetickom poli je entropia nulova pre T — 0, kym v opacnej limite vysokych tepldt sa entropia
saturuje na hodnote S = Nkpln2.

Chladenie adiabatickou demagnetizdciou

Fakt, ze entropia systému nezavislych magnetiek zavisi iba od podielu H/T', mozno vyuzit na chladenie
(tzv. adiabatickou demagnetizaciou). Chladiacim médiom je pritom systém magnetiek a experimentalny
protokol chladenia vyzera nasledovne:

V prvom kroku pri pociatocnej teplote 17 izotermickym procesom zapneme ¢o moZno najvyssie
magnetické pole H;. Z tohto pociatocného stavu v druhom kroku adiabatickym procesom znizujeme
magnetické pole na ¢o mozno najniz§iu hodnotu Hs. KedZe entropia sa pri zniZovani pola nemeni, pre
koncovu teplotu Th systému magnetiek musi platit To/Hy = T1/Hy, alebo Ty = Ty x Ho/H; < T1.
Teda vyslednéa teplota T, je omnoho nizsia ako podiatoéna teplota.

V druhom kroku (t.j. pri adiabatickej demagnetizacii) je dolezité, aby entropia systému bola domi-
nované entropiou spinov, preto obvykle treba volit nizku pociatoénu teplotu 77 ~1 K (ak demagneti-
zujeme elektronové spiny). Na druhej strane, pole Hy nemo6ze byt nizsie nez magnetické pole posobiace
na zvoleny spin, ktoré je budené ostatnymi magnetkami v latke. Takto mozno typicky docielit koncova
teplotu T ~ 1073 K.

Namiesto spinov elektronov mozno pouzit aj spiny jadier. Pri demagnetizécii jadrovych spinov
mozno zvolit pole Hy ovel'a mensie. Pri volbe Ty ~ 1072 K a pugH; ~ 5 T mozno docielit 75 ~ 1076 K.

Cvicenia
1. Ukazte, ze pre rovnovaznu hodnotu magnetického momentu média pri teplote T' v poli H plati

M = ZPan

kde p,, je pravdepodobnost mikrostavu n systému pocitana podla (218) a M, = M2 + Vyx,H je magneticky moment
mikrostavu v kone¢nom poli H. Navod: pocitajte poM = —(0G/IH)r a pouzite rozvoj (220).
2. Ukazte, Ze pre susceptibilitu plati

_ Ho 042
X = Xorb + ksTV <(AM ) >7

kde Xorb = D, PnXn je strednd hodnota “susceptibilit” x,. Navod: potitajte (0M/OH)r pouzijic vysledok predoslého
cvicenia. Pravdepodobnost p, pocitajte podla p, = exp[(G — En(H))/(ksT)].

3. D4 sa ukazat, Ze v pritomnosti pola H narastie kineticka energia elektronov v zakladnom stave atomu so Z elektronmi
o hodnotu

_ m3e’z(r?)
12m
kde (r?) je stredna odchylka elektrénov od jadra v zakladnom stave atému. Predpokladajte, 7e koncentracia atémov je

AE, H?,

1/v. Vypoditajte orbitalnu susceptibilitu xorb predpokladajic, Ze prispevok excitovanych stavov atémov mozno zanedbat.
(Preco?)

4. Vypoditajte energiu E systému s fundamentalnou rovnicou (222). Vysledok interpretujte.

5. Skiimajme mriezku magnetiek. Kazd4a magnetka nech je tvorena dvojicou spinov 1/2 (dimérom). Dimér nech sa moze
nachédzat v jednom zo $tyroch stavov: v stave so spinom S = 0 s energiou 0, ktora sa po vlozeni do externého pola
b = poppBH nemeni, a v trojici stavov so spinom S§ = 1, ktorych energie st v poli roz§tiepené na € + b, € a € —b. Najdite
Gibbsovu energiu, magnetizaciu, susceptibilitu a entropiu modelu ako funkcie T a b.

6. Spinova susceptibilita kovu pri teplote 7' = 0. V externom poli H budt pocéty elektréonov so spinmi v smere a proti
polu rozne: Ny = N/2+4 6N a Ny = N/2 — 6N. Teda roézne priemety spinu zapliaji stavy s energiami od 0 po e + d¢,
pricom plati SN = D(er)de. Ukézte, Ze kinetickd energia elektronov pritom narastie o §Ewn = D(er)de®. Na druhej
strane, interakcia s polom je 0Eins = —poMH, kde M = (N3 — N))up = 20 Nup. Minimalizaciou celkovej energie

0 Exin + 0 Eine najdite optimalnu hodnotu M a nésledne aj magneticka susceptibilitu kovu .
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24 Isingov model

Vsetky modely, ktoré sme doteraz skumali metodami Statistickej fyziky, boli presne riesitelné. Ale to
je skor vynimka ako pravidlo: va¢sSinu modelov popisujucich redlne systémy nevieme analyticky preski-
mat presne. Alternativou sii v takychto pripadoch bud numerické simulacie, alebo pouzitie pribliznych
metod. V tejto prednaske zavedieme zdanlivo jednoduchy model, ktorého presné rieSenie v troch roz-
meroch nie je zname, a preskimame ho vel'mi jednoduchou pribliznou metédou.

Isingov model
Isingov model popisuje systém velkého po¢tu N magnetiek s velkostami o; = +1 na mriezke. Buda
nés zaujimat tzv. hyperkubické mriezky, t.j. linedrna retiazka v 1D, §tvorcova mriezka v 2D, a najmé
kubickéd mriezka v 3D.™ Tieto mriezky mozno charakterizovat koordina¢nym &slom z, t.j. poctom
najblizsich susedov pre zvoleny bod mriezky. Koordinacné ¢isla pre 1D, 2D a 3D st z = 2,4 a 6.
Magnetky interaguju s externym polom velkosti b, definovanym rovnako ako v predoslej prednaske.
Novym prvkom modelu je predpoklad, Ze v8etky dvojice (ij) susednych bodov i a j na mriezke navza-
jom interagujt: ak o; = 0, potom interakéné energia je —.J, v opacnom pripade o; = —0o; je interakéna
energia +J. Ak J > 0, ¢o predpokladame, potom interakcia zvyhodiiuje natoenie susednych spinov
rovnakym smerom. Hamiltonidn Isingovho modelu teda je

H= —JZO’Z‘O'J‘ —bZO'Z‘, (226)
(i5) i

pricom kazda dvojica (ij) je zapocitana iba raz. O¢akavame, ze model (226) popisuje feromagnetické
materidly: pri teplote T' = 0 interakény ¢len zabezpedi, Ze vSetky magnetky st natocené rovnakym
smerom aj v nulovom poli b = 0. Material sa v takom pripade nachadza v tzv. feromagnetickej faze.
Naopak, pri vysokych teplotach tepelny pohyb zrejme rozrusi magnetické usporiadanie, pre b = 0 ne-
existuje preferovany smer natocenia magnetiek a material sa nachidza v tzv. paramagnetickej faze.
Isingov model je teda jednoduchym modelom, v ramci ktorého mozno skimat fazové prechody.

PribliZenie stredného pola
Vypocet Statistickej sumy Zg pre Isingov model je komplikovany pritomnostou prvého ¢lena v hamil-
tonidne (226), vdaka ktorému jednotlivé magnetky nie st navzajom nezavislé.

Je prirodzené predpokladat, Ze strednd hodnota spinu (o;) = m je vo v8etkych bodoch mriezky
rovnaka. Pre kazdy spin samozrejme plati identita o; = m + (o; — m), ktora vyjadruje o; ako sucet
strednej hodnoty a fluktuacie. Ak tito identitu pouZijeme pre spiny o; a 0; vo vyraze 0;0;, dostaneme

gizy = [m -+ (o = m)][m -+ (o — m)] = m? + (s —m) + m(er; = m) + (o1 = m)(e; — m)

Podstatou priblizenia stredného pola je zanedbat posledny ¢len, ktory je tmerny §tvorcu fluktudcii.
Predpokladdme totiz, #e fluktuacie st malé. V tomto pribliZen{ teda o;0; ~ m(o; + 0;) — m?. Po
dosadeni tohto vyrazu do (226) nasledne dostavame hamiltonian Heg v priblizeni stredného pola,
NJz
Hoyg = JZ [m2 —m(ai—i—aj)] —bZoi = m? — (sz—i—b)Zaz-.
(i5) ? i

V druhej rovnosti sme pouzili, Ze na mriezke existuje Nz/2 dvojic (ij) a tieZ to, ze kazdy spin o;
vstupuje do z dvojic (ij). To v8ak znamend, ze Heg je su¢tom nezavislych hamiltonidnov H; pre
jednotlivé spiny o;:

Hyg = ZH“ H; = %szQ — (b+ Jzm)o;. (227)

Teda v priblizeni stredného pola na spiny posobi efektivne pole beg = b+ Jzm a energia spinov je
posunuté o konstantni hodnotu %J zm?. Podl'a vysledkov predchadzajtcej prednasky je preto Gibbsova
volna energia na jeden bod mriezky v pribliZzeni stredného pola dana vzfahom

b+ sz]

228
T (228)

g(T,b,m) = %szQ — kgTIn [2 cosh

"Modely v 1D a 2D si presne riesitelné, ale pre model v 3D presné rieSenie nie je znéme.
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Vgimnime si, ze Gibbsova volna energia je funkciou T a b, ako aj ma byt, ale aj strednej hodnoty
m = (o), ktord je zatial volnym parametrom teorie. Optimalnu hodnotu m najdeme minimalizéciou
volnej energie, (0g/0m), 7 = 0.7 Tak dostaneme podmienku pre m:

b+ Jzm

= tanh
m = tan KpT

(229)
Rovnica (229) sa nazyva self-konzistentnou podmienkou, pretoze na lavej strane vystupuje stredna
hodnota spinu a na pravej strane je (podla predchadzajucej prednasky) vyraz pre stredni hodnotu
spinu v poli b+ Jzm pri teplote T'.

Dosadenim optimalnej hodnoty pre m do (228) dostaneme fundamentalnu rovnicu g = g(7',b). Vo
zvysku prednéasky preskimame predpovede tedrie stredného pola v rovine (7', b).

e

T>To

RieSenie v nulovom poli: spontanne narusenie symetrie

Grafickym riegenim rovnice (229) v pripade b = 0 l'ahko nahliadneme, ze pre vysoké teploty T > T,
kde sme zaviedli teplotnu 8kilu T, = zJ/kp, existuje iba rieSenie m = 0. Toto rieSenie zjavne popisuje
paramagneticka fazu.

Na druhej strane, pre T' < T, existuja tri rieSenia rovnice (229): m = 0 a dve rieSenia |m| # 0 s
opa¢nymi znamienkami. Ktoré z tychto riefeni je v8ak stabilné? Ked7ze z grafického rieSenia vidno, Ze
pre teploty blizke k T je |m| malé, rozviiime volni energiu (228) pre b = 0 do rdadu m*. Ak pouZijeme
rozvoj In(cosh z) ~ x2/2 — 2*/12 pre malé z, dostaneme

kgT, T. kg T}
g(T,0,m) = —kpT1In2+ 32 < <1 — ;) m? + 22 Cm?, (230)

Pre T > T, ma funkcia g(m) dana vztahom (230) jediné minimum pre m = 0. Naopak, pre T' < T,
existuju dve minimé pri kone¢nych hodnotach +|m| (a pre m = 0 sa realizuje lokdlne maximum).
Minimé funkcie g(m) pri T < T, zjavne opisuju feromagneticky stav, preto 7. je kritickd teplota
oddelujica paramagnetickt a feromagnetickt fazu. Pri znizovani teploty magnetizicia |m| rastie, aZ
pri nulovej teplote nadobuda (trividlnu) hodnotu |m| = 1.

Magnetizacia m hré rolu tzv. parametra usporiadania: v neusporiadanej paramagnetickej faze je
tento parameter nulovy, kym v usporiadanej feromagnetickej faze je kone¢ny.

Vsimnime si tiez, ze pri T < T, existuji dve rozne rieSenia s rovnakou volnou energiou: m = +|m)|
a m = —|m|. Magnetky teda mézu “zmrznat” v stavoch orientovanych bud dominantne nahor, alebo
nadol. Inymi slovami, pod kritickou teplotou si magnetky spontdnne vyberi jeden z dvoch smerov,
ktoré boli nad T, ekvivalentné: hovorime o spontdnnom naruseni symetrie.

T ™1 ¥ bl
\ ./ I
\$ 7 m </ m T, T

RieSenie v kone¢nom poli b # 0: porovnanie s prechodom kvapalina-plyn

Teraz preskiimame rieSenia self-konzistentnej rovnice (229) pri koneénych poliach b. Najprv si vSim-
nime, Ze pre silné polia b — Fo0o priamo z rovnice (229) vidno, ze magnetizicia sa saturuje, m — +1.
Tento vysledok plati pre vSetky (kone¢né) teploty. Vo zvysku odstavca preskimame, ako sa magneti-
zécia m meni pri malych aplikovanych poliach b.

757 nagho vykladu nie je zrejmé, prefo ma tato podmienka platit. Podmienka sa viak da zdévodnit pomocou vhodného
varia¢ného principu. Alternativne ju mozno spéitne zdovodnit aj rozumnostou vysledku (229), ktory z nej vyplyva.
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Zatnime pripadom T > T, t.j. teplota je vyssia nez kritickd. V tomto pripade bude pre malé pole
b aj parameter usporiadania m maly. Ak pouzijeme Taylorov rozvoj pravej strany rovnice (229) do
prvého radu v m, po tprave dostaneme rovnicu pre m:

b

7]4:3(T e (231)

m =

Teda ak pri fixovanej teplote T' > T, menime znamienko b, parameter usporiadania sa meni hladko.

V pripade T' < T, uZ vieme, ze pre b = 0 existuju dve rieSenia +|m/| pre parameter usporiadania.
Tieto rieSenia sa ako funkcie b pri fixovanej teplote T' < T, musia napojit na asymptotické hodnoty
+1. Preto funkcia m(b) rastie z hodnoty —1 pre b — —oo po hodnotu —|m| pre b iduce k nule zlava a
pokratuje z hodnoty +|m| pre b idice k nule sprava do hodnoty +1 pre b — +o0. Teda funkcia m je
nespojitd v bode b = 0.

To znamen4, ze v rovine (7, b) existuje ¢iara [v skuto¢nosti usecka z bodu (0,0) do bodu (7%, 0)],
ktora mé tu vlastnost, ze magnetizacia m je pozdlz tejto iary nespojitd a na oboch stranach Gary
sa {81 o konefnt hodnotu. Magnetizacia sa teda pri prechode naprie¢ touto ¢iarou spréva rovnako,
ako hustota plynu v rovine (T, p) pri prechode naprie¢ ¢iarou koexistencie kvapalina-plyn. Prechod
(pri fixovanej teplote T' < T.) z feromagnetu polarizovaného nadol do feromagnetu polarizovaného
nahor spésobeny zmenou znamienka magnetického pola b je teda tiplne analogicky s (tzv. nespojitym)
fazovym prechodom kvapalina-plyn.7®

ARNALD €A

RieSenie v blizkosti kritického bodu: spojité fazové prechody
Z rovnice (231) vyplyva, Ze pre “susceptibilitu” x = (0m/0b)rp—o pri teplotach T' > T plati

1
X ks(T—T.)

¢ize x diverguje pri priblizovani k T,.. Teda tendencia k tvorbe usporiadaného stavu je v paramagnete
pri b = 0 pritomna aj na paramagnetickej strane prechodu. Téato vlastnost je kvalitativne ina ako
v pripade nespojitého prechodu pri zmene znamienka b. Fazovy prechod, ktory nastava v Isingovom
modeli pri zmene teploty pozdlz dary b = 0, nazyvame spojitym fazovym prechodom.” V tomto
odstavci vlastnosti spojitych prechodov preskimame detailnejsie.

ﬂ&ﬁ @)ﬁ : } fw— }_;_ s
T T 0 T, To T T
Onedlho uvidime, Zze v blizkosti kritickej teploty T, na feromagnetickej strane prechodu pre rov-

novaznu magnetizaciu plati [m| oc (T, — T)Y/2. Preto s presnostou do radu (7. — T)? mozno rozvoj
Gibbsovej volnej energie (230) zjednodusit do tvaru

9(T,0,m) = —kpT'In2 +

T-T, T,
kB(2)m2 4 kBT (232)

12

"6Starsi nazov pre nespojity fazovy prechod je “fazovy prechod prvého druhu”.
"Starsi nazov pre spojity fazovy prechod je “fazovy prechod druhého druhu”.
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Rovnovaznu hodnotu m dostaneme minimalizéciou funkcie g(m,T) podla m. Pre teploty T' > T, tak
samozrejme dostaneme m = 0, kym pre T' < T, méme

v stlade s tym, ¢o sme predpokladali pri odvodeni vyrazu (232). Po dosadeni optimalnej hodnoty m
do volnej energie (232) dostaneme fundamentalnu rovnicu pre g(7,0). Pri teplotach 7' > T, mame
g9(T,0) = —kpTIn 2, kym vo feromagnetickom stave pri T' < T, plati

3kp (T —T,)>

T,0) = —kpTln2 — 228
g(T,0) kT In 1 T

Samozrejme, Gibbsova volné energia je spojita pri T = T.: v bode prechodu sa volné energie oboch
faz musia rovnat.
Pre entropiu plati s = —(9g/0T)y. Pre T > T, v priblizeni stredného pola dostavame s = kpln2,
ako keby sa magnetky nachédzali pri nekoneénej teplote. Na druhej strane, pre T' < T, plat{
3kpT — 1T,

&

Teda, na rozdiel od nespojitych fazovych prechodov, pri spojitom fazovom prechode je entropia napriec¢
fazovym prechodom spojitou funkciou. To znamenad, Ze skupenské teplo fazového prechodu je nula.

Pre merné teplo v konstantnom poli plati cg = T(9s/9T) . V celej paramagnetickej faze preto
dostavame cy = 0, kym vo feromagnete cy(T.) = 3kp/2, ¢ize merné teplo vykazuje v bode prechodu
kone¢ny skok. To znamend, ze entropia feromagnetu pri poklese teploty klesa rychlejsie ako v (hypo-
tetickom) paramagnetickom stave. Tento vysledok moZno interpretovat tak, Zze feromagneticky stav je
usporiadanejsi ako paramagnet.

Spojité fazové prechody (vSeobecne)

O existencii spojitych fazovych prechodov sme sa prave dozvedeli v ramci priblizenia stredného pola. Z
nasho vykladu teda nie je jasné, ¢i takyto typ prechodov naozaj existuje, alebo sa charakter prechodu
v ramci presnejSej tedrie zmeni.

Ukazuje sa, ze spojité fazové prechody naozaj existuju. Takéto prechody maji nasledovné kvalita-
tivne vlastnosti: (i) zmena entropie pri prechode je nulova (neexistuje skupenské teplo prechodu); (ii)
blizkost prechodu je signalizovana rastom fluktuécii (z oboch strén) - prejavom takychto fluktuacii je
napr. divergencia susceptibilit; (iii) metastabilné stavy neexistuju (napriklad paramagneticka faza je
pri teplotach T' < T, lokalne nestabilna).

Cvicenia

1. V Isingovom modeli spin i vstupuje do interakcii —(b+ J3_; 0;)0i, kde suma cez j sa vedie cez z susedov spinu i. V
pribliZeni stredného pola sme tieto interakcie nahradili ¢lenom —(b + zJm)o;. Zdoévodnite, preco je toto nahradenie v
limite velkych z presné.

2. Statisticka suma pre Isingov model ma tvar Zg = >0y exp[—H({o})/(ksT)].

a) Vysokoteplotny rozvoj. Exponentu v definicii Z¢ rozviiite do radu 1/7? a explicitne presumujte cez spinové konfiguracie
{o}. Ukaite, 7e pre Gibbsovu volni energiu plati g % —kpT In2 — (2J%/2 +b*)/(2kpT). Najdite entropiu a merné teplo
v limite vysokych teplot. Vysledky porovnajte s priblizenim stredného pola pre b = 0.

b) Pocitajte Z¢ v limite nizkych teplot. Do sumy cez spinové konfiguracie {o} zahriite zakladny stav pre b > 0 a prvy
excitovany stav. (Aka je jeho degeneracia?) Ukazte, Ze plati ¢ = —zJ/2 — b — kT exp[—(2Jz + 2b)/(kpT)]. Najdite
entropiu a merné teplo v limite vysokych teplot. Vysledky porovnajte s priblizenim stredného pola.

3. Metodou matic transferu najdite presné rieSenie Isingovho modelu v 1D.

4.V priblizeni stredného pola numericky vypocitajte Gibbsovu volna energiu Isingovho modelu v 3D pre b = 0 a teploty
0 < T < T.. Vypocitajte tiez entropiu a merné teplo. Vysledky porovnajte s vysledkami cvi¢eni 2a,b.
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25 Gibbsova formula a tri interpretacie entropie

Najdélezitejsou emergentnou veli¢inou zavedenou v termodynamike a Statistickej fyzike je entropia.
K dispozicii mame zatial dve interpretacie entropie, termodynamicku a Statisticka. V tejto prednagke
najprv ukidzeme, Ze vysledky pre jednotlivé Statistické subory moZno odvodit pomocou Gibbsovej for-
muly pre entropiu. Napokon ukizeme, Ze Gibbsovu formulu moZno interpretovat informaticky.

Termodynamicka interpretacia entropie

Kazdému rovnovaZnemu stavu mozno priradit stavova veli¢inu - entropiu S, ktord ma nasledovnu
vlastnost. Nech A a B st dva rovnovaZne stavy sytému s entropiami S4 a Sp. Nech zaroven existuje
proces, ktory prevedie stav A do stavu B, pricom v priebehu procesu systém postupne absorbuje teplo
dQ z rezervoaru pri aktualnej teplote T'. Potom plati

B
d
SBZSA—i-/ Q

T (233)

Proces premeny mozno obratit v ¢ase, t.j. existuje proces premeny zo stavu B do stavu A po tej is-
tej drahe, iba ak v (233) plati rovnost. Teda entropia je mierou nevratnosti termodynamickych procesov.

Statisticka interpretacia entropie
Pri zadanych hodnotéach zachovavajucich sa extenzivnych veli¢in (napr. E,V, N, M, ...) sa skimany
systém moZe nachadzat v mnohych mikrostavoch. Ak pocet tychto mikrostavov je N, potom pre
entropiu plati

S=kglnN. (234)

Entropiu teda mozno chapat ako mieru neusporiadanosti termodynamického systému.

Gibbsova formula pre entropiu a Statistické sabory

Pod statistickymi sibormi rozumieme subory mikrostavov n spolu s pravdepodobnostami ich realizécie
prn. Pravdepodobnosti p,, pritom zéavisia od typu stboru: mikrokdnonicky, kanonicky, NpT', grandkano-
nicky, atd. Pri skiimani vlastnosti v8etkych suborov (okrem mikrokanonického) sme ukézali, Ze entropia
systému je zakazdym popisana tou istou Gibbsovou formulou

S = —kBan In py,. (235)

To nas privadza k nasledovnej otdzke: je mozné argumenticiu otodit, t.j. postulovat formulu pre
entropiu (235) a z tohto postulatu odvodit vysledky pre jednotlivé statistické subory? V nasledujacom
vyklade ukazeme, ze takéto odvodenie naozaj existuje: sta¢i maximalizovat entropiu (235) pri stucas-
nom zohTadneni réznych vedlajsich podmienok.

Mikrokdnonicky subor

Skimajme siibor mikrostavov n s fixovanou hodnotou energie F,, = E, po¢tu Castic N,, = N, pripadne
aj inych zachovéavajtcich sa extenzivnych veli¢in. Tomuto siboru priradme vztahom (235) entropiu
a hladajme maximum entropie (vzhladom na rozdelenie pravdepodobnosti) pri vedlajSej podmienke
> Pn = 1, t.j. ziadajme, aby pravdepodobnosti boli spravne normované. Ulohu budeme riesit metédou
Lagrangeovho multiplikdtora: maximalizovat budeme funkciu

¢ = _anlnpn_a (an_1> )

kde « je Lagrangeov multiplikator. Z podmienky extrému 9®/0p, = 0 dostaneme
Inp, = —(1 + a) = const,

odkial vyplyva p, =const.”® To je samozrejme Boltzmannov postulat rovnakych pravdepodobnosti
mikrostavov. Z poziadavky . p, = 1 preto dostaneme p, = 1/N, kde N je potet pripustnych

"8Neskor ukézeme, Ze tento extrém je skutoéne maximom.
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mikrostavov. Napokon, po dosadeni vysledku pre p, do (235) dostaneme Boltzmannov vzorec pre en-
tropiu (234). Tym sme zreprodukovali vysledky pre mikrokanonicky subor.

Kdanonicky sibor

Hladajme maximum entropie (235) vzhladom na rozdelenie pravdepodobnosti mikrostavov p, pri
vedl'ajsich podmienkach > p, =1a ), p,E, = E, t.j. okrem normovanosti pravdepodobnosti p,,
predpiime aj stredna hodnotu energie systému.” Ulohu budeme opét riesif metédou Lagrangeovych
multiplikdtorov: maximalizovat budeme funkciu

¢ = *anlnpn - (an - 1) - (anEn - E) )
n n n
kde «a a 8 su Lagrangeove multiplikatory. Z podmienky extrému 0®/0p, = 0 dostaneme

Inp, =—(14+«a) — BE,,

teda p, = e #Fn /7 kde sme zaviedli oznacenie Z = e'T®. To znamena, ze zavislost pravdepodobnosti
mikrostavu p, od jeho energie E,, ma rovnaky tvar ako pri kdnonickom stbore.

Veli¢inu Z (a teda aj o) nédjdeme z podmienky > p, = 1, odkial vyplyva Z =3 e PEr. Aky je
viak vyznam parametra 87 Odpoved najdeme trikom: najprv si uvedomime, ze ® je funkciou pravde-
podobnosti p,, ale aj Lagrangeovych multiplikdtorov «, 8 a strednej energie E. Od energie E pritom
zévisia vSetky spominané veliiny: p,, «, aj 8. Preto plati:

oo 0P dp, Ou op
— = — - — n— 1| — == mEn — E :
5 = 29y, 0F ~ OF (Zn:p ) OF (Zn:p ) o
Ale v maxime funkcie ® plati 0®/0p,, = 0 a vdaka splueniu vizobnych podmienok je aj druhy a treti

¢len nulovy. Preto pre maximum funkcie plati 0P ax/OE = (. Ale pri splneni vizobnych podmienok

zaroveh plati ®pax = S/kp. Preto
1os 1

8= 4ndE ~ IpT’

v stlade s o¢akavanim pre kanonicky stubor. Ostéva uz len najst vyraz pre Helmholtzovu volna energiu
F = E—TS. Ak pre energiu pouzijeme vizobnu podmienku a za entropiu dosadime (235), dostaneme

F= an [Ey + kT np,] = —kpTn Z,

kde v druhom kroku sme pouzili p, = e~ #En /Z. Tym sme zreprodukovali vysledky pre kanonicky sabor.

Grandkdnonicky subor

Hladajme maximum entropie (235) vzhladom na rozdelenie pravdepodobnosti mikrostavov p, pri vedlajsich podmien-
kach > pn=1,>, pnEn = FE a ), pnNnp = N, t.j. okrem normovanosti p, predpiSme aj stredné hodnoty energie a
poctu castic. Ulohu budeme opit riesit metédou Lagrangeovych multiplikitorov: maximalizovat budeme funkciu

b = _an lnpn -« <an - 1) - 5 (anEn - E) - (anNn - N)
kde «, 8 a v st Lagrangeove multiplikatory. Z podmienky extrému 0®/9p, = 0 dostaneme

Inp, = —-(14a)— BE, — YN,

teda p, = e PEn=7Nn /Z, kde sme zaviedli oznacenie Z = el T, Vysledok pre pravdepodobnost p, ma rovnaky tvar

ako pri grandkénonickom sibore. Velicinu Z (a teda aj a) nédjdeme z podmienky Y p, = 1, odkial vyplyva Z =
Zn e BEn—7Nn

" Napriek formalnej podobnosti s mikrokanonickym siborom si treba uvedomit jeden dolezity rozdiel. Mikrokanonicky
stbor je tvoreny v8etkymi mikrostavmi s fixovanou hodnotou energie E, = E, kym kanonicky sibor pozostava z mik-
rostavov so vSetkymi moZznymi energiami. Ostatné zachovavajice sa extenzivne veli€iny, napr. poCet Castic, zostavaji
fixované rovnako ako pri mikrokanonickom sibore, t.j. napr. N, = N.
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Parametre 8 a v moZno urcit z vizieb a opdt ich najdeme trikom: ® je funkciou pravdepodobmnosti p,, ale aj
multiplikdtorov «, 8, a vizieb E, N. Od E aj N pritom zavisia p,, «,  aj . Preto plati:

0P o® dp, O op 0
=St (1) - 02 (S ) - 0 (S ) 4

Ale v maxime funkcie ® plati 0®/9p, = 0 a vdaka splneniu vizobnych podmienok je aj druhy, treti a §tvrty ¢len nulovy.
Preto pre maximum funkcie plati 0®max/OF = 8. Ale pri splneni vizobnych podmienok zaroven plati ®max = S/ks, a
preto 8 = 1/(kgT).

Rovnakym postupom sa da ukazat, ze 0Pmax/ON = . Preto plati

_L1oaos__ wm
T T kB ON kT’

v stilade s ofakiavanim pre grandkanonicky stibor. Ostava uz len najst vyraz pre velky potencial Q = E — TS — uN. Ak
pre energiu a pocet Castic pouZijeme vidzobné podmienky a za entropiu dosadime (235), dostaneme

Q="pu[En — pNo +kpTlnp,] = —kpTIn Z,

n

“BEn=vNn ) Z Tym sme zreprodukovali vysledky pre grandkanonicky siibor.

kde v druhom kroku sme pouZili p, = e
Informaticka interpreticia entropie

Ukézali sme teda, ze Gibbsova formula pre entropiu (235) hra kli¢ova ulohu pri pravdepodobnostnom
popise termodynamickych systémov. Vo zvysku prednagky predstavime edte jeden pohlad na entro-
piu,?0 tzv. informaticki interpretdciu, podla ktorej je entropia mierou nevedomosti o systéme.

Miera nevedomosti o systéme

Skdamajme systém, v ktorom moézu nastat udalosti n. Celkovy pocet udalosti ozna¢me N. Predpokla-
dajme, 7ze pravdepodobnosti p, toho, Ze jednotlivé udalosti nastant, sii zndme. Zaoberajme sa otazkou,
aka funkcia S(p1,...,pn) meria nasu nevedomost o tom, akd udalost nastane. Teraz sformulujeme tri
poziadavky, ktoré ma miera nevedomosti S(py, ..., py) spliiat.

1. Zjavne, ak jedna z pravdepodobnosti bude 1 a vSetky ostatné buda nula, potom o systéme vieme
vietko a naga nevedomost je nulova. Naopak, ak st vSetky pravdepodobnosti rovnaké a rovné 1/N,
potom naga nevedomost o systéme je maximalna mozné (pretoze stat sa moze s rovnakou pravdepo-
dobnostou hoci¢o). Budeme preto ziadat, aby platilo

S(pi1,...,pN) = max, ak Vn: p,=1/N. (236)

2. Povedzme, Ze k uvazovanym N udalostiam, ktoré by mohli nastat, pridame d'algiu (absurdnu)
udalost, ale pravdepodobnost, Ze tato udalost nastane, je nulova. To by samozrejme nemalo zmenit
nasu nevedomost o systéme. M4 teda platit

S(pl,...,pN,O):S(pl,...,pN). (237)

Indukciou mozno ukézat, Ze pridanie akéhokolvek po¢tu nal medzi argumenty funkcie S(p1,...,pN)
nezmeni jej hodnotu.
3. Tretia poziadavka je formdlne zlozitejSia a ilustrujeme ju nasledujicim prikladom. Skumajme

vySetrovanie kradeze. Nech A = {4i,..., Any} je mnozina vSetkych moznych zlodejov; pravdepo-
dobnosti, ze st zlodejmi, nech su {pi,...,py}. Mieru nevedomosti o tom, kto je zlodej, oznacme
S(p1,...,pn) = S(A). Podobne nech B = {By, ..., By} je mnozina vSetkych moznych miest ¢inu; ich
pravdepodobnosti nech st {qi,...,qy} a mieru nevedomosti o nich ozna¢me S(q1,...,qn) = S(B).

Podmiene¢nu pravdepodobnost toho, Ze zlodejom je Ay, ak miestom &nu je By, oznacme cg; (pravde-
podobnost bude zrejme vys§ia pre zlodejov z okolia). Ak sa budeme zaujimat o sicasnia informéciu o
zlodejovi a mieste ¢inu, k dispozicii méame spolu N M moznosti {A1B1, A1Bs, ..., ANBy} s pravdepo-
dobnostami {c11q1, c12g2, - . ., cnargar - Mierou nasej nevedomosti o zlodejoch a miestach ¢inu potom
je S(ciqr, c12q2, . - -, enmqu) = S(AB).

Ak pozname miesto ¢inu a je nim povedzme Bj, potom miera nevedomosti o tom, kto je zlodej, sa
zmeni na S(cy, ..., cny) = S(A|B;). KedZe miesto ¢inu je potom zname, miera nevedomosti S(A|B;) by

80E. T. Jaynes, 1957.
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mala byt zniZend oproti povodnej miere nevedomosti S(AB) zhruba o mieru nevedomosti miesta S(B).
Alebo naopak, povodna miera nevedomosti by mala byt zhruba stuc¢tom S(AB) ~ S(B) + S(A|B;). V
tomto vyraze vSak vystupuje volba konkrétneho miesta ¢inu By, ¢o nie je prirodzené. Aby sme tento
defekt odstranili, presumujme v fiom cez jednotlivé miesta ¢inu B; a uvazme, 7e tieto sa realizuju s
pravdepodobnostami ¢;. Tak dostdvame tretiu poziadavku pre mieru nevedomosti o systéme:

S(AB) = S(B)+>_aiS(A|B)). (238)
l

D4 sa ukazat, Ze tato podmienka sa pre nezavislé udalosti A a B redukuje na podmienku aditivity,
S(AB) = S(A) + S(B).

Ezxplicitnd formula pre mieru nevedomosti
Teraz preskimame otazku, aké funkcie S(py, ..., py) spliaji vietky tri podmienky pre mieru nevedo-
mosti o systéme. Lahko nahliadneme, Ze Gibbsova formula (235) tieto podmienky spliia. Naozaj:

Je zrejmé, ze funkcia f(zr) = —xlnx je konkévna, t.j. plati f(p;) + f(p;) < f(P) + f(P), kde
P = (pi + pj)/2, pricom rovnost nastava pre p; = p;. Preto v maxime funkcie (235) musia byt vsetky
pravdepodobnosti p; rovnaké.?! Tym je dokdzana 1. podmienka. KedZe lim,_o f(p) = 0, je splnena aj

2. podmienka. Napokon, ak za funkciu S(p1,...,pn) vezmeme Gibbsovu formulu (235), dostaneme:
S(AB) = S(c11q1,c12¢2,--.,cNMGM) chm In(criqr) Zcmcﬂ Ing — Zcmn In cgy,
ki
SB) = Sla,---qu) = ZQIIHQI > ewana,
kil

ZQZS(A|BI) = ZQZS(CU,-- ,CN1) ZCWIHDCH,
! !

kde vo vyraze pre S(B) sme vyuzili normaliza¢ni podmienku ), c¢iy = 1. Dosadenim tychto vysledkov
do (238) vidime, ze aj podmienka 3 je splnena.

Teda Gibbsova formula je akceptovatelnou mierou nevedomosti o systéme. Na druhej strane sa
zaroven da ukazat, ze Gibbsova formula (235) je (az na multiplikativnu kongtantu) jedinou funkciou
S(p1,...,pN) spliajicou vietky tri podmienky.

Zaver
KedZe Gibbsova formula popisuje entropiu, entropiu moZno interpretovat ako mieru nevedomosti o
systéme. Taktto interpretaciu entropie nazyvame informatickou.

Cvidenia

1. Ukazte, Ze vysledky pre NpT sibor moZno odvodit maximalizdciou Gibbsovej formuly pre entropiu (235) pri splneni
vhodnych vedlajsich podmienok.

2. Ukazte, ze podmienka (238) sa pre nezavislé udalosti redukuje na podmienku aditivity entropie, S(AB) = S(A)+S(B).
3. Nech pocet udalosti je n. Definujme funkciu L(n) = S(2,..., 1). VyuZite predoglé cvicenie a ukéazte, Ze musi platit
L(nm) = L(n) + L(m). Dalej ukaZte, Ze ak ttto funkcionalnu rovnicu povysime na L(zy) = L(z) + L(y) kde z a y si
realne ¢isla, potom jedinym rieSenim je L(z) = clnz, kde ¢ je T'ubovolna konstanta.

4. Sktumajme podmienku (238) v pripade, Ze pravdepodobnosti ¢ udalosti v B st podielmi celych ¢isel, ¢ = Gi/G.
Nech naviac pocet udalosti v A spliia podmienku N > G. Koeficienty cy; zvolme nasledovne: pri fixovanom I nech pre
k=1,...,Gy plati cxy = 1/Gi a pre zvy$né k nech c; = 0. (Zjavne teda plati >, cxi = 1.) Ukéite, Ze potom plati
S(AB) = L(G) a S(A|B;) = L(G;). Pomocou vysledku L(z) = clnx dalej ukazte, Ze formula pre mieru nevedomosti
S(B) musi byt nasobkom Gibbsovej formuly (235).

5. Ukazte, ze So = — Y, Pnl0g, pn, kde log, z je logaritmus pri zéklade a, je akceptovatelnou formulou pre mieru neve-
domosti. Shannonova (informaticka) entropia je definované pre a = 2. Vypocitajte Shannonovu entropiu pre 2%V udalosti
s rovnakymi pravdepodobnostami p, = 1/2N.

6. Vypoditajte Shannonovu entropiu pre nekone¢ne vela udalosti n = 1,2, ... s pravdepodobnostami p, = 1/2".

81T, ze Gibbsova formula mé extrém pre p; = 1 /N, sme dokéazali pri diskusii o mikrokanonickom stibore. Teraz sme
naviac ukazali, Ze tento extrém zodpovedd maximu.
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