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Abstrakt

Moja bakalarska praca mala za ciel’ rieSit drevené hlavolamy, pomocou relativne
neznameho, ale efektivneho Algoritmu X, ktory vytvoril Donald Knuth na rieSenie problému
uplného pokrytia, ktory je ekvivalentny problému hladania vSetkych rieSeni hlavolamov.
Konkrétne som sa rozhodol venovat’ hram Genius Square a Ubongo 3D. Okrem rieSenia
tychto hlavolamov vie mdj program aj urCovat’ ich naro¢nost” a na zaklade toho je schopny
hlavolamy aj generovat’. Jednotlivé rieSenia hlavolamov sa S pouzitim 3D renderovania aj
daju vykreslit. V tejto praci opisujem jej vychodiska, navrh rieseni problémov zo zadania
a taktiez ako bola praca implementovana pomocou programovacieho jazyka Kotlin. Na
koniec uvadzam aj vysledky testovania generatorov hlavolamov a mojej implementécie

Algoritmu X.



Abstract

The main goal of my bachelor thesis was solving wooden puzzles using not well known, yet
efficient Algorithm X, which has been created by Donald Knuth for solving exact cover
problems. These problems are equivalent to finding all solutions of puzzles. The puzzles |
chose to solve in this thesis are games called The Genius Square and Ubongo 3D. Besides
solving these puzzles, my program can determinate their difficulty and using this function it
is able to generate its own puzzles. Solutions of puzzles can be rendered in 3D using my
program. My thesis contains descriptions of resources I used, design of solutions of problems
and how | implemented things using programming language Kotlin. At last, | describe the
results of testing of my puzzle generators and Algorithm X implementation.
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Uvod

Kazdy ¢lovek uz niekedy riesil hlavolam, alebo hral nejaka hru, pri ktorej stravil niekedy az
privel'a ¢asu rozmyslanim. Existuju hlavolamy, ktoré sa zda az nemozné vyriesit. Presne

takéto hlavolamy boli inSpiraciou pre zadanie mojej préce.

Prvou hrou, ktort rieSim je Genius Square. Je to jednoducha hra, v ktorej hrac¢ hodi
hracimi kockami, ktoré mu uré¢ia na aké pozicie hracej plochy ma umiestnit’ val¢eky, ktoré
sU d’alej nemenné. Nasledne sa hra¢ snazi umiestnit’ d’alSich devét’ jedine¢nych ttvarov do
hracej plochy tak, aby sa celda zaplnila. Ak sa to hracovi podari, hlavolam je tspesne
vyrieseny.

Druhé hra sa nazyva Ubongo 3D. V tejto hre ma hra¢ tiez dostupné nejaké utvary,
ktoré sa snazi navzajom poskladat’ tak, aby vytvoril stavbu vysky dva. To aky pddorys ma
mat’ stavba, je urCené zadanim hry. V tejto hre s rézne urovne obt'aznosti, teda existuju

vel'mi 'ahké zadania hier, ale aj naro¢né.

Zrejme najdolezitejSia vec na celej praci je sposob, akym st hlavolamy rieSené. Pri
tom sa vyuziva ich transformdcia na matematicky problém zvany tplne mnozinové pokrytie.
Tieto problémy riesim pomocou netrividlneho Algoritmu X, ktory vytvoril Donald Knuth

presne na tento ucel.

V prvej kapitole popisujem teoretické pozadie problému Uplného pokrytia a
fungovanie Algoritmu X a s tym savisiacich algoritmov, z ktorych som vychéadzal pri tvorbe

programu. Taktiez su tu uvedené vSetky potrebné detaily o rieSenych hrach.

Druhd kapitola obsahuje navrh moéjho rieSenia, teda to akym spdsobom rieSim

problémy zo zadania a ako som si ich rozvrhol na rézne podproblémy.

Nasledujuca kapitola uz hovori o konkrétnej implementécii v jazyku Kotlin. Ukazem
ako som implementoval Algoritmus X, aké triedy som navrhol na reprezentaciu hlavolamov,

ale aj akym spdsobom zrozumitel'ne vykresl'ujem rieSenia hlavolamov.
Posledna kapitola obsahuje statistiky dizky behu niektorych ¢asti mojho programu
a vykonnostné porovnanie mojej implementécie Algoritmu X sinymi uZ existujicimi

implementéciami.



1. Vychodiska

V tejto kapitole sa nachadzaju teoretické zaklady potrebné pre tato pracu. Zacéne
s definiciami NP-UpIného problému a spajanych zoznamov. Nasledovat’ bude vysvetlenie
problému Uplného pokrytia, Algoritmu X, techniky Dancing links a pouzitia techniky
Dancing links pri Algoritme X. Dalej budu vysvetlené pravidla hier Ubongo 3D a Genius

Square, ktorych zadania bude moja praca riesit’ a nakoniec budu uvedené podobné préce.

1.1  NP-Uplny problém

NP predstavuje skratku pre nedeterministicky polynomialny ¢as. Trieda NP problémov je
charakteristickd tym, Ze spravnost rieSeni tychto problémov je dokazatel'na
V polynomialnom ¢ase. NP-UpIné problémy [4, s. 452] sU najnaro¢nejSie z pomedzi triedy
NP, nie sU zatial' rieSitelné v polynomialnom ¢ase. lde o jedny z najviac rieSenych
problémov sucasnej informatiky. AK 0 probléme je preukazané, ze je NP-Uplny, tak jeho
rieSenie bude mat’ minimalne exponencialnu zlozitost. Klasickym prikladom takéhoto

problému je Exact cover problém.
1.2 Spéajany zoznam

Jednosmerny spajany zoznam

Ide 0 najjednoduchsi spomedzi vsetkych druhov spajanych zoznamov. Jednosmerny spajany
zoznam [5] je definovany pomocou triedy Node, ktorda méa atributy name (nazov) a smernik
na nasledujuci objekt typu Node, zvany next. Ak mame referenciu na prvy vrchol spajaného
zoznamu, tak pomocou atributu next ho vieme cely prejst’. Ak vSak nejaky vrchol ma nejaky
predchadzajuci vrchol, tak ku tomuto sa uz dostat neda, ked’ze referencie su iba

jednosmerne.
Dvojsmerny spajany zoznam

Tento druh spajaného zoznamu je vylepsenim jednosmerného. Definovany je [6] pomocou
triedy Node, ktora na rozdiel od prechadzajiaceho typu ma este jeden smernik, nazvany prev,

odkazujuci na predchadzajaci vrchol spdjaného zoznamu. Toto poskytuje vel'ka vyhodu,



pretoze si sta¢i pamitat’ referenciu na l'ubovol'ny vrchol zoznamu a pomocou dvojsmernych

smernikov sa da dostat’ ku vSetkym ostatnym vrcholom.
Cyklicky spajany zoznam

V prvych dvoch typoch spajanych zoznamov mal zoznam vzdy zaciatok a koniec. Cyklicky
spajany zoznam [6] nemd ani jedno z toho. Da sa spravit’ z lubovolného necyklického
spajaného zoznamu tym, Ze ako nasledovnik posledného vrcholu sa nastavi prvy a ak ide
o dvojsmerny zoznam, tak ako predchadzajuci vrchol prvého vrcholu sa nastavi posledny.
Tymto vznikne cyklus. Takto sa aj v jednosmernom cyklickom spajanom zozname vieme

dostat’ ku vSetkym vrcholom, bez ohl'adu na to, na ktory mame referenciu.

1.3  Problém uplného pokrytia

Majme mnozinu prvkov S, tplné pokrytie (Exact cover) [1, s. 64] mnoziny S, je taka
kolekcia Si, Sz... Sn podmnozin mnoziny S, Ze zjednotenie mnozin Sy az Sy tvori mnozinu

S aich prienik je prdzdna mnozina.

Problém tplného pokrytia mnoziny (Exact cover set problem) je problém toho, ¢i

existuje Uplne pokrytie mnoziny.

0O 01 0 1 0 0
l &9 4 G 8 1
= 0O 1 1 0 0 1 O
1 090 1 8 1 0O
01 0 0 0 0 1
g 00 1 1 9 1

Obr. 1: bindrna matica A, prevzaté z [1, s. 64].

Problém Uplného pokrytia sa d& [1, s. 64] vyjadrit’ bindrnou maticou. Na obrazku
1 mozno vidiet’ bindrnu maticu A, ktora méa sedem stipcov, ktoré pomenujeme A az G. Tieto
tvoria mnozinu S, ktora sa pokryva. M4 aj $est’ riadkov, ktoré pomenujeme 1 az 6. Stipce
matice v Algoritme X [kapitola 1.4] nazyvame prvky (items), su to prvky mnoziny S, ktoré

treba pokryt’ ariadky matice nazyvame moznosti (options). Kazdd moznost' je nejaka



podmnozina vSetkych prvkov, podmnozina mnoziny S. Ak je vriadku jednotka, dana

moznost’ obsahuje dany prvok, ak tam je nula, neobsahuje ho.

Riesenim problému Gplného pokrytia [1, s. 64] je taka kolekcia disjunktnych riadkov
matice, ktora bude mat’ v kazdom stipci presne jednu jednotku. Po kratkom preskimani je
jasné, Ze jedinym rieSenim problému zadaného v obrazku 1 je zjednotenie riadkov 1, 4 a 5,

ktoré tvori celi mnozinu S.

1={C, E}
4={A D, F}
5={B, G}

1U4u5={A B,C,D,EF G}=S
1.4 Algoritmus X

Je to algoritmus vytvoreny Donaldom Knuthom na najdenie vSetkych rieSeni problému
Uplného pokrytia definovaného binarnou maticou A [2, s. 3]. Podstatou algoritmu je

postupné skusanie vSetkych moznosti . Pseudokod algoritmu vyzera nasledovne [2, s. 4]:

Ak A je prazdne, problém je vyrieSeny, program sa uspesne ukond¢i.
V opa¢nom pripade sa deterministicky vyberie stipec c.
Nedeterministicky sa vyberie riadok r, taky, ze A[r, c] = 1.
R sa priradi do ¢iastocného riesenia.
Pre kazd¢ j také, ze A[r, j] = 1:

Zmaz stipec j z matice A.

Pre kazdé i také, ze A[i, j] = 1:

Zmaz riadok i z matice A.

Opakuj rekurzivne algoritmus na redukovanej matici A.

Z pseudokodu je vidno, Ze algoritmus iba postupne vybera stipce matice, vymaze ich
a pre kazdy riadok matice, ktory mal vo vymazanom stipci hodnotu 1, vymaze aj dany riadok
z matice. Toto rekurzivne opakuje na zmensSenej matici, dokial’ nedostane prazdnu maticu,
¢o indikuje, Ze bolo najdené riesenie. Tymto najviac jednoduchym prevedenim algoritmu sa

sice daji ngjst’ vSetky rieSenia problému, ale na velkych vstupoch to je Casovo neefektivne.



1.5 Technika “Dancing links*

Dancing links je technika vymyslena Donaldom Knuthom zaloZzend na jednoduchom
principe mazania a opétovneho vracania vrcholov v dvojsmernom cyklickom spéjanom
zozname [1, s. 63]. Tato technika ma vel’ké vyuzitie pri backtrackingu, kde treba jednoducho

odrobit’ vel'a zmien a vel'mi efektivne zrychl'uje aj Algoritmus X.

Majme dvojsmerny cyklicky spajany zoznam, kde ma kazdy vrchol X [1, s. 63] svoj
predchadzajuci vrchol LLINK(X) a nasledujuci vrchol RLINK(X). Tieto sa daji brat” ako
ekvivalenty atribatov prev a next odkazujdcich na objekty vrcholov spajaného zoznamu
v triede Node, uvedenych v kapitole 1.2. Vrchol X sa da jednoducho vymazat’ zo zoznamu

tak, Ze nastavime [1, s. 63]:
RLINK(LLINK(X)) = RLINK(X)
LLINK(RLINK(X)) = LLINK(X)

Zvonku sa potom javi, ze vrchol X v zozname nie je. Vnutorné smerniky prvku X
ale stale ukazuju na pévodny predchadzajuci a nasledujuci vrchol spajaného zoznamu. Tieto
smerniky st kI'a€ové pri opatovnom vracani vrcholu X. Vrchol X sa da vratit’ do zoznamu

d’alsou jednoduchou dvojicou operécii [1, s. 63]:
RLINK(LLINK(X)) = X
LLINK(RLINK(X)) = X

Stadi si teda pamatat’ iba smernik na X, na to aby mohol byt’ X opétovne vrateny do

zoznamu na miesto, kde pévodne bol.

Pomocou tejto jednoduchej techniky je mozné zo spajaného zoznamu pri
rekurzivnom vnarani mazat’ vrcholy a nasledne ich vracat’ na povodné miesto operaciou o

zlozitosti O(1). Na konci mame ta ist nezmenenu datovu Struktaru, ktora bola na zaéiatku.

1.6 Problem dplného pokrytia pomocou 4-smerneho cyklickéeho

spajaného zoznamu

Na to, aby sme mohli pouzit’ techniku Dancing links pri rieSeni problému Uplného pokrytia
pomocou Algoritmu X, je najprv potrebné, aby sme binarnu maticu prerobili do 4-smerného

cyklického spajaného zoznamu [2, s. 5].



Obrazok 3 zobrazuje ako by sa problém Uplného pokrytia zadany maticou z obrazku
2 prerobil do takejto datovej Struktury. Je to vlastne Struktira horizontalnych a vertikalnych

cyklickych spajanych zoznamov.

0O 01 01 1 0
1 001 0 01
01 1.0 0 1 O
1 001 0 0 O
01 0 0 0 0 1
\O 0 01 1 0 1

Obr. 2: binarna matica, prevzaté z [2, s. 2].

Prvy horizontalny spajany zoznam predstavuje prvky z mnoziny S, ktoré sa buda
pokryvat’. Prvy vrchol tohto zoznamu nazyvame header (hlavicka zoznamu), referencia na
header bude zapamétand v premennej. Kazdy vrchol X tohoto prvého horizontalneho
spajaného zoznamu [2, s. 5] ma RLINK(X), LLINK(X), ULINK(X), DLINK(X), LEN(X)
a NAME(X), hlavicka ma len prvé dva atribaty nastavené. Tieto atributy predstavuji l'avy,
pravy, horny a dolny vrchol prislichajuce ku vrcholu X. Posledné dve predstavuju pocet
moznosti, ktoré pripadaju ku danému prvku a ndzov prvku. Vsetky vertikalne cyklické
spajané zoznamy spajaju moznosti, ktoré obsahuju dany prvok. Zvy$né horizontalne

cyklické spajané zoznamy predstavuju jednotlivé moznosti.



Riadky bindrnej matice predstavujuce moznosti sa transformuji do horizontalnych
cyklickych spajanych zoznamov tak, ze z jednotkovych prvkov sa stan vrcholy zoznamu
anulové sa ignoruju. Vrcholy predstavujuce moznosti [2, S. 5] maju atributy RLINK(X),
LLINK(X), ULINK(X), DLINK(X) a TOP(X). TOP predstavuje referenciu na vrchol
z prvého horizontalneho zoznamu, predstavujici prvok, ku ktorému vrchol z danej moznosti

prilieha.
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Obr. 3: 4-smerny cyklicky spajany zoznam, prevzaté z [2, s. 6].

1.7  Algoritmus X s pouzitim techniky “Dancing Links*

Majme problém Uplného pokrytia transformovany do 4-smerného cyklického spajaného
zoznamu, ako bolo ukéazane v kapitole 1.6. Aby sme mohli pouzit’ Algoritmus X s pomocou
techniky Dancing links, uvedieme si najprv pseudokod pomocnych funkcii pracujucich
s touto datovou Struktarou [1, s. 66, 67]:



cover(i) (i predstavuje prvok - item) =
Nastav p = DLINK(i) (p, | a r su lok&lne premenné).
Dokial’ p !'=1i, hide(i), nasledne nastav p = DLINK(p) a opakuj.
Nastav | = LLINK(i), r = RLINK(i).
RLINK(I) =r, LLINK(r) = .

hide(p) =
Nastav g = RLINK(p) a opakuj, kym q 1= p:
Nastav u = ULINK(q), d = DLINK(q), x = TOP(q).
Nastav DLINK(u) = d, ULINK(d) = u.
LEN(X) = LEN(X) — 1, g = RLINK(q).

Dalej nasleduju 2 funkcie [1, s. 67] ktoré pomocou techniky Dancing links odrobia
zmeny, ktoré prvé 2 funkcie vykonaju. M6Zeme si vS§imnut’, Ze odrabaju zmeny presne
vV opa¢nom poradi ako boli spravené, pretoze iba takto sa datova Struktura vrati do

predchadzajlcej verzie. Pseudokdd tychto funkcii vyzeré nasledovne:

uncover(i) =
Nastav | = LLINK(i), r = RLINK(i),
RLINK(I) = i, LLINK(r) = i.
Nastav p = ULINK(i).
Dokial’ p !=1, unhide(i), potom nastav p = ULINK(p) a opakuj.

unhide(p) =

Nastav g = LLINK(p) a opakuj, kym g !'= p:
Nastav u = ULINK(q), d = DLINK(q), x = TOP(Qq).
Nastav DLINK(u) = g, ULINK(d) =q.
LEN(X) = LEN(x) + 1, q = LLINK(q).



Samotné deterministické prevedenie Algoritmu X s pouzitim techniky dancing links

by sa dalo pomocou pseudokddu napisat’ takto [1, s. 67]:
X1. [Inicializ&cia] Nastav problém v paméti, tak ako na obrazku 3. Nastav u = 0.

X2. [Vstap do trovne u] Ak RLINK(header) = header (teda uz boli pokryté vSetky

prvky), navstiv riesenie Specifikované XoX1X...Xu-1 @ chod’ do X8.

X3. [Vyber i] vtomto Case eSte musia byt prvky ii, ..., it nepokryté, kde i1 =
RLINK(header), ij+1 = RLINK(ij) a RLINK(it) = header. Vyber jeden z tychto prvkov
anazvi hoi.

X4. [Pokry i] Pokry prvok i pomocou funkcie cover(i) a nastav xu = DLINK(i).
X5. [vyskusaj xy] Ak Xy = i, chod do X7 (vyskusali sme vSetky moznosti).
V opa¢nom pripade nastav p = RLINK(xy) a rob nasledovné dokial’ p != xu:

Nastav j = TOP(p).

Cover(j), nastav p = RLINK(p) (toto zakryje vSetky prvky !'= i v moznosti,
ktora obsahuje xu).

Nastav u = u + 1 a vrat’ sa do X2.

X6. [Vyskusaj opét’] Nastav p = LLINK(Xy) a rob nasledujuce dokial’ p != xu:
Nastav j = TOP(p).
Uncover(j) anastav p = LLINK(p). (Toto odokryje vsetky prvky I=

I v moznosti, ktord obsahuje xy, pomocou reverznej operacii ku X5).
Nastav i = TOP(Xu), Xu = DLINK(xy) a vrat sa do X5.
X7. [Backstrackuj] Odkry prvok i pomocou funkcie uncover(i).

X8. [Opusti troven u] Ukon¢i ak u = 0. V opa¢nom pripade nastav U = u — 1 a vrat’
sa do X6.

Algoritmus si mdzeme predviest’ na priklade z obrazku 3. Predpokladajme, Ze na
arovni O sa vyberie prvok A (na poradi vyberu prvkov v kone¢nom désledku nezalezi, ale
pre ilustraciu problému sme si zvolili prvok A) do premennej i. V kroku X4 sa zavola

cover(A). Datova Struktara po tychto krokoch bude vyzerat’ ako na obrazku 4.



Je vidno, Ze prvok A je pokryty arovnako aj vSetky vrcholy, ktoré pripadali do
jednotlivych moznosti obsahujucich prvok A, okrem vrcholov pripadajdcich ku samotnému

vrcholu A. Tieto su ale pokryté tym, Ze vrchol A je pokryty.
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Obr. 4 Spajané zoznamy po pokryti prvku A, prevzaté z [2,s. 7].

Do xo sa vyberie moznost’ {A, D, G}. Po kroku X5 sa zakryju aj prvky D a G
a spgjané zoznamy budi mat’ podobu z obrazku 5. Potom algoritmus vkro¢i do druhej

arovne.

V tej zostavaj uz iba 2 moznosti: {C, E, F} a{B, C, F}. A ked’Ze tieto moznosti nie
st disjunktné, nech si vyberie ktorykol'vek prvok na pokrytie, nakoniec zisti, Ze v tejto vetve

sa rieSenie nendjde, ked’ze nebude mozné pokryt’ vSetky prvky.

Algoritmus sa pomocou X6, X7 a X8 vrati na uroven 0, ¢im odrobi vsetky doteraz
spravené zmeny na datovej Struktare a do Xo sa teraz vyberie moznost’ {A, D}. V kroku X5
sa pokryje aj prvok D a d’alej sa vstupi na aroven 1. Zostanu 3 moznosti: {C, E, F}, {B, C,
F}a{B, G}.
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Na druhej trovni budeme predpokladat’, Ze sa algoritmus rozhodne pokryt’ prvok C
(opat’ nezaleZi na tom, Ze to bude prave C, mohol by to byt aj ktorykol'vek iny z ostavajucich
nepokrytych prvkov), vyberie teda jedini moznost {C, E, F} prisluchajucu k prvku C
a pokryje aj E a F. Ostane teda 0z iba jedina nepokryta moznost’ {B, G} a iba 2 nepokryté
prvky: B a G.
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Obr. 5: Spajané zoznamy po pokryti prvkov A, D a G, prevzaté z[2, s. 8].
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Na tretej Grovni sa algoritmus pokusi pokryt jeden ztychto dvoch prvkov
a nezostane uz ziaden nepokryti prvok. Na zaciatku d’al$ej urovne algoritmus zhodnoti, Ze

bolo néjdené rieSenie pozostavajiice z moznosti:
{A, D}
{C,E, F}

{B, G}

Vidime, Ze vSetko st to disjunktné moznosti a ich zjednotenie je mnozina A az G,

teda je to nepochybne rieSenie. Toto je zaroven aj jediné rieSenie tohto problému.
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1.8 Hlavolamy

Hra Genius Square

Genius Square je 2D hlavolam s 62208 zadaniami. Hra obsahuje hraciu plochu o rozmeroch
6 x 6 §tvoréekov. Stipce st oznadené &islami 1 az 6 a riadky pismenami A az F. Dalej
obsahuje 7 hracich kociek, ktoré maji na kazdej strane nejaka poziciu z hracej plochy

a vyzeraju nasledovne:

1.kocka: F2,E1,F2,A5,A5,B6
2.kocka: Al1,C1,D1,D2,E2,F3
3.kocka: F4,E5,F5,D5,E6,E4

4. kocka: D4,B4,E3,C4,C3,D3
5.kocka: A6,A6,F1,F1,F1,A6
6.kocka: C5,F6,A4,D6,C6,B5
7.kocka: B3,A3,C2,B2,A2,B1

Hra obsahuje aj 9 utvarov zlozenych z kvadrov rozmerov 1x1x1. Tieto Gtvary spolu

s hracimi kockami sU zobrazené na obrazku 6.

Obr. 6: Ukazka hry Genius Square,
prevzaté z https://i.ytimg.com/vi/togZ0nm8Y 5M/maxresdefault.jpg .

Samotny hlavolam funguje tak, ze hra¢ hodi siedmimi kockami a na pozicie, ktoré

na kockéch padntl umiestni na hraciu plochu val¢eky. Toto st zablokované pozicie a d’alej
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sa val¢eky uz nemodzu presavat. Ulohou hrada je na hraciu plochu nasledne umiestnit’ aj 9
utvarov tak, ze cela plocha bude zaplnena ako na obrazku 6. Pre kazdy z 62208 réznych

hodov kocky vznikne zadanie, ktoré ma rieSenie.

Hra Ubongo 3D

Ubongo 3D, ako samotny nazov naznacuje je 3D hra. Jednotlivé zadania ako mozno vidiet
na obrazku 7 pozostavaju z karticky, na ktorej je vyobrazeny pddorys stavby, ktor( treba
postavit’ vzdy do vySky dva. Zadanie karticky obsahuje aj zoznam 3D Utvarov, zloZenych

s kvadrov rozmerov 1x1x1, ktoré sa maji pouzit’ na postavenie tohto tvaru.

Obr. 7: Ukéazka hry Ubongo 3D,
Prevzaté z https://eshop.albi.sk/data/cache/thumb_750-750-

12/products/36066/1597210842/35525 4.jpqg?s=b47fa8eb6093daac68e2665bda67c8c7 .

1.9 Podobné prace

Praca Solving Sudoku efficiently with Dancing Links [3] hlradala riesenia hry sudoku
pomocou Algoritmu X a techniky Dancing links. Vychadza z teoretickych podkladov od
Donalda Knutha a je postavena hlavne na zisteni vyhodnosti pouzitia Dancing links pri
rieSeni problémov Uplného pokrytia a hl'adani efektivnej redukcie Sudoku do problému
uplného pokrytia. Taktiez motivuje softvérovych vyvojarov, aby hl'adali uz existujice
algoritmy na rieSenie problémov, ako je vich pripade Algoritmus X, namiesto rieSeni

problémov pomocou hrubej sily.
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2. Navrh

Tato kapitola, ako naznaCuje uz jej nazov, obsahuje navrh celej prace. Pre kazdy diel¢i
problém, ktory vychadza zo zadania, v samotnej podkapitole ukazem, ako som si ho

rozvrhol.

Kapitola je rozdelena na osem podkapitol, po¢inajic s pouzitymi technoldgiami
a nasledne postupujicich od najnizSej logickej urovne po najvyssiu: rieSenie problémov
uplného pokrytia, vSeobecna Struktara hlavolamov, ich prevod na problémy aplného
pokrytia, uréovanie naro¢nosti hlavolamov, nasledné samotné hry Genius Square a Ubongo

3D a nakoniec vykresl'ovanie rieSeni hlavolamov.

2.1. Pouzité technoldgie

Pracu som sa rozhodol implementovat’ v jazyku Kotlin [7] z dovodu, Ze to je moderny,
vykonny a perspektivny programovaci jazyk. Program bol vyvijany vo vyvojovom prostredi
IntelliJ [8]. 3D interaktivne vykreslenie rieSeni hlavolamov som vyhotovil pomocou
kniznice LWJGL [10], ktora vyuZziva vel'mi popularnu kniznicu OpenGL [9] na renderovanie
3D objektov.

2.2. RieSenie problémov uplného pokrytia

Najviac kl'i¢ovym problémom bol samotny Algoritmus X, schopny riesit I'ubovolny
problém UpIného pokrytia. Tento je nevyhnutny pri rieSeni hlavolamov, a preto bolo aj
logickych trovniach zvykna byt’ naro¢né.

Prvky mnoZiny

V kapitole 1.3 bolo vysvetlené, ze pri probléme uplného pokrytia sa pokryva mnozina S.
Touto mnoZzinou mdzu byt prirodzené ¢isla, ale v mojej praci to ¢astokrat budu iné mnoZziny,
konkrétne mnoziny utvarov hlavolamu a z&kladnych prvkov hlavolamu, ktoré bude treba
pokryt’ na to, aby sa hlavolam vyriesil. KvOli univerzalnosti ndvrhu sa v fiom teda nebude
hovorit' o konkrétnych mnozinach jedného urcitého typu, ale jednoducho o mnozinach

I'ubovolnych prvkov.
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Binarna matica

Problémy uplného pokrytia som sa rozhodol reprezentovat’ bindrnou maticou, tak ako to
bolo spomenuté aj v kapitole 1.3, pri¢om ich vyznam je tiez rovnaky. Stipce matice
predstavuju jednotlivé prvky mnoziny, ktorej Gplne pokrytie sa hlada. Riadky matice
predstavuju moznosti ¢iastoéného pokrytia mnoziny - nejaké podmnoziny danej mnoziny.
Uplné pokrytie mnoziny nasledne tvoria riadky matice, pre ktoré plati, ze dokopy maju
v kazdom stipci presne jednu jednotku, teda Ze si schopné dokopy pokryt kazdy prvok

mnoziny presne raz.

Algoritmus X

Algoritmus X dostane ako vstup binarnu maticu, ale nepouziva priamo tito maticu, ale
Stvorsmerne cyklicky spajany zoznam, vytvoreny z matice, ako bolo opisané v kapitole 1.6.
Algoritmus si teda najprv prevedie maticu na spajany zoznam a potom z neho hl'ada vsetky

Uplné pokrytia. Podrobnej$i opis fungovania algoritmu sa nachadza v kapitole 3.1.

S heuristika

Algoritmus X pocas svojho behu viackrat vybera prvok, ktory bude pokryvat. To akym
spdsobom sa bude prvok na pokrytie vyberat’ vie vel'mi ovplyvnit’ to, ako rychlo algoritmus

najde vSetky rieSenia problému.

V jednoduchsej verzii by Algoritmus X [2, s. 6] vybral prvok, ktory treba pokryt’ tak,
Ze si zvoli prvy prvok spajaného zoznamu a ten pokryje. Toto rieSenie funguje dobre, pretoze
treba pokryt vzdy vSetky prvky, aje aj vel'mi jednoduché na naprogramovanie, ked’ze sa
vzdy berie prvy prvok napravo od hlavicky spdjaného zoznamu. Toto rieSenie je sice

jednoduché, ale pri velkych problémoch sa ukazuje ako nevyhodné.

Knuth navrhuje [2, s. 4] pouZzitie inej technologie vyberu prvku na pokrytie.
Konkrétne spomina, Ze algoritmus si vyberie z nepokrytych prvkov vzdy prvok, ktory sa
vyskytuje v najmenSom poc¢te moznosti. Tento sposob vyberu nazyva S heuristika a podl'a
[2, 5.9, 10] zrychl'uje beh algoritmu X. V mojej praci sa pouziva presne tato heuristika na
vyber prvku na pokrytie. Jej pouzitie vedie k mensiemu poctu rekurzivnych vnarani, teda

aj ku rychlejSiemu ndjdeniu vSetkych rieSeni.
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2.3. Stavba hlavolamov

Medzi problémom Uplného pokrytia a hrami, ktoré tato praca riesi sa nachadza eSte jedna
logicka uroven. Tou je uroven popisujuca vSeobecnu stavbu hlavolamov. Této uroven
obsahuje vsetky abstrakcie umoznujice rieSit Siroké spektrum 2D a 3D hlavolamov
pomocou Algoritmu X, vratane hier Ubongo 3D a Genius Square. V tejto podkapitole sa
nachadza popis navrhu vsetkého, ¢o patri na tato logicktl Groven: stavba hlavolamov,
zadania hlavolamov, redukcia hlavolamov na problémy Uplného pokrytia a sp6soby

uré¢ovania naro¢nosti hlavolamov.

Vseobecny zakladny bod

Kazdy hlavolam mé nejakd zékladnd stavebnu jednotku, z ktorej je zlozena kazda Struktira,
ktord obsahuje. V pripade 2D hlavolamov to je védé8inou S$tvorec o rozmeroch 1x1
(zobrazené na obrazku 8) av pripade 3D hlavolamov to je kocka o rozmeroch 1x1x1

(zobrazené na obrazku 8).

Obr. 8: zakladny stvorec a zakladna kocka.

Toto nie je nutnost’, hlavolamy mdzu byt zloZené aj z guliciek, trojuholnikov alebo
roznych nepravidelnych Utvarov, ale pre hlavolamy, ktoré rie$i moja praca to plati, a preto

budem d’alej povaZovat’ toto za zakladne stavebné jednotky.

Miestnost’ hlavolamu

Miestnost’ hlavolamu, alebo inak povedané priestor, ktory sa v hlavolame vypliia, je

mnozina zakladnych stavebnych jednotiek hlavolamu.

Utvar

Podstatou hlavolamov Genius Square, Ubongo 3D aaj inych popularnych hier je

umiestiiovanie roznych utvarov tak, aby vyplnili priestor hlavolamu. Utvary st mnoziny
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zakladnych stavebnych jednotiek hlavolamu podobne ako priestor hlavolamu. Priklad 2D
utvaru, aky sa vyskytuje v hre Genius Square je vidno na obrazku 9 nalavo a priklad 3D
utvaru z hry Ubongo 3D napravo na tom istom obrazku. 2D tvary su zlozené z Stvorcekov

a 3D zase z kociek.

Obr. 9: 2D (tvar a 3D Utvar.

Taktiez musi platit’, Ze kazdy atvar je podmnozina priestoru hlavolamu, inak utvar

nie je mozné do hlavolamu vlozit'.

Zadanie hlavolamu

Hlavolam pomocou opisanych Struktar vie byt zadany dvoma vecami - priestorom
hlavolamu a mnozinou utvarov. Ak by zadanie hlavolamu obsahovalo Gtvary, ktoré nie su

podmnoziny priestoru hlavolamu, takyto hlavolam by nemal rieSenie.

2.4. Redukcia hlavolamov

Ako sa uvadza v tejto kapitole, na priestor hlavolamu a Utvary, ktorymi sa hlavolamy
vyplhaji, sa d4 pozerat’ ako na mnozinu zakladnych stavebnych jednotiek. Taktiez na kazdy
z Gtvarov, ktorymi sa priestor hlavolamu vypiiia, sa d4 pozerat’ ako na jeho podmnoZinu.
Riesenim hlavolamov je mnozina utvarov, pre ktoré plati, ze dokopy presne pokryvaju
priestor hlavolamu, teda rieSenim hlavolamu je disjunktnd mnozina utvarov, ktorej

zjednotenim je presne cely priestor hlavolamu.

Ako sa vSak transformuje hlavolam zadany tymto spdsobom na problém uplného

pokrytia, aby ho mohol riesit’ algoritmus X?

Tento proces je jednoduchy, najprv si treba uvedomit’ ¢o Algoritmus X potrebuje.
Algoritmus pracuje s mnozinou prvkov, ktorych uplne pokrytie sa hl'ada a maticou, ktora

reprezentuje vSetky moZnosti ¢iastoéného pokrytia mnoZiny.
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Prvky mnoziny, ktora sa pokryva je mnozina bodov miestnosti hlavolamu, pretoze

treba presne pokryt’ kazdy bod hlavolamu.

Vytvorenie matice je viacfazovy proces. Majme dostupné tvary, ktorymi sa bude
hlavolam pokryvat’, vSetky moznosti pokrytia prvkov [1, s. 250, 251] tvarmi sa ziskaju

nasledovne:

e Pre kazdy dielik zostrojime vSetky jeho rotacie, priCom v zavislosti od tvaru
Specifického utvaru, mozu byt niektoré z tychto rotacii totozné, teda celkovy
pocet unikatnych rotacii moze byt’ pre rozne Gtvary odlisny.

e Pre kazdu unikatnu rotaciu kazdého ttvaru vyskusame akymi vsetkymi sposobmi
sa da umiestnit’ do hlavolamu. Toto sa dosiahne posunom utvaru po bodoch
hlavolamu. Kazdé takéto posunutie rotacie utvaru po hlavolame, kde ziadna ¢ast’
utvaru nepreti¢a z hlavolamu v ziadnej osi je povazovana za moznost’ pokrytia

hlavolamu.

Pre jednotlivé moznosti pokrytia hlavolamu je uz ich transformacia do riadkov
matice jednoduchy proces. V riadku matice tvoria jednotlivé stipce prvky priestoru
hlavolamu. Ak dané posunutie rotacie nejakého titvaru lezi na danom dieliku, v stipci riadku

bude 1, v opa¢nom pripade tam bude 0.

2.5. Naroc¢nost’ hlavolamov

Prvotnou myslienkou toho ako ur€it’ naro¢nost’ hlavolamu, bolo zameriavat’ sa ¢isto na pocet
rieSeni hlavolamu. Podstatou tejto myslienky bolo, Ze ¢im viacej rieSeni hlavolam ma, tym
l'ah$i musi byt, ked'Ze je vécSia Sanca, ze Clovek na jedno ztych rieSeni narazi nejak
nahodou, naopak ak ma hlavolam len jedno rieSenie, tak musi byt tazké najst’ zrovna to
jedno jediné rieSenie. Tento spOsob vSak nie je ani zd’aleka presny. V pripade vel'mi
jednoduchého hlavolamu, ktory by obsahoval iba dva tvary a mal by jedno rieSenie, by tato
metodika tvrdila, Ze to je ve'mi naro¢ny hlavolam, napriek tomu, ze pre kazdého ¢loveka je
trivialny.

Aby sa prediSlo takymto nepresnym meraniam naro¢nosti, pouzivam v mojej praci
na meranic naro¢nosti mierne narocnej$i algoritmus. Vychadza zrtania presnej
pravdepodobnosti toho, Ze ak sa utvary ndhodne vkladaji do hlavolamu, aka je Sanca, Ze sa

umiestnia tak, Ze daju nejaké z rieSeni hlavolamu.
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Prvym krokom tohto vypoétu je najst’ vSetky rieSenia hlavolamu, nasledne z danych

rieSeni pre kazdy utvar zistit’ kol’kymi r6znymi spdsobmi je Vv tychto rieSeniach umiestneny.

Dalej sa pre kazdy tvar zisti kol’ko je celkovych moznych umiestneni utvaru do

hlavolamu.

Nakoniec sa pre kazdy tvar vypocita podiel toho kol'ko réznych umiestneni
Vv rieSeniach hlavolamov mé a toho, kol’ko je vSetkych moznych umiestneni. Tieto podiely
prisluchajiice ku vSetkym tUtvarom sa navzdjom vynasobia a vznikne vysledne cislo
Z rozsahu od 0 do 1 urcujuce pravdepodobnost’ toho, ze ndhodnym ukladanim utvarov sa

dojde ku rieseniu hlavolamu. Toto ¢islo vyjadruje naro¢nost’” hlavolamu.

Ak ma hlavolam naro¢nost’ 0, znamena to, Zze nema ziadne rieSenie, ak ma naroc¢nost’
1, ma rieSenie uplne vzdy. Vo vSeobecnosti, ¢im blizsie ku 0 je hodnota naro¢nosti, tym
narocnejsi je. Toto umoziuje porovnavat hlavolamy z hl'adiska obtaznosti. Taktiez to
napomaha vytvarat’ vel'mi jednoduché, ale aj extrémne naro¢ne zadania hlavolamov, ktoré

daju ¢loveku zabrat’.

2.6. Navrh hry Genius Square

Hra pozostava z viacerych Casti:

e Hracia plocha o rozmeroch 6x6.
e Devit roznych a jedine¢nych utvarov.
e Sedem totoznych valcekov.

e Sedem kociek s nazvami poli¢ok hracej plochy.

Pomocou tychto sucasti vznikne zadanie hry tak, Ze hra¢ hodi vSetkymi kockami
a hodnoty, ktoré na nich padnu, ur¢ia kam umiestni val¢eky. Nasledne hra¢ najde rieSenie

tak, ze umiestiuje devét’ jedine¢nych utvarov, aby presne vyplnil zvySok hracej plochy.

Formaliz4cia zadania tejto hry na vSeobecné zadanie hlavolamu ako bolo opisane

v kapitole 2.3 je takato:

e Priestor hlavolamu, ktory sa bude pokryvat’ tvori 36 Stvorcekov hracej plochy.

e Utvary, ktorymi sa priestor hlavolamu pokryva, je sedem valéekov (ktoré sa daji
Vv postate predstavit’ ako Stvorceky o rozmeroch 1x1 - teda z&kladné jednotky
hlavolamu) a taktiez aj devat jedine¢nych a navzajom rdznych Gtvarov, ktoré su

sucast’'ou hry.
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Toto zadanie sa pretransformuje na problém Uplného pokrytia rovnako ako v kapitole
2.4, s jednym rozdielom - pre val¢eky sa nebudu hl'adat’ vetky mozné ulozenia v hlavolame,

ked’ze ich poloha je predom predpisana.
2.7. Navrh hry Ubongo 3D

Redukcia hry do problému Uplného pokrytia

Pre zadania tejto hry platia viaceré pravidla. Priestor hlavolamu je vzdy stavba vysoka dve
zakladne jednotky. Pédorys priestoru vSak moze byt rézny ateda aj celkovy pocet
zakladnych stavebnych jednotiek, kociek s rozmerom jedna, ktoré zadanie hry tvoria, moze
byt rozny. Co sa tyka wtvarov, z ktorych sa stavba ma skladat’, tie moézu byt pri kazdom
zadani r6zne, ked’Ze aj podorysy hlavolamov st rézne. Vzdy ale plati, ze v zadani sa kazdy

tvar vyskytuje iba raz, nikdy sa neopakuje.

Transformacia na vSeobecné zadanie hlavolamu popisane v kapitole 2.3 je
priamodiara - vSetky kocky, z ktorych sa sklada priestor hry st miestnost” hlavolamu, ktora
sa bude vyplnat’ a utvary, ktorymi sa bude pokryvat, je mnozina 3D tvarov, ktoré uréi
zadanie hry. Transformécia tohto zadania na problém Uplného pokrytia je presne rovnaka

ako bolo opisané v kapitole 2.4.

Generovanie novych hier

Program na generovanie vlastnych zadani hier Ubongo 3D je viacfazovy proces. Jeho
podstatou je vytvorit' hlavolam, ktory ma urCitl pozadovani naro¢nost. Algoritmus
generovania zacne s prazdnou miestnostou hlavolamu a nejakou velkou konsStantnou

mnozinou 3D utvarov a cyklicky opakuje tieto ¢innosti:

e Zisti ¢1 miestnost’ hlavolamu nie je privel’ka, ak je, vyprazdni ju a miestnost’ sa
generuje od zaciatku.

e Vygeneruje dvojicu Cisel x, y, taka Ze obe Cisla st z rozsahu od 0 do 5 a plati, ze
bod zo suradnicami [X, y, 0] sa este nenachadza v mnozine bodov, ktoré tvoria
priestor hlavolamu, a zaroven susedi s nejakym bodom, ktory sa tam nachadza.
Do mnoziny bodov tvoriacich priestor hlavolamu nésledne pridd body so
stradnicami [x, y, 0] a[x, Y, 1] (z d6vodu, Ze zadania Ubongo 3D st vzdy vysoké
dva dieliky).
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e Skisi wvyriesit hlavolam, zadany priestorom, ktory si buduje a velkou
konStantnou mnozinou utvarov.

e Ak danid miestnost mé nejaké rieSenie, kde sa kazdy tvar, ktory obsahuje
nachddza iba jeden krat, zapaméta si mnozinu tvarov, ktoré sa v tomto rieSeni
nachadzaju (tato mnozina je nejakd podmnozina konstantného zoznamu ttvarov
V paméti).

e  Zisti naro¢nost’ hlavolamu tvoreného tymto priestorom a mnozinou utvarov. Ak
mé hlavolam taku naro¢nost, aka bola pozadovand, cyklus skonéi, v opa¢nom

pripade pokracuje d’alsim opakovanim cyklu.

Po skonceni cyklu je vygenerované zadanie hry Ubongo 3D s pozadovanou naro¢nost'ou

a moze byt d’alej pouzité na najdenie vSetkych rieSeni a nasledné vykreslenie rieSeni.

2.8. 3D Vykresl'ovanie hlavolamov

Obr. 10: Riesenie hry Genius Square a hry Ubongo 3D zobrazené pomocou 3D vykresl'ovania.

V pripade 3D vykresl'ovania hlavolamov nie st Ziadne vaznejsie problémy. Jeho pointou je
vykreslit’ rieSenia hlavolamov v trojrozmernom priestore. Pri tomto plati, ze jednotlivé
utvary, tvoriace zlozeny hlavolam st jednoznacne farebne rozlisené a tiez je jasne viditel'né
okraje jednotlivych stavenych jednotiek, z ktorych su utvary zlozené. Obrazok 10 ukazuje

ako sa pomocou 3D daju zobrazit’ rieSenia hlavolamov. Této technologia je sice vhodnejSia
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na 3D hry ako je Ubongo 3D, ale pouzitel'na je aj na 2D hry ako Genius Square, ktoré nie je
ziaden problém zobrazit' v 3D priestore. Na to aby 3D zobrazenie dalo ¢loveku ¢o najviac
informécii, s rieSeniami hlavolamov sa moéze rézne manipulovat’, napriklad otacat’ ich,
priblizovat ich, alebo v pripade velkych 3D hlavolamov aj rozlozit’ si ich, Utvar po Utvare,

a pozriet’ sa ako su poskladané vo vnutri.
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3. Implementacia

Tato kapitola popisuje algoritmické problémy, ktorych implementécia bola najvicsia vyzva,
ale aj take, ktoré su subjektivne najviac zaujimavé. Ukazem fungovanie Algoritmu X a
prevod hlavolamov na problém uplného pokrytia. Taktiez ako som odstranil symetrické
rieSenia hlavolamov a spdsob ratania naro¢nosti hlavolamov. Potom ako st implementované
a generované zadania hier Genius Square a Ubongo 3D a nakoniec zopar detailov oh'adom

3D renderovania.

3.1. Implementacia Algoritmu X

Modul obsahujuci Algoritmus X a vSetky pomocné Struktury, sa vola algorithmX. Je
nezavisly od zvySku moéjho programu, na urovni jeho abstrakcie ziadne hlavolamy
neexistuju, iba problémy Uplného pokrytia.
Vystup s rieSeniami
Vystupom Algoritmu X st rieSenia problému Uplného pokrytia. Interface Printer predpisuje
vSetko potrebné na pracu s rieSeniami.
interface Printer {
val solutions : MutablelList<List<List<Name>>>
fun reset () {

solutions.clear ()

}

fun add(solution : List<List<Name>>) ({
solutions.add (solution)

fun print ()

Atribut solutions, je ur¢eny na rieSenia problému a metddy maju takuto funkcionalitu:

e Metdda reset sltiziaca na vymazanie vSetkych rieSeni z atribdtu solutions, aby
inStancia mohla byt’ pouzita opitovne.

e Metdda add na pridanie nového rieSenia do zoznamu rieseni solutions.
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e Metdda print, ktord ma za tcel vypisat’ rieSenia zo zoznamu solutions, podla

principu, aky si zvolia triedy, ktoré tento interface implementuja.

Interface teda nepredpisuje Specificky sposob alebo format vypisania riesSeni, iba
hovori ako narabat’ s rieSeniami tak, aby to bolo kompatibilné s mojou implementéciou
Algoritmu X.

Algoritmus X

Moja implementécia algoritmu vychadzala priamo z pseudokddu od Knutha z kapitoly 1.7.

Konstruktor triedy je takyto:

class AlgorithmX (matrix : Matrix,
names : List<Name>,
private val printer : Printer,
private val allSolutions : Boolean)

Vyznam parametrov konstruktora tejto triedy je:

e Binarna matica problému Gplného pokrytia.

e Zoznam mien prvkov mnoziny, ktorej Uiplne pokrytie sa hl'ada.

e Objekt triedy implementujicej interface Printer, pomocou ktorého sa vypisu
rieSenia.

e Boolean urcujuci, ¢i ma algoritmus najst’ iba jedno rieSenie problému, alebo

vSetky.

Pbévodny kod Knutha potreboval zopar Uprav pred tym, nez sa dal pouzit’. Jeho kod
vychadzal zo starych programovacich technik apre jazyk Kotlin bol viac-menej

nepouzitel'ny. Po prepisani pomocou rekurzie vyzera takto:

fun solve () {
if (header.rLink == header) {
printer.add (createResult())
} else {
val item = selectItem()
var x = item.dLink
cover (item)
while (x != item) {

visited.add (x)
rowCover (X)
solve ()
rowUnCover (x)
visited. remove (x)
x = x.dLink

}

unCover (item)
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Kéd najprv otestuje, ¢i v spajanom zozname su eSte vrcholy, predstavujlce prvky
pokryvanej mnoziny, a ak nie, prida riesenie do objektu Printer. V opa¢nom pripade zvoli
prvok na pokrytie, pokryje ho a nasledne rekurzivne skii$a na menSom spajanom zozname.

Vyber prvku na pokrytie prebieha pomocou S-heuristiky opisanej v kapitole 2.2.

3.2. Implementécia hlavolamov

Tato podkapitola popisuje modul cubes, ktory obsahuje implementéciu Utvarov, priestorov

hlavolamov a aj samotné zadania hlavolamov.

Vseobecny zakladny bod

Univerzalnost’ tejto implementacie spo¢iva vo vytvoreni interface Point, ktory predpisuje
vSetky metddy, ktoré potrebuju vSetky triedy, ktoré priamo narabaji s bodmi hlavolamov,
bez toho aby obsahoval konkrétnu implementaciu tychto problémov, teda interface
neobsahuje ziadne informacie o stvorcoch ani kock&ch. Medzi funkcionalitu metod patri
napriklad vytvorenie kdpie bodu, posunutie bodu alebo rotacia bodu pomocou néasobenia

matic, ako je zobrazene nizSie:
interface Point {

fun copy() : Point

fun set (other: Point) : Point

fun add(other : Point) : Point

fun subtract (other : Point) : Point
fun rotate(matrix: Matrix) : Point

Vytvoril som aj jednu triedu implementujlcu tento interface, ktord som nazval
Point3D, a ktora hovori uz konkrétne o trojdimenziondlnom bode. Point3D ma 3 atributy,

ktoré sa nastavuju priamo v konstruktore:

class Point3D(var x : Int, var y : Int, var z : Int) : Point

X,y az su stradnice bodu. Ked’ze zakladna stavebna jednotka 3D hlavolamov, ktoré
tato trieda riesi je kocka 1x1x1, tak atributy X, y az hovoria, kde ma kocka pociato¢né
stradnice a jej vSetky rozmery st vzdy 1, teda na popis kocky staci jedna inStancia triedy
Point3D. Pomocou nej sa daju opisat’ aj Stvorce, akurat ich z stiradnica bude vzdy rovna 0.
Trieda Point3D teda sluzi ako zakladna Struktara pre vSetky hlavolamy mojej prace, ¢i uz
2D alebo 3D.
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Priestor hlavolamu

Priestor hlavolamu reprezentuje trieda Puzzle:

class Puzzle(val points : Set<Point>)

Jediny parameter konstruktora predstavuje mnozinu bodov hlavolamu - mnozinu instancii

tried implementujucich interface Point.

Utvar

Tvary st mnozina zakladnych stavebnych jednotieck, v mojej implementacii mnozina
inStancii tried implementujdcich interface Point. Ako uz bolo napisané aj v tejto kapitole,
zakladné jednotky 2D aj 3D Utvarov reprezentujem pomocou triedy Point3D, ktora tento
interface implementuje, pricom 2D ttvary sa od 3D liSia iba v tom, Ze ich z siradnica je vzdy

rovna 0. Trieda Shape reprezentuje Utvary.

class Shape(val name : String, points : Set<Point>)

Na konstruktore triedy je vidno, Ze obsahuje mnozinu bodov (atribat points) a taktiez

aj ndzov tvaru (atribat name).

Zadanie hlavolamu

Na reprezentéciu zadania hlavolamu u mia sluzi trieda Task:

class Task(val puzzle: Puzzle,
val shapes : Set<Shape>,
val repeatableShapes : Set<Shape>,
val fixedShapes : Set<Shape>)

Vyznam atribdtov je:

e Atribut puzzle - objekt triedy Puzzle popisujici miestnost” hlavolamu.

e Atribut shapes - mnozina tvarov, ktoré sa v hlavolame musia umiestnit’ presne
raz.

e Atribut repeatableShapes - mnozZina tvarov, ktoré sa v hlavolame mézu
vyskytovat’ 'ubovolny pocet krat.

e Atribut fixedShapes - mnozina tvarov, ktoré sa v hlavolame musia nachadzat’ na

presne urcenej pozicii.
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Atribat puzzle je jediny povinne rozny od Null hodnoty, ostatné mozu byt hocijak

nakombinované, ¢im umoznuju pouzitie triedy Task na vel'a typov zadani hlavolamov.

3.3.  Redukcia hlavolamov do problému aplného pokrytia

RieSenie hlavolamov

Modul cubes disponuje aj d’alSou esencialnou funkcionalitou, ktora je obsiahnuta v triede
Formalisation. V triede sa nachadza metoda createMatrixAndNamesFromTask, ktora
dostane na vstupe zadanie hlavolamu ako instanciu triedy Task a jej vystupom je dvojica -
matica popisujuica problém Uplného pokrytia, vytvorena zo zadania hlavolamu, a zoznam
prvkov mnoziny, ktord sa bude pokryvat. Tento vystup je priamo pouzitelny ako vstup pre
moju implementéciu algoritmu X. Takto sa zo zadania hlavolamu daju ziskat’ vSetky rieSenia

hlavolamu. Moja implementécia tohto postupu je nasledovna:

private fun fillMatrixWithShapes (shapes : Set<Shape>) {
for (shape in shapes) {
for (rotationMatrix in rotationMatrices) {
shape.rotate (rotationMatrix) .normalise ()
for (point in task.puzzle.points) {
shape.translate (point)
if (isShapeGoodToBeAdded (shape)) {
addToRow (shape)
}
addSymmetries (shape)

Kazdy utvar sa postupne otaca, postiva, kontroluje a nakoniec pomocou metody

addToRow transformuje na riadok matice.
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Odstranenie symetrickych rieSeni

V metade fillMatrixWithShapes sa objavuje aj volanie metody addSymmetries. Pomocou nej

sa zabezpeCuje, aby v matici neboli riadky, ktoré by viedli k tomu, ze by Algoritmus X nasiel

aj rieSenia, ktoré mozu vzniknut’ rotaciou iného rieSenia.

Obr. 11: Symetrické riesenia hlavolamov

Obrézok 11 ukazuje priklad dvoch rieseni jednoduchého hlavolamu, ktoré su

symetrické - druhé sa da vytvorit’ z prvého tak, Ze sa oto¢i o 180 stupriov. Metdda

addSymmetries ma takuto Struktaru:

private fun

addSymmetries (shape: Shape) {

if (shape == shapeWithMostUniqueRotations) {

val
for

puzzleCopy = task.puzzle.copy ()
(rotationMatrix in rotationMatrices) ({
puzzleCopy.rotate (rotationMatrix)
shape.rotate (rotationMatrix)
val offset = getMinCoord(puzzleCopy.points) .invert ()
puzzleCopy.translate (offset)
shape.translate (offset)
if (task.puzzle == puzzleCopy) {
symmetricShapes.add (shape.copy())
}

V atribuate shapeWithMostUniqueRotations sa nachadza Gtvar, zo zadanych Gtvarov,

ktory ma najviac unikatnych rotécii. Tento atribut sa nastavi eSte nez sa za¢ne vytvarat

binarna matica problému. Ked metoda dostane tento tvar, zostavi vSetky rotované ulozenia

tohto tvaru a prida ich to mnoziny symmetricShapes. Metoda isShapeGoodToBeAdded, ktora

kontroluje ¢i sa Gtvar nachadza vnutri priestoru hlavolamu aj kontroluje ¢i sa dané posunutie
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rotacie utvaru uz nenachadza v mnozine symmetricShapes. Ak ano, neprida sa do matice.
Tento algoritmus funguje iba v pripade Utvarov, ktoré v hlavolame musia byt’ umiestnené

presne raz. Pre tie, ktoré mozu byt umiestnené 'ubovol'ne vel'akrat sa toto pouzit’ nedalo.

3.4. Urcovanie naroc¢nosti hlavolamov

V kapitole 2.5 som napisal, ze mdj program uréuje naro¢nost’ hlavolamov. Toto som
implementoval pomocou triedy Difficulty, ktor& ma metddu calculateDifficulty, ktorej
navratova hodnota je naro¢nost’ hlavolamu: ¢islo od 0 do 1. Algoritmus, ktory naro¢nost’

rata je implementovany takto:

fun calculateDifficulty(task: Task) : Double {
val numberOfSolutions = solve (task)
if (numberOfSolutions == 0) {
return 0

}

searchSolutionForShapeFrequency ()

return calculateBaseDifficulty(task) /
numberOfSolutions ()

Najprv sa hlavolam zadany objektom Task vyriesi. Ak rieSenie nema, vysledok je,
7e hlavolam ma narocnost’ 0. Ak rieSenie ma, metdda searchSolutionForShapeFrequency
prejde vSetky rieSenia hlavolamov a pre kazdy tvar, ktory v hlavolame je, zisti, kol’kymi

roznymi spésobmi je v rieSeniach uloZeny.

Nasledne metoda calculateBaseDifficulty pre kazdy utvar vyrata podiel poctu
roznych uloZeni Gtvaru v rieSeniach vyratanych metédou a poétu vsetkych moznych ulozeni
Utvaru v priestore hlavolamu. Podiely prislichajice ku vSetkym utvarom sa navzajom
vynasobia a vysledné ¢islo vyjadrujiice celkovl $ancu vyrieSenia hlavolamu je vysledok

metody.

Nakoniec sa vysledok calculateBaseDifficulty vydeli po¢tom rieSeni hlavolamu.
Takto vznikne findlne Cislo vyjadrujice pravdepodobnost’ toho, Ze ¢lovek nahodne najde

rieSenie hlavolamu.
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3.5. Implementacia hry Genius Square

Komponent geniusSquare predstavuje implementaciu hry Genius Square. V jeho vnutri su
reprezentécie hracich kociek, ktorymi sa v tejto hre hadze, utvary, ktorymi sa v tejto hre

vypliia hracia plocha a metddy na riesenie zadani hry a taktieZ na tvorbu novych zadani.

RieSenie nahodného zadania

Trieda GeniusSquare poskytuje metddu solveRandomGame. Met6da z moznych zadani hry

vyberie ndhodne jedno a vyriesi ho.

RieSenie uzivatePom vybraného zadania

Metdda solveSpecifiedGame ma parameter indices sluziaci na zadanie hodu kociek
urcujucich polohu fixnych valéekov. Metdda zisti, ¢i taky hod mohol v tejto hre nastat’, a ak

ano, tak zadanie $pecifikované tymto hodom vyriesi.

Riesenie vSetkych zadani

Niektoré zadania majh viac rieSeni, iné menej. Jednou z tloh, ktoré som riesil v ramci hry
Genius Square bolo vyriesit’ vSetkych 62208 moznych zadani a spravit’ nejaku Statistiku -
minimélny pocet rieSeni zadania, maximalny pocet, priemerny pocet, ale aj rozloZenie poctu
rieSeni, teda zistenie toho, ako Casto sa vyskytuji zadania s poctom rieSeni v urcitych
rozmedziach. Metdda solveAllGames vykona presne tato pracu - vyriesi vSetky mozné

zadania a vypise Statistiky z tohto vypoctu.

Generovanie novej série zadani

Posledna funkcionalita modulu je generovanie novych hracich kociek. Metoda
createNewGames vygeneruje nové kocky s inym rozloZenim fixnych bodov. PGvodné hracie
kocky hry Genius Square mali ta vlastnost’, ze kazdy bod hracej plochy bol na nejakej kocke
presne raz. Ked’Ze sedem kociek ma dokopy 42 stran a hracia plocha ma len 36 dielikov,
niektoré pozicie sa v ramci kocky opakuju viackrat. Tieto opakovania som sa rozhodol
ignorovat’. Plati teda, Ze kazda kocka ma na svojich stenach 1 az 6 réznych poloh z hracej

plochy.
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Pri generovani novych hier, teda generovani iného rozmiestnenia bodov z hracej
plochy, ktoré umozni aj iné zadania tejto hry, som sa rozhodol tieto pravidla tiez dodrzovat’.
Pouzil som stratégiu, pri ktorej sa nové kocky vytvaraju z tych pdévodnych. Generovanie

prebieha takto:

private fun createNewGamesFromExistingGamesTactic() {
if (depth == DEPTH_OF CHANGE) ({
return

}
while (true) {
val dicesCopy = copyDices (dices)
movePosition (dicesCopy)
if (doSolveAllGames (dicesCopy)) {
depth++
dices = dicesCopy
return createNewGamesFromExistingGamesTactic ()

Rekurzivna metéda createNewGamesFromExistingGamesTactic sa vola, kym
nedosiahne hibku uréenu konstantou DEPTH_OF_CHANGE. Pri kazdom volani metoda
v nekone¢nom cykle vzdy pomocou movePosition presunie jednu poziciu hracej plochy
Z nédhodne vybranej kocky na ini ndhodne vybrant kocku, kde je tento presun mozny. Potom
otestuje, ¢i pri tomto upravenom rozlozeni kociek plati, ze vSetky hry maji rieSenie, a ak
ano, rekurzivne sa vnori s upravenymi kockami. Metdda vlastne pomocou techniky pokus-
omyl presuva pozicie na kockach tol’kokrat, kol'ko je hodnota DEPTH_OF_CHANGE. Cim
vicsie toto Cislo je, tym bude teoreticky vysledne rozlozenie kociek rozdielnejSie od toho

povodného.

3.6. Implementacia hry Ubongo 3D
Hru Ubongo 3D implementuje modul ubongo. Ten obsahuje konstanty velkého mnozstva
utvarov, ktoré sa v hre pouzivaji a metddy na rieSenie zadani Ubongo 3D.

RieSenie uzivatel’om vybraného zadania

Pomocou metody solveSpecifiedGame sa da vyriesit’ uzivatelom zadané hry. Metéda méa
parametre pre popis miestnosti hlavolamu (objekt Puzzle) a pre mnozinu tvarov, ktorymi sa

bude pokryvat’ (objekt Shape). SolveSpecifiedGame hlavolam vyriesi a vypise rieSenia.
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Generovanie novych zadani

Generovanie zadani Ubonga riesi metoda solveGeneratedGame. T4to dostane na vstupe celé
¢islo ur¢ujuce Groven naro¢nosti hlavolamu a nasledne vygeneruje hlavolam, ktory ma dand

naroénost, vyriesi ho a vypise jeho riesenia. Urovne obt'aznosti vyzeraju takto:

e 1 -Tahky hlavolam.
e 2 - stredne tazky hlavolam.
e 3 - tazky hlavolam.

e 4 -vel'mi naro¢ny hlavolam.

Generovanie zadani Ubongo 3D urcitej naro¢nosti, je naprogramované takto:

fun generateAndSolveGame (difficultylLevel: Int) {
while (true) {
checkConditions ()
generatePoint ()
solveGameRepeatable ()
findNonRepeatingSolution ()
val difficulty = difficultyOfSolution ()

if (difficulty == difficultylLevel) {
break
}
}
solveGame ()

Metdda, ako bolo navrhnuté v kapitole 2.7, dookola skuSa generovat’ priestory
hlavolamov, nésledne pre tieto priestory zistit’, ¢i existuje mnoZina Utvarov, ktoré ju zaplnia,
a ak ano, overit’, ¢i maju pozadovant naro¢nost’. Ked’ sa takéto zadanie hlavolamu najde,

generator uspesne skonci svoj beh.
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3.7. VykresPovanie pomocou knizZnice OpenGl

Na 3D renderovanie som pouzil triedy implementujuce interface Printer:
GLUbongoPrinter a GLGeniusSquarePrinter. Prva slazi na renderovanie rieSeni hier
Ubongo 3D adruha na hry Genius Square. RieSenia vykresl'uju tak, ako bolo opisané
v kapitole 2.8. Metoda print oboch tried vyzera takto:

override fun print () {
if (solutions.isNotEmpty()) {

init ()

render ()

while (!glfwWindowShouldClose (window)) ({
glfwWaitEvents ()

}

Ak hlavolam ma nejaké rieSenia, spusti sa sekvencia, ktord najprv inicializuje okno,
do ktorého sa bude kreslit. Nasledne sa vykresli prvé rieSenie hlavolamu a nakoniec sa
v nekoneénom cykle ¢aka na vstupy od pouzivatela. S rieSeniami hlavolamu sa da
manipulovat’ pomocou kldvesnice a mysky:

e Tlacidlo “+*“: priblizenie rieSenia.

e Tlacidlo “-“: oddialenie rieSenia.

e Prava Sipka: d’alSie rieSenie hlavolamu.

e Lava Sipka: predchadzajuce rieSenie hlavolamu.

e Tlacidlo “ENTER®: animdcia zlozenia hlavolamu.

e Tlacidlo medzernik: prefarbenie rieSenia ndhodnymi farbami.

e [Davé tlacidlo na mySke: odstranenie tvaru, na ktory sa klikne.

e Pravé tlacidlo na myske: vratenie posledného odstraneného tvaru.

e Tlacidlo “A*: otocenie okolo osi X.

e Tlacidlo “S*: oto€enie okolo osi Y.

e Tlacidlo “D*: oto¢enie okolo osi Z.

Samotné vykresl'ovanie pouZiva kniznicu OpenGL. Zékladna renderovand jednotka
je kocka. Algoritmus vykresl'ovania teda iba dookola kresli kocky r6znych farieb na rézne

polohy tak, aby vytvoril 3D modely rieSeni hlavolamov.
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4. Testovanie

Parametre zariadenia na ktorom som vykonaval testy su:

e Procesor AMD Ryzen 5 4500U.

e Operacnd pamiat RAM DDR4 8 GB.
e Operacny systém Windows 10 Home.
e Ulozisko typu SSD - 512GB.

4.1. Statistika vietkych rieSeni hry Genius Square

Statistiky rieseni vietkych 62208 zadani hry Genius Square ukazali, Ze minimalny
pocet rieSeni hry je 11, maximalny je 22317. Priemerny pocet je zase priblizne 1936.

Frekvencie poctov rieSeni su takéto:
23180 hier mé od 0 do 999 rieseni.
18848 hier ma od 1000 do 1999 rieseni.
9018 hier ma od 2000 do 2999 rieseni.
4390 hier ma od 3000 do 3999 rieSeni.
2576 hier ma od 4000 do 4999 rieSeni.
1566 hier ma od 5000 do 5999 rieSeni.
890 hier ma od 6000 do 6999 rieSeni.
564 hier ma od 7000 do 7999 rieSeni.
330 hier ma od 8000 do 8999 rieSeni.
248 hier ma od 9000 do 9999 rieseni.
174 hier ma od 10000 do 10999 rieseni.
116 hier ma od 11000 do 11999 rieseni.
74 hier md od 12000 do 12999 rieSeni.
70 hier ma od 13000 do 13999 rieSeni.
38 hier ma od 14000 do 14999 rieseni.

34



22 hier mé od 15000 do 15999 rieSeni.
24 hier mé od 16000 do 16999 rieseni.
24 hier ma od 17000 do 17999 rieseni.
12 hier md od 18000 do 18999 rieseni.
18 hier ma od 19000 do 19999 rieseni.
12 hier ma od 20000 do 20999 rieseni.
12 hier ma od 21000 do 21999 rieseni.

2 hry maju od 22000 do 22999 rieseni.

Z toho je vidno, Ze viac ako polovica zadani m& menej ako 2000 rieSeni, pricom nad
hranicou 10000 rieSeni je uz len malé mnozstvo zadani. Tento test zbehol za 2 hodiny a 18

minat.
4.2. Statistiky generovania novych kociek hry Genius Square

Vygenerovanie iné¢ho rozlozenia kociek z tych kociek, ktoré su v hre, tak aby platilo, Ze

kazdy hod vytvori zadanie s rieSenim trva:
DEPTH_OF_CHANGE * T

Cislo DEPTH_OF CHANGE vyjadruje kol’ko presunov hodnot z nejakej kocky na
nejaku int kocku sa ma uskuto¢nit’. Toto Cislo je konstanta v kode, ktord ma hodnotu 3, aby
sa dosiahla viacésia odlisnost’ od originalnych kociek, ktoré su v tejto hre. Samozrejme

hodnota sa da v kode zmenit'.

T vyjadruje priemerny ¢as v sekundach, za aky sa podari uskuto¢nit’ jeden nahodny
uspesny presun hodnot medzi kockami. Tento ¢as sa pohybuje od 138 sekind do 706 sekund,

pri¢om priemerna hodnota sa hybe okolo 334 sekund (5 minut).
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4.3.

Statistiky generovania novych zadani hry Ubongo 3D

V Zavislosti od Urovne naro¢nosti nahodne vygenerovaného hlavolamu, trva generovanie

hlavolamu takéto casy:

4.4.

Uroveti 1: od 0.41 sekundy do 1.48 sekundy. Priemerny &as je 0.54 sekundy.
Urovei 2: od 0.52 sekundy do 5.12 sekundy. Priemerny ¢as je 0.91 sekundy.
Uroveti 3: od 1.85 sekundy do 27.81 sekundy. Priemerny &as je 8.17 sekundy.
Uroveti 4: od 62.27 sekundy do 640.54 sekundy. Priemerny &as je 154.72
sekundy.

Benchmark pre Algoritmus X

Aby som zistil ako moja implementacia obstoji v porovnani s implementaciami v inych

programovacich jazykoch, s pouzitim inych datovych $truktar, vyhotovil som si benchmark.

Porovnavat budem moju implementaciu spravenu v jazyku Kotlin simplementéciou

v jazyku Java [11] a implementaciou v jazyku C++ [12]. Testy boli vykonané na viacerych

maticiach,

ktoré vznikli formalizaciou réznych zadani hier Genius Square. Priemerné

vysledky testovania vyzeraju takto:

Kotlin Java [11] C++[12]
94 ms 29 ms 42 ms
1218 ms 190 ms 619 ms
66 ms 3ms 7ms

67 ms 16 ms 116 ms
87 ms 10 ms 37 ms
204 ms 14 ms 72 ms
277 ms 38 ms 128 ms

Na tabul’ke je vidno, ako moja implementacia obstala v porovnani s jazykmi, ktoré

st poznatelne rychlejSie a vykonnejSie. C++ implementacia je v niektorych pripadoch
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znacne efektivnejsia, v niektorych dokonca pomalsia. Toto je z dovodu, Ze pouziva podobné
datové Struktiry na ukladanie matic ako ja. Java implementécia porazila moju pri kazdom
teste, dosahuje priblizne 8 az 10 nasobnu rychlost’ tej mojej. Za dovod tohto vysledku
povazujem fakt, Ze implementdcia na reprezentaciu matic pouziva rychlejSie datové

Struktary, ktorymi su polia.

Z benchmarku sa da posudit’, Ze Kotlin implementacia relativne obstala v porovnani
s inymi jazykmi, a Ze zmenou datovych $truktar pouzivanych na najnizSich Grovniach by

bolo mozné dosiahnut’ eSte vacsie priblizenie ku ich vykonom.
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Zaver

Moja implementacia Algoritmu X je pouziteInd ako samostatna kniznica. Taktiez bola
otestovana na vel’kom mnozZstve vstupov a aj tspesne porovnana s inymi implementaciami.

V tomto porovnani dosahovala dobré vysledky.

Taktiez viem riesit’ l'ubovol'né zadania hier Ubongo 3D a Genius Square, pricom
program najde len jedine¢né rieSenia, teda ziadne také, ktoré by sa dali vytvorit’ symetrickym
zobrazenim z iného rieSenia. Okrem tohto je mdj program natol’ko vSeobecne postaveny,
aby bol jednoducho rozsiritelny o iné typy hlavolamov, napriklad aj o hypotetické N-

rozmerné hlavolamy.

V mojej préaci som sa nielen zameriaval na riesenie takychto hlavolamov, ale ¢o je
viac podstatné, snazil sa ¢o najpresnejSie porovnat’ ich naro¢nost’ a ur€it’, ¢o presne robi
hlavolam naro¢nym. Na zaklade tohto porovnania som vytvoril aj generatory, ktoré vedia

vytvorit’ hlavolamy roznych naro¢nosti, vratane vel'mi naro¢nych hlavolamov.

Jednotlivé rieSenia hlavolamov umoziujem zobrazit’ jednoducho v konzole, ale aj
pomocou 3D renderovania s pouzitim kniznice OpenGL. S rieSeniami sa d4 manipulovat’

pomocou klavesnice na pocitaci.

V neposlednom rade som sa kod snazil pomocou neustalej refaktorizacie udrzovat’
v ¢istom stave. Takto som chcel dosiahnut’ to, aby kod obsahoval ¢o najmenej
neocakavanych chyb a nedostatkov. Taktiez to umoziuje jednoducho pochopit’ jeho

funkcionalitu a aj rozsirenie o novu funkcionalitu.

Zadanie mojej prace som verim uspeSne splnil a popasoval som sa so vSetkymi
nastrahami, ktoré sa popritom objavili. Tato praca ma naudila zaklady 3D renderovania

a prehibila zasady ¢istého kodu, ktoré ovladam.

Praca ma podl'a mojho nazoru este potencial na viaceré zlepSenia. Optimalizovat’ by
sa dali viaceré procesy vratane generovania hlavolamov a samotneho Algoritmu X, kde by
sa dalo dosiahnut velké zrychlenie pouzitim inych datovych Struktar. Odstraiiovanie
symetrickych rieSeni hlavolamov by sa tiez dalo zefektivnit. Moja praca by sa tiez dala
pouzit' ako zéklad pre interaktivne hry, ktoré by umoznili pouzivatelovi, aby sam riesil
hlavolamy, ktoré¢ by mdj program vygeneroval. RieSenia pouzivatela by modj program

nasledne vedel aj skontrolovat’.
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