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1. Vychodiska

V tejto kapitole sa budeme venovat’ teoretickym zadkladom potrebnym pre tato pracu.
Zacneme s definiciami relevantnych pojmov a nasledovat’ bude vysvetlenie Exact cover
problému, Algoritmu X, technike Dancing links a pouzitia Dancing links pri Algoritme X.
Na konci kapitoly si este uvedieme ako riesit’ 3D drevené hlavolamy pomocou redukcie do

Exact cover problému a Algoritmu X.

1.1  NP-Uplny problém

NP predstavuje skratku pre nedeterministicky polynomialny ¢as. Trieda NP problémov je
charakteristickd tym, Ze spravnost rieSeni tychto problémov je dokazatel'na
Vv polynomialnom ¢ase. NP-UpIné problémy [4, s. 452] sU najnaro¢nejSie z pomedzi triedy
NP, nie sU zatial’ riesitelné v polynomialnom ¢ase. Ak by sa vSak niekedy naslo rieSenie
jedného NP-UpIného problému, ktoré ma polynomialnu zlozitost’, budu vyrieSené vsetky
tieto problémy. Ide o jedny z najviac rieSenych problémov sucasnej informatiky. Ak
0 probléme je preukazané, Ze je NP-Uplny, tak jeho rieSenie bude mat minimalne

exponencialnu zlozitost’. Klasickym prikladom takéhoto problému je Exact cover problém.
1.2 Spéajany zoznam

1.2.1 Jednosmerne spajany zoznam

Ide 0 najjednoduchsi spomedzi vSetkych druhov spajanych zoznamov. Jednosmerny spajany
zoznam [5] je definovany pomocou objektu Node, ktory ma atribaty nazov (name) a smernik
na nasledujlci objekt typu Node (next). Ak mame referenciu na prvy vrchol spajaného
zoznamu, tak pomocou atributu next ho vieme cely prejst. Ak vSak nejaky vrchol (Node)
ma nejaky predchadzajuci prvok, tak ku tomuto sa uz dostat’ neda, ked’Ze referencie su iba

jednosmerne.

1.2.2 Dvojsmerne spajany zoznam

Tento druh spajaného zoznamu je vylepSenim jednosmerného. Definovany je [5] pomocou
objektu Node, ktory na rozdiel od prechddzajiceho typu méa este jeden smernik, nazvany

prev, odkazujuci na predchadzajiici vrchol spdjaného zoznamu. Toto poskytuje velki



vyhodu, pretoze si sta¢i pamétat’ referenciu na l'ubovolny vrchol zoznamu a pomocou

dvojsmernych smernikov sa d4 dostat’ ku v§etkym ostatnym vrcholom.
1.2.3 Cyklicky spajany zoznam

V prvych dvoch typoch spajanych zoznamov mal zoznam vzdy zaciatok a koniec. Cyklicky
spajany zoznam [5] nemé ani jedno z toho. D& sa spravit' z lubovol'ného necyklického
spajaného zoznamu tym, Ze ako nasledovnik posledného vrcholu sa da prvy aak ide
o dvojsmerny zoznam, tak ako predchadzajuci prvok prvého prvku sa da posledny. Tymto
vznikne cyklus. Takto sa aj v jednosmerne spajanom zozname vieme dostat’ ku vSetkym

vrcholom, bez ohl'adu na to, na ktory mame referenciu.

1.3 Exact cover problém

Majme mnozinu prvkov S, Exact cover, alebo uplné pokrytie mnoziny S, je taka kolekcia
S1, S2... Sn podmnozin mnoziny S, Ze zjednotenie mnozin Sy az Sy tvori S aich prienik je

prazdna mnozina.

Knuth tento problém ilustruje pomocou binarnej matice [1, s. 64].
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Obr. 1: binarna matica A

Na obréazku 1 mozno vidiet bindrnu maticu A, ktora ma sedem stipcov, ktoré pomenujeme
A a7 G a ma $est’ riadkov, ktoré pomenujeme 1 aZ 6. Stipce predstavuji prvky (items- prvky
mnoziny S), ktoré treba pokryt’ ariadky moznosti (options). Kazd4 moznost’ je nejaka
podmnozina vsetkych prvkov (mnoziny S), ak je v riadku jednotka, dana moznost’ obsahuje
dany prvok, ak tam je nula, neobsahuje ho. Riesenim podl’a Knutha [1, s. 64] je taka kolekcia

disjunktnych riadkov matice, ktora bude mat’ v kazdom stipci presne jednu jednotku. Po



kratkom preskumani je jasné, Ze jedinym rieSenim je zjednotenie riadkov 1,4 a 5, ktore tvori

celd mnozinu S.

1={C, E}
4={A D, F}
5={B, G}

1ud4u5={A B,C,D,E FG}=S

Exact cover probléem [2, s. 2] je NP-tplny uz pri vyskyte aspoii troch jednotiek v kazdom
riadku matice. Toto naznacuje, ze rieSenia takychto problémov uz aj pri malom rozmere,

vedia byt ndro¢ne na vypocet.
1.4 Algoritmus X

Je to nedeterministicky algoritmus vytvoreny Donaldom Knuthom na ngjdenie vsetkych
rieSeni Exact cover problému definovaného binarnou maticou A [2, s. 3]. Podstatou
algoritmu je postupné sktisanie moznosti metddou pokus-omyl. Pseudokdd algoritmu vyzera

nasledovne [2, s. 4]:

Ak A je prazdne, problém je vyrieSeny, program sa uspesne ukonéi.
V opa¢nom pripade sa deterministicky vyberie stipec c.
Nedeterministicky sa vyberie riadok r, taky, ze A[r, c] = 1.
r sa priradi do ¢iastocného riesenia.
Pre kazd¢ j také, ze A[r, j]1 =1,

zmaz stipec j z matice A

pre kazdé i také, Ze Afi,j] =1

zmaz stipec i z matice A

opakuj rekurzivne algoritmus na redukovanej matici A.

Nedeterministicka vol'ba r [2, S. 4] znamena, Ze sa algoritmus sa naklonuje do nezavislych
subalgoritmov, kazdy subalgoritmus zdedi stiCasnu verziu matice A, ale redukuje ju podla
vlastného vyberu r. Subalgoritmy vytvoria vyhladavaci strom, s originalnym problémom

v koreni a s troviiou k obsahujiicou kazdy k-ty subalgoritmus kore$pondujuci s k vybranymi



riadkami. Backtracking je proces prechadzania tohto stromu do hibky v postupnosti
preorder.

1.5 Dancing links

Dancing links je technolégia vymyslena Donaldom Knuthom zalozena na jednoduchom
principe mazania a opatovného vracania vrcholov v dvojsmernom cyklickom spajanom
zozname. Tato technika ma vel'ké vyuzitie pri backtrackingu, kde treba jednoducho odrobit’

vela zmien a vel'mi efektivne zrychl'uje aj Algoritmus X [3].

Majme dvojsmerny cyklicky spajany zoznam, kde mé kazdy vrchol X svoj predchadzajtci
vrchol LLINK(X) a nasledujuci vrchol RLINK(X). Vrchol X sa da jednoducho vymazat’ zo

zoznamu tak, ze nastavime [1, S. 63]:
RLINK(LLINK(X)) = RLINK(X), LLINK(RLINK(X)) = LLINK(X)

Zvonku sa potom javi, ze vrchol X v zozname nie je. Smerniky prvku X ale stale ukazuju na
RLINK(X) a LLINK(X). Sice by normélne bolo zvykom aj tieto vnatorne smerniky
vynulovat’, ale pre Dancing links techniku je vel'mi podstatné, ze tieto smerniky zostanu
nedotknuté, ako sa ukaze pri opatovnom vracani prvku X do zoznamu. Vymazanie vrcholu

sa da teda odrobit’ d’alsou jednoduchou dvojicou operacii [1, s. 63]:
RLINK(LLINK(X)) = X, LLINK(RLINK(X)) = X

Staci si teda pamatat’ iba smernik na X na to aby mohol byt’ opdtovne vrateni do zoznamu

na miesto, kde povodne bol.

Predvedieme si ako tato technika funguje na malom ilustranom priklade. Uvazujme 4-
prvkovy spajany zoznam s hlavickou ($pecialnym vrcholom zoznamu, ktory zvykne byt

zapamatany v premennej, ale inak nema Ziadny iny ucel) z obrézku 2 [1, s. 63]:
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Obr. 2: dvojstranny cyklicky spajany zoznam

Obrazok 3 potom zobrazuje ako budl vyzerat’ smerniky po vymazani tretieho vrcholu
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Obr. 3: zoznam po vymazani 3. prvku

Po vymazani esSte vrcholu 2 bude zoznam vyzerat’ ako na obrazku 4.

Obr. 4: zoznam po vymazani 3. a 2. prvku

1.6 Exact cover problém pomocou 4-smerného cyklického spajaného

Z0Znamu

Na to aby sme mohli pouzit’ vyuzit’ Dancing links pri rieSeni Exact cover problému pomocou
Algoritmu X, je najprv potrebné aby sme binarnu maticu prerobili do 4-smerného cyklického

spajaného zoznamu.
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Obr. 5: binarna matica



Obrézok 6 zobrazuje ako by sa matica z obrazku 5 prerobila do takejto datovej struktury [2,
S. 6]. Je to vlastne Struktara horizontalnych a vertikalnych cyklickych spajanych zoznamov.
Prvy horizontalny spajany zoznam predstavuje prvky mnoziny S, ktoré sa budu pokryvat'.
Prvy prvok tohto zoznamu je hlavic¢ka (header) zoznamu, referencia na tato hlavicku bude
zapamatana v premennej. Kazdy prvok X tohoto prvého horizontalneho spajaného zoznamu
ma RLINK(X), LLINK(X), ULINK(X), DLINK(X), LEN(X) a NAME(X), hlavi¢cka ma len
prvé dva. Tieto atribaty predstavuju 'avy, pravy, horny a dolny vrchol prisluchajiuce ku X.
Posledné dve predstavuje pocet moznosti (options), ktoré pripadaju ku danému prvku
(itemu) andzov prvku. Vsetky vertikalne cyklické spajané zoznamy spajaju prvky
a moznosti, ktoré obsahuju dany prvok. Zvys$né horizontalne cyklické spajané zoznamy

predstavuju jednotlivé moznosti.
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Obr. 6: 4-smerny cyklicky spajany zoznam

Riadky bindrnej matice predstavujuce mozZnosti sa transformuji do horizontalnych
cyklickych spajanych zoznamov tak, ze z jednotkovych prvkov sa stanu vrcholy zoznamu
a nulové sa ignoruju. Vrcholy predstavujice moznosti maju atributy RLINK(X), LLINK(X),
ULINK(X), DLINK(X) aTOP(x). TOP predstavuje referenciu na vrchol z prvého

horizontalneho zoznamu, ku ktorému vrchol z danej moznosti prilicha.



1.7  Algoritmus X s pouzitim Dancing Links

Majme Exact cover problém transformovany do 4-smerného cyklického spajaného zoznamu
ako bolo ukézane v podkapitole 1.6. Aby sme mohli pouzit' Algoritmus X s pomocou
Dancing links na tento problém uvedieme si najprv pomocné funkcie pracujlce s touto

datovou Struktarou [1, s. 63, 64]:

cover(i) (i predstavuje item) =
Nastav p = DLINK(i). (p, I a r st lokalne premenné.)
Dokial’ p =1, hide(i), nasledne nastav p = DLINK(p) a opakuj.
Nastav | = LLINK(i), r = RLINK(i),
RLINK(I) =r, LLINK() = |

hide(p) =
Nastav g = RLINK(p) a opakuj, kym q != p:
Nastav u = ULINK(q), d = DLINK(d), x = TOP(q).
Nastav DLINK(u) = d, ULINK(d) = u
LEN(X) = LEN(X) — 1, g = RLINK(q)

Dalej nasledujt 2 funkcie [1, s. 64] ktoré pomocou technolégie Dancing link odrobia zmeny,
ktoré prvé 2 funkcie vykonaji. Mdozeme si v§imnut', Ze odrabaji zmeny presne v opa¢nom
poradi ako boli spravené, pretoZze iba takto sa datova Struktira vrati do predchadzajlice;

verzie. Pseudokdd tychto funkcii vyzera nasledovne:

uncover(i) =
Nastav | = LLINK(i), r = RLINK(i),
RLINK(I) =i, LLINK(r) = i.
Nastav p = ULINK(i).
Dokial’ p !=1, unhide(i), potom nastav p = ULINK(p) a opakuj



unhide(p) =

Nastav q = LLINK(p) a opakuj, kym q !=p:
Nastav u = ULINK(q), d = DLINK(d), x = TOP(q).
Nastav DLINK(u) = g, ULINK(d) = q
LEN(x) = LEN(x) + 1, g = LLINK(q)

Samotny Algoritmus X (v tejto implementacii ide uz o deterministicky algoritmus) by sa dal
napisat’ takto [1, S. 64]:

X1. [Inicializ&cia] Nastav problém v paméti, tak ako obrazku 5. Nastav | = 0

X2. [Vstup do urovne I] Ak RLINK(header) = header (teda uz boli pokryté vsetky

prvky), navstiv riesenie Specifikované XoX1X...Xi-1 & chod’ do X8

X3. [Vyber i] vtomto Case eSte musia byt prvky i1, ..., it pokryté, kde ii =
RLINK(header), ij+1 = RLINK(ij) a RLINK(it) = header. Vyber jeden z tychto prvkov

anazvi ho i. (O tom ako vybrat’ prvok i sa pojedndva v podkapitole 1.8.)

XA4. [Pokry i] Pokry prvok i pomocou funkcie cover(i) a nastav x; = DLINK(i)

X5. [vyskusaj xi] Ak xi =1, chod’ do X7 (vyskusali sme v§etky mozZnosti). V opa¢nom
pripade nastav p = RLINK(x)) a rob nasledovné dokial’ p != xi:

Nastav j = TOP(p).

cover(j), nastav p = RLINK(p) (toto zakryje vSetky prvky !=1iVv moznosti
ktora obsahuje xi).

Nastav | =1+ 1 a vrat’ sa do X2.

X6. [Vyskusaj opét’] Nastav p = LLINK(xi) a rob nasledujtace dokial’ p != xi:
Nastav j = TOP(p).
uncover(j) anastav p = LLINK(p). (Toto odokryje vSetky prvky !=

i V moznosti, ktora obsahuje xi, pomocou reverznej operacii ku X5)
Nastav i = TOP(x), xi = DLINK(x)) a vrat’ sa do X5.
X7. [Backstrackuj] Odkry prvok i pomocou funkcie uncover(i).

X8. [Opusti uroven 1] Ukonci ak 1 = 0. V opac¢nom pripade nastav 1 =1—1 a vrat’ sa
do X6.



Algoritmus si mézeme predviest’ na priklade z obrazku 6. Predpokladajme, Ze na urovni 0
sa vyberie prvok A (na poradi vyberu prvkov v kone¢nom doésledku nezaleZi, ale pre
ilustraciu problému sme si zvolili prvok A) do premennej i a v kroku X4 sa zavola cover(A).

Datova Strukttra po tychto krokoch bude vyzerat’ ako na obrazku 7.
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Obr. 7: Spéjané zoznamy po pokryti prvku A

Je vidno, ze prvok A je pokryty a rovnako aj vSetky vrcholy, ktoré pripadali do jednotlivych
moznosti obsahujucich prvok A okrem vrcholov pripadajdcich ku samotnému vrcholu A.
Tieto su ale pokryté tym, ze vrchol za je pokryty.
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Obr. 8: Spajané zoznamy po pokryti prvkov A, D aG

Do Xo sa vyberie moznost’ A, D, G’. Po kroku X5 sa zakryju aj prvky D a G a spajané

zoznamy budu mat’ podobu z obrézku 8. Potom algoritmus vkroc¢i do druhej trovne.

V tej zostavaji uz iba 2 moznosti: 'C, E, F a ’B, C, F’. AkedZe tieto moZnosti nie s
disjunktné, nech si vyberie ktorykol'vek prvok na pokrytie, nakoniec zisti, Ze v tejto vetve sa

rieSenie nenajde, ked’ze nebude mozné pokryt’ vsetky prvky.

Algoritmus sa pomocou X6, X7 a X8 vrati na uroven 0, ¢im odrobi vSetky doteraz spravené
zmeny na datovej Struktire, a do Xo sa teraz vyberie moznost’ A, D’. V kroku X5 sa pokryje

aj prvok D a d’alej sa vstlipi na troven 1. Zostanu 3 moznosti: ’C, E, F’,’B, C,F’ a’B, G’.

Na druhej Grovni budeme predpokladat’, ze sa algoritmus rozhodne pokryt prvok C (opat
nezalezi na tom, ze to bude prave C, mohol by to byt aj ktorykol'vek iny z ostavajucich
nepokrytych prvkov), vyberie teda jedini moznost’ °C, E, F’ prislichajdcu k prvku C
a pokryje aj E a F. Ostane teda 0z iba jedina nepokryta moznost’ ’B, G’ a iba 2 nepokryté
prvky: B a G.

Na tretej Grovni sa algoritmus pokusi pokryt’ jeden z tychto dvoch prvkov a nezostane uz
ziaden nepokryti prvok. Na zaciatku d’alSej urovne algoritmus zhodnoti, Ze bolo najdené

rieSenie pozostavajuce z moznosti:
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Vidime, Ze vSetko su to disjunktné moznosti a ich zjednotenie je mnozina A az G, teda je to

nepochybne rieSenie. TOto je zaroven aj jediné rieSenie tohto problému.

1.8 S heuristika

Jednoduchsia verzia Algoritmu X [2, . 6] v kroku X3 vyberie prvok i, ktory treba pokryt

jednoducho:

i = RLINK(header)

Toto riesenie funguje dobre, pretoze treba pokryt’ vzdy vsetky prvky a je aj vel'mi

jednoduché na naprogramovanie.

Knuth ale navrhuje [2, s. 4] pouZitie inej technoldgie vyberu prvku na pokrytie. Konkrétne
spomina, ze algoritmus si vyberie vzdy prvok, ktory sa vyskytuje v najmensom pocte
moznosti. Tento sposob vyberu nazyva S heuristika. V' kroku X3 algoritmu X treba teda
najprv zistit', ktory z nepokrytych prvkov ma najmenej moznosti. Na tento trik efektivne
sluzi atribit LEN(X), ktory pripadé ku kazdému vrcholu X predstavujicemu prvok
mnoziny S, ked’ze Algoritmus X tak ako sme ho napisali tato hodnotu neustale meni tak,

aby zodpovedala su¢asnemu stavu spajaného zoznamu.

Knuth d’alej pojednava [2, s. 9, 10] o efektivite tychto dvoch spdsobov vyberu prvku.
Uvadza, Ze pri menS$ich problémoch sa ukazuje lepsi prvy postup, zatial’ Co pri vacsich ten
druhy. Skusal pouzit’ aj kombinéciu tychto dvoch pristupov, ale ukazalo sa, zZe je
vSeobecne lepsie zachovat’ S heuristiku vzdy. Z tohto dévodu budeme aj v tomto rieSeni

pouzivat’ vzdy S heuristiku.
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1.9 Redukcia rieSenia 3D drevenych hlavolamov do Exact cover

problému.

Na 3D hlavolamy sa d& pozerat’ ako na takzvané polykocky (polycubes), Utvary zlozené
z kociek o rozmere 1x1x1, spojenych tvarou v tvar. Takyto hlavolam je zlozeny z viacerych
menSich polykociek réznych tvarov (ako je vyobrazené na obrazku 9). Na kazdy z tychto
utvarov z ktorych je zlozeny hlavolam sa da pozerat’ ako na jeho podmnozinu. Jednotlivé
dieliky su disjunktné a ich zjednotenim je cely hlavolam. Z tohto je uz zrejme ako sa drevené

hlavolamy redukuju na Exact cover problém.

Obr. 9: 3D hlavolamy

Ak by sme chceli nejaky I'ubovolny 3D hlavolam pretransformovat’ aby bol rieSitelny
Algoritmom X, tak jednotlive 1x1x1 kocky z ktorych je hlavolam tvoreny by sa stali prvkami

(items), ktoré bude algoritmus pokryvat.

Zistenie vSetkych moznosti, ktorymi sa daju prvky pokryt’ je viacfazovy proces. Majme
dostupné tvary, ktoré si podmnoziny hlavolamu, ktorymi sa bude hlavolam pokryvat’,

vSetky moznosti pokrytia prvkov [1, s. 250] sa ziskaju nasledovne:

e Pre kazdy dielik zostrojime vSetky jeho rotacie a symetrie tym, ze ho otacame
okolo osy x, y a z. V 3D priestore ich je presne 24, pricom v zavislosti od
tvaru Specifického dieliku, mézu byt niektoré z tychto rotacii totozné, teda
celkovy pocet bude troSku mensi.

e Pre kazdu rotaciu kazdého dielika vyskuSame akymi vSetkymi spdsobmi sa
déa umiestnit’ do hlavolamu. Toto sa dosiahne prechodom dieliku cez x,y a z

stradnice hlavolamu. Kazdé takéto posunutie rotacie dieliku po hlavolame,
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kde ziadna kocka dieliku nepreti¢a z hlavolamu v ziadnej osy je povazovana

za moznost’ pokrytia hlavolamu.

Po vykonani tychto operacii mame Specifikované aj prvky aj moznosti a teda sa da spustit’
Algoritmus X, ktory najde vSetky spdsoby, ktorymi sa pomocou jednotlivych dielikov da
hlavolam pokryt’.

1.10 Podobné prace

Praca Solving Sudoku efficiently with Dancing Links [3] hradala riesenia hry sudoku
pomocou Algoritmu X a technoldgie Dancing links. Vychadza z teoretickych podkladov od
Donalda Knutha a je postavena hlavne na zisteni vyhodnosti pouZzitia Dancing links pri
rieSeni Exact cover problémov ahladani efektivnej redukcie Sudoku do Exact cover
problému. Taktiez motivuje softvérovych vyvojarov aby hladali uz existujuce algoritmy na
rieSenie problémov, ako je vich pripade Algoritmus X, namiesto Brute force rieSeni

problémov.
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