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Pohybové rovnice s okamzitym p6sobenim na dialku

V newtonovskej gravitacii posobia telesa na seba gravitaénou silou, ktora sa Siri nekoneénou
rychlostou. Inak povedané, velkost gravitacnej sily medzi dvoma pohybujicimi sa telesami za-
visi v kazdom okamihu len od ich aktualnej vzdialenosti, bez ohfadu na ich relativnu rychlost’.

Newtonov gravitacny zakon hovori, Ze dva hmotné body s polohovymi vektormi ri arg as
hmotnostami m{ a m9 sa navzajom pritahuju rovnako velkou a opacne orientovanou gravitac-
nou silou s velkostou |Cr; In_lr':é Po dosadeni Newtonovho gravitacného zakona do Newtonovych
pohybovych rovnic pre telesa 1 a 2 dostavame sustavu dvoch diferencidlnych rovnic, opisuju-
cich casovu zavislost’ polohovych vektorov ri(¢) a rao(t)

Gm1m2

mirFy = —————=(r1-rg) 1)
lr1 —rs
Gmam

mafty = ——213("2—7'1), 2)
lre —ril

kde bodka znamena derivaciu podla ¢asu. V tychto rovniciach sme uz museli gravitacna silu
zapisat vo vektorovom tvare, aby sme mohli vyjadrit’ nielen jej velkost, ale aj smer. Rovnica
(1) opisuje pritahovanie telesa 1 k telesu 2, rovnica (2) opisuje pritahovanie telesa 2 k telesu
1.

Retardovany cas

Zdrzanie gravitacnej interakcie v dosledku konecnej rych-
losti jej Sirenia sa nazyva retarddcia. Ak sa gravitacna sila o)
siri koneénou rychlost’ou, rozdiel oproti nekonec¢nej rychlosti
jej Sirenia sa prejavi, ked sa objekty voci sebe pohybuju. To
je aj pripad problému dvoch telies. Na priklade rovnice (1) si
ukazeme zmeny, ktoré nastana v pritomnosti retardacie.

Rovnica (1) opisuje gravitaéné posobenie telesa 2 na te-
leso 1. Gravitacna interakcia sa $iri rychlostou ¢ od telesa
2 telesu 1. Vektor r; je poloha telesa 1 v aktualnom case ¢.
Vektor ry je poloha telesa 2 v minulom ¢ase ¢’ < ¢, ktory sa
nazyva retardovany ¢as. Podmienka na retardovany ¢as t’ je,
Ze gravitaénd interakcia prekon4 za ¢éas t—t' vzdialenost’ me-
dzi minulou polohou telesa 2 v ¢ase t' a aktualnou polohou Fig. 1: Relativne polohy R(#))
telesa 1 v case t (rovnica (5) nizsie).

Nech bod P na obrazku Fig.1 je poloha telesa 1 v case
t. Konstantny vektor r spaja pociatok suradnej sustavy O
s bodom P. Polohu druhého telesa v aktualnom case ¢ a v
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retardovanom ¢éase ¢’ ukazuju vektory ro(f) a ro(t'). Pre vektory R(¢) a R(t'), spajajuce teleso 2
v ¢ase t a v ¢éase t' s bodom P plati
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a teda vzdialenosti medzi telesom 2 a bodom P v éase t av ¢ase t' s R(t) = |r—rao(t) a R(t) =
|r —ra(t) |

Teleso 2 sa pohybuje po drahe s, pricom poloha a rychlost’ telesa 2 v case ¢ je dana vektormi
ro(t) a v(t) = dr Z(t) = dR(t) . Zaujima nas sila, ktorou v Case t teleso 2 pdosobi na teleso 1. Je
zrejmé, ze tato s11a nemoze zavisiet’ od relativnej polohy R(¢), pripadne rychlosti v(¢) telesa 2
voci telesu 1 v Case ¢, pretoze gravitacna interakcia potrebuje isty cas, aby prekonala vzdiale-
nost’ od bodu ro(¢) do bodu P. Sila, ktorou teleso 2 pésobi na teleso 1, je dana polohou R(¢') a
pripadne aj rychlostou v(t') telesa 2 v retardovanom ¢éase ¢’ pre ktory plati

(t—¢)c=R({). (5)

Numerické riesenie rovnice (5)

Retardovany éas t' a vzdialenost R(t') = |R(¢')| vo vieobecnosti (t.j. pre Tubovolny pohyb telesa
2) nevieme vypocitat ako presné riesenie rovnice (5). Ak vsak sustavu pohybovych rovnic rie-
§ime numericky a paméatame si vypocitané polohy telesa 2 v minulom case, vieme si poradit.
Numericky vieme R(#') a R(t') najst’ s presnost'ou zodpovedajicou presnosti vypoéitanych po-
16h tak, Ze postupujeme od ¢asu ¢ spit’ do minulosti a hfaddame polohu ro(t') telesa 2 v takom
Ease t' < t, v ktorom sa vzdialenost R(¢') = |r —ra(¢')| €o najpresnejsie rovna &islu (¢ —¢')c.
Nevyhodou numerického riesenia rovnice (5) takouto metédou je spomalenie vypoctov, lebo
ho treba robit’ v kazdom vypoctovom kroku (v ktorom sa posunieme z casu ¢ do casu t + At).
Idedlne by bolo poznat’ analytické rieSenie pre R(¢'), resp. R(¢') vyjadrené prostrednictvom
aktualnych hodnoét R(t), resp. R(t). Toto vieme vo v§eobecnosti urobit’ len s pribliznou presnos-

toul.

Polohy a rychlosti v retardovanom case s presnostou do

Ak chceme priblizne vyjadrit polohu a rychlost telesa 2 v retardovanom éase t' prostred-
nictvom jeho polohy, rychlosti a zrychlenia v Case ¢, moZeme to urobit rozkladom funkcii

R(t)=R (t— I%t,)), R = R( R(”) v(t') = ( I%t’)) do radu v ¢ase £. S presnostou do ¢
tak dostaneme
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LR(¢), resp. R(¢') je mozné vyjadrit presne prostrednictvom aktualnych hodnét R(t) resp. R(t) len v pripade
konstantnej rychlosti v = const, ¢o v nasom pripade tlohy dvoch telies nepripada do dvahy.



Vztahy (6)-(8) st aproximacie smerom do minulosti, ked’ z veli¢in v aktualnom case ¢ priblizne
vypocéitame veliéiny v éase ¢’ < ¢. S malym ¢asovym krokom mézu byt tieto pribliZenia uspo-
kojivo presné pre nase potreby. Vyhodou je, Ze si nemusime pamétat’ minulé polohy (pripadne
aj rychlosti) telesa 2. Ak potrebujeme presnejsi vypocet, potom treba veli¢iny v retardovanych
casoch hladat numerickym rieSenim rovnice (5) prehl'adavanim starych poloh telesa 2 ako bolo
opisané vyssie.

Retardacia v newtonovskej gravitacii

Je viacej sposobov, ako mozeme pridat’ retardaciu do Newtonovho gravitacného zakona. Ob-
medzime sa na dva najjednoduchsie, ktorymi zostavame v nerelativistickej oblasti rozsahov
rychlosti telies.

Spoésob 1

Oznacme Fo1(r,t) silu, ktorou teleso 2 posobi na teleso 1 v mieste r v ¢ase ¢ tak ako na Fig.1.
Newton samotny by zrejme retardaciu do gravitacnej sily Fo1(r,t) pridal takto

Gmimsy ,
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kde R(¢) = |R(#')| a vektor R(¢') je definovany vztahom (4). V probléme dvoch telies s retard4-
ciou treba nahradit’ pravi stranu rovnice (1) silou Fo1(r,t). Veli¢iny R(¢') a R(¢') ziskame bud’
numerickym rieSenim rovnice (5), alebo z pribliznych vzt'ahov (6)-(7) .
Analogicky vypocitame silu F15(r,t), ktorou teleso 1 pésobi na teleso 2 v mieste r v Case t.
Pritom vo vsetkych vztahoch aj v texte vyssie zamenime 1 —— 2. Silou F15(r,t) potom nahra-
dime pravu stranu rovnice (2).

Sposob 2

Inou jednoduchou moznostou je pridanie retardacie do newtonovského gravitacného potencialu
telesa 2
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odkial pre gravitacnu silu Fg1, ktorou teleso 2 posobi na teleso 1 dostavame
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kde v(#') = % ey Dalsi postup je rovnaky ako bolo vysvetlené v sposobe 1.

Poznamka V ramci newtonovskej gravitdcie je rychlost’ telies mal4 voéi rychlosti svetla % <
v(t)

1. Ak pre retardované veli¢iny pouzivame priblizné vztahy (6)-(7), tak pre =~ v (12) mame
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lebo ¢len s c% mozeme zanedbat’ voci % V pribliznom vypocte teda v (12) m6éZeme namiesto @
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Rychlost sirenia gravitacie

Pretoze retardaciu pridavame do newtonovskej gravitacie, rychlost’ telies v musi byt mala voci
rychlosti svetla c, t.j. musi platit’ % <« 1. V rovnici pre retardéciu (5) sme ako rychlost’ Sirenia
gravitacie pouzili tieZ rychlost svetla c. Rychlost’ Sirenia gravitacie je teda velka voci rych-
losti telies, ¢im sa efekt retardacie len malo odliSuje od Sstandardnej newtonovskej gravitacie,
v ktorej je rychlost’ Sirenia gravitacie nekonecne vel'ka.

Aby sme lepsie uvideli vplyv retardacie, mézeme v tomto modeli experimentovat’ s vel-
kost'ou rychlosti Sirenia gravitdcie cg, ktord méze byt aj mensia ako rychlost’ svetla. Ak vo
vztahoch pre retardované veliiny namiesto ¢ pouZijeme cg, kde napr. cg = 5 alebo cg = 1%,
atd, lepsie uvidime zmeny, ktoré do problému dvoch telies prinasa retardacia.

Astronomické jednotky

Aby sme v nasich numerickych vypoctoch udrzali presnost’ v ramci rozsahu mantisy standard-
ného realneho datového typu s dvojitou presnostou (15— 16 desiatkovych cifier), vypocty by
mali pracovat s ¢islami, ktorych velkost zostava blizko &islu jedna (10°). Pre problém dvoch
telies s parametrami ako sa vyskytuju v nasej Slnecnej sustave je preto prirodzené pocitat v
astronomickych jednotkach, v ktorych je jednotkou dl’zvky astronomicka dizkova jednotka (au),
t.j. stredna vzdialenost Zeme od Slnka, jednotkou ¢asu je jeden den (d) a jednotkou Amotnosti
je hmotnost’ Slnka (M ). Pre rychlost’ svetla ¢ a gravitaénu konstantu G v tychto jednotkach
plati

= 173.1446327% (14)
3
G =2.9591x 10— (15)
©

Automaticky potom dostavame vzdialenosti v au a ¢asy v d. Pre presnost’ vypoctov je vy-
hodné, Ze gravitaéna konstanta v astronomickych jednotkach ma velkost radu 1074, ktor4 je o
7 radov blizsia k 10° oproti jej hodnote v sustave SI.

Hmotnosti telies zadavame v jednotkach hmotnosti Slnka M. Napriklad hmotnost’ su-
stavy Zem+Mesiac v tychto jednotkach je?

My 5 =3.04043263333 x 10_6M@. (16)
Hmotnost samotnej Zeme
My =3.00348959632 x 107%M¢ am
a samotného Mesiaca
M 5 =1.23000383 x 10_2M6 =3.69430371 x 10 8 M. (18)

Strednd rychlost’ obehu Zeme okolo Slnka je
au
vg = 0.017202098957, (19)

a teda obezna doba (za predpokladu presne kruhovej drahy) je
B 2n(law)
= o

T = 365.2568983d.
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