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Uvod

Vysledkom ndsho snaZenia vidy musi byt Cislo.
(L. Mitas)

Vysvetlenie kazdého fyzikédlneho javu si vyzaduje aj jeho kvantitativny opis. Vystupom podstat-
nej Casti fyzikdlnych prac sd kvantitativne vztahy medzi jednotlivymi veli¢inami, a teda &islo.
Preto sa od fyzikov vyzaduje vybornd znalosf matematiky a vypoctovych metéd. KedZze mnohé
problémy nevieme vyrieSif analyticky, musia sa fyzici naucif asponl zdkladné numerické metddy.

Rozvoj pocitacov aich obrovsky vypoctovy vykon v poslednych desatro¢iach zmenili metddy
fyziky. Namiesto analytickych a pribliZnych metdd, ktoré starSie generdcie fyzikov dopracovali
takmer k dokonalosti, sa stdle CastejSie obraciame na pocitac, ktory ndm v kratkom Case ukéaze, ¢o
sa vo fyzikdlnom systéme deje. PoCitacové metddy fyziku obohatili aj moznostou kvantitativne
aj kvalitativne Studovaft fyzikalne systémy, ktoré by sa analytickymi metédami vySetrovat nedali.

Na druhej strane rozvoj pocitatovych metdd zviddza k predstave, Ze pocitace za nds dany
problém vyrieSia. To nie je pravda. Pocitace st schopné zvlddnuf neuveriteIné mnoZstvo vy-
poctovych operacii. Zadanie ulohy, interpreticiu vypocitanych dat a ich kritické zhodnotenie
vSak nadalej zostdva, a vZdy zostane, na fyzikoch. Preto bol napisany tento text. Jeho ciefom
je vysvetlif principy jednoduchych numerickych algoritmov, ale predovSetkym ukazat, za akych
podmienok tie algoritmy budu spolahlivo pracovat.

Text je rozdeleny do samostatnych kapitol tak, aby kazd4d mohla byt predmetom samostat-
nej prednasky a ndsledného cvicenia. Vacsina uvedenych tém pochddza z bakalarskeho kurzu
Pokrocilé programovanie v 2. ro¢niku FMFI v Bratislave, ku ktorym som pridal niekolko tém
preberanych vo vyberovom kurze pocitacového modelovania preberanom v 3. ro¢niku. Kazda
kapitola riesi jednoduchy fyzikdlny problém, ktory (vi¢Sinou) nem4 analytické rieSenie. Prob-
1émy boli vybrané tak, aby kazdy z nich demonStroval niektort numerickd metddu: od iterdcii,
cez linedrnu algebru, numerické metddy integrovania az po rieSenie systémov diferencidlnych
rovnic, minimalizacné tlohy a Fourierovu transformaciu. Mnohé z vysvetlenych algoritmov
ndjdeme v niektorom programovom baliku alebo rovno v prostredi MatLabu. Napriek tomu je
uzitocné, aby si ich kazdy, sdm pre seba, aspoii raz, naprogramoval. Nejde totiZ len o samotny
algoritmus, ale predovSetkym o porozumenie jeho principov. Pri pouZivani kazdého algoritmu
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je totiz potrebné poznat podmienky, za ktorych je funkény. Ak ho budeme pouZzivat ako “Ciernu
skrinku”, mozZe sa staf, Ze sa ndm nepodari spradvne interpretovat numerické vysledky, alebo,
v horSom pripade, rozpoznaf, zZe vysledky, ktoré ndm pocita¢ poskytol, su zl¢. Cielom preto
nebolo prezentovaf najefektivnejSie algoritmy rieSenia daného problému — tie si Citatel dohlada
v Specializovanych knihéch alebo na internete — ako skor vysvetlif, aké podmienky musime splnit,
aby dany algoritmus fungoval a preco pri ich nesplneni nedostaneme vysledky zodpovedajice
naSim ocakdvaniam. VicSinou pojde o stabilitu numerického rieSenia, ktord zabezpec¢ime, ak
reSpektujeme fyzikdlne zdkonitosti procesov, o ktoré sa zaujimame.

V kazdej kapitole uvddzame numerické vysledky. Citatel, ktory poctivo vyriesi zadané dlohy,
ich mdzZe porovnat s vlastnymi vysledkami.

K uceniu programovania patri volba programovacieho jazyka. Text je napisany “univer-
zalne”, nezavisle od toho, v ktorom jazyku ¢itatel programuje. Citatel si moZe, tak ako Studenti,
ktori v rokoch 2008-2019 tento kurz absolvovali na FEI STU alebo na FMFI UK, zvolif progra-
movaci jazyk, ktory mu vyhovuje.

Ak Citatelovi tento text nestaci, mdze siahnuf po rozsiahlejSich a podrobnejsich publikéciach.
Vseobecne uznavanou u¢ebnicou numerickych metdd je napriklad Numerical Recipes [1]. Vel-
mi dobrd je aj monografia [2]. RieSeniami Specifickych fyzikdlnych problémov sa zaoberaju
Specializované monografie, napriklad [3] pre elektromagnetické viny.



KAPITOLA 1

lteracie

Itercie patria k zdkladnym ndstrojom numerickych vypoctov. Stretneme sa s nimi pri numeric-
kom rieseni dynamickych problémov, kde riesenie v Case ¢ + A pocitame zo znameho rieSenia
v Case t. Prikladom st numerické algoritmy rieSenie diferencidlnych rovnic aj parcidlnych dife-
rencidlnych rovnic.

Hoci itera¢né algoritmy vyzeraju na prvy pohlad velmi jednoducho, m6Zu v numerickych
vypoctoch viest k zlym vysledkom. Prikladom je algoritmus uvedeny v casti 1.1. Preto si
v Casti 1.2 odvodime zdkladné podmienky, ktoré musia byt splnené, aby sme sa v procese
iteracii vyhli numerickym nestabilitdm.

Jednoduché iteracné schémy vznikaju aj pri rieSeni diferencidlnych rovnic, ked derivéciu
funkcie aproximujeme rozdielom funkcénych hodnét v dvoch blizkych bodoch. V Casti 1.3 si
ukdzeme podmienky, kedy takéto pribliZzenie mdZeme pouZit.

1.1 Zlaty rez

Venujme sa tlohe ndjst zlaty rez, teda tlohe rozdelif interval dizky I = 1 na dve &asti z,y tak,
aby platilo

x
T:% (1.1)
[1]. KedZe zaroven plati
r+y=1 (1.2)

ndjdeme dlzku z z rieSenia kvadratickej rovnice

24+r—1=0 (1.3)
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Obr. 1.1. Hodnoty g,, vypo¢itané z iteracnej schémy (1.8) s pociatoénymi hodnotami (1.9). VSimnime
si logaritmickd $kdlu na horizontdlnej osi, ktord je na zobrazenie vysledkov vhodnejSia, pretoZe g,
klesa exponencidlne, ked’ n narastd. Vysledky si zobrazené Ciernymi krizkami, a porovnané s presnymi
hodnotami (¢ervené body).

Kvadraticka rovnica ma dve rieSenia

[\/5 - 1} 0,61803398

Q

1
r1 = 5
(1.4)

2

1
5[—%—1] ~ —1,61803398

Druhé riesenie je, samozrejme, nespravne, pretoze xo < 0.
Navrhnime algoritmus na vypocet n-tej mocniny Cisla

gn = o7 (1.5)

ktory by vyZzadoval len vypocet si¢tu dvoch &isiel. Uloha vyzerd byt jednoduchd. VyuZijeme, Ze
1 spliia rovnicu

To =

=2, +1 (1.6)
(pretoZe je korefiom kvadratickej rovnice 1.3) a teda spliia aj rovnice
x7lz+1 = 2"+ x?—l (1.7)

pre kazdd hodnotun = 1,2, ... Preto mdZeme n-td mocninu pocitaf iteratne zo vztahu g, = 7
iterane z rovnice

In+1 = gn—1 — gn (1.8)
s poc¢iato¢nymi podmienkami
Gg=1 g=u (1.9)

Ako ukazuje obrazok 1.1, algoritmus vyborne funguje, a Setrime aj vypoctovy cas, lebo
s¢itavanie Cisiel je pre pocita¢ ovela jednoduchsSie, ako ndsobenie. Pre n = 1,2, ... sme ziskali
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Obr. 1.2. Hodnoty g,, vypocitané z iteracnej schémy (1.8) s poCiato¢nymi hodnotami (1.9), vypocitané
pre velké hodnoty n. Program zlyhal, pretoZe vypocitané hodnoty nezodpovedaji spravnym (Cervené
body).

hodnoty g, ktoré velmi dobre sthlasia s presnymi hodnotami. Optimizmus je ale predcasny,
pretoze, pre velké hodnoty n zacne nas program generovaf neCakané a zjavne zlé vysledky
(obr. 1.2). Hodnota |g,| exponencidlne rastie a samotné g, meni znamienko, a to napriek
ocakavanému exponencidlnemu poklesu 7.

Aby sme porozumeli, pre¢o program zlyhal, musime si uvedomit rozdiel medzi analytickym
a numerickym rieSenim problému. V analytickom postupe vyuZijeme, Ze vSeobecné rieSenie
rovnice (1.8) ma tvar

gn = Ax + Bxj (1.10)
kde xy = 0,61803398 ... a x5 = —1,61803398--- = —1 — x; (rovnice 1.4). Z pociato¢nych
podmienok gy = 1, g1 = x;1 (1.9) l'ahko ndajdeme dve rovnice pre konstanty A a B

ﬁ.;;fBiEg ; il 1D
a ich rieSenim dostaneme
A=1 a B=0 (1.12)

Predpokladdme teda, Ze spravne rieSenie ma tvar g,, = 7.

Pocitacu ale zaddme hodnoty gy a g; len s kone¢nou presnosfou. My si l'ahko domyslime,
Ze ¢ je iraciondlne cislo, ale pocitacu to nevieme povedaf, ten ho pozna len s presnosfou na
konecny pocet desatinnych miest — sami sme mu ho tak zadali. Preto ,,nevidi” B = 0. Nech by
B bolo akékolI'vek malé, napriklad

B’ = 0,000 000 000 000 000 01 (1.13)

.....

B'2)’ =644 > Az}’ =155 x 107" (1.14)
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Preto exponencialne rastice rieSenie x5 vzdy ,,vyhrd”: algoritmus, ktory sme zvolili, preto po
dostato¢nom pocte iteracii vZdy ndjde =% namiesto nami hfadaného z7.

Takéto numerické nestability velmi Casto spdsobuju zlyhanie algoritmov, ktoré na prvy
pohlad vyzeraju sprdvne a jednoduché. Velka cast numerickych vypoctov je totiz zaloZend
na iteracnych proceddrach: ¢asovy vyvoj nelinedrnych systémov, numerickych vypocet dife-
rencidlnych rovnic a predovSetkym parcidlnych diferencidlny rovnic (vlnova rovnica, rovnica
difuzie, Schrodingerova rovnica). Zakladny ciel pri tvorbe programov je preto (i) rozpoznat, ze
v probléme mdZu byt numerické nestability (i1) usposobif algoritmy vypoctu tak, aby numerické
nestability eliminovali.

Iteracné schémy si zasliZia, aby sme sa im venovali podrobnejSie.

1.2 Najjednoduchsie iteracie

Problém zlatého rezu nds motivuje vyskuisat niektoré dalSie iteracné schémy. Za¢neme najjed-
noduchSou schémou:

Tpil = ATy (1.15)
ktora ma rieSenie
T, = a"xg (1.16)
Jeho tvar je dany hodnotou a. OdliSujeme tri zdkladné typy rieSenia:
1. |a| > 1...exponencidlny nérast
2. |a] < 1...exponencidlny pokles
3. |a| = 1...oscilacie.

Treti pripad je z fyzikdlneho hladiska najzaujimavejsi. Konstantu a vtedy mdzeme vyjadrit
v tvare

a=¢e" (1.17)
rieSenie reprezentuje oscilujicu funkciu
T, = xoe™? (1.18)

Této dloha nevedie k numerickym nestabilitdim, lebo iteracnd schéma ma len jedno mozné
rieSenie.
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1.2.1 VSeobecnejSia iteratna schéma
Vo fyzike sa vel'mi Casto vyskytuje iteraCnd rovnica

Tpt1 = ATy — Tp_q (1.19)
s dvoma pociatoénymi podmienkami

ro=Co, T1=0G (1.20)

Iterujme rovnicu (1.19) pre rézne hodnoty parametra a. Lahko a presved¢ime, Ze pre |a| > 2
dostaneme vzdy exponencidlne rastuce rieSenia. To nds vedie k hypotéze, Ze iteratna schéma
ma dve zdkladné rieSenia, a pre |a| > 2 jedno z nich exponencidlne rastie. Aby sme porozumeli,
ako sa rieSenia spravaju, prepiSeme rovnicu (1.19) do maticového tvaru

Tn+1 o a —1 T
(i'fn+ )_(1 0><xn1) (1.21)

Po roznasobeni dostaneme v prvom riadku nasu pdvodnd schému (1.19) a v druhom identitu
Tn = Xp. Zatial co pdvodnd schéma obsahovala okrem ndsobenia aj sucet, maticovd schéma je
jednoduchsia — obsahuje len sucin. Ak zavedieme vektory

- Tn41
Uy = ( . ) (1.22)

prepiSeme ju do tvaru
Upy1 = My, (1.23)

ktory je formalne podobny iteracnej schéme (1.15). Vlastnosti rieSeni si potom uréené vlastnymi
hodnotami matice

a —1
M = ( 1 0 ) (1.24)

Ak vyuZijeme vzfahy z linedrnej algebry

det M =1= )\ )y, preto Ay = A" (1.25)

TTM=X\N+X X =0a (1.26)
dostaneme

a:)\1+>\2:)\1+/\i1 (1.27)

Preto vidime, ze

* Pre |a| < 2 mbZeme zaviest redlny parameter ¢ a vyjadrif a = 2 cos ¢. Vlastné hodnoty st
potom \; = et a \y = e Y,

 ak |a] > 2 tak a = 2cosh k a vlastné hodnoty si A\; = e™ a \y = e™". jedna z nich je
urcite vicsia (v absolitnej hodnote) ako 1.
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Vyjadrime teraz maticu M v tvare
a1 M0
M=Q ( 0 A Q (1.28)

kde A1, \, st vlastné hodnoty matice a matica Q obsahuje vo svojich stipcoch vlastné vektory
U1 a Uy matice M. Potom

S 5 _ A 0 S
tlpyy = Mil,, = Q 1<01 AQ)Qun (1.29)

resp.

i = wa= (o0 0o (¢ 0 et (g e

(1.30)
o (o ) e

Vlastnosti rieSenia itera¢nej schémy su teda jednoznacne urcené vlastnymi hodnotami matice
M. Ak je absolitna hodnota niektorej z nich > 1, schéma vzdy skon¢i v exponencidlne rasticom
rieSeni.

1.3  Spojity vs. diskrétny fyzikalny problém

Hoci diferencidlne rovnice fyziky predpokladaju spojité rozozenie hmoty v priestore (a spojity
¢as), v numerickych simuldcidch musime tieto tlohy diskretizovat. Namiesto funkcie f(z) sa
musime uspokojit s jej funkénymi hodnotami v kone¢nom pocte diskrétnych bodov z;. Je to
jednoducho preto, Ze pocitac nie je schopny uloZif nekone¢ne vela Cisiel, ktoré by potreboval
pre opis spojitej funkcie. Toto obmedzenie nie je Ziadna tragédia, pokial su vzdialenosti bodov
x; mensSie, ako typicka vzdialenost, na ktorej funkcia podstatne meni svoje hodnoty. Ma vSak
necakany dosledok: spojité ulohy sa v niektorych aspektoch principidlne liSia od diskrétnych.
Tieto rozdiely musime ma na pamiiti, ked pocita¢u zaddvame dlohu a ked’ interpretujeme ziskané
vysledky.

Rozdiel medzi spojitym a diskrétnym problémom si ukdZeme na jednorozmernej vlnovej
rovnici

82 2

— U (w) = V() (1.31)

Jej analytické rieSenie pozname:

U(x) = Aet** 1 Be " (1.32)
vlnovy vektor £ stvisi s frekvenciou w vztahom

w = ck (1.33)

Vsimnime si, Ze takéto rieSenie existuje pre kazdu frekvenciu w.
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Ak ideme ulohu rie$it numericky, zvolime malud konStantu h a definujeme diskrétne body
T, = hn (1.34)
Druhu derivaciu aproximujeme vztahom

0? V(o Yz +h)+V(r—h)—2V(x)

5 v() ~ 3 (1.35)
Z vlnovej rovnice tak dostaneme iteracnu schému

Yn+1 = Eyn 4+ -1 =0 (1.36)
kde

Yn = Y(an) (1.37)
a plati

E =2—h*?/c? (1.38)
Iteracnd schéma m4 vlastné hodnoty

Ao = e=iahn (1.39)
s novym vlnovym vektorom ¢, ktory stvisi s parametrom £ vztahom

E =2coshg (1.40)

Okamzite vidime, Ze |F| < 2 zodpovedad oscilujicim rieSeniam (Sirenie viny v smere = alebo
—x). RieSenim itera¢nej schémy su preto rovinné viny

T, = Ae'?" 4 Beiahn (1.41)

Z rovnic (1.38,1.40) ndjdeme vzfah medzi frekvenciou w a g
2
w? = 2— [L — cos hq] = *k* (1.42)
a

Pre |E| > 2 vSak itera¢nd schéma diverguje.

1.3.1 Novy vinovy vektor

V diskrétnom probléme sme dostali novy vlnovy vektor g. VSimnime si, Ze jeho hodnota zavisi
od diskretizacie priestoru h a vo vSeobecnosti ¢ je rozne od povodného vinového vektora k

q+k (1.43)

Rovnost ¢ = k by nastala len v limite hg — 0 (nestaci h — 0), kedy mdZeme aproximovat
h2 q2
2

atedaw =cqaq==k.

1 —coshqg =~ (1.44)
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Obr. 1.3. Diskretizdcia spojitého problému vedie k spolahlivym vysledkom, ak je vzdialenost dvoch
diskrétnych bodov h podstatne mensia, ako vlnova dizka prechadzajicej viny (podmienka (1.47). Vina
vtedy ,,nevidi”’ nespojitosti priestoru.

Diskretizacia sposobila aj iny efekt: z rovnice (1.42) vyplyva, Ze oscilujice rieSenie existuje
len pre také frekvencie, pre ktoré

2 c?
w® < 4? (1.45)
Na rozdiel od spojitej tlohy, ktord ma rieSenie pre 'ubovolni hodnotu frekvencie, diskrétna
uloha ma zhora ohranicené spektrum. Ak spojity problém nahradime diskrétnym s priestorovou
periddou h, dostaneme “zakdzany pas” ako artefakt metody.

MoZeme teda numerické metddy pouzif ? Odpoved je, samozrejme, kladnd, ak je splnena
podmienka

kh <1 (1.46)
Ak zavedieme vinovi dizku A = 27 /k, prepiseme podmienku (1.46) do tvaru
A > 21h (1.47)

Diskretizaény krok A musi byt podstatne mensi ako vinova di7ka, charakteristickd pre proces,
ktory chceme numericky pocitat (obrazok 1.3). Pri volbe diskretizdcie musime preto vediet, aky
proces chceme simulovat. Volba diskretizacie je urcend fyzikou. NezdleZi na velkosti h, ale na
hodnote pomeru A/h, ktory musi byf dostato¢ne velky.

1.3.2 Diskrétny fyzikalny problém

Napriek tomu, Ze sme diskrétny fyzikalny problém uviedli ako aproximdciu spojit¢ého modelu,
diskrétne modely majui svoje opodstatnenie aj vo fyzike. Najjednoduchsim prikladom z fyziky
tuhych latok je dloha opisat vibracie atdémov v mrieZzke s mrieZkovou konStantou a.

Podobne ako v predchddzajucej Casti ukdazeme, Ze oscilujtice rieSenia existujui len v kone¢nom
intervale frekvencii w:

W2
0<a®— <4 (1.48)
c
Zakazané a povolené frekvencné pasy maju ale v tomto pripade fyzikdlny vyznam.
Disperzny vzfah pre kmity mriezky [23].
aq

c
—9%inX 1.4
w(q) asm 5 (1.49)
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L
T <>
o OIS
n-1 n n+1
a ->
u, qa/T

Obr. 1.4. Schematicka Struktdra jednorozmerného krystalu. Vpravo; disperzny vzfah (1.49).

a vychylky atémov st ¥,, = Ae'a,

Konecny interval povolenych frekvencii je opidf dosledkom diskrétnej Struktiry priestoru,
Na rozdiel od numerickej diskretizacie, ktord sme diskutovali v predchddzajicej Casti, teraz
ma diskrétnosf priestoru priamy fyzikdlny povod: atomy su diskrétne entity a ich vzdialenosf —
mrieZkova konStanta - je redlny fyzikdlny parameter, ktory charakterizuje materidl.

1.4 Ulohy

1.41 Zlatyrez 1

Naprogramujte itera¢nu schému, definovanu rovnicou (1.8) a ndjdite g,, pre n < 100. Nakreslite
obrazok, odhadnite, pre aké hodnoty indexu n schéma zlyhdva. VySetrite, ako sa vysledok zment,
ak vypocet zopakujete s presnejSou deklardciou premennych. Napriklad pri presnosti ¢isiel na
32 desatinnych miest moZete zvolif pociatoéné podmienky

go = 1,000000000000000000000000000000000000 (1.50)

g1 = 0,618033988749894848204586834365638160 (1.51)

(obrazok 1.5).

1.4.2 Zlatyrez 2
PrepiSte dlohu so zlatym rezom
In+1 = —Gn T Gn—1 (1.52)

V maticovom tvare.
RieSenie: Ak definujeme vektor

- gn
Uy = ( s ) (1.53)
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Obr. 1.5. Numericky vypocet g, (rovnica 1.8) s presnosfou na 16 desatinnych miest (¢ervend) a na 32
desatinnych miest. Vysledok potvrdzuje, Ze pri¢inou numerickej nestability rieSenia je nepresné zadanie
pociato¢nych podmienok. Pri presnosti na 32 desatinnych miest sa nestabilita prejavi azZ po n > 80.
V obrazku plotujeme absolitnu hodnotu |g, |, aby vertikdlna os mohla byt v logaritmickej $kale.

Dostaneme iteracnd schému

ktorej matica ma det M = —1. Jej vlastné hodnoty uZ pozname

A =7, = 0,61803398, Ny =1y = —1,61803398 = —\;!

Dostali sme priklad iteranej schémy, ktord ma |\;| < 1 ale |Ag| > 1.

Néjdeme aj vlastné vektory matice M

-1 1
M- (1)
nijdeme rieSenim systému linedrnych rovnic

MUl = )\1171 MUQ = )\2172

—

(1) ()
' 1+ \1 ’ 1+ \1
Oba vektory sd normalizované, |v;| = 1, |t] = 1 a kolmé na seba

Uy - Uy =0

(1.54)

(1.55)

(1.56)

(1.57)

(1.58)

(1.59)



1.4. Ulohy 11

1.4.3 Hrladanie exponencialne klesajucich rieSeni

Niekedy je treba ndjst postupnost hodnot zg,z1, o, ..., ...takych, ze x,, — 0 pre n — oo.
Napriklad potrebujeme ndjst hodnoty x,,, ktoré spliiaji itera¢ni schému

Tpi1 — [4+0,1cos(mn)] x, + 2,—1 =0 To=X (1.60)

a ktoré exponencialne klesaju v limite n — oo.

Oc¢ividne nemd vyznam iterovat schému od zaciatku, pretoZe dostaneme len exponencidlne
rastice rieSenie. Napriek tomu je iloha rieSiteInd. VyuZijeme skuto¢nost, Ze itera¢né schémy mo-
Zeme iterovaf v oboch smeroch. Exponencidlne klesajuce rieSenie, samozrejme, exponencidlne
rastie, ak postupujeme od velkych n k malym. Budeme preto iterovat v opanom smere:

* zvolme velké NV a poloZzme zy =0, zy_1 =1

* iterujme rovnicu ,,naspat’: pocitajme ry_o, ... T2, T1
¢isla budud exponencidlne rast !

* vietky ¢isla vyndsobime X /g
(to mdZeme, pretoze iteracnd schéma je homogénna)
1.4.4 VSeobecnj iteratna schéma

Presved¢te sa, Ze schéma x, 1 = ax,, — x,_1 je stabilnd pre |a| < 2. Nakreslite obrazok pre tri
T'ubovolné hodnoty a, napr. a = 1,99, a = —2,01, a = 0,001.
Skuste ndjst hodnoty parametra a také, Ze rieSenie je periodické:

TptN = Tn (1.61)

Pociato¢né podmienky z( a x; zvolte podla lubovodle. PresvedCte sa, Ze ziskané rieSenie mozete
pisaf v tvare

T = AN + BA! (1.62)

s vlastnymi hodnotami matice M \; a \y. KonS$tanty A a B ndjdete z pociato¢nych podmienok.

1.4.5 VSeobecnejSia iteraéna schéma
Iterujme sucasne viac vzdjomne zviazanych premennych, napr. x,, a 4,,:

Tpt1 = ATy, + byn
1.63
Ynt1 = CxTp + dyy (1.63)

Schému vyjadrime opif ako ndsobenie vektora maticou

{in1 = Mii, (1.64)

R Tn [ a b
e (). () s

N4gjdite podmienky, kedy rieSenia exponencidlne rasti. MoZe sa staf, Ze rdst bude len jedno
rieSenie, (napriklad v,,) a druhé (x,,) nie?

kde






KAPITOLA 2

Nahodné cCisla, pravdepodobnostné rozdelenia

Vo fyzike sa Casto zaujimame o vlastnosti siboru velkého poctu Castic. Ich modelovanie v po-
¢itaci si vyZaduje vygenerovanie ndhodnych cisiel, napriklad z intervalu (0,1). Preto sa v tejto
kapitole naucime generovat ndhodné ¢isla s réznou hustotou (pravdepodobnostnym rozdelenim).
V dalSich ¢astiach numericky demonstrujeme platnost dvoch ddlezitych teorém Statistiky: ndj-
deme pravdepodobnostné rozdelenie dfZok malych dse&iek, na ktoré ndhodne rozdelime zvoleny
interval, a ukdZeme platnost zdkona velkych Cisiel.

2.1 Generovanie ndhodnych Cisiel

V kazdom programovacom jazyku existujui generatory ndhodnych &isiel, ktoré po kazdom zavo-
lan{ prislu$nej subroutiny vrétia jedno ndhodné Cislo, spravidla z intervalu (0,1). Najjednoduchsi
generdtor ndhodnych ¢isiel je zaloZeny na celo¢iselnom deleni velkymi ¢islami,napriklad

i = mod(i * ia + ic, im), x = FLOAT(i)/FLOAT(im) 2.1)

s vhodne zvolenymi hodnotami parametrov ia, ic aim. Ak zvolime pociato¢nt hodnotu 7, ndjdeme
z rovnice (2.1) novd hodnotu ¢ a ndhodné ¢islo z. Novu hodnotu 7 pouZijeme ako vstup do (2.1)
pre vypocet nasledujiceho Cisla. Vyhodou takéhoto generatora je jeho reprodukovatelnost: pre
dany vstup ¢ zopakuje vzdy tu istd postupnost. Nevyhodou je jeho periodickosf — postupnost
¢isiel m4 periddu im.

Prikladom takého generdtora je funkcia R (vo fortrane):
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Obr. 2.1. Pravdepodobnostné rozdelenie P(z) pre N = 10° ndhodnych &isiel vygenerovanych genera-
torom U. Rozdelenie je konstantné, v silade s nasim o¢akdvanim.

function R(ix)

integer*4 ix,k

real*8 R

k=ix/127773
1x=16807*(ix-127773*k)-2836*k
IF(ix.1t.0) ix=1x+2147483647
R=FLOAT(@x)*4,656612875d-10
return

end

Funkciu volame so vstupnou hodnotou ix. Funkcia vrati novd hodnotu ix, ktord pouZijeme
ako vstup pri nasledujicom volani funkcie, a redlne ndhodné ¢islo R leziace v intervale (0,1).
Z algoritmu vidime, Ze m4 periédu P = 23! ~ 2 x 10°. Nie je preto vhodny na numericku
simuldciu velmi dlhych ndhodnych procesov.

Ak funkciu volame N-krat, dostaneme postupnost /V ¢isiel. Samozrejme nie su uplne na-
hodne, pretoze boli vygenerované deterministickym algoritmom. MdZeme ale preverif, nakolko
spliiaji nase o¢akdvania. Na obrazku 2.1 je vypo&itané pravdepodobnostné rozdelenie p(z) pre
N = 100000 ndhodnych ¢isiel 0 < z < 1. Rozdelenie je takmer konStantné, malé odchylky su
sposobené konecnym poctom vstupnych déit. Generétor teda generuje uspokojivo homogénne
rozdelenie ndhodnych &isiel.

Druhym testom bude nezévislost nasledujiceho ndhodného ¢isla od predchddzajiceho. Ako
priklad testu sme na obr. 2.2 plotovali, ako hodnota x,, 1 zavisi od predchddzajicej hodnoty z,,.
Ak dve &isla od seba nezdvisia, musia body (z,,,7,1) homogénne pokryf celd plochu. V pripade
vzdjomnej koreldcie by sme pozorovali oblasti s hustejSou resp. redSou populdciou bodov.

PresnejSim testom nezavislosti nasledujicich hodnot je vypocet a korelacnej funkcie

N
1 2
C=< n; Tppir — ()2, 2.2)
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n+l

Obr. 2.2. Test koreldcie dvoch po sebe nasledujiicich vygenerovanych ndhodnych ¢isiel. Jednotlivé body
zodpovedaju dvojiciam (z,,x,+1). PretoZe body homogénne pokryvaji celd plochu, mdZeme konstatovat,
Ze generované ndhodné ¢isla nie su korelované.

kde (x) je strednd hodnota

N
() = % > (2.3)

n+1

Pre nezdvislé hodnoty by C' malo byt rovné nule. V nagom pripade C' = —0,001158 pre N = 10°
aC = —0,00025 pre N = 10° MdZeme preto konstatovat, Ze pouZity algoritmus generovania
ndhodnych &isiel uspokojivo generuje ndhodné, vzdjomne nezavislé ¢isla homogénne rozmiest-
nené v intervale (0,1).

2.2 Generovanie nahodnych Cisiel s inym rozdelenim

Ak mame ndhodné ¢isla {x} s pravdepodobnostnym rozdelenim p(x), vieme vytvorif iné na-
hodné ¢isla y(x) s rozdelenim ¢(y). K tomu vyuZijeme zndmy vzfah z teérie pravdepodobnosti:

Ip(z)d x| = |q(y)d y| (2.4)

z ktorého dostaneme pravdepodobnostné rozdelenie ¢(y)

ox

a_y (2.5)

q(y) = p(x)

2.2.1 Nahodné Cisla s rozdelenim p(y) = e~

Ak potrebujeme ndhodné ¢isla s pravdepodobnostnym rozdelenim

qly) =e™? (2.6)
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vygenerujeme najprv ndhodné ¢isla x homogénne rozdelené v intervale (0,1). Pre pravdepodob-
nostné rozdelenie p(x) teda plati

p(‘”):{ (1) (x)ig;;bo r>1 @.7)
Vytvorime teraz ndhodné ¢isla

y=—lnzr (0<y<o0) (2.8)
Pravdepodobnostné rozdelenie ndhodnych &isiel {y} dostaneme z rovnice (2.4)

q(y)dy = p(:v)g—zdy =eVdy (2.9)

a teda plati vzfah (2.6).

2.2.2 N&hodné Cisla s gaussovskym rozdelenim

Generovanie ndhodnych ¢isiel s gaussovskym rozdelenim je zloZitejSie. Budeme postupovat
podrla [1]. Najprv vygenerujeme dve postupnosti ndhodnych &isiel {u} a {v} s homogénnym
pravdepodobnostnym rozdelenim na intervale (0,1). Z kazdej dvojice (u,v) vytvorime nové dve
¢isla ndhodné cisla

r = v/ —2Ilnucos2mv

y = v—2lnwusin2mv (2.10)
Lahko sa presvedc¢ime, Ze plati
u = exp[—(z*+y?)/2]
2.11
v = —artan? 21D
T x
Pravdepodobnostné rozdelenie p(x,y) &isiel = a y ndjdeme zo vzfahu
O(u,v)
9\z,y) = plu,v (2.12)
0 =) 5 )
kde p(u,v) = 1 pre u < 1 awv < 1. Jacobidn transformdcie (2.11) je
0(u,wv) 1 0 1 )
= exp |—a°| ——exp |— 2.13
‘8(:}0@) Vo p[ ] V2T p[ y} @.13)

Cisla {2} a {y} s teda od seba nezavislé a kazdé z nich m4 gaussovské pravdepodobnostné
rozdelenie, ako vidief z obrazku 2.3.
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Obr. 2.3. VTavo: Pravdepodobnostné rozdelenie P(z) zostrojené z N = 10° ndhodnych &isiel . Vpravo:
Dvojice nahodnych &isiel (z,y).

2.3 Na&hodné delenie intervalu (0,/N) na N Casti

Predstavme si, ze interval 0 < 2 < N rozdelime ndhodne na /N Casti. Kazda z nich bude mat
dizku /;. Ich strednd hodnota je samozrejme

0y =1 (2.14)

Ulohou je najst pravdepodobnostné rozdelenie p(¢). UkaZe sa, Ze ziskané rozdelenie je univer-
zalne.

Ulohu vyrie§ime numericky: Najprv generujeme N — 1 ndhodnych &isliel z1,2o,. .. Ty_1
z intervalu (0,NNV), v ktorych interval ,,rozreZzeme”. V druhom kroku tieto ¢isla zoradime podra
velkosti: {x} — {%}oradenc @ priddme k nim okrajové body zo =0, xzy = N.

V trefom kroku najdeme diZky intervalov, na ktoré sme rozdelili dse¢ku:

Poslednym krokom je konstrukcia pravdepodobnostného rozdelenia P(¢). Numericky algorit-
mus je opisany v Casti 2.5.2.
2.3.1 Pravdepodobnostné rozdelenie P(¢)

Pravdepodobnostné rozdelenie je zobrazené na obrazku 2.4. Lahko zistime, Ze ide o rozdelenie
P(l)=¢" (2.16)

so strednou hodnotou (/) = 1. Ako vidime na obrdzkoch 2.5, tvar rozdelenia je vyhodne-
jSie testovat v logaritmickej Skéle, kedy lepSie uvidime hodnoty rozdelenia v oblasti, kde je
pravdepodobnost vel'mi mala.

Pravdepodobnostné rozdelenie, ktoré sme nasli, hra dolezitd tlohu v Statistickej fyzike aj
tedrii ndhodnych systémov. Napriklad ak usporiadané ndhodné ¢isla z,, interpretujeme ako Casy,
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p(L)

Obr. 2.4. Pravdepodobnostné rozdelenie p(¢). VloZeny obrdzok ukazuje
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® numericky vypocet|
— funkcia exp(-x)

L
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Obr. 2.5. Hradanie pravdepodobnostného rozdelenia: V logaritmickej $kéle lepsie vidime, Ze numerické
vysledky silnejSie fluktuuji v oblasti, kde p je malé. To l'ahko pochopime - v tejto oblasti mame malo
numerickych dat. Tento predpoklad potvrdzuje pravy obrdazok — ak pravdepodobnostné rozdelenie skon§t-
ruujeme z N = 10° bodov, dostaneme podstatne lepsi stihlas numerickych vysledkov s predpokladanym

exponencidlnym rozdelenim.
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v ktorych nastali vzdjomne nekorelované udalosti, vidime, Ze Casové intervaly 7 = z,, — z,
medzi dvoma néslednymi udalostami majui pravdepodobnostné rozdelenie

p(7) = exp —<Z—> (2.17)

2.4 Zakon velkych Cisiel

Majme sibor ndhodnych &isiel {x} so strednou hodnotou (x) a varidciou

varz = (z)* — (z)? (2.18)
Zostrojme iné ndhodné ¢isla {s} ktoré su sictom N &isiel {z}
N
s =) (2.19)
i=1

Zékon velkych &isiel hovori, Ze pravdepodobnostné rozdelenie p(s) je gaussovské so strednou
hodnotou

(s) = N{(z) (2.20)
a variaciou
var s = N var x 2.21)

Typické odchylka ndhodného ¢isla s od strednej hodnoty (s) je teda /var s ~ v/N a pomer
yvar s 1

s) x N (2.22)

Zakon velkych &isiel overime numericky. Ndhodné &isla s zostrojime ako sicet N = 10*
nahodnych ¢isiel x,

0<z <2 (2.23)
so strednou hodnotou a varidciou

(xy =1, varz=1/3 (2.24)
a zostrojime pravdepodobnostné rozdelenie p(s). Ako vidime na obrazku 2.6, p(s) je naozaj
gaussovské rozdelenie:

1 s — (s))?

p(s) = m exXp [—%] (2.25)
na obrazku 2.6 vidime aj funkciu

Inp(s) = a(s — (s))* + 3 (2.26)
¢o je parabola. Numericky ndjdeme strednd hodnotu

(s) = 10000,63 (2.27)
a

V/var s = 57,34 (2.28)

v stilade s predpovedou (2.20,2.21). Cisla s teda fluktuuji len v rozmedzi 0,57% okolo svojej
strednej hodnoty
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Obr. 2.6. Zakon velkych &isiel. Pravdepodobnostné rozdelenie p(s) &isiel s (pozri rovnicu 2.19). Cervend
¢iara je gaussovské rozdelenie. Pravy obrdzok ukazuje tie isté ddta v logaritmickej mierke, v ktorej lepSie
vidime pripadné odchylky rozdelenia od Gaussovej krivky v oblasti daleko od strednej hodnoty.

2.5 Algoritmy

2.5.1 Zoradenie Cisiel

Uvedieme algoritmus, ktory zoradi N ¢isiel podl'a velkosti. Zoradenie prebehne v dvoch cykloch.
1. hladanie najvicsieho ¢isla z N Cisiel xq,x9,. .. TN

® Tmax = TN

e cyklusi =1.2,... 2y
ak z; > xy. tak ich vymen

na konci cyklu je najvicsie ¢islo zp,., je umiestnené na /N-tom mieste

2. zopakujem proces pre N — 1 ¢isiel 1, ... xn_1
Vysledok: druhé najvicsie ¢islo bude na N — 1 mieste

3. zopakujem proces pre N — 2 Cisiel 1, ... xn_o

4. atd
Vysledkom bude zoradena postupnost ¢isiel 1 < x9 < -+ < xp.

Algoritmus vyZaduje ~ N2 porovnéavani dvoch &fsiel a ich pripadnd vymenu.
2.5.2 Vypocet Pravdepodobnostného rozdelenia

Vstupom je N &isiel 21, xo, . . . x5 (nemusia byt zoradené), a pocet bodov M, na ktoré rozdelime
oblasf hodnét z. Pravdepodobnostné rozdelenie p(z) aproximujeme M hodnotami p,,, = p(z,,).
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1. Néjdeme hranice rozdelenia: spodnt a = p,;, a horni b = ..

2. Rozdel'me interval (a,b) na M dielikov (napr. M = 50) dizky

A = 2.29
i (2.29)
a deklarujme pole P dizky M s nulovymi po&iatoénymi hodnotami;
P(m)=0, m=12...M (2.30)

3. Pre kazdé vstupné Cislo x, ndjdeme, do ktorého dielika patri. K tomu pocitajme celé
¢islo 7,

i = V" - a} 1 (2.31)

.....

P(in) = P(in) + 1 (2.32)

Z konstrukcie je zrejmé, Ze po spracovani vSetkych &isiel x,, bude P(m) udévat, kolko
z Cisiel x,, sa nachadza v m-tom dieliku intervalu.

4. Ziskané hodnoty P(m) budeme normovat

P(m) — ﬁP(m) (2.33)

5. Zostrojime pravdepodobnostné rozdelenie p(z,,) v bodoch

1
xm:AX(m—i), m=12,...M (2.34)

p(m) = P(m) (2.35)

Presved¢ime sa, zZe pravdepodobnostné rozdelenie je normované, teda plati

/ p(r)dz = ZAP(@-) = Zpi =1 (2.36)
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2.6 Ulohy

2.6.1 Generovanie nahodnych Cisiel

Zostrojte sibor N ndhodnych &isiel {x} s binomindlnym rozdelenim

P([E) = pé;r,a + (1 - p)(sz,b (237)
kde
_J 1 ak z =y
Ozy = { 0 ak x4y (2.38)

a0 < p < 1. Zostrojte sibor ndhodnych ¢isiel {z} s gaussovskym rozdelenim. Nakreslite
obrazky.
2.6.2 N&hodné rozdelenie intervalu

Rozderlte interval (0,N) na N Casti {,05 ... {x. Zostrojte pravdepodobnostné rozdelenie p(¢)
a porovnajte ho s exponencidlnou funkciou exp —¢ Porovnajte, ako sa rozdelenie zmeni, ked
zmenite N (napr. N = 1000, N = 10000.

2.6.3 Zakon velkych Cisiel

Ndjdite pravdepodobnostné rozdelenie p(s) pre ¢isla

N
s = Z 7 (2.39)

Pre r6zne hodnoty N (N = 100, N = 1000). Vygenerujete teda velky pocet (napr. M = 1000)
Cisiel s a pre ne najdete p(s). Vypocitajte strednd hodnotu (s) a varidciu var s. Nakreslite
obrazok, porovnajte ziskané rozdelenie s gaussovskym rozdelenim s tou istou strednou hodnotou
a varidciou. Presvedcte sa, Ze pre varidciu plati

v Zj; 5o N2 (2.40)



KAPITOLA 3

Nelinearita. Deterministicky chaos. Fraktaly

V tejto kapitole budeme numericky simulovat iteracné schémy

Tnir = fl) (3.1)

Vo vSeobecnosti veli¢ina x mdZe znamenat nejakui fyzikdlnu veli¢inu, ktord sa meni v Case.
Nebudeme sa zaujimaf o podrobny Casovy vyvoj, len o hodnoty x v Casoch t = nty, a tieto
hodnoty oznaéime x,,. V linedrnych systémoch (napriklad harmonicky oscildtor) moze x,, byt
vychylka oscildtora a ¢, lubovolny ¢as. Vidime, Ze ak t, = 1" (peridda oscilétora), tak x,, = = =
konstanta. Ak ¢ty = 1'/2, pozorujeme periodicky dej, 1, T2, Z1, To,. . . kedy plati z,, 10 = .

PretoZe linedrne systémy neprindsaju ni¢ kvalitativne nového, sistredime sa na najjednodu-
ch8i nelinedrny systém, charakterizovany nelinedrnou iteracnou schémou

Tpni1 = [(x) = Az, (1 — zy) (3.2)

May [6] r. 1976 ukdzal, Ze postupnost hodnot x,, ziskand takouto jednoduchou schémou,
vykazuje najrozli¢nejSiu dynamiku, v zévislosti od hodnoty parametra \: od identity xz,, = & pre
kazdé n, cez rozne periodické deje aZ po deterministicky chaos. Kvantitativny opis vlastnosti
iteracnej schémy podal M. Feigenbaum [7].

Nasim cielom nebude podrobnd analyza vlastnosti rovnice (3.2). UkdZeme si len, ako ne-
linearita ovplyviiuje spravanie dynamického systému. V druhej Casti kapitoly ukdzeme, Ze pre
kritickd hodnotu parametra A sa sprdvanie systému zmeni — jeho dynamiku oznacujeme ako
deterministicky chaos (spravanie pripomina chaotické chovanie, je ale determinované jednodu-
chym iteraCnym vzfahom). Kvalitativne vlastnosti takéhoto rezimu vyjadruje fraktdlna dimenzia,
ktorou sa tieZ budeme kratko zaoberat.

Okrem programovania itera¢nej schémy budeme, rovnako ako v kapitole 3, pocitaf pravde-
podobnostné rozdelenie (pozri ¢ast 2.5.2), a pre vypocet fraktalnej dimenzie budeme potrebovat
linearnu regresiu (pozri ¢ast 11.1).
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Obr. 3.1. Funkciax,, 11 = f(z,).Jej priese¢nik s priamkou ,, 41 = x,, definuje pevny bod # = 1—\ "1,
,»chody” ukazuji vyvoj systému od malej hodnoty z¢ k fixnému bodu.

3.1 Mayovo zobrazenie

Najjednoduchsia diferencnd schéma

Tpi1 = f(x) = Az, (1 — xy) (3.3)

(logistic map) generuje postupnost {z,} Cisiel. Vlastnosti postupnosti zdvisia od parametra
A. Schéma zaujala prave tym, Ze obsahuje jediny parameter, a napriek tomu modeluje Siroké
spektrum dynamickych dejov.

Ak sa obmedzime na hodnoty 0 < A\ < 4, potom vSetky hodnoty z,, leZia v intervale (0,1)

O<z,<1 3.4)

pre kazdé n. Kazdd dvojicu (z,,%,41) po sebe nasledujicich ¢isiel postupnosti preto méZzeme
umiestnif do $tvorca so stranou dizky 1. Prikladom je obrizok 3.1 a dalSie obrdzky v tejto
kapitole.

Lahko sa presvedéime, Ze ak A < 1, postupnost {x,, } konverguje do nuly. Podobne ndjdeme,
Ze pre 1 < )\ < 3 existuje stabilny pevny bod

T=1-X"1 (3.5)
ktory je rieSenim rovnice

&= f(3) (3.6)

To znamen4, Ze iter4cie, definované vztahom (3.3) konverguji do 2 nezédvisle od pociato¢nej hod-
noty. Hodnota z je vtedy stabilnym pevnym bodom zobrazenia (3.3). Konvergenciu postupnosti
{z,} k stabilnej hodnote & mdZeme znéazornif graficky, ako je ukdzané na obrdzku 3.1.

Pre hodnoty A > A; = 3 sa ale pevny bod £ = 1 — 1/ stane nestabilnym: ak za¢neme
iterovat z jeho blizkeho okolia budi sa hodnoty z,, od neho vzdalovat a v dalSom vyvoji
postupnost {z,, } konverguje do dvoch pevnych bodov,

Ty = f(21), &1 = f(Z2) (3.7)
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Obr. 3.2. VTavo: Logistickd mapa pre A = 3,2 ma periédu 2, iterdcie konverguji do dvoch fixnych bodov
%1 a &9, pre ktoré plati f(Z1) = @2 a f(Z2) = &1. Vpravo: logistickd mapa z,,+2 = f[f(x,)] ma dva
stabilné fixné body #; a 2, medzi ktorymi leZi nestabilny fixny bod.

Ktoré st rieSenim bikvadratickej rovnice

o= [ (f(21)), Ty = [ (f(22)) (3.8)

Oba fixné body su teda stabilnymi bodmi zobrazenia

Tnpo = fP(x,) = f(f(zn) = Na(x + 1) [1 — Aa(x + 1)] (3.9)

ako vidime na pravom obrazku 3.2. Zmena parametra \ teda sposobila zmenu dynamiky systému
— jeho peridda sa zdvojnasobila. Narastom parametra \ teda vznikli dva stabilné pevné body,
medzi ktorymi leZi jeden nestabilny.

3.1.1 Period doubling

Dal§f nérast parametra A spdsobi ndrast periédy. Existuje postupnost kritickych hodnét \,,,
v ktorych sa pévodna periéda dizky 2! zdvojndsobi na 2™. tieto hodnoty sii uvedené v tabu-
ke 3.1). Kritické hodnoty )\, su k sebe stéle bliZSie a v limite m — oo hodnota parametra A,
konverguje ku kritickej hodnote A\, = 3,56995, pre ktord ma iteracnd schéma nekonecne dlhd
periddu. Feigenbaum dokazal, Ze parameter

)\m—l - )\m—Z

A
/\m - )\m—l (3 0)

Ay =

konverguje pre velké m ku konStante. Nad kritickou hodnotou systém dosiahne d’alSie zaujimavé
dynamické rezimy (pozri napriklad obr. 3.4). N4s bude v dalSom zaujimat len dynamika systému
pre kriticki hodnotu ..
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n+4

Obr. 3.3. Logistickd mapa pre A = 3,53 ma Styri

Kapitola 3. Nelinearita. Deterministicky chaos. Fraktaly
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1 2 3 —

2 4 3,4494897 —

3 8 3,5440903 4,7514
4 16 3,5644073 4,6562
5 32 3,5687594 4,6683
6 64 3,5696916 4,6686
7 128 3,5698913 4,6692
8 256 3,5699340 4,6694

Xn+4
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T T T T
A=3.53

0,8

stabilné fixné body. Pravy obrazok ukazuje detail

Tabulka 3.1. Hodnoty A, v ktorych nastdva zdvojndsobenie periédy [8].

n+1

1
0.8} i
0.6 i
04 -
02 i
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0 1 L 1 L 1 L 1 L
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X

n

n+1

| A=3.97
0.8
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04
02
O L L L L L
0 02 04 06 08 I

Obr. 3.4. Porovnanie dvoch rezimov: periodicky pre A = 3,5699 (s periédou 128) a chaoticky pre

A =397
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Obr. 3.5. Pravdepodobnostné rozdelenie P(x) po N = 10 iterdcidch. Horny obrdzok zobrazuje rozde-
lenie na celom intervale (0,1), dva d’al$ie obrdzku ukazuji jeho detail na mensich intervaloch.

3.1.2 Pravdepodobnostné rozdelenie hodnét z,,

Pre opis dynamického rezimu je vyhodnejSie zaoberaf sa pravdepodobnostnym rozdelenim
hodnét z,, (n < N). Ak 1 < A < 3 tak

p(x) = Ny s (3.11)

pretoze x,, = & pre vSetky n. V tejto kapitole pravdepodobnostné rozdelenie nebudeme normo-
vat, preto

1
/ dep(z) = N (3.12)
0

Pre periodicky dej s periédou P iteracnd schéma prechddza bodmi zy, 25, ... Zp a pravdepo-
dobnostné rozdelenie pozostdva z P ¢-funkénych maxim:

0-3 s

i

Ou i (3.13)

'“U|2
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Zostrojme teraz pravdepodobnostné rozdelenie pre kritickd hodnotu
Ae = 3,56995 (3.14)

Budeme postupovat podla algoritmu z Casti 2.5.2. PretoZe dej ma nekone¢nu periddu, rozdelime
interval 0 < z < 1 na velky pocet dielikov (napr. M = 10°). Iterovanim rovnice (3.3) ziskame
¢o najvics stbor dat (M > 10%). Samozrejme, tieto d4ta nebudeme ukladat na disk, ale priamo
v procese iterdcie budeme konstruovat pravdepodobnostné rozdelenie. Ku kazdej ziskanej hod-
note x, nijdeme, do ktorého intervalu patri. V priebehu vypoctu teda ukladime len hodnoty
pola P(m) (pozri Cast 2.5.2).

Vysledok je zobrazeny na obr. 3.5. Pravdepodobnostné rozdelenie sme nenormovali, zobra-
zeny je len pole P(m), teda pocet pripadov, kedy systém v procese iteracii ,,navstivil” m-ty
interval.

3.2 Deterministicky chaos, fraktalna dimenzia

Dynamicky rezim, ktory sme dosiahli pre kriticki hodnotu )., sa v literatire oznacuje ako
deterministicky chaos: spravanie systému je chaotické, aj ked je determinované jednoduchou
itera¢nou schémou (3.3). Jednotlivé hodnoty z,, leZia v blizkosti niektorého maxima rozdelenia
P (obrazok 3.5), dej ma ale nekone¢nu periédu Ziadne dve hodnoty z,, nie si rovnaké.
Pravdepodobnostné rozdelenie na obrazku 3.5 mé zaujimavu Struktiru: hodnoty x za zdru-
Zuju do troch oblasti, pricom kazda z tychto oblasti je opit rozdelend do troch oblasti a z tych
zasa kazd4 sa sklada z troch oblasti. Takdto samopodobnost (anglicky self-similarity) je cha-
rakteristickd pre fraktdlne mnoZiny, napriklad pre Cantorovu mnoZinu (obr. 3.6). Podobnost
s fraktdlnou Cantorovou mnoZinou je lepSie viditelnd, ak si na os x nakreslime len tie body,
v ktorych P(m) dosiahla vyrazne vysoké hodnoty, napr. P(m) > 10* (obr. 3.7). Takdto samo-
podobnost je charakteristicka pre deterministicky chaos. MnoZina bodov, cez ktoré dynamicky
systém prechddza, ma fraktdlnu dimenziu, ktord budeme definovat neskor v tejto kapitole.

3.2.1 Cantorova mnozina

Cantorovu mnozinu (obr. 3.6) vytvorime tak, Ze z usecky (0,1) odstrdnime stredni tretinu.
Z dvoch tsekov dizky 1/3, ktoré sme dostali, opif odstrdnime prostredni tretinu. Dostaneme $tyri
tisecky dizky 4/9. Takto pokratujeme donekone¢na. Vyslednd mnoZina pozostdva z nekoneéne
kratkych dseciek a vytvdra fraktilny objekt s fraktdlnou dimenziou d; = In2/In 3. Vidime,
ze Struktdra je self-podobnd — ktordkol'vek cast v n-tom riadku, zvdacSend 3x, je identicka
s n — 1-vym riadkom.

Fraktalnu dimenziu Cantorovej mnoZiny nijdeme z definicie [9]. Merajme dizku £ meradlom
dizky A. Dostaneme

L=A%xA (3.15)

Napriklad ak A = 1 £ = 1. Pre A = 1/3 dostaneme dizku £ = 2/3. Pre A = 1/9, &o
zodpovedad tretej iterdcii na obr. 3.6, bude £ = 4/9, ¢o mdZeme vyjadrif ako

—d
L= % (%) f (3.16)
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Obr. 3.6. Cantorovu mnoZinu vytvorime tak, Ze z usecky (0,1) odstranime strednd tretinu. Z dvoch
tsekov dizky 1/3, ktoré sme dostali, opif odstranime prostrednt tretinu. Dostaneme $tyri tsecky dizky
4/9. Takto pokracujeme donekone¢na. Vyslednd mnoZina pozostiva z nekonecne kratkych udseciek a
vytvara fraktalny objekt s fraktdlnou dimenziou dy = In2/In 3. Vidime, Ze $truktira je self-podobna —
ktordkol'vek Cast v n-tom riadku, zvic¢Send 3%, je identickd s n — 1-vym riadkom.
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Obr. 3.7. Podobnost pravdepodobnostného rozdelenia (obr. 3.5) s Cantorovou mnoZzinou. Na hornom

.....

ktorukoI'vek Cast mnoZiny, vidime, Ze sa podoba na celok. Takto mdZeme pokracovat (druhy, treti, Stvrty
panel). Self-podobnost naznacuje, Ze mnoZina vSetkych bodov na hornom paneli je fraktilna s fraktdlnou
dimenziou dy < 1.

kde

In2

- = 17
F " In3 3.17)

je fraktdlna dimenzia Cantorovej mnoziny. Obycajna useCka md samozrejme fraktdlnu dimenziu
dy = 1. Jej di7ka, v sdhlase s definiciou (3.15), nezavisi od dfiky meradla, akym ju meriame.

3.2.2 Fraktalna dimenzia

Hrladajme fraktdlnu dimenziu nd$ho pravdepodobnostného rozdelenia. Rozdelime interval (0,1)
na M = 2™ dielikov (m = 1,2, ...) a ndjdeme ¢&islo N (m) definované ako pocet dielikov, ktoré
boli v procese iterdcie aspoil raz navstivené. Ak by pravdepodobnostné rozdelenie bolo spojité,
dostali by sme N oc M; pre fraktil ale o¢akdvame mocninnu z4vislost N oc M% . Zavislost N
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Obr. 3.8. Vypocet fraktdlnej dimenzie. Pre malé hodnoty M mame nedostatoény pocet dielikov. V oblasti
velkych hodndt M dostaneme linedrnu zdvislost, N oc M, pretoZe nemdme dostatocne dlhd postupnost
{x} (pravdepodobnostné rozdelenie sme zostrojili z ' = 10° hodndt). Z dit medzi tymito dvoma
oblastami ndjdeme mocninnym fitom hodnotu fraktdlnej dimenzie dy ~ 0,54.

od M vidime na obrdzku 3.7. Naivne predpokladdme, Ze zavislost In /V vs In M bude linedrna.
Ziskané déta vSak ukazuju tri r6zne oblasti hodnot M:

* Malé hodnoty M. Tuto oblast nebudme uvazovat. Dielikov je prili§ mélo, aby sme z nich
ziskali relevantnu informéciu.

* Rovnako vylic¢ime oblast velkych hodndt M. Dévodom je nedostatok &isiel x,,, z ktorych
sme pravdepodobnostné rozdelenie zostrojili. V§imnime si, Ze v tejto oblasti je N oc M*,
teda linedrna.

* Voblasti 7 <m < 12 (100 < M < 4000) ndjdeme
N oc MO (3.18)

a teda fraktdlna dimenzia d; = 0,540.

Prostrednu oblast, z ktorej pocitame fraktdlnu dimenziu, mdzeme rozsirif, ak zviac¢Sime pocet
bodov N v postupnosti {z,, }.

3.3 Uvaznenie periody

Pre zaujimavost uvedieme eSte iny nelinedrny iteracny proces, s ktorym sa méZeme stretnuf pri
modelovani nelinedrnych fyzikédlnych procesoch

Tpi1 = g(Tn) =2 +Q — QE sin(2rz,) (mod 1) (3.19)
s
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Omega=0.5, k=0.5 Omega=0.51, k=0.95
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Obr. 3.9. Itera¢nd schéma 3.19 demonstruje uviznenie periédy nelinedrneho dynamického deja — tzv.
phase locking. Na lavom obrdzku je periodicky proces s periédou 1/2 pre frekvenciu Q = p/q = 0,5
a k = 0,5. Na pravom obrazku vidime, Ze pre velké hodnoty parametra nelinearity k£ = 0,95 dostaneme
periédu 1/2 aj pre frekvenciu 2 = 0,51 = 51/100, (pravy obrazok).

Iteracnd schéma md dva parametre: frekvenciu 2 a koeficient nelinearity k. Pre k£ = 0 je schéma
periodicka s periédou ¢, ak €2 je raciondlne ¢islo, {2 = p/q a aperiodicka pre iraciondlnu hodnotu
frekvencie €2. Pre nenulové hodnoty £ < 1 schéma demonstruje tzv. uvidznenie periddy (phase
locking) — okolo kazdej raciondlnej hodnoty 2 = p/q sa vytvori kone¢ny interval frekvencif
AQ, pre ktoré md schéma (3.19) periédu ¢ (2,,+, = z,). Takéto uviznenie periddy je Casto
pozorované v nelinearnych fyzikalnych systémoch. Pre k& = 1 je dizka v3etkych periodickych
intervalov rovna 1 a systém prejde do chaosu. Ak zobrazime zavislost periddy dynamického
deja (3.19) od hodnoty k, dostaneme tzv. diablove schody (devil staircase) [9].

3.3.1 Intermittencia

Nas bude zaujimaf iné vlastnost tejto iteracnej schémy. Na obrazku 3.10 vidime, Ze pre niektoré
hodnoty parametrov & a € sa funkcia g(x) takmer dotyka priamky x,, 1 = x,,. Ak taky systém
iterujeme, vidime, Ze hodnoty x,, sa dlho pohybuju v oblasti, kde sa obe krivky takmer dotykaju,
a potom, v priebehu niekolkych iteracii, sa prudko menia, az sa dostane opit do oblasti blizkosti
a cely proces sa opakuje. Tento jav je zndmy ako intermittencia (intermittency) a ukazuje
zaujimavu vlastnost nelinedrnych systémov: ak pozorujeme nejaky proces v prirode, moze sa
zdat, Ze prebieha dlhodobo stabilne. Ak dojde k ndhlej zmene, nemusi to byt prejavom neakane;j
katastrofy, ale dosledkom nelinearity, ktord v kratkom ¢asovom obdobi pozorovania nemusime
odhalit.

3.4 Fraktaly

Cantorova mnoZina (obr. 3.6) je prikladom fraktalnej Struktury s fraktdlnou dimenziou d; < 1.
V tejto Casti ukdZeme dva iné fraktaly.
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3.4.1 Kochova krivka

Navod na zostrojenie Kochovej krivky porozumieme l'ahko z obr. 3.11, ktory zobrazuje jej
prvych Sest generacii. DiZkova $kéla v n-tej generacii je

1 n
A <§> (3.20)

a dizka Kochovej krivky v n-tej genercii je

4 n
o (g) (3.21)

Z rovnice 3.15 preto dostaneme fraktalnu dimenziu

In4

77 In3

Vsimnime si, Ze topologickd dimenzia Kochovej krivky d = 1. Ide o objekt, ktory rozdelime na

dve izolované Casti odstranenim Tubovolného bodu krivky, podobne ako na dve Casti rozdelime

priamku. Trochy paradoxne, hoci ,,vzdu$na” vzdialenost medzi najkrajnejSimi bodmi — Favym

a pravym — je stdle td istd, na cestu z lavého bodu do pravého po Kochovej krivke by sme
potrebovali nekonecne dlhy cas.

(3.22)

3.4.2 Sierpinského koberec

DalSou fraktdlnou Struktdrou je Sierpinského koberec, ktory vznikne tak, Ze zo Stvorec rozmeru
1 x 1 rozdelime na 9 rovnakych Casti a prostrednu odstrdnime. Opakovanim tohto procesu
s kazdym “menSim” Stvorcom zostrojime Struktiru s fraktdlnou dimenziou

In8

_ In8 2
F " o9 (3.23)

k=0.85 Q=0.13529 k=0.85 Q=0.13529
T T T T T ) T T ;

0,81 . ) B

0.6 . . : |

' ' S R H N H Y R
0.8 ! 00 500 1000 1500 2000 2500 3000
n

Obr. 3.10. Intermittencia. V blizkom okoli parametrov, pre ktoré ma nelinedrna funkcia (3.19) pevny bod
Ty = Tpt1 = T, systém vel'mi dlho zotrva v tizkom intervale hodnot z okolia . Hodnota x,, sa v priebehu
iterédcif dlho men{ len veImi mélo. Obdobie stability sa ale nakoniec ndhle zmeni — z,, opusti oblast svojho
“uvidznenia” a v krdtkom obdobi nadobudne tplne hodnoty vyrazne odlisné od &. Po pomerne kratkom
case sa vrdti na zaciatok stabilného cyklu. Pravy obrdzok ukazuje x,, ako funkciu n. Intermiuttencia je
prikladom, ako nelinearita ovplyviiuje stabilitu systému.
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U
5

Obr. 3.11. Prvych Sest generdcii Kochovej krivky s fraktdlnou dimenziou dy = In4/In 3. VSimnite
si, Ze dlzka krivky sa v kazdej generécii predlZi faktorom 4/3 a v v limite nekone¢nej generdcie bude
nekonecne dlh4, aj ked topologicky zostdva jednorozmernou, pretoze odstranenim jediného bodu krivky
ju rozdelime na dve izolované Casti.
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Obr. 3.12. Sierpinského koberec je fraktdlnou Struktirou s dimenziou dy = In8/In9.

zobrazent na obr. 3.12. vela inych fraktdlnych mnoZin ndjdete v origindlnej knihe B. Mandelb-
rota [9], alebo na internete.

Hoci s fraktély zdaji byf umelo vytvorenymi konstrukciami, nie je tomu tak. Jeden z prikladov
vyuzitia fraktalov sme videli v tejto kapitole: fraktadlna dimenzia charakterizuje dynamicky rezim
deterministického chaosu a je parametrom, ktory ndim pomdha orientovat sa vo velkom pocte
nelinedrnych procesov. Velmi zjednodusene sa d4 povedat, Ze procesy, ku ktorym nédjdeme td
istd fraktdlnu dimenziu, maji podobné vlastnosti.

3.4.3 Multifraktal

Na obrdzku 3.13 je zobrazené priestorové rozdelenie elektronu v dvoch vlastnych stavoch,
zodpovedajicich tzv. kritickému rezimu' [4]. Ide o priklad multifraktalov.

Ak si vzorku predstavim e rozdelend na N x N malych Stvorcov rozmeru 1 x 1, potom
pravdepodobnost ndjst elektrén v Stvorci 4,7 je

pij = [P (3.24)

> =1 (3.25)

'Tde o model, v ktorom existuje tzv. kritickd energia E... Ak je energia elektrénu E < E., elektrén sa v zdvislosti
od svojej energie mdzZe vzorkou volne pohybovat, pre £ > FE. vSak zostdva uvidzneny v niektorej oblasti vzorky,
a ta sa stdva izolantom.
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o]

Obr. 3.13. Hustota elektrénov v kritickom reZime md (multi) fraktdlnu Struktdru.

Zostrojme teraz sériu obrazkov, v ktorych ¢iernou farbou vymalujeme len ten Stvorec, v ktorom

P > Po (3.26)

Pre dané p, sa budi obrazky od seba lisit, vSetky ale budd mat v limite N — oo (nekonecne
velka vzorka) fraktdlnu Struktiru. Ich fraktdlna dimenzia ale bude funkciou parametra q. Vlnova
funkcia teda vytvdra nekonec¢ne vela roznych fraktdlov, v zavislosti od ¢. Takdto Struktdra sa
nazyva multifrakt4l.

3.5 Ulohy

3.5.1 Logisticka mapa (May)

NapiSte program pre nelinedrnu schému (May). Presvedcte sa, Ze zmenou parametra \ zmenite
periédu deja. Pre A\ = 3,56995 iterujte nelinedrnu schému (aspoil) 109 iterdcii. Zostrojte prav-
depodobnostné rozdelenie p(x) ukdzte jeho self-podobnost. Ndjdite jeho fraktdlnu dimenziu.
N4jdite hodnoty parametra A, pre ktory dochddza k zdvojnasobeniu periédy (Tab. 3.1).

3.5.2 Fraktaly

Napiste program pre generovanie Kochovej krivky a nakreslite prvych n > 5 generacii.






KAPITOLA 4

Integraly

V tejto kapitole si ukdZeme niektoré algoritmy, ako numericky pocitaf integral

b
I:/ dxf(x) 4.1)

Predpokladdme, Ze funkcia f(z) je spojitd a samozrejme integrovatelna. UkaZeme niekolko
zékladnych algoritmov vypoctu integralu prekvapujicu zistime, Ze vhodnou volbou algoritmu
moZeme zvySit presnost vypoctu o niekol'ko rddov bez akéhokol'vek zvySenia ndro€nosti vypoctu.
Obozndmime sa aj s klasickymi ortogondlnymi polynémami a s metédou ich vyuzitim pri
numerickom integrovani. Metéda je zvlast vyhodnd v pripadoch, kedy funkcia f(x) diverguje
na hranici integracnej oblasti. Ziskané algoritmy vyuZijeme pri numerickom vypocte periédy
fyzikalneho kyvadla.

Je zaujimavé, Ze numericky vypocet urcitého integralu moze byt uzitocny aj vtedy, ked ho
vieme vyjadrif analyticky. Hladajme napriklad hodnotu integralu

2
d
= = 4.2)
1
Ide o beZny tabulkovy integral
]:lnx|?:ln2 (4.3)

Ak vSak potrebujeme hodnotu I, musime vypocitat hodnotu In2. Tento vypocet moze byt
v praxi zlozitejsi, ako keby sme integrél / od zaCiatku pocitali numericky s vyuZitim vhodného
algoritmu [10].
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f(x) f(x)

Obr. 4.1. Integrovanie funkcie f(x). Pravé obrazky ukazuji dve mozné aproximécie plochy pod funkciou
f(z)pre x; < < mitq.

4.1 Delenie integracnej oblasti
Hladajme numericky hodnotu integrilu (4.1)

I= /b dz f(z) (4.4)

Z definicie integralu vieme, Ze tloha je ekvivalentna vypoctu plochy pod krivkou f(z) (obr. 4.1).
Interval (a,b) preto rozdelime na N Casti

b—a
h = 4.5
N 4.5)
a definujeme body
x; = a+ hi, 1=0,12...N (4.6)

(ro = a, xny = b), v ktorych ndjdeme hodnotu funkcie f(x):

fi = f(x) 4.7)

Hodnoty f; pouZijem na vypocet integrdlu. Preberieme teraz niekolko algoritmov vypoctu
integralu /, zalozenych na vyuziti N funkénych hodnot f;.

4.1.1 Aproximacia konstantou

PretoZe integral je rovny ploche pod krivkou f(x) (obr. 4.1), mdZeme tiito plochu rozdelit na N
Casti Sirky h a integral aproximovat najjednoduch$im moznym spésobom:

N-1
I~Iy=hY f (4.8)
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Ako vidime na strednom obrazku 4.1, chyba, ktorej sa dopustime kazdom kroku, je ~ hZ.
Pretoze krokov je IV, bude celkové chyba vypoctu: ~ h. Dostaneme teda

In=hlfo+ fi+ fot+ -+ fna] +O(h) (4.9)

4.1.2 Lineéarna aproximéacia

Lepsi algoritmus je zndzorneny na pravom obrazku 4.1 Funkciu v ¢-tom intervale aproximujme
linedrnou funkciou

f(z) =a+px (4.10)
Konstanty « a 5 ndjdeme z podmienok
f(z:) = a+ P, f(@iv1) = a+ Brip (4.11)

Integrovanim funkcie (4.10) dostaneme

Ti41 . . . .
/ def(x) = h {oz +6$z+12+ ﬂfz} _ i +2fz+1 4.12)
S¢itanim prispevkov zo vSetkych intervalov dostaneme
h
Li=glfo+2h+2f+ - +2fna+ fn]+OK) (4.13)

Chyba v kazdom kroku je ~ h3. Krokov je N, preto celkové chyba vypoctu: ~ h2.

Ak naprogramujeme vypocet integrdlu podla aproximdcii /, alebo I;, vidime, Ze program
bude v oboch pripadoch vykondvat tie isté operacie, ale hodnota /; bude podstatne presnejsia.
Toto porovnanie je ndzornym prikladom, ako sa oplati eSte pred samotnym programovanim
ulohy vybraf vhodny algoritmus. Ak pocitame /; s vyuzitim napr. N = 1000 hodndt funkcie
f(z), tak rovnakd presnost s algoritmom I, dosiahneme, ak pouZijeme N = 10° funk&nych
hodn6t. Programy teda bol 1000 x pomalsi. To nemusi vadit, ak integrujeme nejaku trividlnu
funkciu, ale vo vSeobecnosti mdZze také spomalenie presiahnuf moZnosti poc¢itaca alebo hranice
nasej trpezlivosti.

Priblizenie /; mdZeme eSte zlepSit:

4.1.3 Kvadraticka aproximacia
PreloZme cez tri nasledujice body x;, x;11, ;12 parabolu

f(z) = az® + Ba + 7 (4.14)
Koeficienty «, 3, v ndjdeme z poziadavky

fi(®) = azj + By, + v (4.15)

v troch za sebou nasledujicich bodoch £k = ¢ — 1, £ = 4, kK = i + 1. Hodnotu integrdlu na
intervale (z;_1,2;41) dizky 2h nijdeme

/ T daf(@) = 5 [+ 4fi+ i 4.16)

Ti—1
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a integrdl na celej integracnej oblasti bude suctom takychto prispevkov (/N musi byt parne!):

L = Yfo+4fi+ fol + Efo+4fs+ f4]
(4.17)

+ ...+%[fN72+4fN71+fN]

takze

h
L=zfordfi+2h+4fs +2fit -+ dfna + fv] + O (4.18)

Hoci sme pri vypocte pouZzili kvadratickd aproximdciu, vysledny vzfah presne integruje aj
kubicky polyném (presvedcte sa!). Preto je presnost priblizenia h*.

4.1.4 PresnejSie algoritmy

Z tych istych hodndt funkcie mdéZem zostrojif presnejSie pribliZenia, ked cez body prekladdm
polyném vysSieho stupiia. Aproximécia polynémom 4. stupnia (pouziva vzdy 5 po sebe nasle-
dujicich bodov x;) ma tvar

h
T Iy = o[+ Tdfo+ 64f +24f, + 64fs + 14f,

45
+ 14f, +64f5 4+ 24fs + 64f; + 14 fg 4.19)
+ ...
+ 14fy_g+64fn g+ 24fn o+ 64fn_1 + 14 5] + O(hC)

(N = 4M, pretoZe kvarticky polyném prekladdm cez 5 bodov na intervale dizky 4h). Podobne
ako predtym je vzorec presny pre polynémy 5. stupia.

4.1.5 Porovnanie algoritmov

Vsimnime si, Ze numerickd narocnost vypoctu nerastie, vyjadrenia integralu sa liSia len koefi-
cientami pri jednotlivych hodnotach f;. Napriek tomu sa presnost vypoctu zlepsi o niekol'ko
radov.

Algoritmy testujeme na jednoduchom integrali

1
I=6 / 2°dr =1 (4.20)
0
Porovnanie vysledkov (pozri tabulka 4.1) potvrdzuje, aké je dolezité obozndmif sa aj so zloZi-

tejSimi algoritmami. Pre pocitac je vypocet I, rovnako naro¢ny, ako vypocet [, vysledok je ale
podstatne lepsi.

4.2 Klasické ortogonalne polynomy

Klasické ortogonalne polynémy

pa(r) = apa” 4.21)
1=0



4.2. Klasické ortogonalne polynémy

N ]0 ]1 ]2 ]4
41 0,4042968750 | 1,1542968750 | 1,0078125000 | 1,0000000000

8 | 0,6639404297 | 1,0389404297 | 1,0004882812 | 1,0000000000
16 | 0,8222579956 | 1,0097579956 | 1,0000305176 | 1,0000000000
128 | 0,9767150806 | 1,0001512586 | 1,0000000075 | 1,0000000000

41

Tabufka 4.1. Testovanie presnosti jednotlivych algoritmov pre rozne delenia intervalu. I, je samozrejme
presné pre kazdé N, pretozZe integrujeme polyndm piateho stupiia.

st polyndmy stuptia n definované na intervale (a,b) ktoré splitajd rekurzivny vztah

Pn1(7) = (2 = apn)pn() — bopp—1 () (4.22)
Konstanty a,, a b,, urcuji typ polynémov. Polynémy sui na seba ortogonalne
b
[ W @) = A @23

s danou vdhovou funkciou W (z). Po normovani p,(x) — p,(x)/v/A, budd polynémy ortonor-
mované.

Klasické ortogondlne polynémy vystupuju v matematickej fyzike ako rieSenia typickych
diferencidlnych rovnic: Hermitove polynémy pre kvantovy harmonicky oscilator, Legendreove
a Laguerove polynémy v rovniciach atému vodika atd. [11-14]. D4 sa ukézaf, Ze vSetky nuly
polynému p,, lezia v definiénom intervale (a,b). Pre nds st zaujimavé svojim vyuZitim pri
numerickom integrovani. Bez dokazu uvedieme tvrdenia:

1. Integral

b
. / do W () f () (4.24)
moZeme aproximovat vztahom
N
ImIy=> vif(x) (4.25)
kde z; st nulové body N-tého polynému
pn(z;) =0, 1 =12...N (4.26)

a konStanty v; si véhy, ktoré su charakteristické pre dany typ polynémov. Metdéda ich
vypoctu je vysvetlend v Casti 4.4.2.

2. Ak f(z) je polyném stuptia < 2N — 1, potom je Iy presnou hodnotou integrélu /.

Ak teda zvolime N = 32, mdZeme presne integrovat l'ubovolné polynémy do 63. stupna.
Sta¢i nam k tomu len vypocet hodnoty funkcie f(z) v 32 bodoch x;. VSimnime si tiez, Ze
hodnota Iy v rovnici (4.25) nevyuZiva okrajové body integracnej oblasti.
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4.2.1 Gauss-Chebyshevove polynémy

Gauss-Chebyshevove polynémy 7,(x) st definované na intervale (—1,1). MéZeme ich zostrojif
z rekurentného vzfahu
TO (.Z') = 1
Ti(z) = =z (4.27)
Toii(z) = 22T, (x) — T,-1(x)
Pre polynémy T, () plati vzfah ortogonality
+1
T.(z)T,
o @ Tn(x) _ 7o (4.28)
-1 vV 1-— .1‘2 2

Po substiticii © = cos ¢ dostaneme z rovnic (4.27)

T, (cos ¢) = cos(no) (4.29)
preto vieme nuly polynému stupnia N vyjadrif analyticky:
Tn(z;) =0 ak x; = 201 (4.30)
N(z;) = ak z; = cos ——— .
Z rovnic uvedenych dodatku 4.4.2 ndjdeme vihy
T
P = —. 4.31
Vi = (4.31)
Ak teda pouZijeme na integrovanie Gauss-Chebyshevove polynémy, dostaneme
b & 2 — 1
I= / do W(2) f(2) ~ Iy = Z F(z;) T = €08~ (4.32)
kde vdhova funkcia
1
W(z) = —— (4.33)

V1—2?
Metdda je vyhodnd, pretoze pocitame len maly pocet funkénych hodnoét, a vysledok je velmi

presny. Gauss-Chebyshevove polynémy st vhodné na integrovanie funkcii, ktoré maju na kraji
intervalu singularitu typu (1 — 22)~1/2,

4.2.2 Gauss-Legendreove polynémy

Gauss-Legendreove polynémy P, (x) st definované na intervale (—1,1) vzfahmi

Po(ﬂ?) = 1
P (z) = x (4.34)
(n+1)P1(x) = (2n+1)zP,(x) —nP,_1(x)

a st ortogondlne s vahovou funkciou W (z) =1

1
2

Nuly a vdhy ortogondlnych polynémov st dostupne na internete.
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Obr. 4.2. Fyzikélne kyvadlo vychylené v pociato¢nej polohe o uhol 6y bude kmitat s periédou 7'(6y),
ktora narastd so zviésujicou sa vychylkou a diverguje v limite 6y — 7.

4.3 Fyzikalne kyvadlo

RieSme fyzikélnu dlohu: Malé teleso hmotnosti m zanedbatelnych rozmerov je upevnené na
konci pevnej nehmotnej tyée dizky ¢, upevnenej na druhom konci v bode otacania. Kyvadlo
vychylime o uhol 6, (obr. 4.2) a nechame kmitat. Ulohou je ndjst periédu kmitov ako funkciu
pociatocnej vychylky 6.

Analyticky vzfah pre periédu odvodime zo vzfahu pre energiu kyvadla [15].

1
E(0) = §Jw2 + mgh (4.36)
Vyjadrime ju ako funkciu vychylky 0
1 2
E = émfz (%) + mgl(1 — cos 8) (4.37)

V case ¢t = 0 mame definované pociatocné podmienky

f(t =0) = 6, %(t = 0) = 0. (4.38)

Z ktorych dostaneme energiu v ¢ase t = 0
Eq = mgl(1 — cosby) (4.39)

Energia sa zachovava, preto Fy = F(f). Od¢itanim rovnice (4.37) od (4.39) dostaneme diferen-
cidlnu rovnicu pre uhol 6(¢)

2
% (%) = % [cos O — cos by] (4.40)

z ktorej odvodime

ot 14 1
2= 4.41
‘39‘ 2g+/cos @ — cos by 441
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4 6.5
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Obr. 4.3. Numericky vypocet periédy T'(6y) pomocou Gauss-Chebyschevovych polynémov. Na lavom
obrazku je porovnanie s hodnotou integrdlu /5 pre N = 40 960. Pravy obrazok ukazuje detail periody
pre vychylku 6y blizke hodnote 7. Parameter IV je stupefi Gaussovho-Chebyshevovho polynému. Pre
0y = 0,999 sa ziskané peridy lisia medzi 4,9929 resp. 4,938 (rozdiel 1,1%). Cierne body zodpovedaji
integralu I5 pre N = 40960 bodov.

a po integrovani dostaneme pre periddu 7’ vyjadrenie

T %
T_Jl.r 1= do (4.42)
1 \/2g ) VoI —coste

V limite 0y — Oje I =7/ V/2 takZe dostaneme
To = Tpy0 = 277/ 4/ g (4.43)

ako sme oc¢akavali.

Ulohu sme teda zredukovali na vypoet integrilu I. Analyticky vzfah pre I nepoznime.
PribliZenia [, - I, nie sui pre numericky vypocet vhodné, pretoZze vyZaduji hodnoty funkcie
na hranici intervalu, kde naSa funkcia diverguje. Pretoze funkcia je integrovatelnd, d4 sa tento
problém obisf tak, Ze nepatrne znizime integra¢nd hranicu 6, — 6y — ¢. Chyba, ktorej sa
dopustime, je o< (¢/ sin #y)'/2. Alternativou je pouZif iné vzfahy pre integrél, ktoré pre vypocet
nepouzivaju okrajové body: napr. ( [1], kap. 4,1,17)

I5 = h[ B(fr+ fno1) —g(fot fve) + 2 (fs+ fvos)
St fs bt fyos +fN_4] +O(hY)

NajlepSou cestou je v§ak pocitat hodnotu integrdlu pomocou Gauss-Chebyshevovych polynémov.

(4.44)

4.3.1 Vypocet integralu pomocou Gauss-Chebyshevovych polynémov
V integrali
+6o do

I = (4.45)
_p, Vcost —cosb
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urobme substiticiu 8 = 8yx. Dostaneme

+1
d
I =40, < (4.46)
_1 V/cosByx — cos b

ktory eSte upravime:

4z l V1 — 22 }_9 4z 7
-1 \/1—5U2 0 -1 \/1—1172

Do vyjadrenia integralu sme vlozili vahovi funkciu W (z). Pre vypocet integralu preto budeme
hladat funkéné hodnoty funkcie F'(x), ktord uz nemd singularity na okraji.

Vysledok integricie je na obrdzku 4.3. Lavy obrdzok potvrdzuje efektivnost metddy: pre
porovnatelnd presnost bolo treba v integrdli /5 (rovnica 4.44) pouzit N = 40960 funkénych
hodnét. Presnost vypoctu oboch metéd ale klesd, ked sa 6y blizi ku svojej limitnej hodnote
0y — 7. Vtedy je potrebné numericky vypocet zopakovat pre niekol'ko Gauss-Chebyschevovych
polynémov a uistif sa, Ze vysledky konverguji ku konstantnej hodnote.

I =0, (x) (4.47)

Vcos Oyx — cos b

4.4 Dodatky

4.41 Transformacia integracnej oblasti

Lubovolné integracnd oblast sa da transformovat na interval, na ktorom st definované ortogo-
ndlne polynémy, vhodnou substitiiciou y = y(z). Uvedieme jednoduché priklady:
Kone¢ny interval (a,b) transformujeme na interval (—1, + 1) linedrnou substiticiou
2

22 —(a+b)], dy=,—du (4.48)

S —
Interval z € (—o0, 4+ o) transformujeme na y € (—1, + 1) substitdiciou
y = tanh = (4.49)

Transformdciu intervalu « € (0, + co) na interval y € (—1, + 1) ndjdete urcite sami.
Dlhy interval integrovania je vyhodné rozdelif na mensSie Casti a v kaZdej integrovat zv1ast
(napr. tak ako v kapitole 4.4.3).

4.4.2 \Vypocet vah v;

Predpokladajme, Ze pozndme nuly z; polynému p,,. Potrebujeme eSte vahy v;. Pre ich vypocet
vyuZzijeme podmienku ortogonality polynémov,

/de(x)pn(m)pm(x) = Opm, (4.50)

Pre nulty polyném py(x) = 1 ndjdeme rovnicu

/de(:v)Po(x) = ZviPo(xi) = Zvi =1 (4.51)
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Dalsie rovnice dostaneme z podmienky ortogonality polynémov py a po. Pre k = 1,2,... N — 1
vyuZzijeme
N

/de(x)pk(x) = /de(x}pk(m) po(z) = Zvipk(xi) =0 (4.52)

)

Dostali sme tak sstavu NV linedrnych rovnic pre N neznamych vah v;. RieSenie ndjdeme napriklad
metodou Gauss-Jordanovej elimindcie z Casti 5.2.

4.4.3 Oscilujuce funkcie

Je uzito¢né, ak si subroutinu na vypocet integralu napiSeme sami, Casto ale pouZivame subroutiny

z kniZnic. V oboch pripadoch v§ak musime byf opatrni: aj ta najlepSia subroutina ndm da zIé

vysledky, ak dostane nespravne vstupy. UkdZeme si to na integrovani oscilujicej funkcie.
Pocitayme numericky integral

I:/ dz f(z) :/ dz e " cosz (4.53)
0 0

(obrazok 4.4). Ako sme videli v tejto kapitole, algoritmus na vypocet integrlov je zaloZeny na
tom, Ze vyberie z integra¢ného oboru N bodov x;, vypocita hodnotu funkcie v tychto bodoch a
hodnotu integrélu s aproximuje vyrazom

N
i=1

kde w; sa vahy, ktorych hodnota zdvisi od volby algoritmu. Presnost vysledku je danéd volbou
poctu bodov N a volbou parametrov w;.

Ak takejto subroutine zaddme nasu funkciu f(x), okamZite vidime, Ze sa na ziskany vysledok
nemdzeme spolahnuf. Hodnota integrdlu podla vzfahu (4.54) totiz vZdy bude zdvisief od vyberu
bodov x;. Lahko sa presved¢ime, Ze mdZe nastaf situdcia, kedy vSetky hodnoty f(x;) budu
zaporné, a dostaneme teda zdpornd hodnotu integrdlu. Rovnako dobre ale m6Zzu byt vSetky
hodnoty kladné. Vyber NV bodov. ,,naslepo”, preto nemdze viest k dobrym vysledkom, ani pre
extrémne velky pocet funkénych hodnot N.

Podstata problému je v tom, Ze naSa funkcia ¢asto meni znamienko. Takéto funkcie sa daju
numericky integrovaf len tak, Ze si oblast integrovania rozdelime na konecné intervaly Az,
v ktorych f(z) ma to isté znamienko. Zvol'me teda za hranice intervalov body (,, v ktorych
f(¢,) = 0 a pocitajme integraly

Cn
I, :/ dz f(z) (4.55)

Cnfl

(Co = 0). Vysledny integrdl potom vyjadrime ako sumu konvergentného radu so striedavymi
znamienkami:

M
I = Z I, (4.56)
n=1
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Obr. 4.4. Funkcia f(x) = e~ %91 cos z (rovnica 4.53). Pravy obrdzok ukazuje detail funkcie na intervale
x < 100.

Pocet ¢lenov M v sume (4.56) je parametrom, od ktorého bude zavisief presnost vysledku.
Ak integrujeme numericky spravne, a zvolime dostato¢ne velké M, dostaneme vysledok

0,01
I = A 4.57
0,0099990000999900009999 1.0001 (4.57)
ktory vel'mi dobre sthlasi s presnou hodnotou
I= /0 dx e”* cos(bx) = QQL—H)Q (4.58)

prea=0,01lab=1.

4.5 Ulohy

4.5.1 Nelinearne kyvadlo

Napiste program pre vypocet periddy kyvadla (algoritmus podla vlastného vyberu). Najdite
pociato¢nud vychylku 6, pre ktord bude periéda kmitov nelinedrneho kyvadla 10x dlhSia ako
peridda T (rovnica 4.43).

4.5.2 Funkcia chyb

Napiste program na vypocet numerickej hodnoty integralov

2 T 2 +o0o
erf & = ﬁ/ dt e erfcr = ﬁ/ dt e (4.59)
0 x

Error functions: erf x + erfc x = 1 (obr. 4.5).
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Obr. 4.5. Vypocet funkcif erf(x) a erfc(z) pomocou Gauss-Legendreovych polynémov pre N = 32.

4.5.3 Jeden uzito€ny integral

N4jdite numericky priebeh funkcie

15 [ ¢3dC
Flz)= = [ 55 4.
@ - [ 2= (4.60)
Ukazte, ze
lim F(z) =1 (4.61)

T—00

4.5.4 Integrovanie pomocou Gaussovych-Chebyshevovych polynémov

N4jdite hodnotu integrélu

+1 e

dr ——
-1 \/1—ZL‘2

Funkcia, ktord integrujeme, diverguje na oboch koncoch oblasti integricie (£1). Presvedcte
sa, Ze napriek tomu integrovanim pomocou Chebyshevovych polynémov (rovnice (4.24, 4.25)
dostaneme presnd hodnotu I = 3,977463260 uz pre N = 6.

I = (4.62)



KAPITOLA 5

Elektrostatika na jednorozmernom viakne

Majme kovové teleso a prived'me nafi ndboj (). Vo vniitri telesa je splnend podmienka rovnovahy
E() =0 (5.1)

pretoZe v rovnovaznom stave na naboje v kove nemdZze pdsobif Ziadna sila [16].
Ako dosledok podmienky rovnovahy sa ndboj, privedeny na kovové teleso rozmiestni na
povrchu telesa. Vo vnuitri telesa je hustota ndboja nulova

p(f) =0 (5.2)

V tejto kapitole ukdZeme, Ze tento zdver plati len v pripade trojrozmernych telies. V nizko-
rozmernych systémoch (jedno- a dvojrozmernych) podmienka (5.2) neplati. Z podmienky (5.1)
odvodime sustavu linedrnych rovnic pre hustotu naboja, ktoru vyrieSime algoritmom Gauss -
Jordana.

5.1 Elektrostatika

Majme jednorozmerné kovové vlakno a prived'me nail ndboj (). Ndjdime staciondrne (nezavislé
od ¢asu) priestorové rozloZenie naboja p(x).

Na rozdiel od trojrozmerného pripadu, hustota ndboja vo vnitri jednorozmerného telesa
nemodzZe byt nulova (rovnica 5.2). Priestorové rozloZenie ndboja ndjdeme z podmienky (5.1),
podla ktorej v staciondrnom stave musi byt intenzita elektrického pol'a nulova pre kazdy bod Y
vo vldkne (obr. 5.1). Z podmienky E(y) = 0 dostaneme integralnu rovnicu

E(y) = /0 do POy =0 (5.3)

deg |y — |3

s podmienkou

L
| e - (5.4)
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Obr. 5.1. Jednorozmerny systém je realizovany tenkym vlaknom so zanedbateInym prierezom. Intenzita
elektrického pola v bode y je sictom intenzit F» pochddzajicich od ndbojov vpravo (z2 > y) a intenzit
F4 od ndbojov vlavo (1 < y). V staciondrnom stave sa naboj usporiada na vldkne tak, aby Fy = F -
potom na ndboj v bode y nebude posobif Ziadna sila.

j=1 =N

e N o s R o B o O O B
1=1 1=N-1

0 L

Obr. 5.2. Diskretizdcia vldkna pre numerické vypoéty. Vldkno rozdelime na N rovnakych dielikov.
V kazdom dieliku budeme néboj reprezentovat bodovym ndbojom umiestnenym v prostriedku dielika.
Intenzitu elektrického pola budeme pocitat v bodoch na hranici dvoch dielikov.

Rovnica (5.3) je integrdlnou rovnicou pre nezndmu funkciu p(z).

5.1.1 RieSenie integralnej rovnice

Dostali sme homogénnu integrdlnu rovnicu s nezndmou funkciou p(x). Jej rieSenie ndjdeme
diskretizdciu integralu. Usecku (0, + L) rozdelime na N rovnakych Casti dlzky A = L/N. Na
j-tom dieliku aproximujeme hustotu ndboja p(x) konstantou. Cely dielik ma néboj ¢;

q; = Ap(z;) = Ap; (5.5)

kde z; je stred j-t€ho intervalu

1
xj:A(j_§>’ j=12,...N (5.6)
Intenzitu £(y) budeme poditat v bodoch na hraniciach dielikov

vy =1A, i=12...N—-1 (5.7)

Dostaneme tak sdstavu N — 1 linearnych rovnic

E;=E(y;) =0 (5-8)
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pre nezndme hustoty veli¢iny p;. PretoZe nezndmych je N, musime sustavu doplnif poslednou
rovnicou, ktord ziskame z rovnice (5.4)

N
> Ap=Q (5.9)
j=1

Dostali sme tak sustavu /N linedrnych rovnic pre /N nezndmych p;, ktory vyrieSime Gauss-
Jordanovou elimindciou

5.1.2 Linearne rovnice

Prvych N — 1 rovnic ma tvar

E; = Zlyl—_ﬂdp] 0 (5.10)
g J

Konstanta A /47e, nie je dblezitd, lebo vietky rovnice st homogénne (na pravej strane je nula).
Po dosadeni za x; a y; dostaneme

i—j+1/2
E; = =0 5.11
A22| j+1/2’3p (S.11)

Faktor 1/A? opif nie je dolezity a mdZeme ho vynechat. Dostali sme teda N — 1 linedrnych
rovnic

N
j=1

Prvky matice A majud jednoduchy tvar

i—j+1/2

Ay = I
Toli—j /2P

i=12,..N—1, j=12,...N (5.13)

Poslednu rovnicu (5.9) upravime na tvar

N

d =1 (5.14)

j=1

pretoZe vSetky p; o< (), takZe ndm sta¢i uvazovaf len naboj (/A = 1. Dostali sme tak poslednd
linedrnu rovnicu

N
> Anip =1, Ay; =1, j=12...N (5.15)
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J= -N é =1 = N
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-L/2 : +L./2

Obr. 5.3. Oznacenie diskrétnych bodov pri uvdZeni symetrie problému.

5.1.3 Symetria

Ulohu mdZeme zjednodusit, ak posunieme pociatok stiradnicovej stistavy do prostriedku vldkna.
Vidime, Ze hustota ndboja musi byt symetrickd vzhladom na zrkadlenie

p(—y) = p(+y) (5.16)

takZe ndm staci pocitaf hustotu len v polovici vldkna. VIdkno teraz rozdelime na 2N dielikov
dizky 6 = A/2. Z rovnice (5.16) dostaneme

p—i =i (5.17)

Preto stali intenzitu pocitatlenpre x > 0(z =1,2,... N — 1)

S| i—j+1/2  i4+j—1/2
Ei=5)Y |— S » 5.18
# 2 |li—j+ 12 i - 1/2F ) " 19

Vzhladom na symetriu problému je intenzita v prostriedku vldkna automaticky nulova. F;—y = 0.
Dostaneme tak ststavu linedrnych rovnic

P1 0

0
NS (5.19)

PN 1

Prvky matice A pre 1 <7 < N — 1 st dané rovnicou (5.18) a v poslednom riadku
Anj =1 (5.20)

Hoci sdstava rovnic vyzera zloZitejSia, ako predchadzajica sistava s maticou (5.13), ma vyuzitie
symetrie svoje vyhody: predovsSetkym ndm na dosiahnutie tej istej presnosti staci uvazovat len
polovicu diskrétnych bodov, a teda matica A mé polovi¢ny rozmer. PretoZe ¢asova ndro¢nost
rieSenia sdstavy linedrnych rovnic rastie o« N2, dostaneme tak vysledky 4 x rychlejSie. Vyhodou
je aj mensi po¢et numerickych operdcii. MaZeme preto ocakdvat, Ze vysledky budi aj presnejsie.
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5.2 Sustava linearnych rovnic - Gauss-Jordanova metoda

Sustavu linedrnych rovnic musime rieSif numericky. Na rieSenie zvolime Gauss-Jordanovu me-
tédu. UvaZujme sustavu N linedrnych rovnic

Ax=Db (5.21)

pre N neznamych {z}. Predpokladajme det A# 0. V explicitnom tvare majd rovnice tvar

a1 a12 ... Q1N X1 b1
921 929 ... QoN To _ b2 (5 22)
anyi1 anz2 ... ANN TN bn
Predpokladajme
aiy # 0 (523)

a od¢itajme od k-teho riadku (k # 1) prvy riadok vynédsobeny ay/aq1. Povodnd sdstava rovnic
sa tym transformuje na tvar

al;p Qa9 ... Q1N T
0 Q22 — alzazl/all «.. QoN — GQNazl/all T2 o (5.24)
0  ans —apayi/an ... ayn — ainGni/an TN

by

by — 516L21/a11 (5 25)

by — blaNl/an

Vynulovali sme vietky &leny v 1. stipci, okrem prvku as;. Novii maticu napiSeme v tvare:

a1; a9 ... Q1N st b1
0 92 ... Q9N T . bg (5 26)
0 anN2 ... ANN N bN

v ktorom ale prvky a;; a b; maju iné hodnoty ako v povodnej rovnici (5.22). V druhom kroku
predpokladajme

99 7é 0 (527)

a od¢itajme od k # 2-ho riadku druhy riadok vyndsobeny ajo/aszo. Tym vynulujeme vSetky
prvky v druhom stipci. Proces opakujeme aZ po N-ty stipec. Dostaneme stistavu rovnic s dia-
gondlnou maticou

a1 O e O 1 bl

0 a29 ... 0 _ i) bg (528)

0 0 ... ayn TN by
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V poslednom kroku n-ty riadok vydelime a,,,, a rovnice prepiSeme na tvar

10 ...0 T by
00 ... 1 TN by
(51- = b;/a;;). RieSenim sustavy rovnic je teda vektor
x=Db (5.30)

5.2.1 Pivotovanie

Niekedy sa mozZe staf, Ze v procese Gauss-Jordanovho algoritmu narazime na delenie nulou.
Napriklad v k-tom kroku programu ndjdeme ay, = 0. V tom pripade ndjdeme v k-tom stipci
najvacsi (v absoldtnej hodnote) prvok. Taky musi existovat, pretoZe inak by cely k-ty riadok bol
nulovy a teda det A=0. Ale takd moznost sme vylucili hned’ na zaciatku. Ak je najvacsi prvok
ap; (k > [, tak vymenime [-ty a k-ty riadok matice A a vektora b.

Vo vSeobecnosti je vyhodné pred elimindciou prvkov umiestnif na diagondlu maximalny
prvok v danom stipci. MdZeme tak eliminovat pripadné numerické nestability.

5.2.2 Inverzia matice

Gauss-Jordanovym algoritmom vieme stcasne riesit M sustav linedrnych rovnic
AX =B (5.31)

s N x N maticou A, maticami X, B s M stlpcami a N riadkami. Je vyhodné riesit vietky
systémy rovnic naraz, pretoZe vac¢Sina matematickych operdcii sa tyka upravy prvkov matice A,
ktoré su pre kazdu pravu stranu rovnaké.

Ak poloZime N = M a za B zvolime jednotkovi maticu

10 ... 0
B=| 01 ...0 (5.32)
0 0 1
dostaneme na konci vypoctu

X=A" (5.33)

Gauss-Jordanovym algoritmom teda vieme n4jst inverziu matice A.

5.2.3 Poznamky

Hoci algoritmus rieSenia sustavy linedrnych rovnic vyzera jednoducho, samotné rieSenie moze
byt naro¢né kvoli numerickym nestabilitim. Jednou z nestabilit je delenie nulou alebo velmi
malym c¢islom (pivotovanie). VazZnejsi problém predstavuju tlohy so zle podmienenou mati-
cou A.
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Obr. 5.4. Vysledok numerickych vypoctov pre jednorozmerné vldkno pre ndboj @) = 1. Ukdzand je len
polovica vzorky, pretoze rozloZenie naboja je symetrické. RieSenie sme dostali pre N = 500. Hustota je
vo vnttri vzorky takmer konStantnd, pri okraji vzorky narasta.

Je praktickejSie pouZzivat osved¢ené numericky stabilné subroutiny, prispdsobené na jednot-
livé typy matic. VeImi dobré a rychle subroutiny nédjdete napriklad v baliku LAPACK, ktory je
vol'ne dostupny a je aj sucastou operacného systému linux.

Vo fyzike sa Casto vyskytuju ststavy riedkych rovnic (sparse matrix), kedy ma matica A
vi&Sinu prvkov nulovych. MdZe sa napriklad staf, Ze matica rozmeru 10* x 10%, m4 v kazdom
riadku len 5 nenulovych prvkov. V takom pripade nemd vyznam celd maticu A ukladat do
pamiiti pocitaca. V takom pripade je uzitocné, a Casto aj nutné, vyhladaf v kniZniciach Specidlne
subroutiny na rieSenie riedkych sustav.

Gauss-Jodanov algoritmus je ve'mi dobre paralelizovateIny. Pri jeho rieSeni sa dobre uplatnia
grafické karty [17].

5.3 Numerické vysledky

Numerické rieSenie elektrostatického problému na vldkne je na obr. 5.4. Predtym, ako budeme
rieSenie zobrazovaf graficky, musime pamitaf na to, Ze sme v poslednej rovnici polozili /A =
1. Skuto¢ni hustotu teda dostaneme po prendsobeni vysledkov rieSenia faktorom Q) /A.

5.3.1 Presnost vysledkov

Ak ulohy rieSime pre r6zne pocty bodov N, zistime prekvapujico, Ze vysledky ani v limite
N — oo nekonverguju. Na obrazku 5.5 st porovnané rieSenia pre Styri rozne hodnoty N.
RieSenia sa vyrazne liSia nielen na okraji vzorky, ale aj v jej prostriedku.

Absencia konvergencie numerického rieSenia ma fyzikdlne opodstatnenie: hustota p(z) na
okraji vzorky totiz logaritmicky diverguje [18]. Na obrazku 5.6 vidime, Ze hustota p( L) skuto¢ne
logaritmicky rastie s rasticou hodnotou V.
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Obr. 5.5. Test presnosti zvolenej metody. Hustota ndboja je poéitana pre Styri rozne diskretizécie. ukazuje
sa, ze numerické vysledky nekonverguji k limitnému rozdeleniu p(x) ani pre nekone¢ne velké N. Stredny
obrézok ukazuje, Ze hustota nekonverguje v prostriedku vzorky, pravy obrazok ukazuje hustotu p(z) na
okraji vzorky.

T T T
[— 0.0523In N + 0.59]

1.05~ 3

Po

0.95- —

Obr. 5.6. Hustota ndboja p(L/2) na okraji vzorky ako funkcia poétu bodov diskretizacie N. Vidime, Ze
p(L/2) ~ In N logaritmicky diverguje.

5.4 Ulohy

5.4.1 RieSenie sustavy linearnych rovnic

Napiste subroutinu ktora riesi sustavu /V linedrnych rovnic. Vstupom bude matica A a vektor b
(pravé strany), vystupom bude vektor x.

5.4.2 RieSenie trojdiagonalnej sustavy linearnych rovnic

NapiSte program pre rieSenie systému /N linearnych rovnic
Ax=r (5.34)

kde A je trojdiagondlna matica s nenulovymi prvkami len na hlavnej diagonale a dvoch vedlajSich
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diagondlach:
bl C1 0 0 e 0 0
a9 bg Co 0 e 0 0
0 az by c3 ... 0 0
A= 777 _ (5.35)
0 0 an-1 bn-1 en-1
0 0 ay by

Ukazte, Ze pocet operdcii je imerny velkosti matice N. NapiSte algoritmus vypoctu [1].

Navod: algoritmus prebehne v dvoch krokoch: v prvom budeme nulovaft prvky pod diagonalou
tak ako v Gauss-Jordanovom algoritme. Dostaneme tak systém rovnic

1 61 0 0 e 0 0 il 7:1
0 1 62 0 e 0 0 i) fQ
0 0 1 63 . 0 0 Z3 f3
) =1 . (5.36)
0 0 0 1 EN,1 IN-1 7~’N71
0 0 01 TN TN
ktory vyrieSime iterdciami od zy po z1:
TN = r N
TN-1 = TnN-1 — CN-1ZN
(5.37)
Ty = T3 — Cam
st = fg — 61ZE2
5.4.3 Inverzia matice
VyuzZite program na vypocet inverzie matice. Ulohu rieste dvoma spdsobmi:
1. Vypocitajte priamo inverziu matice A
2. Vypoditajte najprv transponovand maticu A”
AL = A (5.38)

Néjdite inverziu matice A7 a vysledni maticu transponujte.

Porovnajte oba vysledky (samozrejme musia byf rovnaké). Porovnajte CPU cas, potrebny na
vypocet prvou a druhou metdédou. Napriek tomu, Ze druhd metéda obsahuje aj dva vypocty
transponovanej matice, byva v pripade velkych matic A rychlejSia.

5.4.4 RozloZenie ndboja @ na linearnom vlakne

Néjdite rozloZenie elektrického ndboja na tenkom vldkne di7ky L. RozloZenie pocitajte pre
niekol’ko hodn6t N diskretizécie priestoru. Preverte, ¢i rieSenie konverguje v limite N — 0.



58 Kapitola 5. Elektrostatika na jednorozmernom vidkne

nekonecny pasik sirky L
5 I I
4 — -
FpPX
3 |
2 -
y L i
1 _
0 \ \ \ \
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
L S x/(L/2)

Obr. 5.7. VTlavo: Schematicky nacrt tenkej vrstvy, nekone¢nej v smere y. Zaujima nds rozloZenie elek-
trického ndboja v smere osi x (vpravo).

5.4.5 Elektrostatika v dvojrozmernom systéme

N4jdite rozloZenie elektrického ndboja na nekonecne dlhom kovovom pésiku Sirky L (Tavy
obrizok 5.7), ak na jednotku diZky pasika bol privedeny naboj Q.

RieSenie je analogické jednorozmernej tlohe. Pésik rozreZeme na nekonecne tenké pésiky,
ktoré si také tenké, Ze ich mdZeme nahradif vldknom s dizkovou hustotou p(x) a zopakujeme
postup z jednorozmernej tlohy. Rozdielnou bude len intenzitou pola

Yi — T

E;, = )
‘yi_xj|2 P

J=1

(5.39)

(vS§imnime si exponent v menovateli). Vysledky si na pravom obrazku 5.7.



KAPITOLA O

VInova rovnica

V tejto kapitole budeme riesif jednorozmernt vlnovu rovnicu

PE(x) W

ox2 2

pre elektromagnetickd vinu F(z) s frekvenciou w, $iriacu sa nehomogénnym priestorom s inde-
xom lomu n(x) (c je rychlost svetla), V homogénnom priestore rieSenie pozndme analyticky:

E(z) = Ae'*® + Be™™ (6.2)

n?(z)E(z) (6.1)

kde
E=Yn (6.3)

Cc

je vlnovy vektor.

Numerické rieSenie zaloZime na najjednoduchSom algoritme, diskutovanom v kapitole 1.
Spojity priestor nahradime diskrétnym, druhud derivaciu nahradime najjednoduch3ou diskrétnou
aproximdciou. VInovud rovnicu tak nahradime iteracnou schémou. Tento postup ndm umoZni
rieSif jednoduché dlohy: prechod viny cez dielektricku vrstvu, ale aj porozumief rezonan¢nému
tunelovaniu vlny cez dve kovové vrstvy.

Okrem numerickej nestability, ktorti sme diskutovali v kapitole 1, budeme diskutovat dva
zdroje numerickej nepresnosti, ktoré maji povod v rozdielnosti spojitého a diskrétneho priestoru,
ktorym sa vlna §iri.

6.1 VInova rovnica ako diferen¢na schéma

Homogénny priestor rozdelime na malé oblasti dizku A a intenzitu viny budeme pocitat v dis-
krétnych bodoch x = hi

E; = E(z = hi) (6.4)
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Numerické rieSenie vlnovej rovnice (6.1) je zaloZené na aproximécii druhej derivacie

0? B(x) ~ E(x+h)+ E(x —h) — 2E(z)

02 (z) ~ 2 (6.5)
Dostaneme, tak ako v ¢asti 1.3, itera¢nt schému

EigZ—-QE;+E_,=0 (6.6)
S parametrom

h2w? h?

Q=2 2 n?=2-— (2#)2§n2 (6.7)
V poslednom vztahu sme vyuZili vzah medzi frekvenciou w a vinovou diZkou \

w 27

Z k== 6.8

- 3 (6.8)
VlInovi rovnicu prevedieme na diferencnud rovnicu

B2

Ei+1 = —r;, 1+ |:2 — (27T) ﬁn :| Ez (69)

alebo
h2

By =—FEiq+ [2 - (QW)QEHQ} E; (6.10)
podla toho, ktorym smerom ju chceme iterovat. VSimnime si, Ze rovnica obsahuje pomer

h

— 6.11

3 (6.11)

teda pomer diskretizaénej dizky h a vinovej dizky . V kapitole 1 sme odvodili, 7e numericky

ANV vz

pocitana vlna sa moze Sirif priestorom len vtedy, ak je splnend podmienka

2
2h_2

)= |2- 2m

Vysledky teda budi zavisief od volby kroku h, ktory musime prispdsobif vinovej dizke. Ob-
razok 6.1 ukazuje, Ze aj v najjednoduchSom moZnom probléme — vypocte amplitidy viny
Siriacej sa vo volnom priestore — musime pocitat s numerickymi nepresnostami, ked krok A
neprispdsobime zmensujicej sa vlnovej dizke.
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1.0001 - - - . .
1
0.9999
0.9998

1 I 1
0.99970 )

4 6
f/lc=1/A

Obr. 6.1. Numericky vypodet amplitidy | E|? elektromagnetickej viny $iriacej sa vo volnom priestore
(vakuum) po prejdeni drdhy L = 100. O&akdvame, 7e |E|? = 1, nezévisle od frekvencie viny. Numericky
vysledok ale nase o¢akdvanie nepotvrdi — pre vysoké frekvencie namiesto hodnoty 1 dostaneme oscilujicu
v zdvislosti od frekvencie. Amplitida oscildcii narastd s frekvenciou. Povod tejto numerickej chyby
vysvetlime v &asti 6.3. Zatial si v§imnime, 7e vysokd frekvencia znamena mali vlnovi dizku. Dizka
kroku h = 0,01. (Frekvencia f = w/2m.)

6.2 Prechod elektromagnetickejviny cez (dielektricku) vrstvu

V tejto Casti ndgjdeme koeficient prechodu elektromagnetickej viny cez homogénnu dielektrickd
vrstvu s indexom lomu ny = /€ypuo. Permitivita dielektrika e = 9, permitivita okolit€ho
prostredia ¢; = 1. Ndjdeme koeficient prechodu ako funkciu frekvencie viny f. Pre jednodu-
chost budeme uvaZovat len kolmy dopad viny. Numerické vysledky porovndme s analytickym
vztahom [19,20]

1
T = n 5 (6.13)
14 = (E — E) sin? knoy/
4 nq N9

(k = w/c je vlnovy vektor vo vakuu). Pre numericky vypocet pouzijeme iteracnd schému (6.9).

1
0.8
& 0.6~
H, T
%
t 04
D r
e
0.2+
|
0 | | |
0 0.25 05 0.75 1
I/ A

Obr. 6.2. Dielektrickd vrstva s indexom lomu b =  /€3/13. VIna dopad4 sprava, nalavo od vrstvy mdme
len vlnu, ktord presla vrstvou a §iri sa dolava. Napravo od vrstvy je okrem dopadajicej viny aj vlna
odrazend. pravy obrdzok ukazuje koeficient prechodu 7' (rovnica 6.13) cez vrstvu. T je periodickou
funkciou pomeru ¢/ [19,25].
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H,

@ @ o vrstva @ @ ©
-1 0 +1 N N+1

Obr. 6.3. Dréhu viny v smere kolmom na vrstvu rozdelime na dieliky dizky A a pole budeme poéitat
v bodoch x,, = hn. V priestore nalavo od vrstvy sa $iri len prechadzajica vina. RieSenie vinovej rovnice
ma preto jednoduchy tvar E, = e~ "™ Napravo od vrstvy je pole superpoziciou prichidzajicej aj
odrazenej viny.

Iterovaf budeme zlava doprava, pretoZe nalavo od vrstvy mame len vinu e~** pohybujiicu sa

dolava. Poc¢iato¢né podmienky V dvoch bodoch nalavo od vrstvy preto zvolime vinu s amplitidou
rovnou jedne;j

EO - 1

F., = etikh (6.14)

Napravo od vrstvy mame superpoziciu prichadzajicej a odrazenej viny s amplitidami A a B

EN — Ae—ikh(N) + Be-{—z‘kh(N)

Enyi = A #h(NtD) o Botikh(N+1) (6.15)

V numerickom vypocte budeme iterovat rovnicu (6.9) od n = 1 po n = N + 1. Numericky
najdené hodnoty E'y a Fx ., dosadime do rovnic (6.15). Z nich vypocitame amplitidy A a B.
Amplitida prechodu ¢ je pomerom amplitidy prechadzajicej viny a viny dopadajuicej. Preto

_ _ 142
t=5  T=li (6.16)

Zo znamych amplitidy A a B najdeme koeficient transmisie

2sinkh  |?
T =|t]? = : 6.17
g 'ENJrl — Eyetikh ©17)
aj koeficient odrazu
B2
R=|— 6.18
‘ T (6.18)

Koeficient transmisie, samozrejme, nezdvisi od volby . Tento fyzikdlny poznatok mozZeme
vyuzif pre kontrolu spravnosti programu: Preverime, ¢i sa vysledok vypoctu nezmeni, ak za
vrstvou budeme iterovat d’alSich 10, 20 alebo 50 krokov.

Zac¢nime vypocet s krokom

h =0,01 (6.19)
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Transmisia cez vrstvu, krok h =0.01

Frekvencia f/c

Obr. 6.4. Porovnanie vypocitaného koeficientu transmisie cez vrstvu hribky L = 1 (index lomu n = 2)
s presnou hodnotou (Cervend Ciara).

Transmisia cez vrstvu, krok h = 0.001

i T
o L UAARARARIIE VS
0'60 2 4 6 8 10

Frekvencia f/c

Obr. 6.5. Porovnanie vypocitaného koeficientu transmisie cez vrstvu hribky L = 1 (index lomu n = 2)
s presnou hodnotou (Cervend Ciara). Iteracny krok h = 0,001 je 10x mensi ako na obr. 6.4

a porovnanie vysledky s presnymi hodnotami pre L = 1 a n = 2 (obrdazok 6.4). Numerické
vysledky su v dobrej zhode s teoretickou predpovedou pre malé frekvencie — teda velké vl-
nové dizky, kedy h /A < 1. Pre vysSie frekvencie pomer i/ narastd, ¢o vedie k nespravnym
numerickym vysledkom. Frekvencia

f 1

L= 6.20

P (6.20)
Velké frekvencie teda vyZaduju jemnejSiu diskretizdciu priestoru (mensie hodnoty h). Zopa-
kujme preto vypocet pre mensi krok

h = 0,001 6.21)

Na obrédzku 6.5 vidime, Ze numerické rieSenie je podstatne presnejSie. Samozrejme, zmensenie
itera¢ného kroku je len doCasnym rieSenim — pre eSte kratSie vinové dlzky musime h opit
zmenSif.

Transmisia cez vrstvu, krok h = 0.01 Transmisia cez vrstvu, krok h=0.001
1 N T T 7] 1
0.8 L i
0.6 R ‘ J 08 ‘ )
0'49 9.5 10 0'69 9.5 10
Frekvencia f/c Frekvencia f/c

Obr. 6.6. Detail obrizkov 6.4 a 6.5 pre vysoké frekvencie.
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Transmisia cez vrstvu - detail. Krok h =0.001
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Obr. 6.7. Detailny pohlad na numerické déata pre koeficient transmisie a ich porovnanie s presnymi
hodnotami (¢ierne resp. Cervené symboly). Vidime, Ze sihlas je ovela horsi v oblastiach, kde sa 7" rychlo
meni s frekvenciou.

Na obrdzku 6.6 porovnavame vysledky oboch vypoctov pre vysoké frekvencie viny. Detail-
nejsi pohlad na data (obrdzok 6.7) ukazuje, Ze ani dosiahnutd presnost pri A = 0,001 nie je
dostatocnd, predovSetkym v oblastiach frekvencii, v ktorych sa 7' vyrazne meni. Napriklad pre
f/c=9,95 je Tyresn = 0,837 ale Thymerick = 0,867. Relativna chyba vypoétu: 3,5%

6.3 Zdroje numerickych chyb

Doterajsia skusenost ukazuje, Ze aj ked volbou dostato¢ne malého kroku A vyli¢ime exponen-
cidlne divergujtce rieSenia, nemusime eSte maf zaruc¢enu dostatocnu presnost nasich vypoctov.
Zdroje numerickych chyb si ukdZeme na dvoch prikladoch:

6.3.1 Disperzny vztah

Jednym zdrojom numerickej chyby je odliSny disperzny vzfah elektromagnetickej vlny v spoji-
tom priestore a na diskrétnej mriezke. Ako sme videli uz v Casti 1.3, disperzny vzfah v spojitom
priestore je

2
w=ck A = % (6.22)
Diskretizaciou ho ale zmenime na tvar
2
2
W =25 [1—coshq], A=2T £, (6.23)
h? q

s vlnovym vektorom ¢. Rovnost & = ¢ plati len v limite h — 0.
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Podobnost disperznych vztahov mézeme odhadniif z pomeru

0=— 6.24

3 (6.24)
ktory musi byt dostato¢ne maly. Vtedy mdZeme pravu stranu rovnice (6.23) rozvinuif do Taylo-
rovho radu a ponechat si len prvé dva ¢leny:

1
1 —cosqh =~ §q2h2 (6.25)

a vratime sa k linedrnemu disperznému vztahu w = cq.

Poziadavke 6 < 1 rozumieme aj intuitivne: ak chceme v numerickom rieSeni reprodukovat
vlnu s vlnovou dizkou A, musime ju ,,vzorkovaf” tak, aby sme na obrdzku rozoznali, Ze ide
o vlnu. Tahko s presved¢ime, Ze minimdlnou podmienkou je d~' > 4; to vSak vo vicSine
pripadov nestaci.

Rozdielnost vinovych vektorov £ a ¢ si ukdZeme na jednoduchom priklade (obrdzok 6.8).
RieSme numericky vinovi rovnicu vo volnom priestore s & = 0,02 pre dve hodnoty vinového
vektora.

(1) k£ = 10. Teraz

A =2r/k~ 0,628 > h = 0,02 (6.26)

a A/h = 31,4. Z rovnice (6.23 ndjdeme vlnovy vektor ¢ ~ 10,0167. Aj po 1000 iterdcidch stile
mdame uspokojivo presné rieSenie, lebo ¢ sa len mélo 1i8i od k. V d'alSom vypocte ale musime byt
opatrni - pretoZe chyba vypoctu sa akumuluje, pre viacsSie hodnoty x by sa numerické rieSenie
podstatne liSilo od presného.

(2) k = 10v/6 = 24,494897. Teraz sa vlnovy vektor ¢ = 24,7467 odlisuje od k o viac ako
1%. a pomer \/h ~ 12,8. Po 1000 iteraciach vidime, Ze numerické rieSenie sa uz vyrazne lisi
od presného rieSenia.

Real E

Obr. 6.8. Porovnanie presného rie$enia s numerickym pre dve hodnoty vinového vektora: horné obrazky

=10 a k = 101/6 (doIné obrazky). Rozdiel medzi presnou a numerickou hodnotou vlnového vektora
spOsobi numerickd chybu, ktord sa akumuluje s narastajicim poctom iterdcii. Ak potrebujeme poznaft
rozloZenie pola na velkych vzdialenostiach, musime adekvatne skratit krok h.
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Obr. 6.9. Hodnota |E|? pre k = 10 a & = 101/6. namiesto kon3tanty = 1 dostdvame velmi slabé
oscildcie pretoZe numericky nepocitame len vinu E(z) = e+ §iriacu sa doprava, ale superpoziciu dvoch
protismerne beZiacich vin (6.30).

6.3.2 Pociatocna podmienka

Druhym zdrojom numerickej chyby, ktory s prejavil na obr. 6.1, je nepresna volba pociatocnej
podmienky. V diskrétnom modeli sa totiZ §fria vlny e%*, nie e***, ktoré sme nasli v spojitom
priestore. Preto, ak zatneme rovnicu (6.9) iterovaf s pociatocnou podmienkou

( 0 ) - ( _ ) 627)

tak v numerickom rieSeni najdeme obe vlny: vlnu ¢® Siriacu sa doprava, aj vlnu e~ iddcu
dolava. Matematicky totiZ iterujeme schému

En 1 . QO —1 En
(En+ )‘(1 O)(En_l) (6.28)

ktora ma vlastné vektory

1 1
( e—iqh ) ) ( 6—i—iqh ) (629)

prislichajice vlnam $iriacim sa v kladnom alebo zdpornom smere. PretoZe ¢ # k, nas pociatocny
vektor (6.27) nezodpoveda vlne Siriacej sa v jednom smere, ale superpozicii vin Siriacich sa
v oboch smeroch. Naozaj,

(g: ) = (iikh) :a(iiqh >+5(i_iqh) (6.30)

je linedrnou superpoziciou vlastnych vektorov s oboma konstantami «,3 # 0. Pre nenulovi
hodnotu /3 preto vo vysledkoch dostaneme

E(z) = ae' + Be 0" (6.31)

|E(2)|* = |a]* + |8)* + (B + aB*) cos qz (6.32)

¢o je oscilujuca funkcia parametra gz. Z rovnice (6.32( vidime, Ze pre danu hodnotu z amplitida
|E(2)| osciluje ako funkcia frekvencie f vlny. Tento vysledok sme videli na obrazku 6.1.
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Permitivita dvoch kovovych vrstiev

+1

Transmisia
1< T T T T T T T

ld
i

le-20

=V 1

Lum

le-40F
15-08

T
L

-1 108 10:85

10.9 1
20 30 40

Frekvencia f/c

Obr. 6.10. VTavo je zobrazena $truktira, cez ktord prechddza elektromagnetickd vina. Hribka kovovych
vrstievje L = 0,1, vzdialenost vrstiev L' = 3L. Permitivitakovu e = —1. Na pravom obrazku je koeficient
prechodu cez jednu vrstvu (bodkovand modrd Ciara), a cez dve vrstvy. vSetky rezonancné maxima dosahuji
hodnotu 1. Detailné zobrazenie tohto maxima ale nardZa na numerické tazkosti vzhladom na ich extrémne
mald Sirku. Vo vloZenom obrézku je preto zobrazené aspoil maximum pre frekvenciu ~ 10,83.

6.4 Rezonancné tunelovanie

Nahrad'me teraz dielektrickd vrstvu kovovou. PretoZe permitivita kovu je zdpornd, bude index
lomu n = /e imagindrny. Oakdvame preto, Ze vlna bude vo vniitri vrstvy exponencidlne
klesat s hrubkou vrstvy a preto len jej mala cast prenikne na druhi stranu. Ak do systému
vloZime dve kovové vrstvy, ndjdeme frekvencie, pre ktoré je koeficient prechodu rovny jedne;j
— ¢o znamend, Ze vlna prechddza cez dve vrstvy bez odrazu [20,21,25]. Tento vysledok l'ahko
overime numerickym vypoctom.

V numerickom programe zvolime pre jednoduchost permitivitu

c— 1 (6.33)

Hribky vrstiev zvolim L = 0,1 a hribku medzery medzi nimi L’ = 3 L. Struktira je schematicky
zobrazend na pravom obrdzku 6.10. Na vypocty vyuZijeme ten isty algoritmus, ako v Casti 6.2.
Jedinym rozdielom je vloZenie druhej kovovej vrstvy.

Numerické vysledky su zobrazené na pravom obrazku 6.10. Zatial' ¢o transmisia cez jednu
vrstvu podl'a ocakdvania klesa exponencidlne s frekvenciou, v transmisii cez dve vrstvy vidime
rezonan¢né maxima pre ktoré koeficient transmisie dosahuje hodnoty 7" = 1.

6.5 Numerov algoritmus

Ako sme videli, hlavnym zdrojom nepresnosti numerického rieSenia vinovej rovnice je diskre-
tizdcia priestoru. Tento nedostatok mdézeme ciastocne kompenzovaf presnejSou aproximaciou
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druhej derivacie. UkaZeme dve cesty, akou mdZeme tuto aproximéaciu vylepsit bez podstatného
zvySenia numerického niroc¢nosti programu.
HTladajme algoritmus pre diskretizdciu vSeobecnejsej vinovej rovnice s pravou stranou:
02y
922 + E*(2)y(x) = S(x) (6.34)

V prvom kroku aproximujme

Y Yni1 — 2Yn + Yo

V druhom kroku vyuzime Taylorov rozvoj:
h? h? h? h?
=gty e e ) 6 _
h? h? h* h?
_ o / o (3) o (5) 6

S¢itajme a dostaneme

Ynt1 = 2Yn + Yn—1 aQy h? a4y 4
= ——— 4+ 0O(h 6.38
2 o2 T 12aer O (0.38)
Keby sme si nechali len prvy ¢len, dostanem Standardnd aproximaéciu.
Stvrti derivaciu vyjadrime z povodnej rovnice

@) — aa—; [~k (2)y(z) + S(x)] (6.39)

T=Tn

Pravd stranu teraz aproximujme vzorcom pre druhi derivaciu:

82 7 1
'r(14) = 8_13'/2 = ﬁ [_(k2y>n+l - (ka)n—l + 2(k2y>n + Sn+1 + Sn—l - QS’VJ (640)
takze
1
) = 5 (=K Ynr1 = KoYt + 2K0yn + Snpr + Sy — 25,] (6.41)

kde k,, = k(z), atd..
Za druhu derivaciu dosadime z diferencidlnej rovnice:

Yo = —k2yn + S, (6.42)

Po dosadeni dostaneme

h2 5h?
(1 + Ek721+1) Yny1 = + 2 (1 — Eki) Yn

_ (1 W k‘n_1> s (6.43)
h2
+ —[Sp1 + 108, + S, 1] + O(h%)

12
Tato schéma je presné do radu h°, a je ovela jednoduchsia ako algoritmy Runge-Kutta, ktoré
budeme preberaf neskor v kapitole 8. V kazdom kroku vyZaduje len vypocet funkénych hodnot
Frnt1 a Spia.
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Obr. 6.11. Koeficient prechodu pre tGlohu 6.6.2 s L = 1. Vlozené obrazky ukazujd priestorovi zavislost
indexu lomu vo vnitri vrstvy.

6.6 Ulohy

6.6.1 Prechod viny dielektrickou vrstvou
Napite program na vypocet 7. Odvod'te vzfah pre koeficient odrazu R = |B/A|* a overte, &i
I'+R=1
6.6.2 Prechod viny vrstvou s priestorovo zavislym indexom lomu
N4jdite numericky koeficient transmisie cez vrstvu s priestorovo zavislym indexom lomu:
1. n(z) =1+ no\/1— (z/L)? —L<z<L (6.44)
2. n(z) =1+ ne(l —|z|/L) —L<z<L (6.45)

Porovnajte numerické vysledky s obrazkom 6.11.

6.6.3 Prechod viny cez kovové vrstvy

1. Rieste prechod EM viny cez jednu kovovu vrstvu. Dokazte, Ze koeficient prechodu klesa
exponencidlne

2. Rieste prechod EM viny cez dve kovové bariéry. Najdite prvé tri rezonancné frekvencie.
Nakreslite obrazok, ktory zobrazuje hodnoty | F(z)| v priestore pre jednu z rezonanénych
frekvencii.






KAPITOLA /

Vinovy balik

Na opis §irenia vin v priestore nim nestac{ tudovat monochromatické vlny, pretoZe ich nevieme
lokalizovat v priestore. Preto skonStruujeme priestorovo ohranic¢eny vinovy balik, ktory nechdme
vyvijaf sa v ¢ase. Budeme pozorovaf jeho pohyb, odraz od rozhrania medzi dvoma prostrediami,
tunelovanie cez homogénnu vrstvu, ale aj vyvoj metastabilného stavu uvizneného medzi dvoma
kovovymi platiiami. Pre vSetky tieto javy ndm stac¢i simulovat pohyb balika v jednom rozmere.
Dvojrozmerny vlnovy balik ndm umoZni demonstrovat d’alSie zaujimavé vinové javy — prechod
rozhranim, uplny odraz a s nim suvisiaci Goos-Hidnchenov jav.

VInovy balik skonstruujeme ako superpoziciu rovinnych vin. Metéda je rovnako dobre
pouZitelnd na opis Sirenia elektromagnetickych vin aj kvantovych &astic, reprezentovanych
vlnovou funkciou v tvare vinového balika [11,23]. Jediny rozdiel spociva v disperznom vzfahu
medzi frekvenciou (energiou) a vinovym vektorom. Energia kvantovej Castice je

E=EKk) =k (7.1)

(polozime pre jednoduchost /% /2m = 1) zatial ¢o frekvencia elektromagnetickej viny

w:mm:{vﬁ+%(m) (7.2)

k (1d)

(rychlost Sirenia vlny vo vdkuu ¢ = 1).

Vyuzitie metddy vinového balika je skor demonstracné, ako praktické. Metéda je obmedzena
na homogénne prostredia (v ktorych mézeme definovaf rovinné vlny), a na rovinné rozhrania me-
dzi prostrediami. Vieobecnejsie problémy §irenia vin musime riesif algoritmami pre numerické
rieSenie vlnovej rovnice [3].

V Ccasti 7.1 zostrojime vlnovy balik pre kvantovu Casticu a demonStrujeme rozplyvanie
vinového balika. V casti 7.2 zostrojime vinovy balik pre elektromagnetické pole. V Casti 7.3
nechdme vlnovy balik prechddzaf cez rozhranie medzi dvoma prostrediami. ZloZitejSou tdlohou
bude sledovanie asového vyvoja metastabilného stavu v Casti 7.4. Dvojrozmerny vinovy balik
zostrojime v Casti 7.5 a jeho odraz od rozhrania demonStrujeme v poslednej Casti 7.6.
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7.1 Kvantova Castica

Pohyb kvantovej Castice je determinovany Schrodingerovou rovnicou

9 2 970 (2,t)
Zh&@(Z,t) = _%—8;;2

V ktorej pre jednoduchost zépisu polozime i = 1, h?/2m = 1. Zaoberajme sa sa najjedno-
duchsim pripadom V'(z) = 0 ktory zodpoveda pohybu kvantovej Castice vo volnom priestore.
neskdr budeme riesif aj vSeobecnejsi pripad v ktorom V' (x) bude nenulovy (ale konStantny)
v uréitych oblastiach priestoru. RieSenim rovnice (7.3) je superpozicia rovinnych vin

‘IJ(SL’) — [Ae+ikz +B67ikz} % e—iEt (74)

+ V(2)¥(z,t). (7.3)

postupujucich v opaénych smeroch.

7.1.1  VInovy balik — bez€asovy

Vlnovy balik zloZime ako superpoziciu nekone¢ného mnoZstva rovinnych vin ktoré sa liSia
vinovym vektorom k

U(z)=C / dkP(k)e*(===0) (7.5)

Predpokladajme, Ze k je rozdelené podla Gaussovho rozdelenia

P(k) = ——=exp — 7.6
(F) \/ 21Oy, P 20y, (7.6)

Pri integrovani vyuzijeme identitu k = (k — ko) + ko, preto
eik(z—zo) _ ei(k—ko)(z—ZO)eikO(z_ZO) (7.7)

Dosadim do integrélu

(e o (2 1 (k= k0)®  ithro)(o—
U(2) = C [ dkP(k)e*m20) = ¢iholz=20) [ df; _ TR0 pilk—ko)(z—20) (7.8
()= [ arpie ‘ e e .8

V integrdli urobime substiticiu ¢ = (k — ko) a vyuZijeme tabulkovy integral

Foo 2 b oo b/ (2 2 b2 4 e b2
/ dge—a"+01 _ / dgelad/@ 1000 = [% o g L (7.9)

VInovu funkciu dostaneme v tvare
op(z — 29)?
2

(obrazok 7.1). Vzfah medzi Sirkou rozdelenia o} a Sirkou vinového balika o, = 1/0} vy-
plyva z vlastnosti Gaussovho integrdlu. Nepriama timernost vSak plati aj vSeobecne: zostro-
jit dobre lokalizovany vlnovy balik vyZaduje pouZif na jeho konStrukciu rovinné viny so
Sirokym spektrom energii. Spomefime dva Specidlne pripady: Pre rovinnd vlnu je o, = 0,
P(k) = 6(k—ky) E(z) =~ xe*0z=20)_ Naopak, bodovy zdroj E(z) = §(z — 2p): 0, = 0 ma
o — oo a P(k) = const.

(x — x0)?

U(z) = Cetkolz=20) exp — U(z) = Ce*ol=m20) exp — (7.10)

20,
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k=1 sigmak=0.1 NV=201
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Obr. 7.1. Ukdzka vlnového balika pre kvantovi Casticu. definovaného vzfahmi (7.5,7.6). Maximum
|W(z)|je v z = zp. VInovd funkcia zanikd so vzdialenosfou od stredu balika. Redlna aj imagindrna Cast
vlnovej funkcie osciluje. Vztah medzi energiou rovinnej viny a vinovym vektorom je £ = k2.

7.1.2  Casovo zavisly vinovy balik
Vlnova funkcia:
U(zt)=C / dkP(k)p(2)e ™t kde ¢(z) =e* 720 a € =2 (7.11)

Vyuzijeme identitu: k2 = [(k — ko) + ko]” = (k — ko)? + 2(k — ko)ko + k2:

C dk 6{7 (kg:,S)Q +i(k*ko)(2*20)*i(k*k0)2t*i2k0(k‘*ko)t}
\/ 21Oy,

X 6ik0 (Z—Zo)—ikgt

U(z,t) =
(7.12)

V dalSom vyuzijeme tabulkovy integrél (7.9). Vlnovu funkciu dostaneme v tvare

, — 29— 2kot)? [ 1
U(z,t) o gilko(z—z0)=k3t] o eXp—(Z =0 of) (— — z't) (7.13)

4((2Uk)_2 —|—t2 2Uk
Maximum vinového balika je v bode

ktory sa pohybuje sa grupovou rychlostou rychlostou
0E (k)
= kg = — 2 7.15
Ug 0 ak ( )
k=ko
Féza vinovej funkcie je konStantnd v bodoch z = 2y — kot. Fizova rychlost je preto
&
Uph = — (7.16)
k=ko

Nelinearny vzfah medzi energiou £ a k spdsobi rozplyvanie vlnového balika. Sirka vinového
balika rastie s Casom

1
o

k
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Obr. 7.2. Rozplyvanie vinového balika. Balik sa pohybuje zlava doprava rychlosfou v, = 2kg = 4.
Fazova rychlost v, = ko = 2, jeho jednotlivé komponenty sa $iria roznymi rychlostami. Parametre
vlnového balika: kg = 2, At = 2, Az = 2kgAt = 8.

7.1.3 Numericka konstrukcia vinového balika

Pri numerickej konsStrukcii balika nahradime integrdl sumou
Ny
E(z) =CY_ P(k;)e™ =m0l b (7.18)
i=1

Uviazime napriklad Ny = 201 rovinnych vin a vinovy vektor k; zvolime z intervalu

ko — 3v/or < ki < ko + 3\/o% (7.19)
teda
i— Ny —1 - ,
ki = ko + 3v/o N—, Ny = [Ny/2] =100, i=1.2,...Ny (7.20)
\4

7.2 Elektromagneticka vina

Sirenie elektromagnetickej viny opisuje vlnovd rovnica

a—zE(z t) = U2a—2E(z t) (7.21)
ot? T 922 ’ '
kde v je rychlost
2
2= (7.22)
€L N

€ je relativna permitivita, p relativna permeabilita a n = ,/eu je index lomu. Pre dplnost

definujme aj relativnu impedanciu Z = /i /¢, ktord budeme potrebovaf neskor.
RieSenim vlnovej rovnice je opif superpozicia rovinnych vin

E(zt) = [ Ae™ + Be ™% | e (7.23)
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Broading of the wave packet (EM ave) k0=2 sigmak=0.1 NV=201

02 ‘ I ‘ I ‘
0.15 ; ;
ot ;
0.05 ; ;
| QAL ]
230 -20 -10 0

Obr. 7.3. Pohyb elektromagnetického vinového balika. Zmena polohy balika: kg = 2, At = 2, Az =
At = 2. Vsetky komponenty sa $iria rovnakou rychlosfou, v = w/k = 1 Fazova aj grupova rychlost su
rovnaké, vpy = vy = 1. (At = 2).

Z disperzného zdkona w = vk dostaneme rovnost fazovej aj grupovej rychlosti
w ow
() = — =y = — =
TR TR Ok
Vlnovy balik pre jednorozmernu elektromagnetickd vlnu zostrojime rovnako ako pre elektrén,
len energiu £ nahradime frekvenciou w

v (7.24)

E(zt) = E, / dkP(k)p(z)e™™" kde (z) =720 a w = ck. (7.25)

Vdaka linedarnemu disperznému vzfahu w = k k rozplyvaniu vinového balika nedochdadza
(obrazok 7.3).

7.3 Prechod elektromagnetického vinového balika cez ro-
zhranie

Rozhranie medzi dvoma materidlmi modelujeme rovinou z = (. Materidly sa liSia svojou
permitivitou. Nech vlna prichddza z prostredia s permitivitou ¢; = 1 a prechddza do prostredia
s permitivitou €, = €. Uvazujme najprv jednorozmerny pripad, ktory je ekvivalentny kolmému
dopadu na rozhranie. Z Fresnelovych vztahov pozndme amplitidu prechodu a odrazu rovinne;j
viny

VInovy balik musime skonStruovat pre osobitne pre kazdé prostredie :

E(z) = E, / dkP(k)Ej(z)e” @ ®)t (7.26)
kde

Efet* + Ere = 2 <0
Ey(z) = { Ere: >0 (7.27)
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Vlnovy vektor v prvom prostredi je k = w a v druhom prostred{

(n = /€ je index lomu). Pre kazdd hodnotu vlnového vektora mame dopadajicu vinu £}, vinu
E7, ktord sa odrazila od rozhrania, a vinu E; , ktord presla cez rozhranie. Medzi amplitidami
vin platia vzfahy

Ef =rEf,  Ef =t,Ef (7.29)

kde 7y, je amplitida odrazu,

k—Fk
= — 7.30
Tk P (7.30)
a t, je amplituda prechodu
2k
ty = . 7.31
ST (7.31)
Ak permitivita e nezavisi od frekvencie, tak su vzfahy jednoduchsie, pretoze je k' = nk, a
2 n—1
t, =1 = =r=— 7.32
F 1+n 7T n+1 (7.32)

pre kazdé k. Ak este polozime E" = 1 pre kazdd hodnotu k, prepiSeme vztah (7.27) do
jednoduchsieho tvaru

ek 4 re=ikz » < ()
E(2) = { i’z >0 (7.33)
7.3.1 Transmisia vinového balika
Koeficient prechodu pre kazda komponentu je
k/
T = —|ts]? (7.34)
k
Celkovy koeficient prechodu vlnového balika ziskame integrovanim
T = ! /dsz(k)k/\t 2 (7.35)
~ [ dky.P2(k) kE '

V naSom pripade konStantnej permitivity e integrovaf nepotrebujeme, pretoze k'/k = n a
tr = 2/(1 4+ n) nezévisi od k. Dostaneme teda

K AkE 4dn
T=—Jt|*= = 7.
P Ty iR PR (7.36)
Rovnako aj koeficient odrazu je
(n—1)
(n+1)2

R = (7.37)
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Obr. 7.4. EM vlna dopadd kolmo na rozhranie, ¢; = 1, ¢; = 2. Obrazok ukazuje | E|?, celkov4 energia
je €| E|2.

7.3.2 Numericky vypocet

Skonstruujeme vlnovy balik E(x,ty) v ¢ase napr. t, = —10. Balik je dobre lokalizovany pries-
torovo, a je dostatoéne daleko od rozhrania. Ak zmenime Cas, t — t + At, balik sa posunie
dopredu. S narastajicim ¢asom teda vidime, ako sa balik hybe smerom k rozhraniu. Ked narazi
na rozhranie, meni svoju podobu, komplikovane sa restrukturalizuje, a po ur¢itom case vidime
zarodky formujuicich sa dvoch balikov. Po dostatocne dlhom cCase vidime dva baliky: jeden
odrazeny odchddza dolava, druhy, reprezentuje vinu, ktord presla cez rozhranie do druhého
prostredia.

Na obréazku 7.4 je casovy vyvoj balika dopadajiceho z vdkua na rozhranie s materidlom
s permitivitou € = 2. Koeficient prechodu 7" = 0,97, koeficient odrazu R = 0,03. Pozorujeme
deforméciu vinového balika na rozhrani a jeho ndslednd rekonstrukciu. Po dostato¢ne dlhom
case vidime prechddzajuci balik v pravom prostredi a maly odchddzajici balik reprezentujici
odrazené viny.

Odraz vlnového balika od hypotetického prostredia s permitivitou € = 10000 je ukdzany na
obrazku 7.5. Teraz T' = 0,0392, R = 0,9608. Pripomenime, Ze pre kolmy dopad na rozhranie
nedostaneme totdlny odraz balika pre Ziadne kladné hodnoty permitivity, pretoZe elektromag-
neticka vlna sa m6Ze volne Sirif v kazdom dielektriku.

7.3.3 Prechod balika cez tenku vrstvu

Predchddzajticu ulohu l'ahko zov§eobecnime na ilohu demonstrovat prechod vinového balika cez
tenkd vrstvu. Ak je vrstva umiestnend v oblasti —a < 2z < +a, tak vlnovy balik ma tvar (7.26)
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Obr. 7.5. Odraz vlnového balika kolmo dopadajiiceho na rozhranie s materidlom s obrovskou permitivitou
¢ = 10*. Dopadajtci balik sa na rozhrani deformuje a po ase sa rekonstruuje ako odrazeny balik.

s funkciou Ey(z)

e’ 4 Bre iz z < —a
Ei(z) = Fkgik"z +Gre ™F g <z < +a (7.38)
Cetk? zZ >a

Konstanty By, — Cj, ndjdeme z podmienky spojitosti funkcie Ej(z) a jej prvej derivécie v bo-
doch z = —a a z = +a. Spojitost prvej derivicie IF(z)/0z je v jednorozmernom pripade
ekvivalentna spojitosti magnetického pola H,(z).

7.4 Metastabilny stav

VyuZzijeme formalizmus vinového balika na demonstraciu metastabilného stavu. Nechdme vlnovy
balik dopadaf na sustavu zloZenu z dvoch rovnobeZznych kovovych vrstiev. Vzdialenost medzi
vrstvami je a, hribka vrstiev b. Numericky program vyZaduje len zov§eobecnenie rovnice (7.38),
pretoZe pole Ej(z) potrebujeme definovaf v piatich oblastiach: pred sustavou, v prvej vrstve,
medzi vrstvami, v druhej vrstve a za sustavou. Vynechame explicitny tvar rovnic, ukdZeme len
numerické vysledky.

Na obrazku 7.6 vidime prechod vinového balika cez dve tenké kovové vrstvy. Permitivita
vrstiev ¢ = —10, hribka vrstiev a = 0,2, vzdialenosf medzi vrstvami b = 10. Na Favom obrazku
vidief prichddzajici vinovy balik, ktory dopadd na Tavid vrstvu, Ciastocne cez fiu prechddza
a vicsia Cast balika sa odrdza a odchadza spaf dolava. Mala Cast energie, ktora presla cez lavi
vrstvu, reprezentuje nas metastabilny stav, ktory je “uvizneny” medzi dvoma slabo priepustnym
kovovymi vrstvami. Na strednom obréazku vidiet, ako balik v ¢ase postupne nardZa na jednotlivé
vrstvy; pri kazdom ndraze mald Cast balika pretuneluje do okolitého priestoru, ¢o vidief na
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Obr. 7.6. Prechod elektromagnetického vinového balika dvoma kovovymi vrstvami s permitivitou € =
—10. Vrstvy majud hribku 0,2 a vzajomni vzdialenost 10. Balik prechddza zlava, jeho mal4 ¢ast prenikne
cez Tavii vrstvu a zostane uviznena medzi dvoma vrstvami. Parametre balika: ko = 2, ¢ = 0,1. Casovy
krok ¢ty = 1. Na lavom obrdzku je vlnovy balik v ¢asoch ¢ = 20,40, . .. 140. Prostredny obrazok ukazuje
priestorové rozdelenie intenzity | E|? v ¢asoch t = 140 — 160. Pravy obrdzok je detailom prostredného.

malickych balikoch pohybujticich sa smerom od stredu ststavy. Pravy obrazok ukazuje detail
vlnového balika medzi vrstvami.

PretoZe po kazdom ndraze na vrstvu nejaka Casf energie pretuneluje von, musi celkova
energia v oblasti medzi vrstvami klesaf. Obrazok 7.7 ukazuje ¢asovy priebeh energie medzi
vrstvami a dokazuje, Ze energia

+a
E(t) = / dz|E(2)| (7.39)
klesa exponencidlne
E=Epe T (7.40)
0,12
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Obr. 7.7. Energia uviznend medzi dvoma kovovymi vrstvami ako funkcia ¢asu. Energia je nulova do ¢asu
t1 ~ 40, kedy vlnovy balik narazil na prvi kovovi vrstvu. Cast energie prenikla cez vrstvu, a v procese
mnohondsobného tunelovania cez vrstvy unikd.
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kde & ~ 0,1157 a1 ~ 78.

Vsimnime si, Ze maximdlna hodnota & je rovna koeficientu prechodu cez l'avi vrstvu — je to
ta Cast energie dopadajuiceho balika, ktord pretunelovala cez kovovu vrstvu. Z pravdepodobnosti
tunelovania méZeme odhadniif aj “dobu Zivota” metastabilného stavu. Pretoze vlna sa siri medzi
kovovymi vrstvami rychlosfou ¢ = 1, prejde vzdialenost medzi vrstvami za ¢as At = 10. Pri
kazdom néraze na vrstvu strati T = 11,57% energie (rovnej koeficientu prechodu cez vrstvu),
takZe plati

e YT — 1 T (7.41)

Po dosadeni dostaneme odhad 7 ~ 81,8, ¢o velmi dobre suhlasi s hodnotou ziskanou exponen-
cidlnym fitom numerickych dat z obrazku 7.7.

7.5 Dvojrozmerny vinovy balik

Balik skontruujeme ako superpoziciu rovinnych vin, ktoré sa li$ia hodnotami vlnového vektora
k= (kyk.) (7.42)

Jednotlivé rovinné vlny sa pohybujd roznymi smermi (&, k. ). Generujme najprv dve komponenty

vlnového vektora, ¢; a g». Zlozku ¢; poloZime do smeru, v ktorom sa balik bude pohybovat,

@2 do kolmého smeru. Obe zloZky ¢; a ¢» budd mat Gaussovo rozdelenie. PretoZe balik sa

§iri v smere urenom ¢, musi mat zloZzka ¢; nenulovu strednd hodnotu ¢g; # 0, okolo ktorej

fluktuuje s varidciou o4, . Naopak, ¢g» md nulovi strednt hodnotu ¢p2 = 0 a variéciu oy,.
Zvolme napriklad qo; = 4, 04, = 0,4, qo2 = 0, 04, = 0,2. ZloZka ¢; ma rozdelenie

P(q) = ﬁjr—aq exp— 2 7 i(”)Q (7.43)
a hodnoty ¢, vyberieme z rozdelenia

P(q) = \/2;_%2 exp — 2622 (7.44)
Pri¢om obe rozdelenia obmedzime na interval

qo1 — 3v/0q < q1 < qo1 +3/0¢, (7.45)
resp.

qo2 — 3v/0g, < G2 < qo2 + 3/0¢, (7.46)
Pre kazdy vygenerovany par (q;,q2) vypoclitame zlozky k, a k,

k,=q cosf — qasinf, k, = q;sinf + gy cosb (7.47)

Samozrejme plati

we =/ G+ g3 = k2 + k2 (7.48)
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Varidcie o, a 04, zvolime tak, aby Ziadna z hodnot £, a k. nebola zdpornd. Smer Sirenia stredu
vlnového balika potom zviera s osou z uhol 6. Jednotlivé vlny, z ktorych je balik zlozeny, maji
ale nielen r6zne hodnoty vinového vektora, ale aj ro6zny smer $irenia aj r6znu frekvenciu.

Vinovy balik potom skonstruujeme ako superpoziciu vietkych rovinnych vin s vinovymi
vektormi k = (ky.,k.):

E(z,zt) = /dklp(k:l)/dkgp(k:g)EE(x,z)e_i“”“t (7.49)
Kde

Ep(1,2) = ethertik=z (7.50)

7.5.1 Rozptyl vinového balika na rozhrani

Rozhranie umiestnime do roviny z = 0. Parametre prostredi a viny st uvedené v tabulke:

prostredie permitivita k, k, frekvencia
Lavé 2 <0 €1 ke ki w=e \VE2+ kL
Pravé z>0 €98 ke koo w=e"\/k2+k2,

(Zlozka vlnového vektora k, je rovnobeZnd s rozhranim, preto je rovnakd v oboch prostrediach.)
elektromagnetické pole v ¢ase ¢ vyjadrime v tvare 7.49 s funkciou

eilﬁzz—i-ikzz + T(E)efikuz—i-ikzz 2 <0
E" 5 - - . . 7.51
kde
¢ klz - k22
k)= — 7.52
r( ) klz + k2z ( )
a
% lez
tk) = ———. 7.53
( ) klz + k2z ( )

Zvolime si N r6znych hodndt ky, N, r6znych hodndt £y a numericky ndjdeme integral. Postup
musime opakovat pre kazdy zvoleny Cas t. a kazdy bod priestoru (z,z).

Na obrazku 7.8 vidime rozptyl elektromagnetickej viny na rozhrani dvoch prostredi s permi-
tivitami €; = 1 a €9 = 9.

7.6 Uplny odraz elektromagnetickej viny

.....

je kriticky uhol. Vtedy ocakdvame, Ze cely vlnovy balik sa od rozhrania odrazi. Kriticky uhol
dostaneme zo Snellovho zikona [20,21]

nysin @y = ng sin 6y (7.54)
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Obr. 7.8. Prechod elektromagnetickej viny z opticky redsieho prostredia do opticky hustejSieho (¢; = 1,
€2 = 9). Rdzne farby zobrazuju pole v roznych ¢asoch. VSimnime si aj rozptyl vinového balika: odrazeny
balik je §irsi, ako prichddzajici. To je dosledok nelinedrneho vzfahu medzi frekvenciou w a vilnovym
vektorom k. Vidime tieZ, Ze balik sa v pravom prostredi pohybuje menSou rychlostou.

pre 0y = w/2:

ny _ e (7.55)

sin 6, Y
Na obrazku 7.9 vidime proces odrazu vinového balika od opticky redSieho prostredia.
Jednotlivé rovinné viny, ktoré sa podielaji na konstrukcii vilnového balika, majd rozlicné
vlnové vektory, k = (ky,k.) a teda dopadajui na rozhranie pod réznymi uhlami, tg 6 = k,/k,.
Preto sa moze staf, Ze niektoré zloZzky balika sa neodrazia tplne. Tomu sa da vyhnaf vhodnou
volbou $irky rozdeleni P(q;) a P(g2) (rovnice 7.43 a 7.44).

7.6.1 Goos-Hanchenov jav

Ked sa pozorne zahladime na obrdzok 7.9, vidime, ze vlnovy balik sa neodrazi z toho istého
miesta, do ktorého dopadol. Tento jav sa nazyva Goos-Hinchenov jav. Pre jeho lepSiu demo-
nStraciu sme na obrazku 7.10 zobrazili drdhu, ktory v procese tplného odrazu prejde fazisko
vlnového balika, a rychlost pohybu tohto balika.

Vysvetlenie Goos-Hédnchenovho javu je jednoduché: baliku trvad nejaky cas, kym sa na
rozhrani reorganizuje. Cely tento &as sa ale balik pohybuje pozdZ rozhrania, pretoze ma nenulovd
zlozku vilnového vektora k,. Preto sa po odraze pohybuje po priamke, ktord nevychddza z bodu
dopadu. ale je mierne posunutd v smere pohybu balika.

7.7 Ulohy

7.7.1  VInovy balik

Zostrojte vinovy balik (7.18) s roznym po&tom rovinnych vin Ny. Poéet rovinnych vin je dolezity.
Ukazte, Ze napr. pre Ny = 100 dostanete kdpie vinového balika v réznych vzdialenostiach. Ich
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Obr. 7.9. Uplny odraz elektromagnetickej viny od rozhrania medzi opticky hustej§im prostredim a opticky
redSim (e; = 1, e = 0,2) Odrazend vlna je posunutd vo vertikdlnom smere o Ay, pretoZe v procese
odrazu balik ¢iastocne vnikd do druhého prostredia a musi sa “reorganizovat”.
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Obr. 7.10. Dréha, ktort presilo faZisko vlnového balika v procese tiplného odrazu. Symboly zobrazuji
polohu faZiska v jednotlivych ¢asovych dsekoch. V procese odrazu sa musel “reorganizovat”’, preto
postupoval pomalSie, ako vidiet z pravého obrazku.
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Prechod barierou V=3 a=10, k0=2, var(k)=0.1 Prechod barierou V=3 a=10, k0=2, var(k)=0.1
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Obr. 7.11. Prechod kvantovej Castice cez potencidlovd bariéru. Vyska bariéry V' = 3, strednd energia
vlnového balika £ = k:g = 4. Poloha bariéry je vyznacend na obrdzkoch, Sirka bariéry je 2a = 20.
Koeficient prechodu astice cez bariéru je T = 0,685. Na Tavom obrazku je |¥(x)|? v dvandstich po sebe
nasledujicich ¢asoch. Vidime nielen interferencny obraz, ktory vznikol pri dopade na Tavy okraj bariéry,
ale aj mnohondsobné odrazy kvantovej Castice od vnitornych hranic bariéry. Pravy obrdazok ukazuje
zvacSeny profil v ¢ase t = 12 a zodpoveda najniZSej krivke na lavom obrizku. vidief odrazeny balik,
odchadzajici dofava, prechadzajtici balik, pohybujtici sa doprava, hoci ¢ast vinovej funkcie je eSte stale
lokalizovand vo vnitri bariéry.

povod spociva v tom, Ze funkcia (7.18) je periodickou funkciou z. Odportica sa preto zvolif Ny
ako dostato¢ne vel'ké prvocislo.
7.7.2 Zrazka vinovych balikov

Simulujte zraZku dvoch jednorozmernych vinovych balikov postupujucich proti sebe. Presvedcéte
sa, Ze po zrazke sa baliky zrekonStruuji do pdvodnej podoby, ako keby k zrazke nedoslo. Baliky
st kon3truované ako linedrna kombinécia rovinnych vin, ktoré medzi sebou neinteraguju.

7.7.3 Energia vinového balika

Pri prechode vlnového balika cez rozhranie ndjdite energiu prichadzajiceho, odrazeného a prej-
deného balika. Overte zdkon zachovania energie, a ukdZzte suvis energie prejdeného balika
s koeficientom prechodu.

7.7.4 (Odraz od kovového povrchu

Simulujte odraz vlnového balika od kovového povrchu.

7.7.5 Tunelovanie kvantovej Castice cez potencialovu bariéru

Simulujte prechod kvantového vinového balika cez potencidlovi bariéru (obrazok 7.11). Od-
hadnite Cas, ktory Castica strdvi v priestore bariéry.



KAPITOLA 8

Diferencialne rovnice

RiesSenie diferencidlnych rovnic patri k zdkladnym matematickym nastrojom fyziky aj technicke;]
praxe. V tejto kapitole preberieme len najjednoduchsie diferenciélne rovnice, v ktorych neznama
funkcia je funkciou len jednej premennej (najcastejSie ¢asu). Najjednoduchsi algoritmus nume-
rického rieSenia diferencidlnej rovnice, zaloZzeny na diskretizacie druhej derivéacie, sme prebrali
v kapitole 6. V tejto kapitole preberieme metddy, vhodné na rieSenie stustav diferencidlnych
rovnic.

V prvej Casti preberieme princip algoritmov Runge-Kutta, najprv pre jednu diferencidlnu
rovnicu

oy

o
Met6du l'ahko zovSeobecnime na systém N viazanych diferencidlnych rovnic v ¢asti 8.3. V na-
sledujicej Casti 8.4 metddu vyskiSame na najjednoduchS§om priklade — linedirnom harmonickom
oscilatore. V dalSich astiach vyuZijeme program na analyzu viacerych zaujimavych fyzikal-
nych modelov, z ktorych najzaujimavejsi je sndd’ nelinearny harmonicky oscildtor v reZime
deterministického chaosu.

Met6du Runge Kutta vyuZijeme aj v kapitole 9 pre vypocet vlastnych frekvencii a vlastnych
energii kvantovych systémov.

f(z,y) (8.1

8.1 Diferencialna rovnica prvého stupna
RieSme numericky diferencidlnu rovnicu (8.1) s po¢iato¢nou podmienkou

y(wo) = o (8.2)

Pod riesenim rozumieme kompletnt informdciu o funkcii y(x), ktord moéZeme v rovine (x,y) zna-
zornif krivkou, prechddzajicou bodom (x¢,yo. Funkcia je, samozrejme spojitd. V numerickom
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vypocte sa musime obmedzif na hodnoty funkcie v diskrétnych bodoch z,,. V najjednoduchsich
algoritmoch body z,, volime ako rovnomerne rozloZené pozdlz osi x:

Tn = o+ nh (8.3)

kde h je parameter metody.
Definujme y,, = y(x,), Yn+1 = y(x, + h). Pre najjednoduchsiu aproximéciu prvej derivécie
dostaneme z rovnice (8.1) itera¢nu rovnicu

ktory je presny do radu h%. Metédu moZeme spresnif, ak funkciu y rozvinieme do vy$Sich radov
Taylorovho radu

1
it = (a4 B) = o+ 510 (8.5)

Druhej derivécie na lavej strane sa zbavime, ak vyuZijeme rovnicu (8.1), z ktorej po derivovani
dostaneme

d af Of dy
w=—f(Tn.Yn 8.6
Yn d:vf(x Un) = 8x+8y8x (8.6)
Na pravej strane sme pouZili y/, = f(x,,y,). Takto dostaneme presnejsiu rekurentnd schému
0 0
oz dy
T=Tn,Y=Yn

presnt do rddu h3.

Tato metdda rieSenia mé niekolko nevyhod, ktoré ju diskvalifikuji z priameho vyuZzitia
v numerickych vypoctoch: Predovsetkym, musime poznaf analyticky tvar funkcie f(x,y) aby
sme mohli derivovat. Okrem toho, v kazdom kroku pocitame tri rozne funkcie: okrem samotne;j
f(z,y) aj jej parcidlne derivacie, ¢o je ndroéné na konstrukciu algoritmu. Daliie vylepSenie
presnosti by vyZadovalo vypocty stéle vysSich komplikovanych derivacii.

8.2 Algoritmy Runge-Kutta

V metédach Runge-Kutta nahradime diferencidlnu rovnicu

W) o s

iteraCnou schémou, ktord ma vSeobecny tvar [2]

Ynt1 = Yn + C(20,yn,h) (8.9)

Funkciou ®(z,y,h) nepozname, ale budeme ju hladaf v takom tvare, aby presnost rieSenia bola
¢o najlepsia. V metdde Runge-Kutta vyjadrime ®(x,y,h) ako sticet s ¢lenov

(,y,h) = sz ; (8.10)
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nezndme parametre k;, ¢ = 1,2, ... s, poCitame postupne: pre vypocet nasledujiceho parametra
vyuZzijem predchadzajice:

i—1
ki=hf (az+aih, y+2@ijk;j> (8.11)

J

Koeficienty w;, a;; a 3;; volime tak, aby presnost metddy, teda rozdiel medzi y,,41 v rovnici (8.9)
a presnou hodnotou bola ~ h”. Této tloha nie je jednozna¢nd — mdéZeme ndjst rozne mnoZiny
parametrov, ktoré vyhovuji tym istym poZiadavkdm. D4 sa ale ukdzat, Ze pre s < 4 mdZeme
dosiahnut p = s. Daliie zvySovanie zloZitosti algoritmu narastom s sa uZ neoplati, napriklad
pre s = 6 je p = 5, Vyhoda metddy je v tom, Ze vZdy volame len funkciu f, aj ked’ s inymi
hodnotami premennych.

Prax overila dva jednoduché algoritmy:

8.2.1 3.rad (RK-3)
V metéde Runge Kutta 3. radu Startujeme z bodu x,,,y,,, poCitame tri parametre

ki = hf(zn,yn)
1 1
ko = hf (xn + éhvyn + §k1) (8.12)

k3 = hf (xn + hyyn — ki + 2/{72>
a ndjdeme nasledujicu hodnotu
1
Y1 = Yn o+ o (Br+ 4k + Ks) (8.13)
Metdda je presna az do rddu h®.

8.2.2 4.rad (RK-4)

NajcastejSie pouzivanou metddou je metdda Runge-Kutta 4. radu, v ktorej novi hodnotu y,, 1
ziskame z hodnoty y,, pomocou Styroch parametrov k;

kl - hf(x’myn)
k = hf + 1h + 1/@
2 — Tp 2 7yn 2 1
1 1
ks = hf (mn + 5 yn + §k2) (8.14)
ke = hf(zn+ hyn +ks)

1
Yntl = Yn T+ 6 (k1 4 2ko + 2k3 + ky)
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Metéda je presna az do radu h’. Lahko sa presvedéime, Ze algoritmus RK-4 presne riesi dife-
rencidlnu rovnicu

9y _

o 423 (8.15)

8.3 Sustava diferencialnych rovnic

Vo vSeobecnosti nds bude zaujimat systém /N rovnic

Jy

L —f 8.16

5 — [@Y) (8.16)
pre N neznamych funkcii vy, 9o, . . . yn. Napriklad rovnicu druhého rddu

oy Oy

— 2 _F ! =2 8.17

o2 (I Yy ) <y G ( )
Vieme prepisat na systém dvoch diferencidlnych rovnic prvého radu pre funkcie y; a y, = y;:

Oy

-1 8.18

O Y2 ( )

Y2

— =F 8.19

or (:U?yl 7y2) ( )

kdey1:y,ygzy’,flzygafng.

8.3.1 Algoritmus Runge Kutta pre N funkcii

V pripade N premennych y = (y1,y2,...yn) potrebujeme v kazdom kroku RK-4 algoritmu
pocitat 4N parametrov.
V prvom kroku vypocitame N parametrov k;

k, = Mf(z,.y,) (y, su funkéné hodnoty pre = = ) (8.20)
Az ked mam vSetky hodnoty k;, mézeme pristipif k vypoctu k,:
1 1
Po ndjdeni vSetkych hodndt ks prikrocime k vypoctu ks:
1 1
Po ndjdeni vSetkych hodndt k3 prikrocime k vypoctu ky:
ky = hf(z, + by, + Ks3) (8.23)

Na zaver ndjdeme nové hodnoty funkcii y:

1
e (ky + 2k, + 2ks + ky) (8.24)
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8.3.2 Pokrocilé programovanie

Krok A v algoritme Runge Kutta moZe byt velmi maly. V praxi malokedy nepotrebujeme uloZzit
do pamiiti vysledky po kazdom kroku zy + hi. Staci ukladat vysledky pre hodnoty premennej

in=1z0+nl, ASh (8.25)

Preto je vyhodné napisaft subroutinu Runge-Kutta s parametrami x, y, h, A. Vstupom do subrou-
tiny bude pocet rovnic NV, hodnota z, vektor y(x), a funkcie f. Samotn4 subroutina bude obsahovat
N = [A/h] cyklov Runge Kutta s krokom / a posledny cyklus s krokom &' = A — N'h < h. Po
skonceni vypoctu vrati hodnotu z zmenenud na = + A a vektor y(z + A). Vyhoda subroutiny je
v jej autondmnosti. MoZeme ju pouZif na rieSenie akéhokol'vek problému, sta¢i zmenif funkcie
f.

8.3.3 Pociatocné podmienky

PretoZe rieSime systém diferencidlnych rovnic 1. rddu, staci zadaf hodnoty vSetkych funkcii
v pociato¢nom bode .

Y(T = 20) = Ypor. (8.26)

8.4 Linearny harmonicky oscilator

Metédu Runge Kutta si vyskisame na najjednoduchSom probléme — linedrnom harmonickom
oscilatore. Pohybovu rovnicu

2" (t) + wiz(t) = 0 (8.27)

prepiSeme do tvaru

a'(t) = p(t)
P = —udalt) (829
pre polohu a hybnost. PoloZzme y; = z, y» = p
n(t) = ya(t)
(8.29)
yh(t) = —wjyi(t)

Vynésobme prvi rovnicu wiy; a druhd y, a s¢itajme:

0
5; (s + wiyt) = 0 (8.30)

dostali sme zdkon zachovania energie

Woy Yy + Yoy =

1
E =5 [v5 +wiyi] = konStanta (8.31)

Rovnica (8.31) urcuje stabilné drahy vo fizovom priestore, ktoré dostaneme aj numerickym
rieSenim rovnic (8.29) s vhodne zvolenymi pociatocnymi podmienkami (obr. 8.1).
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harmonicky oscilator y =0
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Obr. 8.1. Numerické rieSenie harmonického oscildtora vo fizovom priestore (y1,y2) = (x,p). Za jednu
periédu 7' = 27 /w rieSenie absolvuje jeden obeh po elipse danej rovnicou (8.31). Frekvencia oscildtora
wo = 2, pociatoéné podmienky si y; = 0ays =1a2.

8.5 Budeny harmonicky oscilator

Pred numerickym rieSenim budeného harmonického oscildtora si zopakujeme zakladné fyzi-
kalne vzfahy [5]. Pohybovu rovnicu napiSeme v tvare

" + 2’ +wir = f(t) (8.32)
kde f(t) = F(t)/m a F(t) je budiaca sila. predpokladajme periodickd budiaci silu

f(t) = foe™ (8.33)
V staciondrnom rezime ma rieSenie rovnice (8.32) tvar

r = xoe™! (8.34)
s amplitidou

Jo
Tog =

i
_ _ 8.35
Wi — w? 4+ iyw [ole (8.33)

Vypocitajme vykon P, ktory doddva budiaca sila [5]

P=fr = 22"+ wiza + y(a)?
(8.36)

[(2') +wge’] + (')

N[

Ak dosiahneme staciondrny rezim, tak je prvy ¢len = 0 a pre vychylku x = ze™! dostaneme
vykon ustredneny cez jednu periédu

1
(P) = §7w2|x0\2 (8.37)
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Vonkajsia sila dodd v priebehu jednej periddy 7' = 27 /w energiu E; = PT. Celkova energia
oscilétora je

1

B = 5{(@)? +ufa?) =

1w? +wj

ENG (8.38)
2 2

Definujme eSte kvalitu oscildtora vzahom

E W +u
(P\T — 2yw

Q=2n (8.39)

8.5.1 Numerické rieSenie

Z pohybovej rovnice napiSeme tri diferencidlne rovnice pre tri premenné:

yi(t) = z(t)
y2(t) = p(t) =2'(t) (8.40)
ys(t) = &(t)

Premennd y3 je celkova energia dodand oscildtoru vonkajSou silou do Casu ¢. Diferencidlne
rovnice maju tvar

?/i = Y2
Yy = —vya —wiyr + f(t) (8.41)
ys = [y

Poslednd rovnica definuje zmena energie, ktord vonkajsia sila doddva do systému, ktord je dané
vykonom vonkajsej sily.
Zvol'me pociato¢né podmienky
y(t=0)=0, 1(t=0)=0 y(t=0)=0 (8.42)
Oscilator budeme budit periodickou silou

f(t) = fosinwt (8.43)

Na obrazku 8.2 vidime ¢asovy priebeh vychylky y; (). Vidime, Ze amplitida oscildcii narastd
s ¢asom zo svojej pociatocnej nulovej hodnoty ako

2ol x [1 - e2] (8.44)

Obrazok 8.3 ukazuje, Ze aj energia oscildtora ako funkcia ¢asu konverguje ku svojej limitne;j
hodnote. Pravy obrdzok zobrazuje celkovi energiu, ktord do systému dodédva budiaca sila. Po
dosiahnuti limitnych hodnét x a energie oscildtora sa tato energia disipuje do prostredia vplyvom
trenia.
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rezonancia, g = 2p*0.1 Q=10
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Obr. 8.2. Numerické rieSenie budeného harmonického oscildtora. Po¢iato¢né podmienky y; = yo = 0.
VTavo; Casové zdvislost 1 (t). Vychylka osciltora narast4 s Gasom podla rovnice (8.44) a po dostato¢ne
dlhom ¢ase dosiahne limitnd hodnotu |zg| — 0,25084. Vpravo: drdha vo fizovom priestore (y1,y2).
Parametre vypoctu: fo = 1, wyg = 27, w = 0,99wq, v = 0,1wg

Rezonancia Q = 10 Rezonancia Q = 10
T T T T T T T T T 200 T T T T T T T

— celkova praca vonkajsej sily int F.v dt
— smernica 0.7637

150 —

Energia

p—r Y3100 —
— Limita 1.2416

05— - |

0 5 10 15 20 25 0 0 50 100 150 200

Obr. 8.3. Lavy obréazok ukazuje zdvislost energie oscildtora, definovanej vzfahom (8.38). Po Case t = 25
energia saturuje na svojej limitnej hodnote (Cervena Ciara). Pravy obrdazok ukazuje ¢asovi premennd ys,
ktord zodpoveda energii, ktord vonkajsia sila doddva do systému. T4to energia linedrne narastd s casom.
Smernica ¢asovej zavislosti uréuje vykon (P) budiacej sily.
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Obr. 8.4. Porovnanie funkcie sin z s linedrnou funkciou ukazuje, Ze aproximdcia (8.47) je prijatelnd az
doxz <04 =m/8.

8.6 Nelinearny oscilator

Vriafme sa k fyzikdlnemu kyvadlu z Casti 4.3. Pre jednoduchost poloZme moment zotrvacnosti
J =1 a gravita¢nu konStantu g = 1. Pohybovu rovnicu potom napiSeme v tvare

020
9= —w?siné (8.45)
s poc¢iato¢nymi podmienkami
00
0(0) =14 — = 8.46
(0) = b, Ot lt=0 (8.46)
Ak je maximdlna amplitdda 6, mald, m6Ze funkciu sin  aproximovat linedrnou funkciou
sinf ~ 6 (8.47)
8,=0.01m, 0.17, 0.57 8,=0.97, 0.99m, 0.999, 0.9999x
T il
0.5
S =S
— O 1
2
=] L i
0.5
1 | | | | J | U | k | U | U / \ 14/ \L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 5 10 15 20

cas t cast

Obr. 8.5. Casovy vyvoj nelinedrneho harmonického oscildtora pre roznu po&iatoéni hodnotu . Pokial
je 0 nula malé, rieSenie sa len malo 1i8i od funkcie sin wt. Pre hodnoty blizke k 7 (pravy obrdzok) vSak
vidime, Ze rieSenie je sice periodické v Case, ale jeho priebeh vobec neodpovedd harmonickému. Vidime
aj nérast periddy nelinedrneho oscilédtora, ktory pozndme z Casti 4.3.
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(obr. 8.4) arovnica (8.45) sa zredukuje na rovnicu linearneho oscilatora s periédou

T = 2 (8.48)
w
ktord nezdvisi od amplitidy 6. Pre vicsie pociato¢né hodnoty musime pohybovi rovnicu (8.45)
riesif numericky. Ako vidime na obr. 8.5, periéda kyvadla narastd a asovy vyvoj 0 = 6(t) sauz
nepodobd harmonickému priebehu ~ sin wt.

8.7 Budeny nelinearny oscilator — deterministicky chaos

VyuZime né§ program na rieSenie diferencidlnej rovnice pre nelinedrny harmonicky oscilator
budeny vonkajsou periodickou silou

2" + vy’ + 2® = Fsint (8.49)

s parametrami F' = 7,5, v = 0,05 [26].

Riesenie vo fazovom priestore parametrov (x,p) je na obrazku 8.6. Na rozdiel od linedrneho
oscilédtora, kedy rieSenie konvergovalo na stabilny elipticky orbit (obrdzok 8.2), vidime teraz
na obrazku aperiodickd chaotickil drahu. Dynamicky rezim, v ktorom sa oscilator nachéddza,
je oznacovany ako deterministicky chaos a draha, ktort absolvuje, je oznacovand ako podivny
atraktor. Podobne ako v kapitole 3 sme svedkami chaotického spravania systému, opisaného
jednoznacnou, deterministickou rovnicou. [26].

Zaujimavou vlastnosfou podivného atraktora, ktort v Standardnych fyzikalnych systémoch
nepozorujeme, je citlivost vo¢i zmene pociatoénych podmienok. V deterministickych systémoch
sme zvyknuti na stabilitu rieSeni: ak rieSime pohybovi rovnicu s danymi pociato¢nymi pod-
mienkami, a potom zopakujeme rieSenie s po€iato¢né podmienkami infinitezimalne zmenenymi,
budu s obe rieSenia v Tubovol'nom ¢ase 1iSif len malo. Podivny atraktor tito vlastnost nema: malé
zmena pociatocnych podmienok vedie k tplne inej drdhe vo fizovom priestore (aj ked opit
v rdmci priestoru, v ktorom podivny atraktor leZ{). Rozdielne drdhy vidime na obr. 8.7

Obr. 8.6. Numerické rieSenie rovnice (8.49) s pociatoénymi podmienkami y;(0) = 0, y2(0) = 1 a
krokom h = 27 /1000.
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Obr. 8.7. Dve drdhy nelinedrneho harmonického oscildtora v reZime deterministického chaosu, zodpo-
vedajice roznym pociatocnym podmienkam. Pravy obrdzok ukazuje detail lavého.

8.7.1 Poincareho zobrazenie

Pre jednoduchsi opis deterministického chaosu definujeme Poincareho zobrazenie: Nakreslime
do fazového priestoru len body (x,p) v ¢asoch

T,=nxT (8.50)

Obr. 8.8. Vravo: Poincarého zobrazenie pre nelinedrny oscildtor v rezime deterministického chaosu.
Cierne a &ervené body zodpovedaji réznym pociatoénym podmienkam. Vpravo je Poincarého zobrazenie
pre At = T'/2. Cervené body zodpovedajii bodom dosiahnutym v &asoch T}, = (n + 1/2)T.
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(T je peridda budiacej sily, v naSom pripade 7" = 27.) Obrazok 8.8 ukazuje, Ze tieto body
vytvoria v rovine fraktdlnu Struktiru. Podobne ako v kapitole 3 jej hodnota charakterizuje
triedu chaotického spravania. Nebudeme hladat jej fraktdlnu dimenziu VSimneme si len, Ze
tvar podivného atraktora nezdvisi od pociatocnych podmienok. Pre zaujimavost je na pravom
obrézku 8.8 ukdzané Poincarého zobrazenie pre dvojndsobny pocet bodov: v &asoch T,, = nT'/2.

8.8 Model Volterra-Lotka

RieSme systém dvoch nelinedrnych diferencidlnych rovnic [22]

yo= ayi+byys
Yo = aya+ B yye
Tieto rovnice boli navrhnuté na kvalitativnu analyzu jednoduchého biologického systému. Fun-
kcie y; a y» md6Zu zodpovedat populdcii dvoch typov Zivocichov, napriklad zajacov a liSok.
Zajace Zeru travu a rozmnoZuju sa, preto a > 0 — ¢im viac zajacov, tym viac potomstva. LiSky
sa Zivia zajacmi, preto o < 0 — bez potravy by lisky vyhynuli. Koeficienty b a /3 charakterizuji
vzdjomnu vizbu oboch populécii: ¢im viac liSok, tym rychlejSie budd zajace ubudaft, preto je
b < 0. Naopak, ¢im viac zajacov, tym rychlejsie bude pribidat liSok, preto 5 > 0.
Znamienka koeficientov preverime vypoétom staciondrneho rieSenia, v ktorom y; = 0,
yy = 0:

(8.51)

a «
= —— >0 o = —— > 0 8.52
Y1 b >0, Yo 3 > ( )

Staciondrne rieSenia sa ale v prirode nerealizuju, lebo ich malé fluktuacie (napr. pytliak zastreli
tri liSky) moZu narusif. O¢akdvame preto, Ze realistické rieSenie bude zodpovedat nejakej drdhe
vo fazovom priestore (zajace, liSky). Hladajme ho najprv v blizkom okoli staciondrneho bodu.
Polozme

v1. = H+Q
~ 8.53
Yo = Yo+ (o ( )
120 ‘ ‘ ‘ ‘ 1207 : ‘yl ‘Yg‘ ]
r ] 115 E
1o+ * Ho,ﬂ ‘\/\ [\ | f
a ] "//\‘H\“\‘\“\/’
1054“‘/“\\\/\“‘“\\\\\\‘r
At AR A
, \ L A AR
s“ 1 ! H‘
il R
L L L L L L 90 ]
%o 90 10]0 110 120 ‘ 10(‘)00 ‘ 206?0 ‘ 30600 40000

Obr. 8.9. Nelinedrny model Volterra-Lotka pre a = 1, a = —1, b = —0,01 a 8 = 0,01. Casovo
nezdvislé rieSenie je 1 = y2 = 100. VIavo: drdha vo fizovom priestore (modrd krivka) a jej porovnanie
s kruZznicou, ktord zodpovedad rieSeniu linearizovaného systému rovnic (8.54). Pravy obrdzok ukazuje
casovi zdvislost premennych y; a yo pre pociatocné hodnoty y; = yo = 110.
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Dosadenim do rovnice (8.51) a po zanedbani malych ¢lenov ~ (;(, dostaneme linearizovany
systém diferencidlnych rovnic

Ci = —b%@
(8.54)
Cé = —ﬁ%Q

ktory je formdlne identicky rovniciam linedrneho harmonického oscildtora. Drdhou vo fdzovom
priestore teda bude elipsa, a poc¢ty oboch Zivocichov budi harmonicky oscilovat okolo svojich
rovnovaznych pol6h, a budi navzdjom fazovo posunuté.

RieSenie podvodnych nelinedrnych rovnic (8.51) ndjdeme numericky. Na lavom obrazku 8.9
je rieSenie nelinedrnych rovnic Volterra-Lotka (8.51) porovnané s rieSenim linearizovaného
rieSenia (8.54) pre parametre ¢ = 1, « = —1, b = —0,01 a § = 0,01. Presné rieSenie sa len
malo 1iSi od linearizovaného. Pravy obrazok 8.9 ukazuje ¢asovu zdvislost oboch veli¢in, ktoré je
blizka harmonickému priebehu.

Netreba pripominat, Ze aproximécia nelinearneho modelu linedrnym je pripustna len vtedy,
ak sa hodnoty y; a y» len madlo liSia od staciondrnych hodnét. V ulohe 8.10.6 na obrazku 8.12
vidime, ako sa Casovy priebeh zmeni, ked sa pociatocné podmienky podstatne 1iSia od staci-
ondrnych hodnot.

8.9 Brownov pohyb

Diferencidlnymi rovnicami opiSeme aj dvojrozmerny Brownov pohyb, napr. pohyb pelového
zrnka na hladine vody (hmotnosf castice m = 1).
or or

o~ ot
kder = (z,y) jepolohaaf = (f,,f,) je ndhodnd sila, ktoré modeluje zrazky zrnka s molekulami.
Predpokladdame, Ze jej strednd hodnota v Case je nulova,

+1(t) (8.55)

{f(2)) =0 (8.56)
Absoliitna hodnota sily je definovand autokorela¢nou funkciou, ktord zvolime v tvare
(EOEE)) = fFo(t — 1)) (8.57)

Podl'a rovnica (8.57) je sila v Case ¢ nezdvisla od toho, akd sila posobila na Casticu v predcha-
dzajucich casoch. V literature je takato sila znama ako biely Sum. Pre nds je volba nekorelovane;j
sily vyhodn4, pretoZe ju Fahko modelujeme generdtorom ndhodnych cisiel.

Uloha trenia v rovnici (8.55) je podstatnd, koeficient ~ bude v simuldcidch pomerne velky.
Samotny pohyb pelového zrnka opisuja Styri diferencidlne rovnice, ale v skutoCnosti ide len
o dve dvojice rovnic pre siradnicu zrnka v smere x a y:

Ty, = 19

¥, = —~yws+ fult) (8.58)

yi = U
8.59
Yy = —yy2 + fy(t) (8.59)
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Obr. 8.10. Jednorozmerny Brownov pohyb je ekvivalentny ndhodnym prechddzkam Néhodné sila fy = 1,
v = 27. Abe ste videli, Ze velkd hodnota v je ddlezitd, skiste simulovat rovnice pre Brownov pohyb
s malymi hodnotami .

8.9.1 Modelovanie ndhodnej sily

d - funkciu v rovnici (8.57) pre koreldciu nevieme numericky simulovat, preto zavedieme kratky
korelacny ¢as A a korela¢nu funkciu vyjadrime vzfahom

2 o
(fo(t) fo(t)) = { go Ii B E,I iﬁ (8.60)

Ta PR

Obr. 8.11. Vrlavo: Dvojrozmerny Brownov pohyb. VSimnime si dva kritke Cervené useky, ktoré
zodpovedaji polohe pelového zrnka na zaciatku a na konci celého deja. Simuldcia prebiehala pre
0 <t < T = 10°A, zobrazeny je len kazdy 10000-ty bod. v = 27, A = 1[2]% x 20. Lavy ob-
razok ukazuje Brownov pohyb v nasledujicich deviatich ¢asovych intervaloch (lavy horny panel je

ekvivalentny favému obrdzku). Cervenou je zvyraznend drdha v nasledujicom intervale.
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Zvolime teda na intervale A od ¢asu nezavislu silu f. Jej hodnotu a smer volime ndhodne gene-
ratorom ndhodnych ¢isiel. Aj samotny Casovy interval A mdZe byt zvoleny ndhodne s nejakym
pravdepodobnostnym rozdelenim a strednou hodnotou A,.

8.9.2 Numerické vysledky

RieSme najprv jednorozmernu tlohu. RieSime teda numericky len dvojicu diferencidlnych rov-
nic (8.58). Vysledok numerickej simulécie (obrdzok 8.10) nas neprekvapi, jednorozmerny Bro-
wnov pohyb je ekvivalentny ndhodnym prechddzkam [5].

Ako ukazuju pohybové rovnice (8.58,8.59), dvojrozmerny Brownov pohyb zloZime z dvoch
jednorozmernych: suradnice Castice v rovine xy st suradnicami dvoch nezavislych Brownovych
pohybov v smere x a v smere y. Ukdzka takejto simulécie je na obrazku 8.11.

8.10 Ulohy

8.10.1 Pokrocilé programovanie

NapiSte program na rieSenie N diferencidlnych rovnic. VyuZzite subroutinu, ktord po vstupe
(2,y(x)) vrati hodnoty (x + A,y(xz + A)) s parametrom A > h.

8.10.2 Linearny harmonicky oscilator

NapiSte program pre rieSenie diferencidlnej rovnice metédou Runge Kutta. Program otestujte
numerickym rieSenim pohybovej rovnice pre linedrny harmonicky oscildtor

8.10.3 Budeny harmonicky oscilator

Napiste program ktory riesi casovy vyvoj budeného harmonického oscildtora s ttmenim. Z nume-
rického rieSenia odhadnite ¢as potrebny k dosiahnutiu stacionarneho stavu v ktorom sa amplitida
kmitov uzZ nemeni. Ndjdite limitné hodnoty amplitady y; . Pre zvolené parametre wy, v a w overte,
¢i numerické vysledky pre amplitidu, energiu, vykon, sihlasia s analytickymi vzfahmi. Zvolte
rozne periodické budiace sily, napriklad a zistite ako tvar budiacej sily ovplyviiuje vysledky.

8.10.4 Nelinearny oscilator

N4jdite numericky ¢asovy priebeh 6(¢) vychylky nelinearneho oscildtora. Z ¢asového priebehu
nelinedrneho oscildtora néjdite periddu nelinedrneho kyvadla ako funkciu pociato¢nej polohy
0. Nakreslite graf T' = T'(0,) a porovnajte ho s obrazkom 4.3.

8.10.5 Deterministicky chaos

Overte extrémnu citlivost ¢asového vyvoja nelinedrneho budeného oscildtora opisaného rovni-
cou (8.49) od pociato¢nych podmienok (pozri obr. 8.7). RieSte pohybovu rovnicu numericky
s dvoma blizkymi poc¢iatoénymi podmienkami a vypocitajte, ako s as ¢asom meni vzdialenost bo-
dov vo fazovom priestore, zodpovedajica tymto rieSeniam. Vysledok porovnajte s analogickym
vypoctom pre linedrny harmonicky oscildtor.
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4
I a=+1, b=-1 Y, Y,
(X:—l, B:+1 o 1’2 1’5
3 22 1,5
22 25
YQ 2
1 I
1 l 1 l 1 l 1
00 1 2 3 4
Y
Obr. 8.12. Numerické rieSenie modelu Volterra-Lotka pre parametre modelu a = 1, « = —1, b = —1,

£ = 1 apre tri po¢iato¢né hodnoty uvedené v legende. §j; = > = 1 sa pohybujeme.

8.10.6 Model Volterra-Lotka

Rieste numericky systém rovnic (8.51) s parametrami ¢« = 1,b = -1, = =1, =1 a
pociatoénymi podmienkami y; (0) = 1,2, y2(0) = 1,5. Néjdite staciondrne rieSenie a porovnajte
ho s rieSenim linearizovaného problému (rovnice 8.54) (obrazok 8.12).

8.10.7 Brownov pohyb

Pri numerickej simuldcii Brownovho pohybu sme ndhodnu silu modelovali vztahom (8.60).
Vsimne si, Ze ak je sila konStantna na intervale A, potom vieme pohybové rovnice v tomto
intervale vyrieSif aj analyticky. Na modelovanie Brownovho pohybu potom nepotrebujeme algo-
ritmus Runge Kutta, ale ndjdeme analytické vyjadrenie polohy Castice v Case ¢ + A ako funkciu
polohy v case t. NapiSte taky program a porovnajte jeho efektivitu (predovSetkym rychlost
vypoctu) s programom zaloZzenym na numerickom rieSeni diferencidlnych rovnic.



KAPITOLA 9

Metoda strelby

RieSenie diferencidlnej rovnice druhého radu je jednoznacne uréené, ak pozname dve podmienky.
V kapitole 8 sme rieSenie definovali zadanim pociato¢nej polohy a rychlosti. Inou moZnostou je
zadaf hodnotu funkcie v dvoch bodoch, napriklad na zaciatku a na konci definicného intervalu
nezdavislej premennej. Takto definovanou ulohou sa budeme zaoberaf v tejto kapitole.

Na rozdiel od rieSenia dynamickych udloh, v ktorych nds zaujimal ¢asovy vyvoj systému,
teraz sa budeme zaujimat o dlohu n4jst vlastné frekvencie (vo vSeobecnosti vlastné hodnoty)
fyzikélnej sustavy. Ako priklad uvedieme tilohu kmitajicej homogénnej struny: pozndme rovnicu
vlnenia, ktoré opisuje kmitanie struny dizky L,

Py(x) 2
oer — WY@ ©.1)
a mame predpisané okrajové podmienky, napr.
y(x =0) =0, y(L=0)=0 9.2)

Uvidime, Ze rieSenie vlinovej rovnice neexistuje vzdy, ale len pre niektoré vybrané hodnoty
frekvencie w (obrdzok 9.1). Ide o priklad uloh technickej fyziky, ktoré rieSia kmitanie tyci,
dvojrozmernych blédn, alebo aj trojrozmernych objektov. Ich vlastné frekvencie, na ktorych
rezonuju, zavisia od sposobu, akym su tieto objekty uchytené na okraji.

Analogicka uloha je zndma v kvantovej mechanike. V druhej Casti tejto kapitoly ukdZzeme,
ako metdda strelby umoziuje vypocitaf vlastné frekvencie a vlastné funkcie kvantovej Castice
viazanej v ubovol'nej kone¢nej potencidlovej jame.

V tejto kapitole teda budeme riesif vinovii rovnicu so zadanymi okrajovymi podmienkami. To
znamend, Ze na jednom konci systému budeme poznaf len vychylku, ale nepozndme smernicu
spravneho rieSenia (prvi derivaciu). Druhd podmienku mame definovani na opacnom konci
vzorky. Diferencidlnu rovnicu preto moZeme riesif len metédou pokusov a omylov — budeme
hladat rieSenie, ktoré skon¢i na druhej strane vzorky v hodnote, predpisanej druhou podmienkou.
Odtial pochddza nazov metddy — metdda strelby.
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Obr. 9.1. Vlastné stavy homogénnej struny dizky L uchytenej na oboch koncoch si rie§enim diferencialnej
rovnice (9.1) s okrajovymi podmienkami (9.2). Vlastné stavy existuji len pre urcité hodnoty frekvencie
w dané vztahom (9.4).

9.1 Kmitanie struny

9.1.1 Homogénna struna

Hradajme vlastné frekvencie struny dizky L pevne ukotvenej na oboch koncoch. VInova rovnica
m4 tvar

9%y(x)
ox?

s okrajovymi podmienkami (9.2). V pripade homogénneho rieSenia, o = 1, pozname analytické
rieSenie z tedrie: Struna kmitd s vlastnymi frekvenciami

— _aw2y($) (9.3)

Wy = %n, n=12 ... 9.4)

K nim zodpovedajuce vlastné funkcie, ktoré opisuju vychylku struny v danom mieste

yn(z) = Asin <7m%> 9.5)

Této uloha je presne rieSitelnd, napriek tomu ju budeme riesif aj numericky.

9.1.2 Algoritmus numerického rieSenia

Ulohu méZeme riesif alebo metédou diferencif, ktort sme preberali v kapitole 6 alebo metédou
Runge Kutta. PretoZze nemédme dve Startovacie podmienky — pre funkciu a jej derivaciu — skisime
rieSenie hladaf skusmo. Chybajiicu druhu pociato¢nii podmienku si zvolime, napr. dy/0zx = 1.
To si mézeme dovolit, pretoze diferencidlna rovnica je homogénna. Ak pre dand frekvenciu
pozndme rieSenie y(x), tak je rieSenim aj Ay(x) pre Tubovolnd konStantu A # 0.

Numerického rieSenia teda mdZe prebiehat takto:

1. Zvolime si nejakd hodnotu w.
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Obr. 9.2. Riesenia vInovej rovnice (9.3) pre rozne hodnoty zvolenej frekvencie w = 2%%, kdei =1, 2,
3,4,...15.
2. RieSime diferencidlnu rovnicu s pociatoénymi podmienkami
e
w(0)=0, — =1 9.6
%(0) 0x lz=0 ©-6)
pre 0 < z < L angjdeme vychylku struny y)x = L).
3. Ak sa “traffime” a dostaneme y,(L) = 0, tak nami zvolena frekvencia w je jednou
z vlastnych frekvencii. Inak sa vratime do bodu 1
Na obréazku 9.2 st zobrazené numerické rieSenia ziskané pre frekvencie
2m 1
=—-, 1=1234,...15 9.7
w L 87 ? Iy ( )
Vlastné frekvencie zodpovedaju volbe
1 =4,812, ... (9.8)

zvyraznené Cervenymi krivkami. Pre tieto hodnoty sa rieSenie, ktoré sme ,,vystrelili” dopadlo
presne tam, kde sme h chceli mat.

9.1.3 Rychlejsi algoritmus

Aby sme nemuseli frekvenciu hl'adaf naslepo, vyuzijeme poznatky z predchadzajucich vypoctov,
Ze pre vel'mi malé frekvencie je y,,(L) je vychylka na konci struny

Y (L) (9.9)

celkom urcite kladnd, meni znamienko, ked frekvencia w narastd. MdZeme preto vlastné frek-
vencie hl'adaf metédou delenia intervalu:
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1. N4jdeme skusmo dve frekvencie w; < w- také, Ze
ywl(x = L) X wa(ZE - L) <0 (9.10)

Potom vieme, Ze aspoi jedna vlastna frekvencia leZi medzi nimi:

w < w < W 9.11)
2. Zvolime

uza“;w 9.12)
3. Ak

Yoo(r=L) xyy(x=L)<0, tak wy=0u' (9.13)

Inak w; = W’
4. goto 1 s novymi hodnotami w; a wo

Algoritmus zastavime, ak napr. ws — wy < 0,00001

9.1.4 Kmitanie nehomogénnej struny

Skdsme teraz ndjst vlastné frekvencie nehomogénnej struny. Strunu si predstavime ako jedno-
rozmernu retiazku atdémov navzdjom pospdjanych pruzinkami (obr. 9.3). Atémy budd ma r6znu
hmotnost M,,.

Pohybové rovnice pre vychylky jednotlivych atémov maju tvar

9%u,,
M, oz _ZK (Un = Um) = K [Upg1 + Up—1 — 2y (9.14)

Predpokladajme u,, = u,e”*" a prejdime k spojitej dlohe (a — 0, x = na)

Ou(x
1%H+umq—%%:a28ﬁ) (9.15)
M M M
k n-1 k n k n+l k
n-1 n n+l
. 4 s ->
un

Obr. 9.3. Diskrétna verzia struny.
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Obr. 9.4. Kmity nehomogénnej struny s nehomogénnou hustotou (9.20). Cervenou st vyznacené riesenia,

ktoré zodpovedaju okrajovej podmienke y(x = L) = 0 na pravom okraji struny.

Dostaneme tak diferencidlnu rovnicu
0?u(zx)
0x?

—M(2)w*u(r) = Ka*
resp. rovnicu

0?u(zx)
Ox?
S parametrom

a(z) =

= —o(2)wu(r)

M (z)
Ka?

(9.16)

9.17)

(9.18)

V homogénnom pripade rovnakych “atémov” je o(z) = a. M(x)/a ma fyzikdlny vyznam

hustoty struny.
Ako priklad kmitania nehomogénnej struny rieSme rovnicu
0%y(z)

Ox?

= —a(z)w’y(r)

1 0<z<045L
alz) =< 4 045L <x <0,55L
1 0550 <z <L

Podobne ako v pripade homogénnej struny skisime frekvencie

211
= —— ) =1,234,...15
w L87 Z b b b |

(9.19)

(9.20)

(9.21)

RieSenia su zobrazené na obrdzku 9.4. Vidime, Ze vlastné frekvencie zodpovedaju priblizne
hodnotam 7 = 3, 8, 10 a 15. RieSenia su len pribliZzné, samozrejme je mozZné ziskaf aj uplne

presné frekvencie.
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9.2 Metdda strefby v kvantovej mechanike

V tejto Casti vyuZijeme metddu strelby na hladanie vlastnych energii a vlastnych funkcii viaza-
nych stavov kvantovej Castice, viazanej v potencialovej jame V(). Schrodingerova rovnica pre
Casticu ma tvar

_h_232\11(x)
2m  Ox?

+ V(x)¥(z) = E¥Y(x) (9.22)

Spomedzi vSetkych rieSeni nds zaujimaju len tie, ktoré dostato¢ne rychlo klesaju do nuly pre
x — 0, inak by vlnova rovnica nebola normovand. Preto fyzikdlne rieSenie existuje len pre
diskrétne energie £, ktorym zodpovedaji vlastné funkcie W(x) = ®,(z).

Analytické rieSenie rovnice (9.22) pozname len pre niekolko jednoduchych potencialov. Vo
vSeobecnosti musime rieSenie ndjst numericky.

9.2.1 Symetricky potencial
Predpokladajme najprv, Ze potencidl V' (x) je symetricky (obrdzok 9.5)

V(z) = V(=) (9.23)
Potom vlnova funkcia vlastného stavu je alebo symetrickd, alebo antisymetricka:

O, (z) = D, (—2x) (9.24)
preto musi platit:

P, (x=0)=1 P/ (x=0)=0 ak P,(x)=+Y,(—x)
(9.25)
O, (r=0)=0 P (r=0)=1 ak P,(x)=—-V,(—x)

Obr. 9.5. Symetricky potencidl V (x). Minimum dosahuje pre x = 0 a plati V(—z) = V(z). Ak md
kvantové cCastica energiu &/ < 0 (zndzornend vodorovnou prerusovanou ¢iarou), potom mozeme nijst
dva body ndvratu a a b, pre ktoré plati V' (a) = V(b) = E. V klasickej fyzike by body ndvratu oznacovali
najvzdialenejSie body, kam sa klasicka Castica vzdiali od minima potencidlu, ak ma energiu F.
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Okrem toho, podmienka normovanosti vyZaduje
b, (x — +o0) =0 (9.26)

Podmienky (9.25,9.26) su okrajovymi podmienkami pre rieSenie Schrodingerovej rovnice. Nu-
mericku tlohu preto moZeme riesif tym istym algoritmom, ako dlohu kmitajicej struny. Okrajovi
podmienku (9.26) ale musime popravit: zvolime si dostato¢ne velkd hodnotu X takd, Ze vinova
funkcia ®,,(X) je uz dostatone mal4, aby sme ju mohli aproximovaf nulou. VoIba X je dolezitd
— nemdzeme ho zvolif prili§ blizko k potencidlovej jame, pretoZe tam je vlnova funkcia nenu-
lova. Na druhej strane, ak X poloZime prili§ daleko od jamy, budeme mat numerické problémy
spojené s exponencidlnym narastom vlnovej funkcie.

Vo vypocte zvolime skidSobnu energiu £ blizko dna potencidlovej jamy a integrujeme Sch-
rodingerovu rovnicu od bodu X smerom k minimu potencidlovej jamy = = 0. RieSenie bude
pociatku exponencidlne rast, po dosiahnuti bod néavratu a, v ktorom E > V(a), za¢ne vlnova
funkcia oscilovat. Ndjdeme hodnotu vinovej funkcie a jej derivacie v prostriedku jamy: ¥ (z = 0)
a U'(z = 0). Ak je splnend niektord z podmienok (9.25), identifikujeme energiu ' s vlastnou
energiou. Inak zmenime energiu £ a zaCnem znova.

Samozrejme mdZeme celd dlohu riesit metédou delenia intervalu v E. VyuZijeme pri tom,
Ze vlnova funkcia W (z = 0) musi menif znamienko v intervale Fy, 1 + 0F a ¥'(x = 0) men{
znamienko v intervale E,, & 0 F.

9.2.2 Harmonicky oscilator

Ulohu rieSme najprv pre harmonicky oscilator s potencidlom

1
V(z) = §mw2x2 9.27)

Po dosadeni do Schrédingerovej rovnice (9.22) a po preSkdlovani premennych,

h
{=z/C, (=4\/— (9.28)
mw
dostaneme [23]
0?d 9
- b =ed 2
€2 +¢ € (9.29)
s energiou
2F
e=7— (9.30)

Metédou Runge-Kutta budeme riesif sistavu dvoch rovnic

oy

8_§ = 12() ©.31)

ayQ o 2
% =E=n© 9:32)
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Obr. 9.6. Lavy obrazok: logaritmicka derivdcia vlnovej funkcie (9.33) ako funkcia energie e. Vlastné
hodnoty e zodpovedaji nulovym bodom (pdrne rieSenia) a bodov, v ktorych logaritmicka derivacia

TV

Vlastné funkcie si Normované tak, aby [ d¢|¥(¢)|? = 1.

s postupne narastajicou energiou: e = 0,1,0,2, . ..
PretoZe v numerickom rieSeni nevieme normovat vinovi funkciu ¥(z), plotujeme na lavom
obrazku 9.6 logaritmicku derivaciu vlnovej funkcie

1 09(x)
O(x) Ox
Nulové body urcuju parne rieSenia, a body divergencie neparne rieSenia, pretoZe logaritmicka
derivdcia diverguje tam, kde W(x) = 0.
Z obrizku ndjdeme vlastné energie

(9.33)

1
B, = ghwe, e=1,3,... (9.34)

ktoré pozname z presného rieSenia harmonického oscilatora v kvantovej mechanike [11,23].

9.2.3 Dva harmonické oscilatory
Opisanti metédu pouZijeme aj na zlozitejsi pripad dvojitej potencidlovej jamy [24]
1
V(z) = §mw2(]1:\ —a)? (9.35)

V pripade a = 0 dostaneme len jeden harmonicky oscildtor vlastnymi energiami (9.34). To
isté spektrum, ale dvakrat degenerované, dostaneme aj v limite a — oo, ktord zodpovedd dvom
izolovanym harmonickym oscilatorom, ktoré navzajom nekomunikuju.

Pre Tubovolni hodnotu vzdialenosti @ ndjdeme vlastné energie aj vlastné funkcie algorit-
mom opisanym pri harmonickom oscildtore. Numerické vysledky pre a = 1 st zobrazené na
obrazku 9.7. Na prostrednom obrazku vidime, Ze energia zdkladného stavu je mensia, ako ener-
gia zdkladného stavu jedného harmonického oscilatora. Ide o typicky jav — viizba medzi dvoma
potencidlovymi jamami vedie k zniZeniu energie zdkladného stavu [5,23].
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10— T T TT T dvojity h.o. a=1 tri vlastne funkcie

0.6 ———— 11—

[ « log. deriviaciavx =0
‘ 7Y E R NI B S N

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-a 0 +a e

Obr. 9.7. VTavo: Potenciél dvojitého harmonického oscildtora (rovnica 9.35). Stredny obrdzok ukazuje
logaritmicka derivaciu vlnovej funkcie, z ktorej ndjdeme vlastné energie dvojitého oscilatora. V nume-
rickom vypocte sme pouZili hodnotu @ = 1. Na pravom obrazku vidime priestorovi zdvislost vlnovej

Vv

funkcie v troch najnizsich energetickych stavoch.

9.2.4 Nesymetricky potencial

Ak potencidl V(x) nie je symetricky, musime vinovi funkciu “zoSivaf” v bodoch ndvratu.
Pre danu energiu rieSime Schrodingerovu rovnicu dvakrat. Zacneme z dvoch zarucene nulovych
bodov nalavo a napravo od potencidlovej jamy. RieSenia budi smerom k jame rast, a po prechode
cez bodu ndvratu za¢nu oscilovaf tak ako v pripade harmonického oscildtora. Vlastnd energia je
t4, pre ktord je logaritmickd derivdcia oboch rieSeni v bodoch ndvratu rovnak4.

9.3 Viazané stavy na dielektrickej vrstve

Hradajme vlastné frekvencie elektromagnetickych vin, viazanych na tenki dielektricki vrstvu.
Dve takéto viny st zobrazené na Tavom obrdzku 9.8. Vlny sa §iria pozdiZ vrstvy. Pre dani
frekvenciu w maji pozdiznu zlozku vinového vektora k. V prie¢nom smere (teda v smere
kolmom na povrch vrstvy) je oscilujd, ale v priestore mimo vrstvy exponencidlne zanikajd.
Najzndmej$im prikladom takto viazanych elektromagnetickych vin si vny $iriace sa optickym
vldknom.

Uloha je vieobecnejSou verziou tlohy néjst vlastné energie kvantovej Castice. Jedinym
rozdielom je to, Ze ako vidief na pravom obrazku 9.8, vlastné frekvencie viazanych vin zavisia
od rovnobeznej zlozky vlnového vektora: w = w(kj). Preto v metdde strelby musime hradat
dvojicu parametrov (w, ky).

Pri numerickom vypoéte vyuZijeme dve vlastnosti intenzity F(z): Ak E(x) zodpovedd
vlastnému stavu, potom

* Exponencidlne klesd smerom od vrstvy.

* Je pérna, alebo neparna vzhladom na zdmenu x — —z.
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Obr. 9.8. Dva vlastné stavy viazané v dielektrickej vrstve. Vpravo je disperzny vzfah w = w(k)) [19].
Dielektrickd vrstva ma hribku L = 1 a index lomu n = 3.

Zvolme preto bod x, dostatocne daleko od vrstvy a predpokladajme E(xg) = 0. Smerom
k vrstve rieSme numericky vinovu rovnicu

0 ;; (f) S {w—n2(a:) . kﬁ] E(x) (9.36)

c2

pre zadany vlnovy vektor k| (pri voIbe jeho hodnoty si m6Zeme pomdct pravym obrazkom 9.8).

9.4 Ulohy

9.4.1 Homogénna struna

N4jdite numericky prvych pét vlastnych frekvencii homogénnej struny. PoloZte pre jednoduchost
L = 1. Poutzite rychlejsi algoritmus s delenim intervalu. Nakreslite priebeh y(x) pre ziskané
vlastné stavy. Vysledky porovnajte s presnym analytickym rieSenim.

9.4.2 Kvantovy oscilator

N4jdite numericky metddou strelby vlastné stavy zobrazené na obr. 9.6

9.4.3 Dvojity harmonicky oscilator

N4jdite metddou strelby prvych 5 vlastnych stavov dvojitého harmonického oscilatora (obr. 9.7)
a ukazte, ako tieto vlastné energie zdvisia od vzdialenosti dvoch minim a.

9.4.4 Dielektricka vrstva

N4jdite numericky hodnoty & L pre prvych pif viazanych stavov elektromagnetickej viny s frek-
venciou wl/c = /50 ~ 7,07 v dielektrickej vrstvu hribky L = 1 s indexom lomu n = 3.
Nakreslite priebeh elektromagnetického pola E(x) pre dva vlastné stavy.



KAPITOLA 10

Diagonalizacia matice

Diagonalizacia matice je jednou zo zdkladnych uloh, s ktorymi sa vo fyzike stretdvame. Ak je
dand matica M, tloha spociva v ndjdeni jej vlastnych hodnot — vSetkych, alebo aspon niektorych
— a zodpovedajucich vlastnych vektorov.

Typickou fyzikdlnou udlohou, ktord vedie na diagonaliziciu matice, je hladanie vlastnych
frekvencif ststavy viazanych oscildtorov, ktorou sa budeme venovat v casti 10.1. S diagonali-
zaciou matic sa Casto stretneme v kvantovej mechanike. Vlastnymi hodnotami su vtedy vlastné
energie kvantového systému, a vlastnymi vektormi si zodpovedajtice vlastné vektory.

Vo fyzikdlnych aproximécidch sa naj€astejSie vyskytuji symetrické matice,

M,; = Mj; (10.1)
alebo hermitovské matice
Hij = 7-[;‘1 (10.2)

V oboch pripadoch su vlastné hodnoty matice M redlne.

V casti 10.2 ukdzeme, Ze diagonalizacia matice je ekvivalentnd tlohe ndjst vlastné hodnoty
diferencidlnej rovnice. Ako priklad ndjdeme najniZie energetické stavy atomu vodika.

Z velkého poctu algoritmov diagonalizacie matice sa budeme zaoberaf tym najjednoduchsim.
V casti 10.3 preberieme Jacobiho metédu diagonalizacie redlnych symetrickych matic, zaloZenu
na postupnej elimindcii nediagonalnych prvkov. Inou metédou hladania vlastnych hodnot je
iteraénd metéda, zaloZend na postupnom nasobeni matice M pokusnym vektorom . Z dizky
ziskaného vektora ndjdeme najvicsiu vlastni hodnotu. Pre vypocet d’alSich vlastnych hodnot
vyuzijeme metédu Schmidtovej ortonormalizdcie. Metdédou sa budeme zaoberaf v ¢asti 10.4.

PretoZe diagonalizdcia matice je ¢asovo aj numericky naro¢nd, je vyhodnejSie zverif ju
profesiondlnym subroutindm, napr. z balika LAPACK.
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Obr. 10.1. Dva vlastné mddy sidstavy dvoch viazanych harmonickych oscildtorov: symetricky méd
s frekvenciou €2; a antisymetricky méd s frekvenciou {22 (rovnica 10.7).

10.1 Systém viazanych oscilatorov

Uvazujme systém /N navzdjom viazanych oscilatorov, napriklad Castic s hmotnostami M;, 1 =
1,2,... N. Pohybova rovnica pre -ty oscildtor m4 tvar [27]

82Ii
J

Posledny ¢len reprezentuje vzdjomnu vizbu medzi ¢-tym a j-tym oscilatorom. Této vizba je
symetricka,

s — ks (10.4)

Keby vSetky viizby boli nulové, k;; = 0, systém by sa rozpadol na N nezdvislych oscildtorov
kmitajicich s frekvenciami w;. Vidzby spdsobia, Ze oscildtory budd kmitat ,,spolocne”. Nasou
ulohou je ngjst vlastné kmity sustave.

10.1.1 Dva rovnaké viazané oscilatory

Najjednoduchs$im pripadom su dva rovnaké viazané oscildtory (obrdazok 10.1). Vyjadrime vy-
chylky oscildtorov pomocou ich amplitid u)1 a us a Casovej zdvislosti exp —i€)t

Ty =ue S,y = uge (10.5)

Pohybové rovnice (10.3) pre dva oscildtory potom prejdui na systém dvoch linearnych rovnic

( Lfk;ri\j/M ;ff\i/M ) ( " ) =M ( - ) = ( - ) (10.6)

Ktory m4 rieSenie len ak sa frekvencia {2 rovna niektorej z dvoch vlastnych hodndt

lew

Qy = Jw?t2k/M (109

matice M.
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10.1.2 Kmity atbmov v krystalickej mriezke

Kmity atomov v jednorozmernej mriezke s mriezkovou konstantou a (obrdazok 10.2) moZzeme
opisaft pohybovymi rovnicami (10.3) s vizobnymi konStantami r6znymi od nule len v pripade,
Ze 1de o susedné atomy. Ulohu zjednodusime predpokladom, Ze vSetky atémy su rovnaké,

Mk ak |i—jl=1

0 inak (10.8)

]\41':]\47 W; = W, kw:{

Vlastné frekvencie a k nim zodpovedajice riesenie sistavy rovnic vieme ndjst analyticky (kap.
10 v [23]). Dosad'me do rovnice (10.3)

x; = e Y (10.9)
s vlastnymi frekvenciami €2. Po d’al$ej substiticii vyjadrime priestorovi zavislost amplitid

u; = Ae? (10.10)
s vlnovym vektorom ¢. Dostaneme disperzny vztah pre frekvencie

K
2(q) = 4 sin’ %, (10.11)
Vsetky atomy kmitaji s rovnakou frekvenciou ale roznymi vychylkami ;. Frekvencie €} sd
vlastné frekvencie. Hodnoty vlnového vektora ¢ uréime z okrajovych podmienok. Napriklad pre
periodické okrajové podmienky
2w

Gn = 1 n=012,...N—1 (10.12)

Pre mrieZku s volnymi koncami majui okrajové atomy len jedného suseda a vlnové vektory su

nim
N+1’

Gn = n=12...N (10.13)

n-1 n n+1
a > O s 0 o5
u qal/T

Obr. 10.2. Vravo: jednorozmernd krystalickd mriezka. Atému kmitaji okolo svojich rovnovaznych
poloh. V klasickej fyzike je pohyb atémov opisany rovnicami (10.3) s konStantami (10.8). T a L oznacuju
transverzalne a pozdiZne (longitudinalne) kmity atémov, ktoré sa od seba li§ia konstantou k a frekvenénym
spektrom. Vpravo: Vlastné frekvencie retiazky viazanych harmonickych oscildtorov.
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10.1.3 VSeobecny pripad
Vo vSeobecnom pripade je mdzu byt nediagondlne prvky matice k;; nenulové pre Tubovolni

dvojicu (i,7). Ak opif predpokladdme

, 82,
z; = uze—" a—tﬁ SO (10.14)

dostaneme pre ¢asovo nezavislé amplitidy u; systém N linedrnych rovnic

C:)% —QQ K12 Klg KlN Ui
K21 (IJ% - QQ Kgg c. KZN U9 —0 (1015)
KNl KNN—I (I)]2V —QQ unN

kde Q? st vlastné hodnoty, ktoré najdeme diagonalizdciou matice na lavej strane rovnice.

10.2 Atom vodika

Diagonalizdciu matic mdoZeme vyuZif aj pri hladani vlastnych hodnot diferencidlnych rovnic. Ako
priklad uvedieme rieSenie radidlnej Schrodingerova rovnica pre elektron v atome vodika [28].

_h_282®(r) e? n 00+ 1)R?

om  Or: | 4dmeor 2mr?

O(r) = ED(r) (10.16)

Vlastné energie tejto rovnice ndjdeme metddou diagonalizdcie matice.
Vyjadrime najprv rovnicu (10.16) pomocou bezrozmernych veli¢in. Po substittcii

r=agf (10.17)

kde ap je Bohrov polomer atému,

4meq

h22m (10.18)

CLB:2
e2

[23], dostaneme
0?9 (&) 2 L(l+1)
Toe {E e

s bezrozmernou energiou

] () = e®(¢) (10.19)

2ma%
€=—3

Pretoze vinova funkcia klesa do nuly pre dostato¢ne velké &, zvolme R = aap také, Ze

E (10.20)

P =a)=0 (10.21)

Samozrejme plati aj (£ = 0) = 0.
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Rozdelme teraz interval (0,a)) na N Casti, « = hN a aproximujme druhu derivéciu:

POE)  D(E+h)+ P —h)—20(E)

oz 12 (10.22)

Ak definujeme vektor u; dizky N,

u; = ®(& =ih) (10.23)
MoZeme rovnice (10.19) prepisat do maticového tvaru

Hu =éu, &é=h’e (10.24)
s trojdiagondlnou maticou ‘H

Hiiv1 = Hi—1 = —1

10.25
Hi = 2-— ? + 6(62——:1) | )

h = a/N. VoInymi parametrami su teda «, ktorad definuje predpokladany dosah vinovej funkcie
v jednotkdch Bohrovho polomeru, a /V, o je pocet intervalov, na ktoré diskretizujeme priestor.
Vlastné energie preto méZeme ndjst diagonalizdciou matice . VSimnime si, Ze jediny parameter,
ktory do matice H vstupuje, je pomer /N .

Na obrdzku 10.3 vidime vlastné funkcie zodpovedajice dvom najniZ$im stavom atému vo-
dika, ndjdené diagonalizdciou matice H s nulovym momentom hybnosti (¢/ = 0). Z obridzku
vidime, Ze presnost vypoctu podstatne zavisi od parametra «, ktory definuje dosah vinove;j
funkcie v radidlnom smere. Ak predpokladdme vlnovu funkciu nulovi pre o > 4, teda dovo-
lime elektrénu pohybovat sa len do vzdialenosti » < 4ap, bude numericky vypocitand energia

2 ‘ ‘ ‘ ‘ 0.5— : —
— R=2a, E,=- 378 | — — R=12a, E,=-3.309
— R=da, E =-13.16 0.4 — R=22a, E,=-339
1.5 — R=fa, B =-1358) ' exact  E,=3.402
R= |2aB El =-13.56 2 . B
L — exact El =-13,61 i
P,® 03 |
1+ 4 ¢,mf
0.2 -
05- :
0.1 -
L L L | L n
% 1 2 3 ) 2 4 6 8 10
11107 m] £ 110" m]

Obr. 10.3. Vlastné funkcie atému vodika vypocitané diagonalizaciou matice (10.25) pre rdzne hodnoty
parametra «. Prislu$né vlastné energie si uvedené v legende. VInova funkcia zdkladného stavu je r6zna
od nuly pre r > ap, preto spravne hodnoty energie zakladného stavy dostaneme, len ak hornd hranica
R > 8ap. Pre R = 2ap (modré krivka) su vysledky d’aleko od spravnych hodndt. Podobne pre prvy
excitovany stav, ktory ma Bohrov polomer a2 = 4apg, je vlnova funkcia rézna od nuly az do R = 22ap.
Diskretizdcia N = 100 sta¢i na dosiahnutie vel'mi dobrej presnosti.
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jeho zdkladného stavu podstatne vysSia, ako skutocnd energia. Uspokojivy odhad energie z4-
kladného stavu dostaneme, az ked elektrénu umoznime vzdialif sa od jadra na vzdialenosti
minimélne 8-krat vicsie, ako je Bohrov polomer. Pre vysSie stavy je potrebné volif podstatne
vacSiu hodnotu a.

Diagonalizdciou matice H dostaneme N jej vlastnych hodndt. Ako vidime z obrazku 10.3,
akceptovaf z nich méZeme len najniz$iu, resp. druhd najnizsiu. Nemdzeme ocakévat, Ze vyssie
hodnoty zodpovedaji spravnym vysledkom, pretoZe vysSie vlastné stavy zasahuji do podstatne

vvvvvvvvvv

10.3 Jacobiho metdda diagonalizacie

Jacobiho metdda diagonalizdcie symetrickej matice je zaloZend na geometrickom principe po-
stupnych roticii. UvaZujme najprv najjednoduchsi matice rozmeru 2 x 2.

10.3.1 Diagonalizacia matice 2 x 2

Najprv diagonalizujme symetrickd maticu 2 x 2, ¢o je ekvivalentné roticii roviny o uhol ¢.
P&vodnu maticu

A= ( @i 2 ) (10.26)

a1 Qa22

transformujeme na diagondlny tvar podobnostnou transformédciou

A—>A=Q'AQ= M 0 (10.27)
0 X
Maticu Q volime v tvare

Q- ( cos¢  +sing ) (1028)

—sing  cos¢
Co je matica rotécie dvojrozmerného priestoru o uhol ¢. Rovnica (10.27) m4 explicitny tvar
cos¢ —sing ail Q12 cos ¢ +sing \ (A O (10.29)
sing  cos¢ ag G99 —sing cos¢p )\ 0 A ’
Uhol ¢ ndjdeme z podmienky, aby nediagondlne ¢leny transformovanej matice A’ boli nulové.
Ak rozndsobime pravi stranu rovnice (10.29), dostaneme pre ¢ rovnicu

sin2¢ 2a19

= (10.30)
cos2¢  (age — aq)
Vlastné hodnoty si potom
A\ = ayq cos? ¢+ ass sin? ¢ — a9 8in 2¢ (10.31)

o = @99 €08% ¢ + a1y sin® ¢ + aosin 2¢ (10.32)
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10.3.2 Vlastné vektory

Lahko sa presvedcime, Ze plati

aipr @2 cos ¢ B cos ¢
( a1 Q22 ) ( —sin ¢ ) =M ( —sin¢ ) (10.33)
aip Q12 sing | sin ¢
( 21 A22 ) ( COS¢ ) =X ( Cosqﬁ ) (10.34)
Diagonalizidciou sme teda ziskali aj ortonormdlne vlastné vektory matice A.
_ [ cos¢ _ [ sing
Vl_(—sinqb)’ VQ_(cosgb) (10.35)
Vidime, Ze vlastné vektory st ortonormalizované: |vi| = |vy| = 1 a plati v; - vo = 0.

10.3.3 Iné formulacia Jacobiho metddy

Diagonalizujme maticu A Standardnym spdsobom. Rovnica
Q 'AQ=A (10.36)

vedie na kvadraticku rovnicu pre vlastné hodnoty A,

a1 +a a1 — a99)?
Mo = % + \/% + aiza91 (10.37)

Téato formulécia je vhodnd aj pre hermitovské matice s komplexnymi nediagondlnymi prvkami
91 = a’{z (1038)

Vlastné vektory ndjdeme z rieSenia sustavy linearnych rovnic

Qll _ Qll
A ( O ) =\ < Ons > (10.39)

QQl _ Q21
A( O ) =X < O > (10.40)

a podmienky normalizacie: |Qu1|*> + |Qu2* = 1,a = 1,2.
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10.3.4 Jacobiho metdda — vSeobecna matica

Majme symetrickd maticu A velkosti V. Budeme ju diagonalizovat postupnymi rotdciami matic
2 x 2, pri ktorych vynulujeme vzdy najvicsi nediagondlny prvok matice A. Algoritmus spoc¢iva
v nasledujicich bodoch:

1. Ngjdeme sucet vSetkych nediagondlnych prvkov matice

S = 1Ayl (10.41)

i<j
(Sc¢itame len nediagondlne prvky !)
2. Néjdeme najvicsi (v absolitnej hodnote) nediagonalny prvok Ay,

3. Zostrojime maticu Q takd, aby transformécia
A — Q'AQ (10.42)

vynulovala prvok Ay;.

4. Body 1-3 opakujeme, kym S nie je dostato¢ne malé (napr. zvolime na zaciatku & ~ 1077
a pokracujem, kym S < ¢).

Da sa ale ukdzat, Ze opakovanymi krokmi -13 suma S klesd do nuly.

10.3.5 VSeobecné ortogonéalna transformacia

V bode 3 algoritmu zostrojime maticu Q

1 0 0
0O 1 0
0 cos¢g ... sing
Q=] 0 0 1 ... (10.43)
0 —sing ... cos¢
0 0 1

matica je celd jednotkovd, len v riadkoch a stipcoch k a I sme vlozili 2 x 2 maticu takd, aby
vynulovala prvok A;. Podobnostna transformacia

A—Q'AQ (10.44)

samozrejme zmeni vietky prvky v riadkoch a stipcoch % a I. Po transformdcii dostaneme novi
maticu

AR =" Q5 AapQs; (10.45)
af
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Predpokladajme, Ze najvacsi nediagondlny prvok matice A je Ay;. Potom matica Q ma tvar

Qaﬁ - 5(1[3 Oé;ékaﬁ%l

Qe = cos¢
Qr = sing >k
Qlk = — singb <k
Qu = cos¢

(10.46)

Nésobenie matic A — Q 'AQ sa tyka len riadkov a stipcov k, I Ak i # k a zdroveri j # [ tak

nova __

ij

Ak i =k aj # [, potom

nova __ -1 -1 nova __  Anova
A3 = Qe Ak + Qry Auj, AR = Ay

Ak i # k a j = [ dostaneme

nova nova nova
A" = A Qr + AaQu, A = Ay

Aki=kaj=1[tak
A = A =0
a, samozrejme,
Arkl:%vé — )\1 A?lové — )\2

kde \; a \; st vlastné hodnoty matice
Apr Ap
Ay Ay

10.3.6 Vlastné vektory

Stucasne s diagonalizaciou matice vypocitame aj vlastné vektory:

1. Zac¢neme s jednotkovou maticou V=1

2. Po kazdej iterdcii maticu V transformujeme

V—-VQ

3. Po skon&eni programu ndjdeme v stipcoch matice V vlastné vektory matice A.

(10.47)

(10.48)

(10.49)

(10.50)

(10.51)

(10.52)

(10.53)
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10.4 lteracna metdda vypocet vlastnych hodnét

Vlastné hodnoty matice A mdZeme vypocitaf aj iteraCne. Postup si ukdZme najprv na vypocte
najvicsej vlastnej hodnoty matice:

10.4.1 Najvacsia vlastna hodnota
Zvol'me vektor U, dizky N a po&itajme vektory

U, = AU,

U = AU = A" (10.54)
U, = AU, = A",

Potom zlomok |U,,|/|Uy| konverguje v limite n — oo k n-tej mocnine najvicsej vlastnej hodnoty

matice A

lim ’Un|

=A" 10.
n—00 |U0| (10.55)

max

Rovnicu (10.55) dokazeme:
Matica N x N A md vlastné hodnoty \; a vlastné vektory v;. Lubovolny vektor U dlzky N
vieme vyjadrif v tvare

U, = Z Vi (10.56)
Preto plati
AU, = Z 7 (10.57)

a po N-tom kroku

AUy =D ANy (10.58)

2

\" \Y% \%
2 2
/‘: UO /‘: U] /]\ []2

Obr. 10.4. Vyvoj vektora Uy — U; — Us po dvoch iterdcidch (10.54). Povodny vektor Uy sa predlzuje
a postupne orientuje do smeru vektora v; ktory zodpoveda najvicésej vlastnej hodnote A;.
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Ak |Aq] > |As| > ... tak na pravej strane vyrazne dominuje prvy ¢len

A N
U, = aAVv, + 0O (A—Q) Vot ... (10.59)
1

takze

1 |ANU0| 11’10[1
nA, = —1 ~
PREN T ) N

(10.60)

druhy ¢len na pravej strane je zanedbatelne maly v porovnani s prvym. V dokaze sme micky
predpokladali, Ze vektor Uy ma nenulovy skalarny stcin s vektorom vy (tzn. oy # 0), ¢o je vSak
takmer vzdy splnené. Metdda konverguje tym rychlejSie, ¢im lepSie sa ndm podari nasmerovat
pociatocny vektor Uy do smeru vlastného vektora v;.

10.4.2 Itera¢na metdda — d'alSie vlastné hodnoty

Ak chceme ndjst prvych M najvacsich vlastnych hodnot, musime pocitat sucin
AU (10.61)

kde U je matica obsahujiica M vektorov dizky N. To viak nestali — ako sme videli v pred-
chddzajicej Casti, kazdy vektor, ktory ma nenulovy skaldrny sticin s vektorom v; sa v procese
iterdcif orientuje do smeru v;. Preto by sme po dostato¢ne velkom pocte iterdcii dostali M vek-
torov orientovanych do smeru vlastného vektora s najvic¢Sou vlastnou hodnotou, a informéciu
o dalSich vlastnych hodnotdch matice by sme neziskali. Preto je potrebné vzdy po niekolkych
krokoch ziskané vektory ortogonalizovat. Na to vyuzijeme Schmidtovu ortogonalizdciu vektorov.
Vysvetlime ju najprv na pripade M = 2.

1. vytvorime dva ortonormdlne vektory u; a u,

Obr. 10.5. Vyvoj dvoch vektorov u; a uy po nasobeniach maticou A. Oba vektory sa nasmeruji do
smeru vlastného vektora v; (na obrazku nie je vyznaceny). Aby sme ziskali informdaciu o druhej najvacse;j
hodnote, musime vektory u; a us vZdy po niekolkych ndsobeniach opdtovne ortonormalizovat metédou
Schmidtovej ortonormalizacie: vektor u; normalizujeme na dizku 1. Od vektora uy odpoéitame zlozku
rovnobezni s vektorom u; a vysledny vektor normalizujeme. Po dostato¢nom pocte iterdcii a ndslednych
ortonormalizécii bude uy || vi aug || va.
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2. definujeme d; = 0,dy =0al = 0.
3. definujeme maximdlny pocet iteracii Ny ax.
4. Urobime n iterdcii oboch vektorov: u; 9 = My, ... Myquy o
5. Vypocitame normu |u;| uloZime d; = d; + In |uy |
6. Vektor u; normalizujeme: u; — u; /|uy |
7. Vypocitame novy vektor uy = uy — (us.u;)uy, ktory je kolmy na u;.
8. Vypocitame normu |uy| a uloZime dy = ds + In |uy|
9. Novy vektor us normalizujeme us — s = uy/|u|
10. PoloZime ¢ = ¢ + n a ak ¢ < Ny, vratime sa na bod 3.

Potom d; a ds obsahuju informaciu o vlastnych hodnotach A; a As:

1 1
dl, hlAQ =

InA, =
=N Ninax

dy (10.62)

Ortogonalizécia v bode 7 zabezpeci, Ze vektor us bude kolmy na u;. Ked'Ze vektor u; sa postupne
orientuje v smere vlastného vektora v;, bude sa vektor u, postupne orientovat v smere vektora
vy (obrazok 10.5).

10.4.3 Zastavenie programu

V algoritme sme vypocet ukoncili po vykonani maximélneho poctu N, iterdcii. Vhodnu
hodnotu N, ale nevieme dopredu urcit, pretoze nemame zarucené, Ze ziskané vlastné hodnoty
maju dostato¢nu presnost. Preto je potrebné ndjst iné kritérium ukoncenia vypoctu. Medzi body
9 a 10 algoritmu preto vloZime test konvergencie [4]. Budeme sledovaf, ako sa s narastajicim
poctom iterdcii vyvijaji hodnoty ¢; = dy/¢ a (; = dy/{. Podla rovnice (10.62) konverguje
veli¢ina (; k vlastnej hodnote A;

lim G(0) = A, (10.63)

Ocakédvame preto, Ze fluktudcie ¢;(¢) budd s narastajicim ¢ klesaf. V priebehu vypoctu preto
budeme poditaf aj sucty s; = > G av; = > ¢? z hodndt ¢; a (, ziskanych po kazdom kroku 5.
Podrla zdkona velkych ¢isiel bude pomer

A v — 82
VU =S (10.64)

Si

klesat ako 1/ V/{. Program zastavime, ak klesne pod dopredu zvolend hodnotu, napr. € = 0,01.
Po dostato¢ne vysokom pocte iterdcii teda ziskame strednd hodnotu A; = d; /¢ s presnostou e.
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10.4.4 ZovSeobecnenie pre N vlastnych hodnét

Algoritmus zovSeobecnime na vypocet N vlastnych hodnot matice. K tomu potrebujeme orto-
normalizaciu N vektorov u;.

1. Zaéneme s jednotkovou maticou U a vektorom d dizky N a polozme ¢ = 0.
2. Urobime n iterdcii U = A™U. dostaneme N vektorov u, v stipcoch matice U
3. Vektory ortonormalizujeme: Pre vSetky 1 = 1,2, ...

(a) ndjdeme normu vektora |u;| a pripoéitame ju k d;: d; = d; + In |u;|

(b) normalizujeme vektor w; — u; = u;/|u;|

(c) pre vsetky j > ¢ transformujeme vektor u; = u; — (u;.u;)u,
4. Po ortonormalizdcii vSetkych vektorov u; polozime ¢ = ¢ 4 n a vratime sa na krok 2.
Na konci vypo&tu d; obsahujd informéciu o AY:
1
l
Kritérium zastavenia programu bude analogické ku kritériu opisanému v predchadzajicej
Casti 10.4.3.

InA; = - d; (10.65)

10.4.5 Poznamky

Iteracnd metdda sa zda byt ovela fazkopadnejSia ako Standardnd diagonalizdcia Jacobiho me-
tédou.Ma vsak svoje opodstatnenie v problémoch, kedy matica A nie je ani symetrickd, ani
hermitovska. V mnohych dlohdch ndm totiZ staci ndjsf len niekol'ko najvicsich vlastnych hod-
nodt. Vtedy by diagonalizicia celej matice trvala nedmerne dlho.

V inych aplikdcidch je matica A takd velkd, Ze jej rozmer znemoziuje aplikovat metddy
diagonalizacie. Ak sa uspokojime len s niekolkymi najvacsimi vlastnymi hodnotami, pracujeme
vzdy len s niekol’kymi vektormi, o podstatne zniZuje naroky na pamat.

Iteracnd metdda sa uplatni aj v problémoch, kedy samotnd matica A je vyjadrend ako sucin
velkého poctu matic

N, max

A= H A, (10.66)
=1

a potrebujeme vedief jej vlastné hodnoty [4].

10.5 Ulohy

10.5.1 Jacobiho metdéda

NapiSte program pre Jacobiho metédu na diagonaliziciu symetrickej matice N x N.
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10.5.2 Trojdiagonalna matica 1

Diagonalizujte trojdiagondlnu maticu A:
inak A;; = 0. Vlastné hodnoty vieme ndjst analyticky [23]

v

Ai=2 :
COSN—|—1

i=12,...N

Porovnajte ich s numericky ziskanymi vlastnymi hodnotami.

10.5.3 Trojdiagonalna matica 2

Diagonalizujte trojdiagondlnu maticu A:

Az‘jzl ak |Z—j|:1,

Ain=An =1
inak A;; = 0. Vlastné hodnoty vieme ndjst analyticky

271

)\Z'ZQCOSW, 1=02,...N—-1

Porovnajte ich s numericky ziskanymi vlastnymi hodnotami.

10.5.4 Binarna mriezka
Diagonalizujte trojdiagondlnu maticu A:

ktorej diagondlne prvky sa striedaju:

2 .
o Jowr =2k
A”_{wg i =2k—1

Kapitola 10. Diagonalizacia matice

(10.67)

(10.68)

(10.69)

(10.70)

(10.71)

(10.72)

(10.73)

Matica zodpoveda (bindrnej retiazke zloZenej zo striedajtcich sa dvoch typov atémov.

10.5.5 Retiazka nahodnych atomov
Diagonalizujte maticu A:

A =1 ak |i—j|=1
ktord ma na diagondle ndhodné prvky

Ay = w;

2

(10.74)

(10.75)

Matica zodpoveda mriezka zloZenej z roznych atémov. Diagondlne prvky A;; mdZeme generovaft
ndhodne napr. z intervalu (0,1) Na rozdiel od predchddzajucich prikladov 1 a 2 tuto tlohu

analyticky nevyrieSime.
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. . ~l-eps
atom vodika - energia zakladneho stavu pre v(r):r( P

35—

-13.55

-13.65
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Obr. 10.6. Energia zdkladného stavu atomu vodika vo svete, v ktorom potencidlna energia elektrénu
V(r) ocr—1=e,
10.5.6 Kmitajuca struna

Prevedte ulohu kmitajucej struny z kapitoly 9 na ulohu hl'adania vlastnych hodndt matice.

10.5.7 Atém vodika 1

Porovnajte energie vlastnych stavov atomu vodika n = 2, ¢ = 1, ktoré ndjdete diagonalizciou
matice H. Nakreslite priebeh radidlnych vlnovych funkcii.

10.5.8 Atém vodika 2

N4jdite energiu zdkladného stavu atomu vodika, ak potencidlna energia zavisi od r vztahom

1 €2

dmreq rite

V(r) (10.76)
(obrazok 10.6). Vysledok mdzeme pouZif ako dodatocny argument v pripadnej diskusii, ¢i je
Coulombov potencidl naozaj klesd ako ! [16]. Pripomenieme, Ze analytické rieSenie Schrodin-
gerovej rovnice pre potencial r~(*<) nepozname. Numericky ho dostaneme zdmenou jedného
vstupného parametra programu.

10.5.9 lterana metdda

Zvolte si Tubovolnd maticu A a ndjdite jej tri vlastné hodnoty metddou iterdcii. Odhadnite
presnost ziskanych vysledkov.






KAPITOLA 11

Minimalizacia

Minimalizdcia funkcie f(z) znamend ndjst také x..,, pre ktoré f(x) nadobida najmensiu
hodnotu. V najjednoduchSom pripade analytickej funkcie f(x) mdZeme minimum hladaf tak,
Ze vyrieSime rovnicu

of(x

of (x) —0 (11.1)

8x T=Zmin

Takyto postup ale vedie k transcendentnej rovnici, ktort opif musime riesif numericky. Casto
je preto vyhodnejSie hfadat minimum funkcie priamo. Minimalizécia je vo vSeobecnosti jed-
noduchsia ako rieSenie nelinedrnych rovnic. Preto sa ¢asto postupuje opacne: namiesto rieSenia
rovnice

F(z) =0 (11.2)

hradéme minimum funkcie F?(x). Tento postup je vyhodny predovietkym vtedy, ked F je
funkciou viacerych parametrov. Minimalizacia F'? vtedy nahrddza rieSenie sdstavy nelinedrnych
rovnic.

V tejto kapitole ukdzeme zdkladné algoritmy minimalizicie funkcie. V Casti 11.1 budeme
hladaf linedrnu regresiu experimentdlnych dat. Minimaliza¢nud dlohu prevedieme na problém
rieSenia linedrnych rovnic. V druhej Casti 11.2 ukdZzeme algoritmus hladania minima Tubovo-
I'nej funkcie jednej premennej. Tento zovSeobecnime na funkcie N premennych v casti 11.3.
V Casti 11.4 ukaZeme jednu z najcastejSich minimaliza¢nych uloh — fitovanie experimentdlnych
dat.

11.1 Linearna regresia

Majme N experimentalnych udajov: pre hodnoty x; sme namerali hodnoty y; a predpokladdme,
Ze vztah medzi veli¢inami x a y je linedrny:

Yy =ag+ ax (11.3)
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NasSou tlohou je ndjst konStanty ag a a;.
NajjednoduchSou metédou je metéda najmensich Stvorcov, pri ktorej minimalizujeme od-
chylky nameranych hodnét od teoretickej funkcie. Definujme funkciu F'(ag,a;) vztahom

[(ap + ar2;) — y3]° (11.4)

Mz

CL07CL1
=1

Funkcia ma minimum pre ag a a;, ktoré st rieSenim rovnic

OF _ OF

el i 11.
Oay ’ Jday 0 (11.5)

PretoZze F'(ag,a;) je kvadratickd funkcia v oboch parametroch, rovnice (11.5) su linedrnymi
rovhicami s nezndmymi ag a a;

oF N+a12xl Zyl_o (11.6)

= qay
8@0

6al—alzxz+alzx —ZnyZ—O (11.7)

Ide teda o sustavu dvoch linedrnych rovnic

2l 2w \ (ao N L X (11.8)
Zi i 27, %2 ai ZZ YiT; ’
Jej rieSenie si vieme l'ahko vyjadrif analyticky aj naprogramovat.
Linedrnu regresiu dnes urobi (asi) kazdy graficky program, ¢asto ndm ndjde aj odhad ne-
presnosti koeficientov (pozri ¢ast 11.4). Napriek tomu je dobre vedief princip metddy — aj preto,

Ze ju lahko zovSeobecnime na lubovolny fit dat na funkciu, ktord zdvisi linearne od svojich
parametrov. Napriklad uloha fitovat numerické data na funkciu

y(z) = ap + a1z + agr® + agx* + as sin(x + 2?) (11.9)

vedie na rieSenie systému Siestich linedrnych rovnic pre 6 nezndmych. Zlozitejsie fitovacie tilohy
(pozri ¢asft 11.4) rieSime minimalizdciou funkcie viacerych premennych.

11.2 Minimalizacia funkcie jednej premenne;

Majme funkciu f(z). Chceme ndjst hodnotu z,,,, v ktorej f(z) nadobida minimélnu hod-
notu. RieSenim je z,;, (obrdzok 11.1). Najjednoduchsi algoritmus hl'add minimum “krd¢anim”
v definicnom obore funkcie.
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f(x)-2F -

Obr. 11.1. Funkcia f(z) ma minimum v bode Zyiy.

11.2.1  Algoritmus
Najjednoduchsi algoritmus je zaloZeny na kracani v priestore x.

1. Zvolime si dva body: Startovaci bod x( a druhy bod x;, ktory uddva smer kracania a po-
Ciato¢nd dlzku kroku |zg — x4

2. Vypocitame funkéné hodnoty fy = f(xo) a fr = f(xy).
3. Porovname fj a f;. Ak je fy < f;, tak vymenime xq <— x; a samozrejme aj fo <— f;.

4. Po kroku 3 urcite plati f, > f;. MdZeme preto predpokladat, Ze k minimu sa dostaneme,
ak budeme kracat smerom od z k x;. Zvolime preto d’al§i bod v smere kde predpokladdme
pokles funkcie:

' =z + (v — x0) (11.10)

andjdeme f' = f(a').

Dal3i postup zavisi od hodnoty f’.

@ f < fi

Ak f' < fy tak sa pohybujeme spravnym smerom k minimu. Skusime preverif eSte funkénud
hodnotu v bode

(L’// =2+ 2(1} — SL’(]) (1111)

a podla hodnoty f” = f(z") zvolime novy bod x(:

B " ak "< fo
o —{ o ak f' > f, (11.12)
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povodné body x( a x; nové body: ¢
U B B B 2 N E—
= X0 - = -
X, > X, X,
-, x! -,
f(x) -2 - f(x) -2}~ B
X7 --->X X
t t
41 g wis _
6 L 1 1 L 1 6 L 1 1 L 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
X min X min

Obr. 11.2. Reorganizicia bodov x¢ a x; po vykonani krokov (a) a kroku 3.

a vratime sa na krok 3.

Obrazok 11.2 demonStruje, ¢o sa zmenilo po opdtovnom vykonani kroku 3. v§imnime si
vyhodu testovania funkcie v bode z”: ak funkcia stale klesd, volbou zy = 2" sme prediZili dizku
kroku, ktorym krd¢ame. Po viacerych tspesnych pokusoch sa krok méZe vyrazne prediZit, ¢Gim
sa rychlo priblizime k minimu funkcie, predovSetkym ak sme hladanie minima naStartovali
velmi daleko od minima.

(b) f' > fo - prekrocili sme minimum

Ak nastal tento pripad, tak sme pravdepodobne prekrocili minimum (obr. 11.3). zvolime preto
novy bod xy:

To + Ty

To=—F fo = f(zo) (11.13)

a opif ideme na bod 3. VSimnime si, Ze vzdialenost bodov x( a x; sa zmensSila na polovicu —
v okoli minima musime krok, ktorym sa pohybujeme, zmensSovat, aby sme sa do minima trafili.
Obrazok 11.3 demonStruje, ¢o sa zmenilo po opdtovnom vykonani bodu 3:

Zastavenie

Algoritmus v kazdom kroku pozostdva z opakovaného hladania novej dvojice bodov z( a z;.
Program je potrebné ukoncit, ak sme dosiahli = dostato¢ne blizko minima x,,;,. Podmienky
zastavenia si mdzeme zvolif:

1. Ak fo a f; sd (takmer) rovnaké: Program skonéi, ak | fo — f;| < e.
2. Ak z a z; st takmer identické: Program skonéi, ak |xg — x| < e.
3. Ak program prekrocil povoleny pocet krokov Ny ax.

Posledna podmienka musi byf v kazdom programe. Hodnoty € a Ny« s1 zvolime sami, napr.
e = 10719 Nyax ~ 1000.
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11.2.2 Ukazka minimalizacie

Program testujeme na najjednoduchsej funkcii s jedinym minimom. Funkcia

f(x):x(x—l)—i-i (11.14)
ma minimum pre

Tmin = 1/2 (11.15)
s hodnotou

f(@min) =0 (11.16)

Hradanie minima ukon¢ime, ak | fo — f;| < 1071°.

Obrazok 11.4 ukazuje, ako program postupuje: kracal zo Startovacich hodndt zy = 10,12
ax; = 10,23. Hned na zaciatku v bode 3 oba body vymenil, pretoZe f, < f;. Potom niekolkokrat
postupoval podla (a) - funk¢na hodnota v f(z”) bola stile mensia. VSimnime si, Ze v kazdom
kroku zdvojnasobil dizku kroku. To je uZito¢né, pretoZe je zbytotné, aby sa program bliZil
k minimu malymi krokmi, ak je minimum d’aleko. Program uZ po piatich krokoch spoznal, Ze
uz prekrocil minimum, a dalej postupoval podla (b) - v kazdej iterdcii skrétil krok na polovicu,
az kym rozdiel funk&nych hodnot fj a f; nebol mensi ako predpisana hodnota e = 10710, Této
podmienka bola splnena po 24 krokoch.

11.2.3 Komentare

Navrhnuty algoritmus urcite nijde minimum funkcie. Nie je ale spolahlivy, ak m4 funkcia
viac minim. Vtedy ndjde to prvé, do ktorého ,,padne”. Algoritmus totiZ neumozZiuje dostat sa
z okolia niektorého minima von. naopak, inym rizikom je, Ze pri velmi dlhom kroku modze
niektoré hlboké a uzke minim prekrocit. Tieto nedostatky je mozné obist napr. tym, Ze program
spustime niekolkokrat, s rdznymi vstupnymi parametrami z a z;, a porovnidme ndjdené minima.
Inym rieSenim je volba vhodnejSieho algoritmu — napriklad metédy simulovaného Zihania [29].

povodné body x( a x; nové body:
U B B B — 2T T T
oF B oF B
f(x) -2 - f(x) -2 B
4+ < A 4 4
& X X0 %,
6 l | | 1 1 6 1 | | L 1 |
0 1 2 X 3 Xnin 5 0 1 2 X 3 XIT141H 5

Obr. 11.3. Ak sme prekro¢ili minimum (f/ > f;), musime sa vratif a dizku kroku zmensit.
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Obr. 11.4. Priklad minimalizcie funkcie kra¢anim. Vlavo sd hodnoty xo po jednotlivych krokoch.
Vidime, Ze algoritmus naSiel polohu minima uZ po desiatich krokoch, v d'alSom ju uz len upresioval.
pravy obrdzok ukazuje, ako rychlo funk&énd hodnota f(xg) konverguje k spravnej hodnote v minime
(vertikdlna Skdla je logaritmickd).

11.3 Funkcia N premennych

Pri minimalizacii funkcie jednej premennej sme sa pohybovali pozdlZ osi z, teda v jednoroz-
mernom priestore. Teraz budeme minimalizovaf funkciu N premennych

f(s), s=(z1,22,...,2n) (11.17)

Minimum teda hladdme v N-rozmernom priestore. Poloha bodu v tomto priestore je dand
vektorom

s = (r1,%2,...,2N) (11.18)

Algoritmus je zaloZeny na podobnej filozofii, ako pre jednu premennu. Vtedy sme zvolili na
zacCiatku dva body a z porovnania ich hodn6t sme sa rozhodli, ktorym smerom budeme kracat
k minimu. Teraz si zvolime N + 1 bodov, a kracat budeme tak, aby sme sa vzdialili od najhorSieho
z nich. Na zaciatku teda potrebujeme zvolif:

* vstupny vektor s
* N vektorov A, ktoré definujui polohu dalSich N bodov v okoli so: s; = sg + A,.
* presnost € a maximalny pocet iteracii Ny ax.

Napriklad pre N = 2 zvolime $tartovaci bod sy = (z1,x2), vektory A; = (A1,0), Ay = (0,As).
Hrladanie minima odStartujeme z trojice bodov

So = (1’1,1’2)
S1 = (xl + Al,CUQ) (1119)
So = (1]1,132 + AQ)

ako vidime na obrazku 11.5.
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Konstrukcia simplexu

pre N > 2 postupujeme analogicky. Zvolime $tartovaci bod sy = (x1,z9,...2x), a minimali-
zaciu odStartujeme z bodov

So = (Ll'l,l'z,...)

Sq = ($1+A1,l’2,...)

So = (]}1,1’2 + AQ .. ) (1120)
Sy = (xl,xg,...xN+AN)

Hladanie nového bodu

1. Body preorganizujeme tak, aby funkcia mala maximalnu hodnotu v bode s

f(s0) > f(s1), f(s2),--- f(sn) (11.21)

2. N4ijdeme fazisko ostatnych bodov bodov s1, So, .. .Sy

1
St:N[Sl+SQ+"'+S]\[] (11.22)

3. N4jdeme novy bod
s'=s;+ (s — o) (11.23)
a funk¢nd hodnotu f' = f(s').

V dalSom pokracujeme tak, ako pre funkciu jednej premennej. Porovndvame hodnoty funkcie
v bode sy a v novom bode s’:

(@) f' < fo - smerujeme k minimu
Ak

f(s") < f(s0) (11.24)
tak vyskisame aj funkénd hodnotu f(s”) v bode

s" =s; +2(s; — o) (11.25)

Novi hodnotu sy potom zvolime podla kritéria

_ s’ ak f// < fO
So = { s ak f// > fO (1126)

a vratime sa na (1).
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Obr. 11.5. Priklad algoritmu minimalizacie pre N = 2. Body s, 1, S2 tvoria po¢iato¢ny simplex (11.20).
Bod sg je najhorsi bod, preto algoritmus hl'add minimum v smere od neho. Skisi preto bod sy nahradit
bodom s’ alebo s”.

(b) /" > fo - Nelspech
Ak sme v bode s’ neuspeli, teda ak
f(8') > f(so) (11.27)

tak skdsime novy bod

s = sogst (11.28)
andjdeme f* = f(s*).
(b1)
Ak

f(s*) < f(so) (11.29)

tak nahradime s* — sg a vratime sa na (1).

(b2) Opéat nelspech

Ak neuspejeme ani s bodom s*, teda ak f* > f,, musime zmenif stratégiu. Preorganizujeme
body sy, s; tak, aby

f(so) < f(s1), f(s2),... f(sw) (11.30)
NajlepSim bodom je teraz so. Minimum budeme hladat kra¢anim v smere ur¢enom polohou
najlepSieho bodu. Opif ndjdeme fazisko bodov sy, 8o, ... Sy

1
St:_[sl+82+"'+sN] (1131)

N
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Obr. 11.6. Krok (b). Ak sme v bode s’ neuspeli, f(s') > f(so), skisime sa vratif spif a testujeme bod s*.

Obr. 11.7. Krok (b2): Teraz sme ako sy oznacili bod, v ktorom m4 funkcia f(s) najmensiu hodnotu a
novy bod hl'addme v smere ur¢enom polohou sg (rovnica 11.32).

a novy bod
S, =Sy + (So — St)
(obrazok 11.7).

(b21) Uspech

Ak sme uspeli

f(s") < f(s0)

tak nahradime s’ — s a vratime sa na (1).

(11.32)

(11.33)



136 Kapitola 11. Minimalizacia

4
35k ]
L ]
55k ]

y 2r- -
1.5; —
i -
05l ]
07 | | | | | |

Obr. 11.8. Linedrny fit (11.36 experimentdlnych dat (Cervend priamka).

(b22) Opét neuspech
Ak ani teraz neuspejeme, teda ak

f(s) > f(so) (11.34)
tak si zvolime novi pociatocnu konfigurdciu. PoloZime

As = AJ2 (11.35)

nijdeme nové body s; a zacneme novy cyklus okolo najlepsSieho bodu s.

Zastavenie

Kracanie ukoncime tak ako v jednorozmernom pripade: ak sa novd funk¢na hodnota 1iSi od
starej o menej ako e, alebo ak pocet iterdcii prekroc¢il nami stanoveny limit V..

11.4 Fitovanie experimentalnych dat

Experimentélne (alebo numericky) meriame veli¢inu y(z). Namerali sme A hodnét y; = y(x;)
s presnostou A;. Ziskané hodnoty chceme fitovaf znamou funkciou s /N neznamymi parametrami.
Napriklad na obrdzku 11.8 je fit experimentélnych dat linedrnou funkciou

y(x) = apg + iz (11.36)
s nezndmymi parametrami
s = (ap,a1) (11.37)

Taky fit “urobi” kazdy graficky program. Lahko ho urobime aj sami metédou najmensich Stvorcov
zCasti 11.1. Alternativou je minimalizovaf funkciu F'(ag,a; ) definovant rovnicou (11.4) metédou
simplex.
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Simplex nam umoziiuje zohladnif aj nepresnost experimentalnych dat. Predpokladajme, Ze
hodnoty y; pozndme s chybou +A,;. Potom namiesto funkcie F'(ag,a;) budeme minimalizovat
funkciu

N
lyi — fo(@) ?

=1

Z konstrukcie vidime, Ze body (x;,y;), ktoré si urené s najhorSou presnostou (velkd hodnota
A;) ovplyvnia parametre fitu najmene;.

Vyhodou minimalizécie je aj to, Ze funkcia f(z) mdZe mat (takmer) lubovolny tvar, napr.
D4 sa pouzif aj vtedy, ked’ experimentalne data potrebujeme fitovat funkciou

fs(x) = 814 so(x — 53)°* + s527°° (11.39)

ktora od parametrov a; zavisi nelinedrne. Samozrejme, veli¢ina y moze zavisief od l'ubovolného
poctu premennych: y(7,p,z,B) (teplota, tlak, poloha, magnetické pole . . . ).

11.4.1 Odhad chyby

V pripade “zasumenych” experimentdlnych dat m6Zeme metéddu najmensich Stvorcov moézZzeme
zovSeobecnif tak, aby naSla nielen parametre ag a a1, ale aj ich nepresnosti, dané neurcitostou
samotnych vstupnych dét [1].

Aj tento problém vieme rieSif metddou simplex. Vypocet prebehne v M krokoch. V kazdom

kroku vstupné data y; umelo zaSumime: vygenerujeme ndhodné ¢isla d; z intervalu —A; < §; <
+A,;, minimalizujme funkciu

N

Fls)=) EAL ;gf (o) I (11.40)

i=1 ¢

a ulozime polohu najdeného minima s. Po M krokoch (napr. M = 10%) ziskame $tatisticky sibor
parametrov {s}, z ktorych ndjdeme stredné hodnoty (s;) a odchylky var s;. Metdda vyzaduje
viac CPU, o ale pri dnesnych pocitacoch nie je neprekonatelny problém [1].

11.5 Ulohy

11.5.1 Funkcia jednej premennej

Napiste program pre hl'adanie minima funkcie jednej premennej Program testujte pre funkciu
f(z) = sin®(7z) (11.41)
Ukazte, ako volba Startovacieho bodu
xo=1,2,3,4,21,35... (11.42)

ovplyvni, ktoré minimum funkcie program néjde.
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11.5.2 Simplex

NapiSte program pre hladanie minima funkcie N premennych simplexovou metédou. Program
overte pre niektoré jednoduché funkcie, napr.

N

flonme, . an) =Y (v —a;)’ (11.43)

i=1

s T'ubovolne zvolenymi konStantami a;.
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Rychla Fourierova transformacia

Rychla Fourierova transformacia - Fast Fourier Transform (FFT) je asi najlepSou ukazkou toho,
ako m6Zeme vhodnym algoritmom urychlif numerické vypocty. Nebudeme sa zaoberaf tedriou
Fourierovej transformdcie, obmedzime sa len na vysvetlenie algoritmu rychlej Fourierovej trans-
formdcie pre $pecidlny pripad, ked pocet bodov, v ktorych pozniame funkciu, je N = 2.

12.1 Fourierova transformacia

Dand je periodicka funkcia f(x):
flx+L)= f(z) (12.1)
Zvolime N bodov, v ktorych pozndme jej funkéné hodnoty

L
r=, i=012.. N1 (12.2)

a definujme vlnové vektory
k=—Fk k=01,...,N—-1 (12.3)

Fourierova transformécie funkcie f(z) je potom dand N &islami fy, definovanymi vzfahom

2m
fr = N Z f(z;)exp [i kz;] = N Z fiexp [zﬁlm} (12.4)

Ak zapiSeme f; = f(z;), dostaneme definiciu f, v tvare

1 N—
~ LS few {z—m} (12.5)
v
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Obr. 12.1. V komplexnej rovnice lezia vSetky hodnoty p;x (rovnica 12.6) na jednotkovej kruznici. Pre
N = 16 md p;, len 16 rdznych hodnot. Hodnota p;; je rovnaka pre vSetky dvojice o ¢ a k, pre ktoré sicin
1k ma po deleni ¢islom N ten isty zvySok uvedeny v obrazku.

Fourierova transformécia teda transformuje vektor f; = f(x;) na vektor f;. Lahko definujeme
aj inverznu Fourierovu transforméciu f, — f;.

Postup je vypoctu koeficientov fi je jednoduchy, ale nardZa na prakticky problém: ak je N
velké, vypocet moze trvaf prili§ dlho, pretoZe po&et numerickych opercii rastie ~ N2, Napriklad
pre N = 210 = 1024 trvd vypocet na PC (intel i-7) priblizne ¢t = 1,3 s. Pre N = 22° ~ 10° by
trval t = 1,3 x 10° s, o je cca 15 dni. Potrebujeme teda lepsi lepsi algoritmus.

Jeden z dovodov, preco vypocet Fourierovej transformécie (12.5) trva zbyto¢ne dlho, je ten,
Ze v nom pocitame vyraz

2
Dik = expiﬁwik (12.6)

zbyto¢ne Casto — az N2-krét, hoci p;;, nadobida len N r6znych hodndt. p;. je totiZ rovnaké pre
vsetky hodnoty stcinu ik, ktoré po deleni N maji rovnaku zvySok

2
Dik = expiﬁﬂé, ¢ = mod(ik,N) (12.7)

(obrazok 12.1). Je preto tc¢elné hladat algoritmus, ktory by Fourierove zlozky f;, pocital vsetky
sucasne, tak, aby minimalizoval potrebu vypoctu p;. Tito poZiadavku najlepSie spliia algoritmus
rychlej Fourierovej transformdcie, ak pocet Fourierovych zloZiek je rovny niektorej mocnie 2:
N =2M,

12.2 Rychla Fourierova transformacia

Rychlejsf algoritmus budeme hladat pre N = 2™, V nasledujicich vztahoch vynechame faktor
1/N, ten dopiSeme nakoniec. Skor ako opiSeme vSeobecny algoritmus, ukazeme zakladnd

mySlienku rychlej Fourierovej transformdcie na troch jednoduchych prikladoch.
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12.2.1 N parne

Predpokladajme Ze N je parne. Potom sumu

N-—1 27T
fr= 2; fiexp {zﬁm} (12.8)
mozeme rozdelif na dve Casti:
N/2—-1 o N/2—1 o
Z forexp {zﬁ (20) } Z fore1 €xp [zﬁk(% + )] (12.9)

obsahujuice parne (¢ = 2[) a neparne (¢ = 2 + 1) prispevky. Tieto sumy d’alej upravime:

N/2—1 N/2—1

Z fmexp[ 73 ]+exp{ } Z f21+1exp[ N/Q)k:l} (12.10)

Vidime, Ze f; mdzeme vyjadrit ako sicet dvoch prispevkov:
2 o)
fi = FF +exp zﬁk‘ x Iy (12.11)

(indexy oznacujui E . . . even = parny, O . . . odd = neparny), ktoré vyjadruji Fourierovu transfor-
méciu len parnych a len neparnych prvkov vektora f;

N/2—-1

Z fgzeXp[ N/Q)k;z} k=01,...N—1 (12.12)
N/2-1 o
FP = Z for1 exp |i (N/Q)kl , k=01,...N—1 (12.13)

VSimnime si, Ze plati

Ffinp=FF (12.14)

Foing =FY (12.15)

Pre exponencialny vyraz exp |7 [ Zr k:] v rovnici (12.11) zaroven plati vztah

27 N 27
exp [Zﬁ (k + 5)} = —exp [zﬁk} (12.16)

Preto sa pri vypocte f; mdZeme obmedzif len na hodnoty 0 < k < N/2:
2
Jr = FF + exp {zﬁk] Fk
0<k <N/2 (12.17)
2m
Jrene = FF — exp [ Nk:] FP
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Obr. 12.2. Grafické zndzornenie rovnic (12.17). Kazdy prvok v Tavom stipci je linedrnou kombindciou
dvoch prvkov v pravom stipci, s ktorymi je spojeny. PreruSované Giary znamenaji, Ze prvok na pravej
strane je treba vyndsobif faktorom =+ exp [z%ﬁk} s kladnym znamienkom pre pre Sikmi a zdpornym pre
vodorovnu Ciaru.

PodTa rovnice (12.17) stali poéitat len dve Fourierove transformacie s N/2 bodmi (parne a ne-
parne body osobitne). PretoZe ¢as na vypocet Fourierovej transformdcie je o N2, jednoduch4
reorganizdcia ¢lenov f; a f; od vztahu (12.8) ku vztahu (12.17) znamend urychlenie vypoctu
o polovicu.

Rovnice (12.17) vyjadrime graficky (obrdzok 12.2). Ak uZ pozname vektory FP a FF,
zoradime ich ako na pravej strane obr. 12.2. Vektor f; potom ziskame s¢itanim, resp. od¢itanim
dvoch hodnét z pravej strany, pri¢om hodnoty F st zdrovefi vyndsobené faktorom exp i2mk /N.
Napriklad

fo = FP+F
(12.18)
fnp = FY = Fg

Ak teda pozndme pravu stranu, lavd ndjdeme s¢itanim, resp. od¢itanim dvoch &isiel.

12.2.2 N je delitefné Styrmi

Predpokladajme, Ze ¢islo Fourierovych zloziek N z predchddzajiceho prikladu je delitené
Styrmi. Potom F}¥ (a rovnako aj F©) mdZeme pocitat rovnako, ako pdvodnd f; a vyjadrif ich
v tvare

FF = FFE +exp 1]3—7216 FFO
Ffnn = FEP = exp |i5k] FEO
- 0<k <N/4 (12.19)
FP = FPP +exp 11\2,—7216 FP0
FkO+N/4 = FkOE — exp 11\2[—’/721{; F,?O
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kde FF¥ je Fourierova transformdcia

N/4—1 o

FEP = 3" fuexp [iwkl} . k=01,...N/4-1 (12.20)
=0

Podobne F'¥© obsahuje ¢leny fy40, FOF &leny fyi1 a FOO Eleny fy,5. Vypoctovi narocnost
programu sme opéif zniZili dvojndsobne, pretoZe potrebujeme vypocitat len Styri sumy, kazdd zo
Stvrtiny pdvodnych prvkov.

12.2.3 Rychla Fourierova transformécia pre N = 23

Schému rychlej Fourierovej transformacie pre M = 3 (N = 8) zobrazuje obrazok 12.3. VSim-
nime si, Ze vSetky operacie pozostavaju len zo suctu alebo rozdielu dvoch ¢lenov z predchadza-
jiiceho stipca.

Algoritmus prebieha v M = 3 krokoch. V kaZzdom kroku definujeme dve ¢isla Ny a Ny
(N1 Ny = 2M). Postupujeme sprava dolava.

1. V prvom kroku (m = 1) po¢itame Ny = 2M~1 = 4 transformécie z dvojic ¢&isiel (fo,f4),
(f27f6) atd’.

2. V druhom kroku (m = 2) po¢itame Ny = 2™ ~2 = 2 transformécie, kazdi z N; = 22 = 4
Cisiel.

3. V trefom kroku (m = 3) vykondme N, = 2M~3 = 1 transformdciu s N; = 23 = 8

hodnotami vektora u a dostaneme vysledny vektor f;.

Obr. 12.3. Grafické zobrazenie rychlej Fourierovej transformacie pre N = 23. V pravom stipci si hodnoty
f; funkcie, ktorej transforméciu po&itame. Jednotlivé stipce smerom dolava zodpovedaji krokom rychlej
Fourierovej transformacie. Ciary spdjaji vzdy pravy prvok, ktory prispieva do hodnoty Favého, pri¢om
pravy prvok je treba ndsobif jednotkou (plnéd Cierna Ciara), alebo iexp[if\,—qk] (preruSované ciary).
V prvom kroku pracujeme so Styrmi dvojicami (N7 = 2, k£ = 0), v druhom kroku s dvoma Stvoricami
(N1 = 4, k = 0,1, ide o transformaciu (12.19)). Treti krok znazorniuje transformaciu (12.17) s Ny = 8
ak=0,1,2a3.
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Tabulka 12.1. Proces bitovej inverzie &isiel: Lavy stipec je povodnd postupnost &isiel 0-7. V druhom
stipci su tieto &isla zapisané v bindrnom kéde. V trefom stipci je bindrny kéd z druhého stipca zapisany
v opaénom poradi. V pravom stipci si tieto ¢isla napisané v desiatkovej stistave.

Predpis na scitanie, resp. od¢itanie je totozny s predpisom (12.17) pre N; = 2,4 a 8 s faktorom

exp [z%}

12.2.4 Bitovo invertované poradie

Ako vidime na obr. 12.3, pred zaciatkom vypoctu bolo potrebné preusporiadat prvky vstupného
vektora f;. Indexy vstupného pola musime bitovo invertovaf. Bitova inverzia je vysvetlend

v tabulke 12.1. Algoritmus bitovej inverzie je jednoduchy:

1. zvolme &isloi < 2M aig =0

2. postupujme v M krokoch: v kazdom kroku transformujeme

(a) ip — 2ip + mod(7,2)
(b) i — /2

3. po M krokoch je 75 rovné bitovo invertovanému ¢islu i.

12.3 Algoritmus rychlej Fourierovej transformacie

Na zdklade doterajSich skisenosti napiSeme algoritmus rychlej Fourierovej transformécie pre

N = 2M.

* Preusporiadame vstupné pole f; — w; = f;, (ip je bitovo invertované k 7).

* Fourierovu transformdciu urobime v M krokoch, m = 1,2,..

.M. V kazdom kroku

definujeme konStanty N; = 2™ a Ny, = oM=m (teda NyN, = N) a konStantu ¢ =
exp|i2m/N;|. Ny definuje rozmer transformdcie (12.17). Takych transformécii urobime
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Obr. 12.4. Usporiadanie N prvkov vektora u v jednom kroku rychlej Fourierovej transformécie.

N5.V j-tej znich (j = 0,1,... Ny — 1) transformujeme zlozky vektora u;, (N1j <1 <
Ni(j 4+ 1) — 1). Prislu$nd subroutina vykondva tieto operacie:

c = expli2m /Ny ]
c = 1
Pre { = 0,1,...N -1
k = C+ Nyj
) - ' % (12.21)
Uk+Ny /2 = Uk 4
Uk = Uk + p
c’ = C'c

Jednotlivé prvky vektora pritom nemenia svoju polohu, ako je ukdzané na obr. 12.4.
 Po skonceni M -tého cyklu polozime

fr = % (12.22)

12.3.1 Poznamky

(1) VSimnime si, Ze v algoritme rychlej Fourierovej transformdcie vystacime s jednym vektorom
f; dizky N = 2M . Vypocet v kazdom kroku pozostdva z linedrnej kombindcie vybranych dvojic
tohto vektora, pricom vysledné kombindcie uloZime na miesta pdvodnej dvojice.

(2) Odvodili sme rychlu Fourierovu transforméciu pre pocet bodov N = 2. Podobny algoritmus
vieme napisaf pre lubovolny pocet bodov NV, ak

N =p{'ps? ... p}) (12.23)
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kde p; su prvocisla a a; celé Cisla. Na§ algoritmus teda zodpovedd p; = 2 a a; = 1 pre vSetky .
Casto sa pouziva N = p;2M. Tvorbu algoritmu ale prenechiame Citatelovi.

(3) V definicii Fourierovej transformécie sme definovali vinové vektory

:Lk k=01,...,N—1 (12.24)
(rovnica 12.3). V praxi je vyhodnejSie pracovat s vinovymi vektormi z intervalu
s T
——<k< — 12.25
7 7 ( )

.....

teda na vystupe z nasej subroutiny zamenift

fe = fe-xn  ak k> N/2 (12.26)

12.4 Ulohy

12.4.1 Rychla Fourierova transformacia

Napiste program pre vypocet rychlej Fourierovej transformécie. Testujme program na funkcii

1 , ,

+i2mx —12mx
% e — e ] (12.27)
Funkcia je periodickd s periédou L = 1. Jej Fourierov obraz ndjdeme l'ahko aj analyticky, ak
porovname f(z) s jej Fourierovym radom:

f(z) = sin(27rx) =

Z f(z;) exp [i k| = Z fiexp {z—k@} (12.28)

Je teda fr = 0 pre vSetky k, okrem &k = 1a k = N — 1. V zmysle pozndmky 12.3.1 zamenime
fv_1 — f_1 adostaneme Fourierov obraz

fi=—fa= % (12.29)

Program samozrejme da ten isty vysledok.

12.4.2 Gaussova funkcia

N4jdite Fourierovu transformaciu Gaussovej funkcie

1 (z — xp)?
_ _ _ 12.30
/(@) 210, P [ 20, ( )
Vysledok porovnajte s analytickym vypoctom v kapitole 7.
Vysledok je na obrazku 12.5. Vidime, Ze na Fourierovu transformaciu sta¢i maly pocet
vektorov k, pretoZe funkcia f(z) sa spojito meni v priestore.
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0,3+ _

0,5 _

Obr. 12.5. Vlavo: Gaussova funkcia (12.30) s parametrami 0 = 0,1 a 9 = 5y/0 = 1,58. Vpravo:
Fourierove zlozky fx. Fourierove zlozky oscilujd, pretoZe f(x) ma nenulovy strednd hodnotu.

12.4.3 Funkcia skoku

N4jdite Fourierovu transformécie periodickej funkcie

f(x):{l 10n—1<xz<10n+1, n=0,£1, £2,... (12.31)

0 preinéx

f(z £+ L) = f(x).Zo ziskanych hodnét f; urobte spétni Fourierovu transformdciu a porovnajte
vypocitand funkciu f (x) s funkciou f(x). Porovnajte Fourierov obraz funkcii s réznou periédou
L a vysvetlite, preco sa od seba liSia.

Fourierova transformadcia je na obrdzku 12.6. VSimnime si velky pocet nenulovych zloZiek
fx, €o stvisi s ndhlou zmenou funkcie v bodoch z = =£1.

N _ ]

0.8; i

0.6; i

04f ]

02f i

0 0 10 20 O 0 20 0 20 40 60
X k

Obr. 12.6. VTavo: Funkcia (12.31) Funkcia je periodickd s periédou L = 10. Vpravo: Fourierove zlozky
-






KAPITOLA 13

Perkolacia

V beznom Zivote pod perkoldciou rozumieme presakovanie kvapaliny cez pérovité médium.
Vo fyzike mdézeme definovaf najrozli¢nejSie typy perkola¢nych tloh, klasickych aj kvantovych.
Jednu z jej verzii mdZzeme formulovat takto: predstavme si N bodov, napriklad leZiacich na
dvojrozmernej alebo trojrozmernej mriezke. Susedné body alebo spojime, alebo nespojime
vodivym drotom. Pravdepodobnost spojenia nech je p < 1. Ak4 je potom pravdepodobnost, Ze
sa nam podari ndjst sivislé spojenie medzi opaénymi stranami mriezky?

Obrazky 13.2, 13.3 ukazuju priklady takychto mriezok. Zatial ¢o pre malé p vieme “na
prvy pohlad” uhddnut, Ze spojenie medzi opa¢nymi stranami mriezZky neexistuje, pre vicSie
hodnoty p je riesenie zlozitejSie. Ako uvidime v tejto kapitole, existencia spojenia zavisi nielen
od pravdepodobnosti p, ale aj od velkosti mriezky a od konkrétnej konfiguracie spojenych uzlov.
Ulohu preto budeme riesif ako Statisticki: neuspokojime sa s rieSenim pre jedini mriezku, ale
pre dant velkost mrieZKy L vygenerujeme velky pocet (typicky Nyac = 10%) vzoriek a pre kazdd
z nich zistime existenciu/neexistenciu spojenia. Vystupom vypoctu teda bude pravdepodobnost
P, s akou mdzeme ocakévaf, Ze dand vzorka velkosti L parametrom p je spojita.

Ukédzeme, Ze pre danu hodnotu p pravdepodobnost P zdvisi od velkosti mriezky L. Najdeme
taku kritickd hodnotu p., Ze s narastajicou velkostou L bude P klesaf pre hodnoty p < p.
a narastat, ak p > p.. D4 sa preto oCakavat, Ze v limite nekonecne velkej mriezky bude existuje
kriticka hodnota p, takd, Ze pre p > p. je mriezka spojitd, a pre p < p. je nespojitd. Zmenou p
teda zmenime charakter vzorky. Tento jav je prikladom fazového prechodu a hodnota p. definuje
kriticky bod.

V numerickych vypoctoch sme kapacitou pocitaca obmedzeni rieSif tlohy len na mriezkach
pomerne malého rozmeru. Toto obmedzenie vieme v okoli kritického bodu prekonaf na z4-
klade vSeobecne akceptovanych predpokladov o spravani fyzikalnych velic¢in v okoli kritického
bodu. V casti 13.4 opiSeme metddu konec¢norozmerného Skdlovania, ktord nim umoZzni kvanti-
tativne opisaf, ako sa vlastnosti nekonecne velkej mrieZky menia ak menime p v okoli kriticke]
hodnoty p..
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13.1 Definicia perkolacie

Budeme sa zaoberaf jednym konkrétnym prikladom perkoldcie — tzv. bond percolation. Defi-
nujme mriezku velkosti N, x N,. kazdy vrchol mriezky (,j) je bodom nasho systému. Na

Vv,

kazdy vrchol 7, v i-tom stipci pripadaji dve moZné vizby k najbliz§im susedom doprava

H;, j=12,...N, -1 (13.1)
alebo nahor
Vi, j=12,...N, -1 (13.2)

Dve také viizby sd ukdzané na obrazku 13.1. Pre kazdy stipec mriezky teda mozeme definovat
vektory H a V. Ich prvky H; a Vj st rovné 1 s pravdepodobnosfou p, inak si nuly. Budeme
hladat, pri akej hodnote p méZeme ocakavat, Ze vznikne spojity klaster napriec celou vzorkou.

Prikladom takejto perkoldcie moZe byt vodovodné potrubia, priepustné s pravdepodobno-
sfou p a upchaté s pravdepodobnosfou 1 — p, alebo elektrickd sief, v ktorej si spoje medzi
susednymi uzlami vodivé s pravdepodobnosfou p. Zaujimava je aj kvantova perkolécia, kedy sa
takto zvolenou mriezkou pohybuje kvantové Castica. Priklady perkola¢nej mriezky vidime na
obrazkoch 13.2 a 13.3.

Formulacia ulohy

Predovsetkym chceme zodpovedat otdzku, ¢i pre dand vzorku existuje spojity prechod zlava
doprava. Pretoze pritomnost spojitého prechodu zavisi od konkrétnej konfiguracie vizieb, mu-
sime ulohu zopakovat pre velky pocet vzoriek s tou istou hodnotou p a ndjst pravdepodobnost
P, s akou pre parametre L a p ndjdeme vo vzorke spojity prechod. Pravdepodobnost P bude
funkciou nielen p, ale aj velkosti vzorky. Preto vypocet zopakujeme pre r6zne hodnoty L. Pred-
pokladdme, Ze V limite L — oo existuje také kritické p., Ze pre p > p. vZdy existuje prechod
zlava doprava, ale pre p < p. prechod zlava doprava neexistuje v Ziadnej vzorke.

Obr. 13.1. Priklad nenulovych viizieb: H3 v druhom stipci a Vi v piatom.
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Obr. 13.2. Priklad perkola¢nej mriezky pre pravdepodobnost prepojenia susednych uzlov p = 0,10. Ak
je vézieb malo, vznikaji len malé klastre navzajom spojenych uzlov V tomto pripade aj volrnym okom
vidime, Ze pravdepodobnost ndjst spojity klaster je nulova. Nie je predpoklad, Ze ndjdeme spojity klaster
naprie¢ vzorkou Velkost mriezky: N, x N, = L x L = 64 x 64.

Obr. 13.3. S rasticim poctom vizieb rastie pravdepodobnost Ze Tavd a pravd strana budd spojené.
VoInym okom to ale nezistime. Na konec¢nej mrieZke moZnost prepojenia zdvisi aj od konkrétneho
rozloZenia vizieb. VTavo: p = 0,40, vpravo: p = 0,50.
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Zo ziskanych dat P(p,L) budeme hladaf kriticki pravdepodobnost p, takd, Ze plati

IOP(L,p)

o P <P

(13.3)
OP(L,p)
o P> pe

13.2 Algoritmus

NaSou prvou tulohou je ndjst algoritmus, ktory by pre danu konfiguriciu vizieb rozhodol, ¢i
existuje spojenie zl'ava doprava. Ulohu budeme riesit po stipcoch, postupujiic zlava doprava Na
n-tom stlpci mdme dané nihodné premenné (vektory H a V). Definujme dve premenné, ktoré
budeme iteracne pocitat:

(1) Vektor ¥™:

(n) 1 ak sazbodu (n,i) viem dostaf k po&iatku (na prvy stipec)
U = . (13.4)
! 0 inak
Na prvom stipci zl'ava je
y=D _ 4 (13.5)

pre kazdé i. Nagim cielom bude n4jst vektor ¥ (V=) Z jeho definicie totiZ vyplyva, Ze spojenie
medzi lavym a pravym okrajom vzorky existuje len vtedy, ak

Ny

> wit >0 (13.6)
=1

(2) Maticu spojitosti (konexif) | 208

1 ak zazbodu (n,i) mdZem dostaf do bodu (n,j)

(n)(::\ _
P (ij) _{ 0 inak 13.7)
Samozrejme plati

P™ (i) = 1 (13.8)

pre kazdé n a pre kazdé i. Na prvom stipci vzorky vyjadrime maticu spojitosti pomocou prvkov
vektora V(!

PU=0(ij) = Po(ij) = RoGi)x [ W (139)

i<k<j—1
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LI

Obr. 13.4. Piatemu stipcu na mriezkach na obrazku zodpovedaji matice spojitosti zodpovedaji matice
spojitosti dané rovnicami 13.12, 13.29 a 13.15. Dva pravé obrazky zodpovedaju situdcii, kedy je moZné

spojenie dvoch bodov v piatom stipci s vyuZitim spojitych klastrov viizieb prechadzajicich cez body
nal'avo od nagho stipca.

—O0——O0—O0—O—0—=<C

13.2.1 Indukcia
Predpokladajme, Ze pozndme vektory

v a4 P (13.10)
pre n-ty stipec. Ak ndjdeme metddu, ako z tychto hodndt vypoditat hodnoty

gty potl) (13.11)
moZeme indukciou, postupujic od n = 1,2,..., N, — 1 ndjst ¥N=) na opa¢nej strane vzorky.
V nasledujucej Casti odvodime potrebné vztahy.
13.2.2 Matica spojitosti

Pre dany stipec n hradajme maticu P(™ definovanii vzahom (13.7). Je potrebné zddraznit, Ze
na cestu z uzla 7 do uzla j méZeme vyuzif Tubovolnu spojitt drahu, vedicu cez body leZiace na
nasom stlpci aj nalavo od neho. Ak by sme uvaZovali len viizby na danom stipci, dostali by sme
tzv. nulté priblizenie F,. Napriklad pre l'avy obrdazok 13.4 dostaneme maticu F

1100 0000
1 100 0O0O0O0
001 0O0O0OO0OO0
00011 1O00O0

Po=1l0oo0011100 (13.12)
00011100
0O 00O0O0O0OT1T1
0O 00O0O0O0O0OT1T1

Prvy matice F) vieme vyjadrif aj analyticky:
Py(ij) = P(ii)x [ Vi (13.13)

i<k<j—1
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Nulté priblizenie ale k rieSeniu tlohy nestaci, pretoze z bodu ¢ do bodu j sa mdZeme dostat
aj drdhou vedicou cez body nalavo od nasho stlpca. Napriklad ak existuje draha ukdzand na
prostrednom obrizku 13.4), potom

(13.14)

[ J S Gy S G WY Y S Gy WY
[ J S Gy S G WY s T T Gy S
OO OO = OO

OO R R R ORFR KM
OO R F = O -
OO R~ = O =

_— o oo o oo
_—_ 0 OO OO O oo

000 1

MozZnosti prechodu dolava a spiaf moze byt viac — takd mriezka je ukdzand na pravom ob-
razku 13.4. Zodpovedajic matica P by mala tvar

0 0000

(13.15)

cCoOOoc oo O R~
oo oo O R~
== = == O
== === OO
— = = = O
e i e N e A )
— = = = = O
— === == O

13.2.3 Rovnica pre maticu spojitosti

Predpokladajme, Ze pozname kompletni maticu P, Potrebujeme néjst maticu Pl pre
nasledujuci stlpec mriezky.
V nultom pribliZeni, v ktorom uvaZujeme len pohyb v radmci n + 1-ho stlpca, plati

P (i) = Py (i) (13.16)

Ide ale zrejme o nedostato¢nu aproximadciu, ktord neberie do tvahy moznost dostaf sa do
niektorého bodu cez niektoré body leZiace vlavo od nasho stlpca. Skisme vysledok zovSeobecnit.
Uvazujme prvu iteraciu:

P (i) = Py (ig) + Y P (k) HYY PO (k) H P (1) (13.17)
kl
ktord umoZziuje jednu “vychddzku dolava”. Cesta z bodu ¢ do bodu j teda vedie najprv z ¢ do

(niektorého) bodu k, v ktorom odbo&ime dol'ava na n-ty stipec, z ktorého sa v bode [ vritime
spaf na n + 1-vy, a d’alej pokracujeme do bodu 7. V maticovom zdpise napiSeme

Pl — pUrtl) y pUr g pin) g plr) (13.18)

Kde H™ je diagondlne matica. UZ v tomto pribliZeni sa méZeme z 7 do j dostaf aj cestou, ktora
moze viest cez Tubovolnd oblast mriezky nalavo od stlpca n + 1. PretoZe takychto vychadzok
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zo stipca n + 1 do stipca n mdze byt verla, priddme na pravi stranu dal§ie ¢leny, zodpovedajtice
dvom, trom a viacerym prechodom

pintl)  — Pénﬂ) i PénH)H(n)P(n)H(n)pénH)
+

Na pravej strane mame nekone¢ny geometricky rad. Preto rovnicu (13.19) mdzeme prepisat do
rovnice

Pl — pUrtl) y pUr PO g pln+ ) (13.20)

pre nezndmu maticu P+ Z rovnice 13.20) mozeme PV ndjst rieSenim sdstavy linedrnych
rovnic

1- Pénﬂ)H(n)P(n)H(n)] p(l) — p{r+D (13.21)
Vstupmi do rovnic su:
« vektor H™ horizontalnych vizieb medzi bodmi v stipcoch n an + 1

« zndma matica P™ (td sme nasli pri rieSeni predchédzajiceho stipca)

e “nulté priblizenic” P

RieSenim je matica P("*1),

13.2.4 Vektor ¥

Zo zndmej matica spojitosti odvodime novy vektor ¥+ Predpokladajme, Ze pozniame vektor
@™ Pripomenieme, 7¢ U™ = 1, ak bod (n,i) je md priame spojenie s prvym stipcom,
() — 0. Potom plati indukény vztah

i

v opa¢nom pripade ¥

v =N PO (ig) < 1w (13.22)
J

Hodnoty H J(") sti viizby medzi stipcami n a n + 1. KIi¢om k rie§eniu tilohy perkolécie je teda
matica P pre kazdy stipec n.

13.2.5 Numerické poznamky

Rozhodnut, ¢i dand mrieZka rozmeru N, X N, obsahuje suvislé spojenie medzi favym a pravym
okrajom, vyzaduje (N, — 1) - krat rie$if maticovi rovnicu (13.21). PretoZe ide o S$tatistickd
tlohu, budeme tento problém riesif pre kazdd dvojicu parametrov (p, L) mnohokrat (potrebujeme
vyhodnotif Statisticky sibor Ny, ~ 10* mrieZok). Preto je vyhodné najst o najefektivnejsiu
metddu numerického rieSenia rovnic (13.21).

Lakavou moznostou je rieSif systém rovnic (13.21) v obore INTEGER. Vypocet by mo-
hol by bezaf velmi rychlo. Ak vSak vSetky premenné nadobudaji len hodnoty 1 a 0, matica
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na pravej strane sa Casto stane singuldrnou. Problém so singularitou matice sa vyrieSi tym,
Ze horizontdlnym vizbdm H; priradime redlne hodnoty r6zne od jednotky — napriklad hod-
notu 0,17354923. Potom systém linedrnych rovnic vyrieSime v redlnom obore (mdZeme po-
uzit subroutinou DGESV z kniZznice LAPACK alebo vlastni subroutinou). Vypocitana matica
P bude potom obsahovaf redlne hodnoty, ktoré pretransformujeme do celych Cisiel: Ak je

|Pi(f+1)| > (), predpiSeme jej hodnotu 1, inak ju poloZime = 0

13.3 Vysledky

Obmedzime sa na Stvorcové mriezky, N, = N, = L.

Pre kvantitativne vyhodnotenie perkoldcie ndm numericky vypocet jednej vzorky nestaci.
Jednotlivé vizby boli vygenerované nahodne, a preto sa l'ahko modze staf, Ze pre dve vzorky tej
istej velkosti a s tou istou hodnotou p dostaneme odliSné vysledky — jedna bude spojitd a druhd
nie. Preto je potrebné pod&itat perkoldciu pre velky Statisticky sibor — napriklad Ny, = 10%
vzoriek s hodnotou p a ndjst pravdepodobnost spojitého klastra

_ pocet vzoriek so spojenim pravej a lavej strany

P(p,L) = N (13.23)

Vysledky pre sedem roznych velkosti mriezKy st zobrazené na obrazku 13.5. Z obrazku vidime,
Ze pravdepodobnost P(p,L) je rasticou funkciou p. V limite p — 1 dostaneme, samozrejme,
P — 1

Druhou typickou ¢rtou, ktort vidime na obrazku, je zavislost vysledkov od velkosti vzorky
L. VSimnime si, Ze pre malé hodnoty p pravdepodobnost P klesa s rasticou velkosfou vzorky.
To je o¢akdvany vysledok: v limite nekonec¢nej velkosti vzorky o¢akdvame, Ze pre vSetky p < p.
bude P = 0. Pre konecné vzorky sa ale moze staf, Ze vygenerujeme niektoré vzorky aj vodivé;
tato pravdepodobnost ale bude klesat s velkosfou vzorky. Naopak, pre dostatocne velké p vidime,
Ze P s rasticou velkosfou vzorky rastie. Dovod je ten isty: pre p > p. oCakdvame, Ze v limite
nekonec¢ne velkej vzorky bude P = 1. pre menSie vzorky sa mdZe staf, Ze vygenerujeme aj
nespojité vzorky, takd moznost ale s rasticim L klesa.

Numerické vysledky teda naznacuju, Ze v limite nekonecne velkej vzorky

| > De
P(p) :{ 0 g<§c (13.24)

Hodnotu p. a pravdepodobnost P(p.) vieme ndjst metddou konecnorozmerného Skédlovania
ktorou sa budeme zaoberaf v nasledujicej Casti 13.4. Zatial vyuzijeme analyticky ziskany
vysledok

pe =05 (13.25)

Na obrézku 13.6 sme zobrazili zdvislosf numericky vypoéitanej hodnoty P(p.,L) ako funkciu
velkosti vzorky L. Numericky fit (Cervena Ciara)

0,537
P(p =p.) =0,4993 — T (13.26)
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Pravdepodobnost perkolacie

|
0,5
Y

Obr. 13.5. Pravdepodobnost perkolacie (rovnica (13.23) ndjdend numerickym vypoétom pre dvojroz-
merné mriezKy. Jednotlivé symboly oznacuji velkost mriezky. Pre kazdd hodnotu (p,L) sme vySetrovali
Nagtat = 10* vzoriek, ktoré sa 1i%ili konfigurdciou nahodnych spojeni medzi uzlami mriezky. Vysledky
podporili teoreticky predpoklad, Ze pre malé hodnoty p pravdepodobnost P klesd s velkostou mriezky.
Pre dostatoc¢ne velké hodnoty p, naopak, P s velkostou mriezky rastie. VSetky krivky by sa mali pretinat
v kritickom bode p. = 0,5.

Pravdepodobnost perkolacie pre p = p_=0.50
0.57

0456; O numericke vysledky
— Fit 0.4993 +0.537/L

0.55 V
0.54 I
0.53 I
0.52 V

0.51

0.5

0.49

| | | | |
0 50 100 150
velkost mriezky L

Obr. 13.6. Pravdepodobnost P(p,, L) konverguje k hodnote P = 1/2 s narastajiicou velkostou mriezky.
Kazd4 hodnota je urcend ako strednd hodnota Statistického stiboru; neurcitost je dand varidciou. Spojita
¢iara je numericky fit.
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nam poskytne limitni hodnotu
lim P(p.) — 0,4993 (13.27)
L—o0

ktord velmi dobre stihlasi s hodnotou predpovedanou teériou
1

Plp=rp:) = 5 (13.28)

13.4 Metdda kone¢norozmerného skalovania

Prekreslime teraz vSetky numerické ddta zobrazené na obrazku 13.5 tak, Ze premennu p preSké-
lujeme podrla predpisu

P —DPc

_> JR———

P A
Hodnotu p. polozime p. = 0,5 a funkciu A(L) zvolime tak, aby vSetky dita leZali na jednej

krivke. Obrazok 13.7 dokazuje, Ze takéto Skédlovanie je mozné. Funkcia A(L) zdvisi od L
jednoduchym vzfahom

A(L) =CL™0™ (13.30)

(13.29)

Pravdepodobnost perkolacie P preto nie je funkcia dvoch nezavislych premennych p a L, ale
len jednej premenne;j

P =F(y) (13.31)
kde

y = (p B pc) o (p _pc) (1332)

A(L) — CL0m

1 T T T T T T T T T
o* |
'8 § 1=
< 08 « |
S §
Z 4
S0.6 *® ] _
8 & =)
5 - <
=) o ¢ L=16 0,5F
S 04l 3 " L=24| =
3 o L=32
5 ¢ s L=48
(o)
9 & v L=64
;0,27 3 » [L=96 -
= &
A £
9 0 005 o [E T RO R SR B N
0,05 -0,025 0 0,025 0.05 P T S N SR R R B
' ’ ’ ’ 3 32 34 36 3,8 4 42 44 46
(P-p)/AL) 8

Obr. 13.7. Vlavo: Numerické ddta pre pravdepodobnost perkolacie P (obr. 13.5) preskdlované podla
vzfahu (13.29). Pravy obrdzok; funkcia A(L) a prislu$ny numericky fit.
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Ak definujeme koreladni dizku &

E=Sp—p)", v=1/0,744 (13.33)

s neznamou konstantou &, dostaneme

p_G <§) (13.34)

Pravdepodobnost perkolécie je teda funkciou len pomeru korelagnej dizky a velkosti vzorky.

13.4.1 Fyzikalny vyznam kone¢norozmerného Skalovania

Zmena mriezky z nespojitej do spojitej, spdsobend prechodom p cez kritickd hodnotu p, patri
medzi javy, vSeobecne oznacované ako fizové prechody. V okoli kritického bodu je pre ne
typickd divergencia korelaénej dizky

£(p) = &olp —pe)™” (13.35)

V kritickom bode korela¢na dizka diverguje s exponentom v. Teéria perkoldcie predpoveda
hodnotu exponentu v = 4/3, ¢o je blizke hodnote 1,344, ktord sme nasli numericky. Tedria
tiez predpokladé, Ze v okoli kritického bodu su vSetky zaujimavé veliCiny funkciou len pomeru
L /€. Kritické javy st teda univerzélne: vSetky kritické javy, pre ktoré ndjdeme ten isty kriticky
exponent v, sa v okoli kritického bodu sprévaju rovnako.

13.4.2 Numericky algoritmus metody kone¢norozmerného Skélovania

Predpokladajme univerzdlnu zavislost

Pp,L)=F(y), y= (sz)a (13.36)

Zvolme ako referen¢ni jednu hodnotu L,, (napr. najvacsiu hodnotu, pre ktord mame déta) a
poloZzme

A(Ly,) =1 (13.37)

Uvazujme ind krivku pre L # L,,. Zvolme nejakd hodnotu P. Tejto hodnote zodpoveda na
krivke pre L,, pravdepodobnost p = p(t) a na krivke L pravdepodobnost p = p™). Ak plati
Skdlovanie, potom musi platit

P —pe _ P —pe _

_ (Lm) _ 13.38
AL AL PTh -
z ¢oho vieme ndjst neznamu konStantu
L) _
ALy =L - "Pe A, (13.39)

p(Lm) — Pe
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Interpolacia. p_ = 1/2

L LA \ \
BRI =24

>»L =9

L
~
T

Pravdepodobnost perkolacie
S
T

I | » i !
-0,1 0,08 -0,06 -0,04 -0,02
P-p.p*  p""
c

Obr. 13.8. Detail numerickych dét pre L = 24 a L = 96. Pre dané P (urfené modrou horizontdlnou
&iarou) vieme néjst p(24) ale nie p(%%). Preto urobime pre L = 96 linedrnu interpoldciou medzi dvoma
najbliz§imi bodmi, a 9 uréime z priese¢nika interpolacnej priamky s modrou horizontdlnou priamkou.

Postup zopakujeme pre vSetky dostupné velkosti L. Vo v§eobecnosti nebudeme hodnotu A(L)
hladat z jedinej ndhodne zvolenej hodnoty P, ale zvolime ich vela (/V). Potom namiesto rieSenia

rovnice musime minimalizovaf funkciu
2

(L) (Lm)
P; © — Pe b; — De
A(L)) = : —= 13.40
Flaw) =3 | Pt - B (13.40)
vzhladom na nezndmy parameter A(L). Ziskané hodnoty A(L) fitujeme zavislostou
A(L)=C x L™ (13.41)
s hodnotou C' = 1/L_“ (pretoze A(L,,) = 1). Na zdver prepiSeme
P(pL) = Fly) = Gly ),y = 22 (1342

v = 1/« je hladany kriticky exponent
Nedostatkom tohto postupu je to, Ze napocitanych hodnot P médme maélo. Preto hodnoty p
musime hladaf interpolédciou (obr. 13.8).

()
13.4.3 Ina metéda

Ak predpokladdme mocninnu zavislost funkcie A(L),
A(L) = CL® (13.43)

potom mdzeme minimalizovaf funkciu len troch premennych C, « a p,

R
FlAdvo)= D> > "7 i (13.44)
Li#Ls i 01 052

Na minimalizdciu mdéZeme pouZif napriklad simplex z kapitoly 11.
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13.4.4 Poznamky

Vyznam metédy konec¢norozmerného Skédlovania je predovSetkym v tom, Ze ndm umozni ndjst
parametre prechodu z jednej fazy (nespojitd mriezka) do druhej (spojitd mriezka) len na zdklade
numerickych dét, ziskanych na mriezkach konecnej velkosti. V pripade perkoldcie ndm na
vypocet kritickych parametrov stacilo analyzovaf mriezky s L < 128.

Druhou vyhodou je zjednodusSuje analyzy numerickych dat: funkcia jednej premennej sa
analyzuje ovela l'ahSie, ako funkcia dvoch premennych.

13.5 Ulohy

13.5.1 Generovanie perkolacnej mriezky

NapiSte program, ktory vygeneruje ndhodnu Struktdru. Vstupom je pravdepodobnost p a velkost
vzorky L x L, vystupom obrazok.

13.5.2 Algoritmus perkolacie

NapiSte program pre numericki analyzu perkolécie. Pre niekol'ko hodndt L ndjdite zavislost
P(p). Ukézte, Ze kritickd hodnota p. = 1/2. Najdite, ako P(p = p.) zavisi od L, odhadnite
limitu pre L — oo Urobte analyzu vysledkov metédou konecnorozmerného Skédlovania. Najdite
kriticky exponent v.






KAPITOLA 14

Fazovy prechod v Isingovom modeli

Féazovy prechod z paramagnetického do feromagnetického stavu nastdva vo feromagnetickych
materidloch pri poklese teploty pod kriticki teplotu 7... Prechod z4visi od dimenzie (v jednoroz-
mernych systémoch by nastdval len pri nulovej teplote). Najjednoduchsi model, ktory umoziuje
Studovat fazovy prechod, je Isingov model, opisany v Casti 14.1.

V tejto kapitole naprogramujeme vyvoj Isingovho modelu pomocou Glauberovej dynamiky.
Pri danej teplote 7' si zvolime ndhodnu konfigurédciu spinov, napriklad z obrazku 14.1, a ne-
chdme model vyvijat podla definovanych pravidiel. Systém bude smerovat do rovnovahy, preto
ocakédvame, Ze po dostatocnom pocte krokov sa vyvinie alebo do usporiadaného stavu (ak nami
zvolend teplota 7' < T,), alebo zostane neusporiadany (pri teplote 7' > 7).

Pravidlo, ako sa systém v kaZzdom kroku zmeni, opiSeme v Casti 14.2. Teraz len pozna-
mename, Ze zmena konfigurdcie systému nebude nevyZadovaf pokles energie. UmoZnime aj
takd zmenu konfigurécie, pri ktorej sa energia moze zvysit. Ide o ukdzku Sirokej triedy algorit-
mov, ktoré st schopné prekondvat lokdlne minim4, a su preto v minimaliza¢nych dlohéch ¢asto
uspesnejSie ako simplex z kapitoly 11.

V tejto kapitole sa sustredime na dvojrozmerny Isingov model. Vysledky, ktoré dostaneme
naSim jednoduchym algoritmom, st len kvalitativne, pretoZe sme uvazovali len kone¢nu velkost
mriezky. Toto obmedzenie je podstatné predovSetkym v blizkosti kritického bodu, kde narasta
korelaénd dizka. Druhym obmedzenim je kone&ny pocet krokov simuldcie. V okolf kritického
bodu narastaju fluktuicie a relaxacné procesy prebiehaju “nekonecne” pomaly. Napriek tomu
dostaneme prijatel'ny odhad kritickej teploty ako aj predstavu o priestorovom rozloZeni spinov
vo vzorke a obraz, ako prebieha Casova relaxdcia do rovnovdZneho stavu.

V Casti 14.1 zopakujeme zdkladné informacie o dvojrozmernom Isingovom modeli. Al-
goritmus simuldcie Casového vyvoja si ukdzeme v Casti 14.2. Posledné dve Casti sumarizuji
numerické vysledky: v €asti 14.3.1 ndjdeme magnetizaciu ako funkciu teploty, a v Casti 14.3 bu-
deme sledovat Casovy vyvoj vSetkych spinov a ich postupné usporiadanie do zmagnetizovaného
stavu.
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Obr. 14.1. Konfigurécia spinov na mriezke velkosti 512 x 512 vygenerovand ndhodnym generdatorom.
V kazdom uzle mriezky je umiestneny spin (magneticky moment). Dve orientdcie spinu st oznacené
roznymi farbami. Magnetizicia m = —0,000361.

14.1 Isingov model

Isingov model je najjednoduchsim modelom vhodnym na opis magnetickych vlastnosti, predo-
vSetkym na opis prechodu medzi paramagnetickym a feromagnetickym stavom. Majme d-
rozmernd mriezku, a v kazdom uzle mriezky definujme spin (magneticky moment), ktory
mdZe nadobiidat len dve hodnotami:

s; = *£1 (14.1)

Nahodnd konfiguricia spinov na dvojrozmernej mriezke je na obrazku 14.1. V Isingovom modeli
susedné spiny spolu interaguju. Energia interakcie je definovana sti¢inom

—JSiSj (142)

kde J je vymenny integrdl. Kladné hodnoty J zodpovedaju feromagnetom, zadporné .J antifero-
magnetom. Celkova energia ststavy spinov je potom

Ei = — Z JSZ'S]‘ (143)
ij

Vv,

kde sumdcia prebieha len po dvojiciach najbliz§ich susedov na mriezke.
Pravdepodobnost realizicie danej konfigurécie spinov zavisi od teploty vztahom

E
P(E) = Z exp T (14.4)
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0,51

05-

Obr. 14.2. Teplotna zavislost magnetizacie dvojrozmerného Isingovho. Pre teploty 7' > T, je magneti-
zacia nulova. Pre T' < T, magnetiz4cia rastie podla vztahu (14.9).

kde Z je Statistickd suma, ktord ziskame z podmienky > P(E) = 1 pri sumécii cez vSetky
mozné konfiguracie spinov.

14.1.1  Magnetizacia

Isingov model prejde fdzovym prechodom pri zniZovani teploty: Pre 1" > T, rozloZenie spinov
zostane ndhodné, pre T < I, ale prejde do usporiadaného stavu. Teplota 7. je kriticka teplota.
Kvantitativnu mieru usporiadanosti spinov vyjadrime magnetizaciou definovanou vztahom

1

(N = L2 je celkovy pocet spinov na mriezke). V neusporiadanom stave (paramagnet, 7' > T,) st
spiny orientovane ndhodne, preto o¢akdvame, Zze m = (. V skuto¢nosti magnetizacia fluktuuje
okolo nulovej hodnoty, hodnota m = 0 plati v Statistickom zmysle. V usporiadanom stave,
pre teplotu 7' < T, sa spiny orientuji prevazne jednym smerom, preto m # 0. Prechodom
teploty cez kriticky bod 7" = T, sa teda narusi symetria modelu — spinov orientovanych jednym
smerom je viac ako spinov orientovanych druhym smerom. Teplotnu zdvislost magnetizicie pre
dvojrozmerny Isingov model vidime na obrazku 14.2.

14.1.2 Dvojrozmerny Isingov model

V dvojrozmernom Isingovom modeli mézeme fazovy prechod opisaf analyticky a ziskaf tak
zavislost vSetkych relevantnych veli¢in od teploty. Kritickd teplota spliia vztah

2J
kpT.

Ak zvolime ststavu jednotiek tak, aby

sinh

1 (14.6)

TJkg =1 (14.7)

dostaneme pre kriticku teplotu vyjadrenie

2
T.— — 2 ~2269 14.8
In(1++/2) (148)
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a pre magnetiziciu pod kritickou teplotou

nKYU-—:t—l sinh—1 27 : (14.9)
| kT '
V limite 7' — 1 zo vztahu (14.9) dostaneme
- T ﬁ
m(T)==+|1- —} (14.10)
L T,
kde
g1 (14.11)
=3 .

je kriticky exponent pre magnetiziciu. Kriticky bod aj kritické exponenty zavisia od dimenzie
problému. RieSenie trojrozmerného Isingovho modelu ndjdeme len pribliZznymi metédami. Pre
d = 4 mozeme model riesif v ramci tedrie stredného pola s kritickym exponentom 5 = 1/2.

14.1.3 Pociato¢ny stav

Zvolme dvojrozmernd mriezku L x L (napriklad . = 512). Ako pociatocny stav zvolme
nahodnud konfigurdciu spinov na mriezke. Jedna z moZnych konfiguricii je na obrazku 14.1.
Zostrojime ju ahko: pre kazdy uzol mriezky vygenerujeme ndhodné ¢islo z intervalu (0,1). Ak
je vygenerované Cislo vicsie ako 1/2, priradime bodu mriezky spin s = 1, inak s = —1.

14.2 Glauberov algoritmus

Zaujima nés, do akého konecného stavu sa nds pociatocny stav bude vyvijat. Nechdme preto
pociato¢nu konfigurdciu vyvijat postupnosfou krokov. V kaZzdom kroku si ndhodne zvolime
niektory spin, ktory bud oto¢ime, alebo mu ponechdme jeho pdvodnd hodnotu. Pravdepodobnost
otoCenia spinu definujeme z principu detailnej rovnovahy.

PoPoys = P3Ps_q (14.12)

kde P, pravdepodobnost ndjst systém v konfigurécii o a F,_,3 pravdepodobnost prechodu zo

stavu «v do stavu 3. Z rovnic (14.4) a (14.12) dostaneme
Posp Pg  _Eire
tamb B 14.13
Pove P, 7 (14.13)

Pravdepodobnost zmeny stavu teda zdvisi od teploty.

Eg—FEq
Dany spin teda s mo6Zeme otocif s pravdepodobnosfou P, _,s = C' xe 57 . alebo ponechat
nechaf v povodnom stave s pravdepodobnostou P,_,, = C'. Jedna z moZnosti mus{ nastat, preto

dostaneme
Eg—Eqa

Poo+ Parsg = C + Ce™ T =1 (14.14)

Pravdepodobnost prechodu zo stavu « do stavu (3 je preto

1
Pa—>ﬁ == 1+ e(E,B_EQ)/kBT

(14.15)
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Obr. 14.3. Zmena energie dand zmenou orientdcie spinu ¢ je definovand orientaciou spinov v jeho okoli.
Z hladiska zmeny energie existuje len pit roznych konfiguricii okolitych spinov.

14.2.1 Vypocet pravdepodobnosti zmeny stavu

Pravdepodobnost zmeny stavu zavisi len od konfiguracie piatich spinov: nami zvoleného spinu
s; a jeho Styroch susedov (obrdzok 14.3). Zmenu energie vyjadrime

AFE J

kBT B kBT S [SH+SD+SL+SP] ( )
lebo AFE zavisi len od spinu samotného (s;) a od orientdcie Styroch susednych spinov s, sp,
sy, Sp. Na obrazku 14.3 vidime, Ze existuje len paf r6znych hodndt AFE. Kazdej Ku kazde;j
konfigurécii tychto spinov definujme index 1 < I < 5:

1
]=§Si [SH—|—SD—|—SL+SP]+3 (1417)

a jemu zodpovedajuicu pravdepodobnost preklopenia spinu s;:

1
P(I) = 1 [2(2176)}
+exp | =F—

(14.18)

Ak teda ndhodne zvolime spin s;, vypocitame [ a s pravdepodobnosfou P(/) ho oto¢ime.
PretoZe pravdepodobnosti P (/) budd v kazdom kroku rovnaké, vypo¢itame ich hned na zaciatku
programu, aby sme Setrili vypoctovy cas.

14.2.2 Preklopenie spinu

Zostéava realizovaf, resp. nezrealizovaf preklopenie ¢-teho spinu. V programe vygenerujeme
ndhodné &islo € (0,1). Spin preklopime vtedy, ak

r < P(I) (14.19)

14.2.3 Okrajové podmienky

Zv1astnu pozornost je treba venovaf spinom na okraji vzorky, ktoré maju len troch alebo len
dvoch susedov. Z r6znych moznosti, ako definovat ich pravdepodobnost preklopenia, zvolime
td najCastejSiu: predpokladajme, Ze nas systém je periodicky v smere = aj y. Podobne spinu na
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hornej hranici vzorky priradime ako horného suseda spin na dolnej hranici. To znamenad, Ze spinu
na pravej hranici vzorky priradime napravo od seba prvy spin na lavej hranici vzorky. Vzorka
teda namiesto Stvorca pripomina toroid. Za tychto podmienok mé kazdy spin Styroch susedov.
Skusenosti ukazuju, Ze periodické okrajové podmienky st pre numerické vypocty najvhodnejSie
—nielenZe sa l'ahSie algoritmus vypoctu l'ahSie programuje, ale aj vysledky rychlejSie konverguju
ku svojim limitnym hodnotam.

14.2.4 Algoritmus
 Zvolime teplotu 7" a ndjdeme 5 pravdepodobnosti F,_, 3 (pole dizky 5)
 Zvolime velkost mriezky L, napriklad L = 512.
* Vygenerujeme ndhodnu konfigurciu spinov na mriezke L x L.

e Simulujeme relaxdciu do rovnovdzneho stavu. Jeden casovy krok pozostiva z tychto
operécii:
1. Nédhodne zvolime niektory spin
2. Identifikujeme spiny okolo neho

3. Ndjdeme, s akou pravdepodobnostou P sa mdZe otocif

4. S takou pravdepodobnosfou ho otocime.

» Zapisujeme priebeh magnetizicie, ak chceme tak aj priestorové rozloZenie spinov

Takychto ¢asovych krokov potrebujeme vela. PredovSetkym, pocet krokov by mal byt itmerny
po&tu spinov na mriezke. Definujeme preto “Casovi jednotku” ¢y = o x L?, kde o =~ 103. Pocet
krokov meriame v ndsobkoch ¢;. Ako uvidime neskor, pre @ = 5000 mdze byt potrebny pocet
krokov ¢ ~ 50ty. V blizkosti kritickej teploty budeme potrebovat podstatne viac iteraénych
krokov.

14.3 Glauberova dynamika — numericky vypocet

14.3.1 Magnetizacia

Na Tavom obrdzku 14.4 vidime vysledok numerickej relaxacie ndhodnej konfigurédcie spinov
pre pif roznych teplot. Velkost mriezky bola L x L = 512 x 512. Pravy obrdzok ukazuje
magnetizaciu ako funkciu teploty a jej porovnanie s analytickym vzfahom (14.9). Magnetizaciu
sme odhadli ako stredni hodnotu poslednych desiatich hodndt z ¢asového vyvoja na lavom
obrdzku. Inou moZnostou by bolo zopakovat kazdd simuldciu A -krdt, a ndjst strednd hodnotu.

Pre teploty 7 < T, magnetizdcia pomerne rychlo saturuje na svoju rovnovaznu hodnotu. Cas
saturicie sa predlZuje, ked teplota rastie a bliZi sa ku kritickej teplote. Okrem toho, magnetizicia
mdze dost vyrazne fluktuovat s Casom. Na obrazku napriklad vidime, Ze magnetizacia pre teplotu
T = 2,2 je dlha dobu vicSia, ako magnetizacia pre T' = 2; aZ po pomerne dlhom case sa obe
hodnoty sprdavne usporiadaji. V okoli kritického bodu sa ndm takouto simuldciou nepodari
hodnotu magnetizdcie ndjst. Dovodom je nedostatocnd velkost vzorky.
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L=512 ¢ =5000L

1 . T . T . T . T . —T=200
— T=220
L — T=222
T=224
— T=226
0.5 — T=227
T=228 |
1— T=230
— T=240
m
0
0.5F .
1 l 1 l 1 l 1 l 1
0 10 20 30 40 50

Obr. 14.4. VTavo: Priebeh magnetizcie v zavislosti od poctu vykonanych krokov pri niektorych zvo-
lenych teplotich. pre T' < T, hodnota magnetizécie sa saturuje na svojej rovnovaznej hodnote, okolo
ktorej uz len fluktuuje. Pocet krokov, potrebnych na saturaciu, narasta, ked sa teplota blizi ku kritickému
bodu. Velkost mriezky L = 512, asovy krok tg = 5000L2. Znamienko magnetizicie nie je doleZite:
prevazif mozu spiny orientované nahor alebo nadol. Na pravom obrdzku je rovnovdzna magnetizacia |m)|
ako funkcia teploty porovnand s teoretickou predpovedou (14.9,14.11). (obr. 14.2). Sudhlas s teoretickou
predpovedou je velmi dobry, odchylky pozorujeme len pre teploty 7" blizke kritickej teplote, kde velkost
nasej vzorky nie je dostato¢nd (pozri diskusiu v Casti 14.3.4).

14.3.2 Isingov model pri teplote 7" = 2

Pretoze T' = 2 < T, oCakdvame, Ze systém po dostatoéne dlhom pocte krokov dosiahne
usporiadany stav. Obrazky 14.5, 14.6, ukazuji vyvoj systému v zdvislosti od poctu krokov.
Vidime postupné zvidcSovanie klastrov s rovnako orientovanymi spinmi. V Case t = 10¢; sa
zda, Ze vznikli dve suvislé oblasti s opa¢ne orientovanymi spinmi. Jedna z nich vSak postupom
casu zanikne. Vysledna konfiguracia predstavuje suvisld oblast rovnako orientovanych spinov,
v ktorej sa nachddza velky pocet malych “ostrovéekov” s opacne orientovanymi spinmi.

Pre teplotu niZsiu ako kriticka teplota, kedy predpokladdame, Ze vyvoj skonci v usporiadanom
stave, je samozrejme vyhodnejSie Startovat z usporiadaného stavu (pozri dlohu 14.4.1).

14.3.3 Konecny stav — zavislost od teploty

Obrazok 14.7 ukazuje konfiguraciu po Case t = 50ty pre rOzne teploty. Vidime, Ze pre nizke
teploty (napr. 7' = 2,2) sa systém stabilizuje v takmer homogénnej faze, v ktorej si vnorené
malé ostrovéeky opacne orientovanych spinov. Poloha, velkosf aj pocet tychto ostrovcekov sa
v ¢ase menia, strednd hodnota magnetizacie v§ak zostdva nenulova a nezévisld od poctu krokov
— nachadzame sa vo feromagnetickej faze. Naopak, pre vysoké teploty (takou je uZ teplota
T = 2,30) v Strukture pretrvdvajucu rovnako zastipené klastre s oboma orientdciami spinu.
Opit, ich tvar v Case fluktuuje, ale celkovd magnetizicia zostdva v strednej hodnote nulova.
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t= 0.50

Obr. 14.5. Spinova konfiguracia v ¢ase (zlava doprava) ¢ = 0,02, 0,04, 0,20 a 0,50 (o = 5000 x 5122
krokov). Teplota 1" = 2.

Obr. 14.6. Spinov4 konfiguricia v ase (zl'ava doprava) ¢ = 1,10,20 a 30 v jednotkéch ¢y = 5000 x 5122
krokov). Teplota T' = 2.

ZaujimavejSia situdcia nastane v bezprostrednom okoliti kritickej teploty 7.. Tu je fazko
rozliSif, v ktorej fize sa systém nachddza. Oba obrazky, pre teplotu 7' = 2,26 aj T' = 2,27
vyzeraju rovnako. Tomu zodpovedd aj Casovy vyvoj magnetizacie (obrdzok 14.4), kde vidime,
Ze systém sa vyvija pre obe teploty vel'mi podobne. Aby sme tieto teploty odliSili, potrebujeme
simulovat vicSie mriezky.

14.3.4 Korelaéna dizka

Preco su oba systémy fazko rozliSiteIné? V kapitole 13 sme videli, Ze v okoli kritického bodu
rastie korelaénd di7ka &£. Rovnako aj v pripade fizového prechodu paramagnet — feromagnet

Obr. 14.7. Spinova konfiguracia v ase t = 50t (v jednotkach ¢ty = 5000 x 5122) pre rdzne teploty 7.
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existuje korela¢na dizka, ktora diverguje v kritickom bode
ET) ~|T =T, (14.20)

s kritickym exponentom v = 1. Pokial zvolime teplotu tak blizko kritickej teplote, ze {(T') > L,
nachddza sa nas systém v kritickej oblasti a z jeho spravania nevieme urcit, i teplota je pod alebo
and kritickou teplotou. PretoZe v numerickych simulédcidch sme limitovani velkosfou systému,
ktory dokdZeme simulovat, nevieme priamym vypoctom ndjst kriticky bod. Vychodiskom je,
podobne ako v pripade perkolécie, metéda kone¢norozmerného Skdlovania.

14.4  Ulohy

14.4.1 Glauberova dynamika

Napiste program pre Glauberov algoritmus Simulujte “Casovy vyvoj” . Ako pociatocnu pod-
mienku zvol'te usporiadany stav. Porovnajte dosiahnuté vysledky s vysledkami v tejto kapitole
(obr. 14.8).

14.4.2 Zavislost od velkosti mriezky

Zvolte teplotu d’aleko od kritického bodu (napriklad 7' = 2) a ndjdite magnetizaciu pre rézne
velkosti systému: L = 64, L = 128, L = 256. Presvedcte sa, Ze magnetizdcia nezéavisi od L.
Vysvetlite preco. Porovnajte ziskané hodnoty s teoretickou hodnotou (rovnica 14.9).

Obr. 14.8. Porovnanie rychlosti konvergencie do findlneho stavu pre teplotu 7' = 2,2 v zévislosti od
pociato¢ného stavu. Vlavo: pociatoény stav z obr. 14.1, vpravo: v pociatocnom stave st vSetky spiny
usporiadané jednym smerom.






KAPITOLA 15

Rovnica vedenia tepla

Problém vedenia tepla v materidlovom prostredi je typickou ulohou, ktoré vedie na rieSenie par-
cidlnych diferencialnych rovnic parabolického typu [12]. Ulohou je riesit parcidlnu diferencidlnu
rovnica pre teplotu 7'(7,t) ako funkciu polohy a asu. Prostredie, v ktorom sa teplo §iri, je vo
vSeobecnosti nehomogénne, v kazdej svojej Casti je ale charakterizované lokdlnymi hodnotami
hustoty, tepelnej vodivosti a tepelnej kapacity. Nebudeme sa zaoberaf fyzikalnymi podmienkami
platnosti rovnice, zameriame sa len na problémy, ktoré vznikaju pri jej numerickom rieSeni,
predovSetkym na stabilitu rieSenia.
VSeobecnd uloha vedenia tepla — diftizna rovnica pre teplotu 7'— ma tvar

TUD _ v xev (15.1)

Vstupné parametre charakterizujice vzorku: ¢(7) merné teplo, p(7) hustota, A(7) tepelnd vodi-
vost. V nehomogénnej vzorke su vSetky parametre zavislé od polohy. K rovnici (15.1) musime
doplnif informéciu o okrajovych podmienkach — napriklad ¢i je vzorka izolovand od okolia,
alebo na jej hranici dochadza k prestupu tepla do okolia [12]. RieSenim dlohy je teplota 7'(7',t)
v danom mieste a Case ak zaddme pociato¢ny stav T'(7,t = 0).

V Casti 15.1 sa budeme zaoberaf najjednoduchSou tlohou — vedenim tepla v homogénnom
jednorozmernom prostredi. UkdZeme zdkladny numericky algoritmus (explicitni metédu rieSe-
nia), zaloZeny na diskretizicii diftiznej rovnice. Uvidime, Ze numerickd stabilita rieSenia zavisi
od sposobu diskretizacie priestoru a ¢asu. Uvidime, Ze podmienka stability vyZaduje zvolif veI'mi
kréatky ¢asovy krok. Metédu vyuzijeme na rieSenie dvoch okrajovych uloh. V €asti 15.2 vySetrime
chladnutie polonekone&ného jednorozmerného systému s fixovanou teplotou na okraji. Uloha je
ekvivalentnd tzv. Kelvinovmu problému urcenia veku Zeme. V Casti 15.3 budeme riesit vyvoj
teploty v systéme s definovanym tokom tepla na jeho hranici. Uloha modeluje vypodet teploty
na povrchu Mesiaca.

V nasledujucej Casti 15.4 opiSeme implicitnd metédu rieSenia. UkdZeme, Ze mald zmena
algoritmu povedie k vyraznému zlepSeniu stability numerickej metody. Modifikovanu implicitna

p(r)e(r)
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T teplota K

q tok tepla cez jednotkovi plochu za ¢as | W/m?
A tepelnd vodivost W/mK
) hustota kg/m?
c tepelna kapacita Jkg K
Kk = A\/cp | koeficient teplotnej vodivosti m?/s

Tabuflka 15.1. Fyzikdlne veli¢iny a ich jednotky.

metddu, nazyvani metdda striedavych smerov, pouZijeme v Casti 15.5 na rieSenie problému
difdzie v dvojrozmernom systéme. Metdda sa l'ahko zovSeobecni aj pre trojrozmerné tlohy.

V Casti 15.6 aplikujeme numerickd metédu striedavych smerov na rieSenie konkrétnej ilohy
vedenia tepla v nehomogénnom kompozitnom materiéli. UkdZeme, ako mdZeme numerickou
simuldciou rovnice vedenia tepla ndjst efektivne parametre nehomogénneho kompozitu.

Odvodenie rovnice vedenia tepla

Rovnicu (15.1), odvodime z dvoch fyzikdlnych zdkonov:
(1) Fourierov zdkon vedenia tepla:

g=-AVT (15.2)

definuje je tok tepla ¢ cez jednotkovi plochu za jednotku Casu. A je tepelnd vodivost a 1" je
teplota (vSetky fyzikdlne veli¢iny sumarizuje tabulka 15.1).
(2) Zachovanie celkovej energie je dané rovnicou kontinuity

oT
— =—-V¢q 15.3
Py q (15.3)
kde p je hustota materidlu, c jeho tepelnd kapacita. Kombinaciou rovnic (15.2,15.3) dostaneme
rovnicu vedenia tepla:

aT(t,r)
pc
ot
PodrobnejSiu diskusiu o rovnici vedenia tepla a moZnostiach jej analytického rieSenia ndjdete

v knihe [12]. Tabulka 15.1 sumarizuje vSetky fyzikdlne veliciny, ktoré v tedrii vedenia tepla
pouZivame.

- V;[A(F‘)V;T(tf)] (15.4)

15.1 Jednorozmerna uloha

Numerickid metédu rieSenia parabolickej diferencidlnej rovnice ukdZeme na najjednoduchsej jed-
norozmernej tlohe. Ak st vSetky materidlové parametre v rovnici (15.1) konStantné v priestore,
prepiSeme rovnicu (15.1) do tvaru

0T (z,t) O?T(z,t)

T (15.5)
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kde k je koeficient teplotnej vodivosti (pozri tabulku 15.1).
Rovnicu (15.5) pozndme aj ako rovnicu diftizie ¢astice v jednorozmernom homogénnom
priestore.

ou(zt) D O*u(z,t)

BT 92 (15.6)

Vtedy u(x,t) je hustota Castic (resp. pravdepodobnost vyskytu Castice v mieste = v Case t) a D je
koeficient difuzie. Rovnica (15.6) opisuje napriklad diftiiziu farbiva vo vode: ak kvapneme v Case
t = 0 do bodu x = 0 malé mnozstvo farby, bude tito difundovat do svojho okolia analogicky
Brownovmu pohybu, ktory sme analyzovali v Casti 8.9.

Budeme numericky riesif parcidlnu diferencidlnu rovnicu (15.1), resp. (15.6) s pociato¢nou
podmienkou

u(z,t =0) = f(z) (15.7)
napriklad
u(z,t =0) = d(z — xp). (15.8)

Na nekone¢nom intervale —oo < x < +00 md rovnica (15.6) s pociatocnou podmienkou (15.8)
rieSenie

1 (z — mp)?

u(z,t) = TiDi exp —— (15.9)
¢o je Gaussova funkcia so Sirkou

(x%) — (x)* = 2Dt (15.10)
Vseobecnejsia uloha s pociato¢nou podmienkou (15.7) ma rieSenie

u(z,t) = \/ﬁ /_::O da’ f(2') exp —% (15.11)
Analytické rieSenia vSeobecnej ilohy mézeme ndjst v monografii [30].

HTladajme rieSenie rovnice (15.6) na tsecke dfiky L, teda
0<z<L (15.12)

Oblasft priestoru (15.12) musime doplnif o okrajové podmienky, teda o informéciu, ako sa
funkcia v vyvija v okrajovych bodoch x = 0 a z = L. Ak je vzorka izolovana od svojho okolia,
predpokladdme v kazdom case

u(zt) =0, <0, z>1L (15.13)
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15.1.1  Numerické rieSenie rovnice difuzie — explicitna metéda

RieSme rovnicu difuzie (15.6) s pociato¢nou podmienkou (15.8) numericky. Ako prvy krok
diskretizujeme cas

t—=>tm=mxA, m=012 ... (15.14)
a priestor

— Ty, =n X0 0= L =0,1 N -1 (15.15)

T — T, =n X0, =~ "=0L... .

a vyjadrime derivacie v diskrétnom tvare

ou(xzt)  wu(zt+ A) —u(xt)

= 15.16
ot A ( )
Pu(x,t)  w(x+6,t) +ulz —o,t) — 2u(w,t)
= 15.17
Ox? 92 (1517
Po dosadeni do rovnice (15.6) dostaneme rovnicu
DA
u(z,t + A) =u(z,t) + 7 [u(z 4 0,t) + u(x — o,t) — 2u(z,t)] (15.18)
Ak definujeme
un(t) = u(x = nd, t) (15.19)
mozZeme rovnicu (15.18) prepisat do tvaru
DA
un(t + A) = u,(t) + 5 [Uni1(t) + Up_1(t) — 2un(t)] (15.20)

ktord plati pre n = 1,2,... N — 2. Pre tplnost musime Specifikovat rovnice pre n = 0 (x = 0)
an =N —1(x = L), teda urcif okrajové podmienky k diferencidlnej rovnici (15.6). Tymto
problémom sa budeme podrobne venovat v dvoch nasledujicich ¢astiach 15.2 a 15.3. Teraz pre
jednoduchost predpokladajme, Ze nés systém nema Ziadnu vizbu na okolie. Rovnice pre okrajové
body potom maji tvar

DA

w(t+4) = uolt) + - [ur(t) — uo(t)]
(15.21)
uv-1(t+A4A) = uy-1(t) + ?S—QA [un—2(t) — un-1(t)]

¢o mozZeme vyjadrif tak, Ze rovnica (15.20) plati aj pre okrajové body, ak v kazdom case ¢
dosadime

U_1 = U, Uy = Un_1 (15.22)

Rovnice (15.20,15.21) su zovSeobecnenim iteracnej schémy z kapitoly 1. Namiesto jednej
premennej teraz iterujeme N premennych. V i-tom kroku zo zndmych hodndt w,, (), ndjdeme
explicitne hodnoty v Case ¢ + A. Ak definujme vektor u(¢):
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Obr. 15.1. Ttera¢nd schéma zodpovedajica rovnici (15.20) je explicitnd. Z troch zndmych hodnét funkcie
u(z,t) vypoéitame jednu hodnotu funkcie v Case ¢ + A.

uo (1)
uy (1)
u(t) = us(t) (15.23)
UN-1 (t)
tak iteracnd schému moZeme prepisat do maticového tvaru
u(t+ A) = Au(t) (15.24)
kde matica A m4 tvar
l—a a 0o ... 0
a 1—2a a :
A=]| 0 a (15.25)
0 . a 1—2a a
0 e a 1—a
s parametrom a definovanym vztahom
DA

Zda sa, Ze rieSenie ulohy je jednoduché: v ase ¢ = 0 mame zadanu pociatonu podmienku,
u(0), z ktorej Startujeme iteracie:

u(A) = A;‘(O)
Tl.(‘QA) = {&”u(O) (15.27)
u(t=MA) = AMu(0)

Lahko sa ale presvedC¢ime, Ze takéto rieSenie mdze exponencidlne divergovaf s narastajicim
c¢asom. V kapitole 1 sme totiz odvodili, Ze iteracné schémy typu (15.24) divergujd, ak aspon
jedna vlastnd hodnota matice A je vicsia (v absolitnej hodnote) ako 1. Vlastné hodnoty matice
A vieme ndjst analyticky [23] alebo vyuZijeme vysledok cvicenia 10.5.2

™n

we
Ap=1-2a|1—cos
CL[ COSN

2(N +1)

1] =1 — 4asin® (15.28)
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Vidime, Ze vlastné hodnoty leZia v intervale
1—-4a<A<1 (15.29)

a teda pre dostatocne velké a m6zu existovat vlastné hodnoty vicsie (v absoltitnej hodnote) ako 1.
Podmienka stability iteracnej schémy (kapitola 1) ale hovori, Ze itera¢na schéma je stabilnd len
vtedy, ked pre vSetky vlastné hodnoty plati

A, < 1 (15.30)

Iteracnd schéma je preto stabilnd len ak 1 — 4a > —1, o znamend

2a = 2D§ <1 (15.31)
Diskretiz4ciu priestoru a ¢asu teda nemdzeme zvolif nezdvisle od seba. Ak zjemnime diskreti-
zaciu priestoru (zmensime hodnotu ¢§), musime, podla kritéria stability (15.31) skratif aj casovy
krok A. Paradoxne, v dobrej snahe zlepsif presnost vypoétu moéZzeme numericky vypocet po-
kazif: ak zmens$ime priestorovu diskretizaciu 0 a nechame Casovu diskretizdciu A nezmenenu,
program modZe havarovat, hoci s vidcSou hodnotou § pracoval. Dosledkom kritéria (15.31) je
nutnost postupovat velmi pomaly (s malym krokom A) ak je systém priestorovo nehomogénny
a potrebujeme detailnu diskretizaciu 9.

Skoér ako sa budeme venovaf numericky stabilnejSej metdde rieSenia, vyrieSime dve jedno-
rozmerné ulohy. V prvej budeme definovaft teplotu na hranici vzorky, v druhej definujeme tok
tepla prechadzajuici hranicou.

15.2 Chladnutie polonekonecnej oblasti — Kelvinov odhad
veku Zeme

RieSme jednorozmernd tlohu vedenia tepla

OT (x,t) O?T(z,t)

= 15.32
ot N ox? ( )
v polonekonecnej oblasti x > 0 s poc¢iato¢nou podmienkou
. . To >0
T(x,t=0)= { 0 z<0 (15.33)
a okrajovou podmienkou
T(x=0t)=0 (15.34)

Problém rieSme ako dlohu Sirenia tepla na dostato¢ne dlhej isecke, ktort rozdelime na N dielov
dizky A =1.Pren =1,2,... N — 2 aproximujeme rovnicu vedenia tepla diskrétnou rovnicou

T(t+ A) = Tp(t) + ;—2 [Ty () + Tpos (1) — 2T (1)] (15.35)
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ktora je ekvivalentna rovnici (15.20). Na okrajoch vzorky poloZme
To(t) =0, Ty(t) =Ty (15.36)

Numerické rieSenie mdZeme porovnat s presnym rieSenim [30]
x

2V 2kt

s koeficientom teplotnej vodivosti a. Funkcia erf(z) je definovana vztahom (4.59):

T(x,t) =T, erf (15.37)

2 [¢ 2
erf £ = ﬁ/ dt e (15.38)
0

a jej priebeh vidime na obrizku 4.5.
Z rieSenia (15.37) dostaneme derivdciu teploty v okoli okraja

or T
G=— = 15.39
Ox ., VKt ( )

Kelvin (1864) navrhol takyto jednoduchy problém ako model chladnutia Zeme. Predpokladal,
Uloha m4 presné rieSenie Ze Zem bola v po¢iato¢nom $tddiu hortica gula teploty T} a odvtedy
chladne s tym, Ze na povrchu sa udrziava konsStantna teplota (obrazok 15.2). Veli¢ina G' potom
zodpoveda geotermalnemu gradientu — zmene teploty s hibkou. Této veli¢ina sa dd experimen-
tdlne meraf - je vieobecne zndme, Ze teplota smerom do hibky narastd asi o 10-50 °C na 1 km

Obr. 15.2. RieSenim rovnice vedenia tepla s poc¢iato¢nou podmienkou (15.33) a s okrajovou podmien-
kou (15.34). Na obrdzku vidime priestorové rozloZenie teploty v Styroch réznych ¢asoch, dané funkciou
chyb (15.37). VSimnime si, Ze teplota je nulova pre x = 0 a smerom dovniitra vzorky narastd priblizne
linedrne. Koeficient nérastu klesa s rasticim ¢asom. Ak model aplikujeme na pdvodne horicu Zem,
mdZeme koeficient linedrneho ndrastu teploty smerom dovniitra vzorky interpretovaf ako geotermdlny
gradient. PretoZe jeho hodnoty pozndme, vieme urcit, ako dlho uZ Zem chladne a teda odhadnuif vek
Zeme.
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hibky. Tiito zmenu vieme ale uréif aj z rovnice (15.39). Porovnanim oboch hodnét mézeme od-
hadnif ¢as ¢ ktory Zem chladne zo svojho povodne horticeho stavu, a teda dobu existencie Zeme.
Kelvin takto odhadol vek Zeme na ~ 107 rokov. Je prili§ mlo, pretoze Kelvinov modelneberie
do tvahy vnutorné zdroje tepla ani moznost prenosu tepla pridenim.

15.3 Teplota na povrchu Mesiaca

UvaZujme teleso, ktoré je vystavené tepelnému toku zo svojho okolia. MnoZstvo absorbovane;]
energie na povrchu sa periodicky meni v &ase. Ulohou je ndjst Gasovid zavislost teploty. Pre
jednoduchost predpokladajme, Ze teleso je homogénne a ma tvar dosky hribky L rovnobe-
7nej s rovinou yz. Dopadajtici tok energie nezavisi od y a z. Uloha je potom jednorozmernd,
potrebujeme ndjst teplotu vo vnutri telesa ako funkciu vzdialenosti od okraja ako funkciu casu

T(zt), 0<z<L (15.40)

15.3.1 Okrajova podmienka
RieSime jednorozmernd rovnicu (15.4) s konstantnou hodnotou A(z) = A

0T (x,t) 0T (x,t)
ASAEAPANS Wt S A 15.41
P N o (1541

pre 0 < x < L as pociatocnou podmienkou
T(xt=0)=1T, (15.42)
Na prednej strane telesa (z = 0) musi byf splnend okrajova podmienka

or| |
“Ag| =P)-oT (15.43)

=0

ktora vyplyva z Fourierovho zdkona (15.2). Podobne na zadnej strane plati podmienka

oT

—A— =P 2) — oT* 15.44

z=L

Funkcia P(t) reprezentuje Casovo zavisly tok tepla z okolia (na jednotku plochy za jednotku
Casu, [P] =W/m?) a druhy &len na pravej strane je tepelné vyZarovanie telesa (o je Stefan-
Boltzmannova konstanta) [23]. Pre konkrétnost zvolme funkciu P () periodickd:

Py sin? 2r ak i =|[2t/t,] jenepdrne

P#) = { 0 ak i=[2t/t,] jeparne (15.45)

s periédou t,. Uloha modeluje “jednorozmerny” Mesiac. Energia P(t) je energia Slnka, dopa-
dajuca na jeho povrch. PretoZe Mesiac sa otaca okolo svojej osi za periddu ¢, (rovnd cca 28
dni), dopad4 slne¢né Ziarenie striedavo na jednu a druht stranu Mesiaca. Absorbovanu energiu
Mesiac vyZziari spif do vesmiru, ktory ma teplotu 7.
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15.3.2 Bezrozmerné veli€iny

Pred zaciatkom vypoctov je vyhodné prejst k bezrozmernym veli¢indm. Definujme charakteris-
ticky &as to (napriklad 1 deit = 8,6 x 10* s) a zodpovedajiicu charakteristickd diZku

= /Kty (15.46)

(k = \/cpjekoeficient tepelnej vodivosti). Definujme bezrozmerné veli¢iny 7 = ¢ /tpa& = x/{.
Rovnicu 15.45) potom prepiSeme do tvaru

orr)  PT(E)

T (15.47)
a okrajovu podmienku (15.43) napiSeme do tvaru
‘g_? - 20 [p(r) - o7] (15.48)
kde
P(t) = P(t)/P,, Gg=0/P (15.49)

15.3.3 Numericky algoritmus

V numerickom rieSeni rozdelime vrstvu na N rovnakych dielikov dizky § = L/N/ a definujeme
pole T; dizky N, do ktorého uloZime teplotu v Ease 7, a pole T; pre teploty v ¢ase 7 + A.
Numericky je tloha ekvivalentna itera¢nej schéme 7T; — 7;. Explicitny tvar rovnic je

* pre ¢ = 1 (lavy okraj vzorky) vyjadrime druht priestorovu derivaciu

PTE) _ 00T(E) _ 1|07

082 9E 9¢ 5| o€

oT'(£)

9¢

(15.50)

&t &

prvi priestorovi derivaciu nahradime (75 — 77) /4, druhd, ktord vyjadruje gradient teploty
na hranici vzorky, vyjadrime z rovnice (15.48). Dostaneme tak

A A
Ti=Ti+ 51— T + b [P(T) - oTﬂ (15.51)

kde b je bezrozmernd kon3tanta

~ P(]g to
b= — =P— 15.52
3 -, ( )

e pre ¢ = N (pravy okraj vzorky) odvodime, podobne ako v predchddzajicom pripade,

A N
Ta =Ty + 55 [Tvo1 = Tw) + b [P(T) - 5Tj\1,] (15.53)
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Obr. 15.3. Casovi zavislost teploty na okrajoch vzorky (Servend a &ierna krivka) a v prostriedku (modra).
Pre porovnanie je ukdzand aj teplota okolitého prostredia 7o = 10 K. Pravy obrdzok ukazuje ¢asovy vyvoj
teploty v prostriedku vzorky. Parametre modelu Py = 1440 W/m?, o = 5,67 x 10~8 W/m?K*. Materiél
vzorky mal cp = 1,3 x 10 J/m>K a teplotnt vodivost x = 2 x 10~7 m?/s, ¢o zodpoved4 suchej pode [30].
Hribka vzorky bola len L = 1000/, kde ¢ = /Kty = 0,131 m.

e pre 2 <i < N — 1 (objem vzorky) staci nahradif druhud derivaciu vzfahom (15.17) a
dostaneme

A
Ti=Ti+ [T+ Tiey — 2T} (15.54)

Vzhladom na malé hodnoty konStanty o je rozumné preskalovat aj teplotu, napriklad 7" — 1007".

Po kazdej iteracii polozime samozrejme T; = 7;.

Ako sme videli v predchadzajicej Casti, stabilita rieSenia zavisi od volby parametrov A a d.
V naSom pripade musime dbaf o to, aby bola splnend podmienka

A

52 <1 (15.55)
Okrem toho, ¢asovy krok A musi byf dostato¢ne kratky, aby zmena teploty na okraji vzorky
nebola v priebehu jedného kroku prili§ velka.

15.3.4 Vysledky

Pre samotny vypocet potrebujeme odhadnif materidlové parametre ¢, p a A\. Vysledok simu-
lacie je ukdzany na obrazku 15.3. Po dostato¢ne dlhom case sa teplotny rezim vzorky ustélil
v periodickom reZzime: teplota na okraji osciluje medzi maximélnou hodnotu 7},.x ~ 393 K
a minimélnou teplotou 7,,;, ~ 136 K. Zatial ¢o maximdlnu teplotu odhadneme l'ahko z rovnice

P+oT*=0 (15.56)
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minimdlna teplota zdvisi od materidlovych parametrov: periédy zdroja t,, tepelnej vodivosti A
a sucinu cp.

Teplota vo vnitri vzorky pomaly narastd s casom — absorbované teplo difunduje dovniitra, az
kym sa nedosiahne rovnovazny stav T}, ~ 232 K. Rychlost ohrievania z4visi od tepelnej vodivosti
vzorky a od kapacity, v naSom pripade proces trval pomerne dlho — museli sme iterovat az do
Casov ¢ ~ 10%¢, &o zodpoveda asi 8 000 000 rokom. N&§ jednorozmerny Mesiac by sa teda
“prehrial” za milién rokov, hoci jeho hribka bola len L = 1000¢ ~ 131 metrov! To je dosledok
extrémne malej tepelnej vodivosti.

Jednorozmerny model Mesiaca je, samozrejme, prili§ naivny; okrem geometrie neberie
do dvahy vyssiu teplotu v strede Mesiaca (cca 1700 K) a nezohladiiuje ani presné hodnoty
parametrov materidlu na povrchu Mesiaca. Neuvazovali sme ani albedo Mesiaca (odraz od jeho
povrchu, R ~ 0,12). Napriek tomu realisticky opisuje teplotnu situdciu na povrchu Mesiaca.
Do6vodom je nizka tepelnd vodivost mesacnej horniny. Ako uvidime v ulohe 15.7.2, problém
teploty na povrchu Mesiaca mdZeme riesif aj tak, Ze tplne zanedbame tepelnd vodivost a rieSime
obycajnu diferencidlnu rovnicu (15.91). Je ale treba zobraf do tvahy, Ze vysledky zdvisia od
hodndt materidlovych parametrov, ktoré vieme len odhadnut.

15.4 Explicitnd a implicitna metdda
Vrafme sa spif k rovnici diftizie

2

% = D% = F(x,t) (15.57)
Zatial sme riesili len trividlny homogénny systém, v ktorom je 'ahké ndjst pric¢inu pripadne;j
divergencie numerického rieSenia. Vo vSeobecnom pripade to moZe byt podstatne zloZitejsie.
V zaujme stability numerickych vypoctov je preto potrebné ndjst algoritmus, ktory bude voci
numerickym nestabilitdim odolnejsi. Naj€astejSie pouzivanym algoritmom je explicitnd metdda,
ktoru v tejto Casti odvodime.

Vsimnime si, Ze ¢asovu deriviciu moZeme diskretizovat dvoma spdsobmi: alebo

ou(xzt)  u(zt+ A) —u(xt)

= 15.58
ot A ( )
ako sme robili v predchddzajicej Casti (rovnica 15.16), alebo
ou(z,t)  wu(xt) —u(zt—A)
= 15.59
ot A ( )
Ak vyuZijeme druhd moZnost, dostaneme z rovnice (15.57) diferen¢nd rovnicu
ou(z,t)  u(zt) —u(xt—A)
= = F(x,t 15.60
a po dosadeni za druhd derivaciu na pravej strane
DA
u(z,t) =u(zt — A) + — [u(z + 0,t) + u(z — 0,t) — 2u(x,t)] (15.61)

52
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A n2n-l110

Obr. 15.4. Implicitnd metdda rieSenia rovnice difizie vedie na sustavu linedrnych rovnic pre hodnoty
funkcie u(z,t + A).

Po substiticii t — ¢t + A moZeme tito rovnicu upravif do CastejSie pouzivaného tvaru

DA
u(z,t + A) = u(w,t) + 5 [u(z +0,t +A) +u(x — 6t + A) —2u(z,t + A)] (15.62)
Na rozdiel od explicitnej metddy (rovnica 15.20) su v rovnici 15.62) ¢leny pochadzajice z pries-
torovej derivacie uvazované v Case t + A (obr. 15.4). Rovnica 15.62 predstavuje najjednoduchsiu
schému implicitnej metédy numerického rieSenia rovnice difuzie.

15.4.1 Implicitnd metoda

Rovnicu (15.62) prepiSeme do maticového tvaru

Bu(t + A) =u(t) (15.63)
s maticou
l1+a —a 0 o 0
—a 1+2a —a :
B—| O —a (15.64)
0 . —a 14+2a —a
0 . —a 1+a

s tym istym parametrom a = DA/, VSimnime si, Ze matica B sa od matice A 1i§i len
znamienkom prvkov na vedl'ajSich diagondlach.
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Na rozdiel od rovnice (15.24) vypocet hodnét u(t + A) v Case t + A vyzaduje riesif systém
linedrnych rovnic. Napriek tomu je itera¢nd schéma (15.63) vhodnejSia pre numerické aplikécie.
Iteracny vzfah (15.63) totiZ méZeme formélne napisat v tvare

u(t+A) =B tu(t). (15.65)
Ak vyjadrime vlastné hodnoty matice B!

1
Ap = < 1, (15.66)

1 + 4a sin?
+ 4a sin N+l

vidime, Ze su vZdy vSetky menSie ako 1. Preto je itera¢nd schéma schéma (15.63) vZdy numericky
stabilna.

Zdanlivou nevyhodou implicitnej metddy je nutnost v kaZzdom kroku riesif systém linedrnych
rovnic.

Bu(z,t+ A) = u(z,t) (15.67)

Tento systém je ale len trojdiagondlny, preto jeho numerickd naro¢nost je ~ N (uloha 5.4.2).
Vypoctova narocnost implicitnej metddy je preto porovnatelnd s naro¢nostou explicitnej metddy.
Jej vyhodou, okrem samotnej stability, je ale aj to, Ze Casovy krok A moZeme v implicitnej metode
volif dlhsi, ako v explicitnej. Implicitnd metdda je teda nielen stabilnejSia, ale aj rychlejsia.

Vidime teda, Ze stabilita rieSenia a jeho efektivita zavisia od spdosobu diskretizacie pdvodnej
rovnice. Vhodnad metéda mdze usetrit 99% CPU.

15.4.2 Crank-Nicolsonova metéda

V numerickych vypoctoch sa €asto pouziva kombindcia oboch itera¢nych schém:
u(z,t + A) =u(z,t) + AlaF(z,t + A) + (1 — a)F(x,t)] (15.68)

s volitelnym parametrom «. Hodnota o = 0 zodpovedd explicitnej metdde, hodnota o = 1
implicitnej. NajCastejSie pouzivana je metdéda Crank-Nicolsona [31] s hodnotou

1
== 15.69
a =g (15.69)

Crank-Nicolsonova metdda je implicitnd, a preto zaruc€uje stabilitu rieSenia. Vhodna volba prave;j
strany ale zaru¢uje vysSiu presnost metédy az do radu A2 [1].

15.5 Dvojrozmerna Uloha — metdda striedavych smerov

Ako vidime v tlohe 15.7.6, implicitnd metéda vo svojej najjednoduchsej verzii sa nehodi na

rieSenie problémov dvojrozmernej difizie, pretoze vyzaduje rieSenie prili§ velkého systému

linedrnych rovnic, ktory uz nie je trojdiagonélny. Vychodiskom je kombindcia implicitnej a ex-

plicitnej metddy, nazvand metdda striedavych smerov. UkdZeme ju opif na najjednoduchSom

priklade homogénnej dvojrozmernej tlohy. Hladajme rieSenie diftiznej rovnice
Ou(Tt) D82u(F,t) N D82u(F,t)

o 5.3 57 (15.70)
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7 = (z,y). Vzorku diskretizujeme na N = N, x N, bodov. Casovy vyvoj urobime v dvoch
krokoch s ¢asovym krokom A /2. Podobne ako v jednorozmernej tdlohe predpokladame, Ze
vzorka neinteraguje so svojim okolim. Body na okraji vzorky teda maji menej susedov.

1. krok: Implicitny v smere osi z, explicitny v smere osi y

Zvolme hodnotu y a hfadajme nové hodnoty u,,(t + A/2), v = 1,2,dots, N, z rovnic

ury<t + %) - ua:y(t) = [UerzSz,y(t + %) + uwféz,y(t + %) - QUI,y(t + %)}

(15.71)
+ Uy, () + agys, () — sy (t)]
kde sme oznacili parameter
1D
- _= 15.72
P=35 (15.72)

Vsimnime si, Ze na pravej strane sme druhd deriviciu podla x uvazovali v Case ¢t + A/2 ale
druhu derivédciu podla y v Case t. Pre kaZzdu hodnotu y teda rieSime systém linedrnych rovnic

A
Bu,, (t + 5) = Uyy(t) + B [Uayrs, () + Uay—s, (£) — 2ty (t)] (15.73)
¢o je trojdiagondlny systém s maticou B ktord uZ pozndme z rieSenia jednorozmernej diftizie
(rovnica 15.64 po zdmene a — f3).
Systém rovnic (15.73) rieSime, samozrejme, pre vSetky hodnoty y. Potrebujeme teda vyriesit
N, systémov rovnic. Ich vystupom budd hodnoty u,, (¢ + A/2) v kazdom bode (xy) mriezky.

2. krok: Explicitny v smere osi z, implicitny v smere osi y

V druhom kroku rieSime iteracnd schému podobnu predchddzajicej, ale v smere y. Zamenime
teda x a y a pre kazdd hodnotu x rieSime systém rovnic

u:,;y(t +A) — uwy<t + %) =0 [UIHx,y(t + %) + u:c—cix,y(t + %) - 2uw,y(t + %)}
(15.74)
+B [t s, (E+ D)+t s, (E+ D) = 2ug (t + A)]

ktory prevedieme na tvar

Bu,,(t + A) = ugy(t + A/2) + B Ugs, (t + A/2) + uy_s, (t + A/2)

gy (t+ A/2)] (15.75)

s tou istou maticou B.
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15.5.1 Metoda striedavych smerov - algoritmus

Algoritmus rieSenia spoc¢iva v dvoch krokoch:

* N,-krat rieSim trojdiagonélny systém rovnic N, x NV,. Vstupnymi hodnotami s hodnoty
Uy Vv Case t. RieSenim rovnic (15.73) ziskame hodnoty u,,, v Case t + A/2.

* N,-krat rieSim trojdiagondlny systém rovnic N, x N,. Vstupné hodnoty su u,, v Case
t + A/2. RieSenim rovnic (15.75) ziskame hodnoty u v Case t + A

V kazdom kroku teda rieSime N, + N, trojdiagondlnych systémov linedrnych rovnic. Podstatné
ale je, Ze numerickd naro¢nost algoritmu je porovnatelnd s explicitnou metédou, pretoze pocet
vypoctovych operdcii je ~ N, x NN,,.

15.5.2 Poznamky

Zhriime na zaver niektoré uzito¢né komentare:

* Pri rieSeni redlneho problému Sirenia tepla v nehomogénnych prostrediach moze byt
uzitocné prisposobif diskretizaciu priestoru aktudlnej geometrii Struktiry.

* Pre efektivnu pracu s paméfou je vyhodné vietky matice medzi krokmi 1 a 2 preusporiadat
B — B”.

* Metdda je “vzdy” stabilnd, pretoZe vlastné hodnoty ¢asovej transformacie si vzdy typu Ag
a preto < 1. Napriek tomu je uZito¢né stabilitu rieSenie preverif niekolkymi pokusnymi
vypoctami s roznym ¢asovym krokom A.

* Metdda je rychla, lebo v kazdom kroku rieSime len trojdiagondlny systém linedrnych
rovnic. Potrebny vypoctovy ¢as narieSenie trojdiagonalneho systému rovnic rastie linedrne
s poc¢tom rovnic.

Vv

* Metdda je rychla, pretoze integra¢ny krok A moze byt velky (100x vacsi) ako pri expli-
citnej metdde). Celkovy vypocet je preto ~ 30-krat rychlejsi a navyse stabilny.

* Metdda st idedlne na paralelné pocty (napriklad na grafickych kartach).

* Met6du Tahko zovSeobecnime na rieSenie trojrozmernych uloh. Namiesto dvoch krokov
bude vypocet novych hodndt vektora u pozostdvat z troch krokov, implicitnych v smere
T,yaz.

15.6 Sirenie tepla nehomogénnym kompozitom

Vyuzitie metddu striedavych smerov si ukdZeme na rieseni konkrétneho fyzikdlneho problému.
Potrebujeme ndjst efektivnu tepelni vodivost nehomogénneho kompozitu, zlozeného z dvoch
alebo viacerych materidlov. Materidly sa, samozrejme, liSia svojimi parametrami ¢, p a A.
Pre ich charakterizdciu je mozné definovat efektivne parametre. Cielom numerického vypoctu
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je predovietkym vypocet tychto efektivnych parametrov. Casovy a priestorovy vyvoj teploty
v kompozite len poskytuje tidaje, z ktorych sa efektivne parametre pocitaja.

Obmedzime sa na materidl zloZeny z dvoch zloZiek. Ich objemové zastipenieje f; = fa fo =
1 — f. Hodnoty efektivnych parametrov je moZzné odhadnif aj analyticky. V najjednoduch§om
pripade, ak je kompozit zloZeny z homogénnych platni, pre jeho efektivnu vodivost plati

L h f
=TT 15.76
WDV (15.76)
ak ide o vodivost v smere kolmom na platne, a
At = 1M1+ fade (15.77)

v smere rovnobeznom s rozhraniami. Pre kompozit zloZeny z malych zrnie¢ok materidlov, a ktory
modZeme povazovaf za izotrépny vo vSetkych smeroch, je efektivna tepelnd vodivost ohrani¢end
zhora aj zdola hodnotami
fi 2
)\1+—£_ ; </\eg</\2+—L_ T
32 Aa—Xi 3M Ai—Xe

(15.78)

[32]. Experimentdlne meranie efektivnej vodivosti opiSeme niZSie (obrdzok 15.5). Experiment
budeme numericky simulovaft a vypocitame tak efektivnu vodivost kompozitu.

15.6.1 Diskretizacia
V numerickom vypocte najprv objem V' vzorky najprv diskretizujeme na malé bunky rozmeru

V = 6,6,0. (15.79)

>

osvit v case t=0

Obr. 15.5. Vzorka m4 tvar valca s polomerom R. Dizka valca je L. V experimente sa vzorka na hornej
strane sa osvieti kratkym pulzom, ktory bude absorbovany ako teplo. Osvietend oblast md polomer r a
plochu Sy = 772, Meria asovy vyvoj teploty na dolnej strane vzorky, z ktorého je mozné n4jst efektivnu
tepelnd vodivost Aeg. V najjednoduchsom pripade » = R, efektivna vodivost je dand rovnicou 15.89.
Sirenie tepla vo vzorke a ¢asové zmeny teploty je moZné simulovaf numericky trojrozmernou metédou
striedavych smerov.
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Obr. 15.6. Tri susedné bunky priestoru so svojimi parametrami.

V kaZdej bunke budu vSetky materidlové parametre p,, ., Czy. @ Agzy. konStantné. V nehomo-
génnom materidli sa ale moZu v jednotlivych bunkédch od seba 1iSif. Parametre diskretizécie o
sa mOzu v jednotlivych smeroch liSif v zdvislosti od Struktiry vzorky. Niekedy je vyhodne-
jSie pracovat v cylindrickych alebo vo sférickych sdradniciach, tymito moZnostami sa ale teraz
nebudeme zaoberat.

Aj v jednoduchsich prikladoch sme videli, Ze aproximdcia derivacii vystupujicich v rovni-
ciach, ktoré ideme rieSit, méze podstatnym spdsobom ovplyvnif presnost numerického vysledku.
V numerickom rieSeni nehomogénneho problému moéZzeme napriklad deriviciu v smere x vy-
jadrif v tvare

o 0 1 AL+ A
o Py o

A+ A
2

(T, = T) (T—T.) (15.80)

Oznacenie veli¢in je vysvetlené na obrazku 15.6.

15.6.2 Bezrozmerné premenné

Fyzikédlne premenné je vyhodné zaddvaf v bezrozmernom tvare. D4 sa ukdzaf, Ze v pripade
kompozitu zloZeného z dvoch typov materidlu potrebujeme len dva bezrozmerné materialové
parametre. Pomer

P2C2

(15.81)
P1C1
a pomer tepelnych vodivosti
A
— 15.82
N ( )
Parametre jedného materidlu teda mdéZeme zvolif l'ubovolné, napriklad
pP1C1 = 1, /\1 =1 (1583)

15.6.3 Okrajové podmienky

Okrajové podmienky zdvisia od toku tepla cez hranicu. V najjednoduchSom pripade budeme
uvazovat dokonale izolujtcu hranicu, tak ako v predchddzajuicich pripadoch.
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15.6.4 Pociato¢ny stav

Pociato¢ny stav je dany teplotou v celej vzorke v Case v Case ¢ = 0.

Predpokladajme 7" = 0 v celej vzorke, okrem vrstvy leZiacej na hornom okraji. V case
t = 0 vzorku na hornej podstave z = 0 ndhle osvietime (v experimente napriklad kratkym
zableskom lasera alebo fotografického blesku). Osvietend plocha ma polomer » < R aplochu 5.
Predpokladdme, Ze teplo bolo absorbované len prvou vrstvou hribky ¢.. Ak je osvit homogénny,
kaZzdy maly objem 6, x d,, X ¢, v osvetlenej Casti na hornom povrchu vzorky absorbuje rovnaké
mnozstvo tepla Q. Pociato¢na teplota v osvietenych bunkéch bude potom

Q

CaylPzyl

T(zy,z=1)= (zy € So) (15.84)

Vo vypocte mdzeme predpokladat Q = 1.

15.6.5 Limitna teplota

V simulédcidch nds zaujima limitnd teplota na zadnej strane vzorky. V rovnovdZnom stave sa
dodané teplo () = S, spotrebuje na ohriatie celej vzorky na rovnovaznu teplotu 7,

T = lim T(t) (15.85)

t—o00

Na ohriatie elementdrneho objemu V potrebujeme teplo Q = ¢,y 04y. 1. celkové teplo dosta-
neme presumovanim cez vSetky objemy vo vzorke.

Z Qxyz = Z Czyzp:cszoo = SO (1586)

TYZ TYZ

Definujme strednd hodnotu

LS(pe) =Y PaysCay- (15.87)
TYZ
Potom
So 1
LT =2 — (15.88)
S (pe)

15.6.6 Efektivna tepelna vodivost

V praktickych aplikdcidch nepotrebujeme samotné priestorové rozlozenie teploty v zavislosti
od Casu, ale zaujimame sa o typické vlastnosti modelovanej Struktury. V pripade kompozitu
nds napriklad zaujima efektivna tepelnd vodivost A\.g. V opisanom experimente je A.g dand
teoretickym vzfahom

Aeft L?

= 0,1388— (15.89)
(pc) t1/2

kde (pc) je dand vztahom (15.87) a t /5 je Cas, za ktory teplota na zadnej strane dosiahne polovicu
svojej limitnej hodnoty 7.



15.6. Sirenie tepla nehomogénnym kompozitom 191
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Obr. 15.7. Test numerického programu: homogénny medeny valéek dizky L oZiarime v Case t = 0 na
hornej podstave a meriame teplotu 77 = LT na zadnej strane val¢eka ako funkciu ¢asu. Na l'avom obréazku
bola oZiarend celd horné plocha valceka. Absorbovand energia sa §irila vzorkou zhora nadol a teplota na
zadnej strane rastla, aZ sa ustdlila na hodnote LT, = 1 (rovnica 15.88). Na pravom obrazku je ¢asovy
vyvoj teploty v prostriedku dolnej podstavy v pripade, ked bola oZiarend len Cast hornej podstavy a
meriame teplotu v prostriedku dolnej podstavy. Pretoze I. < R, dosiahla energia stred dolnej podstavy
rychlejSie, ako jej okraj. Preto teplota v strede najprv narastala, a potom zacala klesaf k limitnej hodnote
LT, ktord nezavisi od dizky val¢eka. Vysledky simuldcie pre tri rozne dizky valGeka.

15.6.7 Anizotrépne vzorky

Pre anizotropne vzorky je A.g tenzor a musime hladaf vsetky tri jej zloZky
)\eff x >\eff y )\eff z (1590)

V experimente sa preto osvetli hornd strana vzorky len ¢iasto¢ne. Z priebehu teploty v prostriedku
dolnej podstavy je mozné ndjst tepelnd vodivost vo vSetkych troch smeroch. To m6Zeme aj
v numerickych simuléciéch.

15.6.8 Test programu — homogénna vzorka

Program otestujeme na jednoduchom pripade homogénnej vzorky, napriklad medeného valceka.
V prvom teste oZiarime celd hornt podstavu a poCitame vyvoj teploty dolnej podstavy. Pretoze
vzorka je homogénna, ide de facto o jednorozmernu tlohu — teplo sa §iri len smere zhora nadol.
Aby sme eliminovali zavislost 7., od diZky vzorky, teplota na obrazku je $kdlovana: 7" = T'L.
Kruhové podstava mala polomer R = N, = N, = 80. Dizka vzorky L. = 20. Vysledky
numerickych vypoctov su na obrazku 15.7.

Na l'avom obrazku je Casovy priebeh teploty na dolnej strane valCeka v pripade, Ze bola
osvietend celd hornd podstava. Z ¢asového vyvoja teploty ur¢ime Cas ¢, /o za ktory dolnd podstava
dosiahla polovi¢nd hodnotu 77, a z rovnice (15.89) vypocitame efektivnu vodivost A.¢. V pripade
homogénnej vzorky, samozrejme, musime dostat povodnu tepelni vodivost medi, ktord sme
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Obr. 15.8. Pravy obrdzok ukazuje prierez nehomogénnou Struktirou, vzorka sa skladd z velkého poctu
tenkych rovnobeZnych ocelovych vldkien uloZenych v matrici z medi. Vzorka je okrem materidlovych
parametrov charakterizovana aj parametrom f (filling factor), ktory definuje jej objemové zloZenie:
pomer objemov jednotlivych zloZiek je f : (1 — f). Na pravom obrazku vidime ¢asovu zédvislost teploty
v prostriedku zadnej steny. pre vzorku s objemovym pomerom ocele f = 0,3323 a pomermi paca/p1c1 =
0,687 a A\2/A; = 0,075. Polomer valca R = 80, osvetlena plocha bol kruh s polomerom r = 46, dizka
vzorky je uvedend v legende. Zobrazeny je Casovy vyvoj teploty 7/ = LT v strede dolnej podstavy.
PreruSované a plné ¢iary zodpovedaju teplote meranej na dolnej podstave na bunke, ktord prindlezi medi
resp. oceli. PretoZze med md vysSiu tepelnd vodivost, zohriala sa bunka s med'ou rychlejsie. Limitna
teplota LT, ~ 0,366 je blizka teoreticky predpovedanej hodnote 0,361 (rovnica 15.88). VSimnime si
logaritmicku $kélu na ¢asovej osi.

do tlohy zadali. V naSom pripade ¢,/ ~ 53,4 a po dosadeni do rovnice (15.89) dostaneme
At = 1,02, €o s presnostou 2% suihlasi so zadanou hodnotou A = 1.

Pravy obrdzok ukazuje vysledky pre experiment s tromi val¢ekmi roznej dizky. Hornd pod-
stava je teraz oZiarend len Ciastocne — polomer oZiareného kruhu r = 46. Pre kritku vzorku,
L = 20, sa stred dolnej podstavy ohreje rychlo, pretoze lezi podstatne blizsie k hornej podstave,
ako okraje valca. Teplota v strede dolnej podstavy bude néasledne s Casom klesat, pretoZe teplo
sa bude §irif smerom k okraji valca. Limitnd hodnota teploty 75,L = 0,318 je samozrejme
nizSia, pretoze pociatoéné mnoZstvo tepla absorbované na hornej podstave bolo nizsie. Nume-
rickd hodnota opit sdhlasi s predpokladanou teplotou (rovnica 15.88) T, L = (r/R)* = 0,33.
Nepresnost je, okrem iného, dand aj tym, Ze osvietend plocha Sy nie je v numerickej simulécii
presne kruhova.

15.6.9 Tepelna vodivost kompozitu

VyuZime teraz numericky program na simulédciu prechodu tepla anizotropnou latkou. Uvazujme
vzorku zloZenud z tenkych ocelovych vldkien uloZzenych v medenej matrici. Jej prierez je zo-
brazeny na obrazku 15.8. Struktiru vzorky méZeme kvantitativne charakterizovat objemovym
pomerom oboch zloZiek f: Ak je celkovy objem vzorky V, tak vldkna v iom zaberaji objem
fV amed zabera objem (1 — f)V. Ide samozrejme o Statistickd veli¢iny, pretoZe vldkna si vo
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vzorke usporiadané ndhodne, a ich pocet sa mdzZe od vzorky ku vzorke IiSif.

Ulohou je néjst efektivnu tepelni vodivost vo vietkych troch smeroch. Vysledky numeric-
kych vypoctov st na obrazku 15.8. Vysledky aj pri pomerne jednoduchej priestorovej diskreti-
zécii dobre suhlasia s experimentdlnymi hodnotami, odchylky numerickych hodnot efektivne;j
vodivosti od experimentalnych dat neprevysili 5%.

Numericky mdZeme efektivnu vodivost v prie¢nom smere ziskaf aj priamou simuldciou.
PretoZze vzorka v priereze nie je symetrickd, dostanem rdzne hodnoty A.g¢ v dvoch priecnych
smeroch.

15.7 Ulohy

15.7.1 Crank-Nicolsonova metéda

Napiste subroutinu na rieSenie trojdiagondlneho systému /N linedrnych rovnic. Presvedcte sa,
Ze jeho rieSenie vyZaduje v kazdom ¢asovom kroku ~ N vypoctovych operdcii a je numericky
stabilné. NapiSte program na rieSenie 1D difuzie zaloZeny na Crank-Nicolsonovom algoritme.
Presvedcte sa,. Ze Crank-Nicolsonova metdda je presna do druhého radu v A [1].

15.7.2 Teplota na povrchu Mesiaca

Rieste tlohu z &asti 15.3 v limitnom pripade A = 0. Uloha sa zredukuje na oby&ajnii diferencilnu
rovnicu

or

Ecpg = P(t) — oT* (15.91)

ktord mdzeme rieSit metddou Runge-Kutta alebo ju prevedieme na iteracnd schému (15.51)
s 15 = T). Porovnajte Casovy priebeh teploty s obrazkom 15.3. Cenou za zjednodusenie je
rieSenia je zavedenie neznimeho parametra ¢, ktory determinuje hibku, do ktorej sa pdda
Mesiaca prehrieva. Parameter

C=lcp (15.92)
vystupujuci na lavej strane rovnice (15.91) ma fyzikalny vyznam merného tepla povrchu (jeho
fyzikdlnou jednotkou je J/m?).

15.7.3 Teplota na povrchu Mesiaca Il
N4jdite Casovy priebeh teploty na povrchu jednorozmerného Mesiaca pre rdzne hodnoty peridédy
t, a pre rozne hodnoty parametrov c a p.

15.7.4 Test programu

Vysledky na l'avom obrazku 15.7 mdzZeme n4jst aj rieSenim jednorozmernej tilohy, podobne ako
sme postupovali v Casti 15.3. PretoZe v ¢ase ¢ = 0 bola osvetlend celd horna podstava valca,
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teplota nezavisi of y a z. RieSime teda jednorozmern tlohu (15.45) s po¢iato¢nou podmienkou
vciaset =0

(15.93)

(rovnica (15.84).

RieSte numericky tuto tlohu a overte spravnost casového vyvoja teploty na obrazku 15.7.
15.7.5 Tepelna vodivost kompozitu
Uvazujme materidl zloZeny z periodicky usporiadanych platni hribky ¢; a /5. Pocitajte prechod
tepla cez takyto materidl v smere kolmom na rozhrania a najdite efektivnu teplotni vodivost A.g
(rovnica 15.89). Porovnajte vysledok so vztahom (15.76).
15.7.6 Dvojrozmerna difuzia

Uvazujme dvojrozmernu rovnicu difuzie. Skisme priestorovu diskretizaciu

Tp = NgA (15.94)
y =n,A (15.95)
n,=12,..., N, n,=12,...,N, (15.96)

Vyjadrite explicitny tvar matice B velkosti N x N, N = N, N,. Zopakujte tilohu pre trojrozmerny
problém. Odhadnite, aké velké mdze byt N aby implicitnd metéda s maticou B fungovala na
redlnom PC.
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Numerické rieSenie Schrodingerovej rovnice

Schrodingerova rovnica pre kvantovu Casticu pohybujtcu sa v prostredi s potencidlnou energiou
V(z)

OV (x,t)
h —~ =HU(x,t) =
i (z:t)
ma formélne podobny tvar ako rovnica vedenia tepla. Napriek tomu pokus o explicitnd metédu
opisanu v Casti 15.1.1 vZdy zlyhd. UkdZeme to na najjednoduchSom priklade vol'nej Castice.

Vtedy V(x) = o a Schrédingerovu rovnicu (16.1) mbéZeme prepisaf do tvaru

R 9U(a)

2m  Ox?

+ V()W () (16.1)

Za\ll(x,t) _ _D32\I!(x,t)

ot Ox?
kde D = h/2m. Rovnica je formdlne podobnd rovnici difizie, ktorou sme sa zaoberali
v Casti 15.1. Jediny, ale podstatny rozdiel je v imagindrnej jednotke 7 na lavej strane rov-
nice. Ak by sme slepo aplikovali explicitny algoritmus, odvodeny pre difiznu rovnicu, dostali
by sme iteracnd schému (15.24) s maticou A

(16.2)

1—1a 1a 0o ... 0
ia 1—2ia ia :
A=| 0 ia (16.3)
0 a 1—2ia 1a
0 ia 1—1a

s parametrom a definovanym vztahom

DA

— (16.4)

a =
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Vlastné hodnoty matice A st

A, =1-2ia |:1—COSN+1:| :1—4msin22(]\7fr—il) (16.5)
Pre vSetky vlastné hodnoty plati
™ 2
A2 =1+ {4asin2 m} > 1 (16.6)

Vsetky vlastné hodnoty st teda v absolitnej hodnote vicSie ako 1. Explicitnd metéda rieSenia
Schrodingerovej rovnice je preto vzdy numericky nestabilna.

Do6vodom numerickej nestability je nutnost zachovaf unitaritu ¢asového vyvoja. Norma
vlnovej funkcie sa totiZ musi zachovat

/dx|\ll(x,t)|2 =1 (16.7)
Preto opericia Casovej zmeny vinovej funkcie

U(z,t+ A)=UV(x,t) (16.8)
musi byf unitdrna; musi teda ma tvar

U(z,t+A) = e MG (g 1) (16.9)

Tuto podmienku ale trividlny rozvoj
U(z,t+ A) = [1 - %HA] U(z,t) (16.10)

ktory zodpoveda explicitnej metdde, nikdy nespliia.
Problém stability mdZeme obist, ak vyraz

[1 - %HA] —1—ia (16.11)
formalne prepiSeme do tvaru
1 —ia/2
l—ia~r ——— 16.12
" Va2 (16.12)

ktory je presny do rddu «v. Pravé strana rovnice teda aproximuje vyraz ¢® rovnako dobre ako lavé
strana, m4 vSak v porovnani s fiou principidlnu vyhodu: pretoZe « je redlne Cislo, prava strana
ma vSetky vlastné hodnoty rovné jednej, ako poZaduje kvantovd mechanika. Rovnicu (16.10)
teda nahradime rovnicou [1]

. . —1
U(zt+ A) = [1 - %HA/2] [1 + %HA/Q} U(z,t) (16.13)

Ktora reprezentuje unitarnu transforméciu a je numericky stabilnd.
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16.1 Metdda striedavych smerov

V dvojrozmernom pripade ma Schrodingerova rovnica tvar

OV (z,y,t)
ot

B P (xyt) B PU(zyt)
2m  Ox? 2m  Oy?

ih =HY(z,y,t) = — +V (x,y)V(x,y,t)(16.14)

Budeme ju riesit metddou striedavych smerov, opisanou v Casti 15.5. D4 sa ukézaf, Ze imple-
mentdcia met6dy striedavych smerov zachovéva unitaritu transformdcie W(t) — W(t + A), aje
teda numericky stabilna. PrepiSme Schrodingerovu rovnicu formélne do tvaru

OV (z,y,t)

ih=—5 = = [H, + H,] U, (1) (16.15)
kde
|
H, =~ + 5 V() (16.16)
a
Rr 9* 1

Tak ako v tlohe vedenia tepla sa budeme v Case postvat na dva kroky:

1. RieSme rovnicu

2

1A A 1A
I N R I~

1+ —Hy] U, (1) (16.18)

ktord zodpovedd implicitnej metdde v smere x a explicitnej v smere y.

2. V druhom kroku rieSme rovnicu

A A
1 —Hy} W, (t+ A) = {1 + ;—th] Tyt 4+ 5) (16.19)

ktord zodpoveda implicitnej metéde v smere y a explicitnej v smere x.

Oba kroky zodpovedajui unitarnej transformacii

A —1 A A —1 A
U(t+A) = [1 - ;—th} {1 + ;—hHm] {1 - ;—th] [1 + ;—th} () (16.20)

Metdédu otestujeme na tlohe diftzie elektronu v ndhodnom potenciali.
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16.2 Difuzia elektronu v nahodnom potenciali
Néhodny potencial V' (x,y) modelujme v tvare

V(zy) =W e,U(zyt), (16.21)
zy

kde €, je ndhodné ¢islo generované v intervale (—1/2, + 1/2)
(€zy) =0 (16.22)

a parameter W definuje amplitidu fluktudcii potencidlu. V numerickom vypocte musime defi-
novaf energetickud Skalu. Zvolime ju tak, aby

h2
2mo2

kde ¢ je priestorovy krok, s ktorym budeme diskretizovat druhé derivacie.
Po diskretizacii druhych derivécii budeme casovy vyvoj pocita opit v dvoch krokoch

=1 (16.23)

y t 1
zh% = §W5xy\ll(x,y,t) + 2V (z,y,t) — V(x4 d,y,t) — U(z — d,y,t)
(16.24)

1
= §W5xy\ll(:c,y,t') + 20 (z,y,t") — V(z,y + 0,t') — U(x,y — ;")
kde

A
t'=t+ 5 (16.25)

V druhom kroku vymenime smery:

U t 1
(16.26)

1
= §Wézy\ll(x,y,t’) + 2U(x,y,t") — W(z,y + ') — VU(z,y — o,t')

Okrajové podmienky zvolime tak ako v probléme diftzie.
Pociatocnd podmienku v ¢ase t = 0 moéZeme zvolit

\Ijzvy(t = 0) = 5w,:vs5y7ys (16.27)
kde bod
s = (2s5,Ys) (16.28)

je stredom vzorky. Inou moznostou je vybrat Stvorec velkosti ¢ x ¢ (napriklad ¢ = 24) v prostried-
ku vzorky, takyto maly systém numericky diagonalizovaf a ako pociato¢nti podmienku si vybrat
td vlnovu funkciu, ktorej vlastna energia je najblizsie k poZadovanej energii elektrénu.
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w=2 W=4 W=t

Obr. 16.1. Casovy vyvoj vlnovej funkcie pre tri hodnoty parametra neusporiadanosti V.

16.2.1 Casovy vyvoj vinovej funkcie

Obrazok 16.1 ukazuje ¢asovy vyvoj vlinovej funkcie pre tri hodnoty parametra neusporiada-
nosti W. Je vidief, Ze pre malé hodnoty W sa vlnova funkcia rozpina. Elektrén, umiestneny
na pociatku v prostriedku vzorky sa po ¢ase pohybuje v celej vzorke. Ina situdcia nastdva pre
velké hodnoty W, kedy elektron zostane lokalizovany v oblasti vzorky, do ktorej bol na po-
¢iatku umiestneny. Tento jav sa nazyva elektronovd lokalizacia. Lokalizaciu dobre vidime na
nasledujicom obrdzku 16.2.

16.2.2 Difuzny koeficient

Z hodndt vlnovej funkcie v kazdom ¢ase moéZeme ndjst strednu kvadraticku odchylku polohy
elektrénu

(r) = /dxdy|quy|2|F_ 7| (16.29)
Ako vidime na obrazku 16.3, pre malé hodnoty W plati
(r*) = Dt (16.30)

Elektron teda difunduje vzorkou podobne ako teplo v predchddzajice;j tlohe. Koeficient difuzie
je priamoumerny elektrickej vodivosti.
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t=100t, =300, =500, =700, £=9001t,

<r'>=391

Obr. 16.2. Elektrénové lokalizdcia. Pre W = 6 zostane elektrén lokalizovany v strede vzorky pre
Tubovorne dlhy ¢as. Casové jednotka je to = 1000 x V/k.
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Obr. 16.3. Casova zavislost (r?) pre elektrén umiestneny v prostriedku neusporiadanej vzorky. Pre
slabd neusporiadanost (Tavy obrdzok) (r2) linedrne rastie s ¢asom. Koeficient linedrnej zdvislosti je
koeficientom diftizie, ktory urcuje elektrénovi vodivost [4]. Pre silnd neusporiadanost (pravy obrdzok)
(r?) zostdva konstantny (aZ na fluktudcie spdsobené neusporiadanostou). Elektrén sa preto zo stredu
vzorky nemdze dostaf — zostdva tam priestorovo lokalizovany.

Pre silnu neusporiadanost (W = 6) v mriezke pozorujeme, Ze vlnova funkcia sa dalej
nerozsiruje — elektron je lokalizovany. Ako vidime z obrdzku 16.3, (r?) nezdvisi od Casu
a diftzny koeficient D = 0.



KAPITOLA 17

Rozptyl elektromagnetickych vin na cylindri

Ked rovinnd vlna narazi na primes, ¢ast vlny sa odrazi — rozptyli do r6znych smerov. MnoZstvo
rozptylenej energie z4visi od materidlu primesi, jej tvaru, ale aj od pomeru vinovej dizky viny
k rozmeru primesi.

V tejto kapitole sa budeme venovat rozptylu rovinnej viny na cylindrickej primesi. Ak sa vlna
pohybuje v smere kolmom na os cylindra, tloha sa redukuje na dvojrozmernd a rieSenie mdZeme
rozvinuf do radu cylindrickych funkcii. Dvojrozmerna tloha je jednoduchsia ako trojrozmerna,
napriek tomu umoziiuje vSak demonstrovat zdkladné rysy rieSenia rozptylovych tloh. Ako
ukdZeme v poslednych Castiach tejto kapitoly, ma rieSenie dvojrozmernej ulohy aj prakticky
vyznam.

V prvej Casti kapitoly formulujeme fyzikdlny problém a uvedieme zakladné vlastnosti Bes-
selovych funkcii. Samotnému rozptylu su venované Casti 17.3 a 17.4. V zavere kapitoly ukaZeme
niektoré fyzikélne realizacie rozptylu.

Programovanie v tejto kapitole bude jednoduchSie. Jeho najfazSou castou bude volanie
Besselovych funkcii komplexného argumentu a spracovanie numerickych vysledkov v dvoj-
rozmernych obrazkoch (napriklad pomocou programu gnuplot). Vypocet Besselovych funkcii
modzeme zjednodusif, ak sa uspokojime s pribliZnymi hodnotami [13]. Jednoduchy algoritmus
na ich vypocet ukdZzeme v Casti 17.7.

Rozptylové ulohy st ndrocné na programovanie, ak sa neobmedzime na jediné rozptylové
centrum, ale pocitame sucasny rozptyl viny na mnohych centrach [35]. Touto dlohou sa ale
nebudeme zaoberat.

17.1 Formulacia ulohy, Besselove funkcie

Majme nekonecne dlhy dielektricky cylinder s polomerom 2 a s permitivitou €. Cylinder je
orientovany rovnobezne s osou z a dopada naii rovinnd elektromagnetickd vlna s frekvenciou w.
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D

Obr. 17.1. Nekone¢ne dlhy dielektricky cylinder je rovnobeZzny s osou z Jeho permitivita je €, permitivita
okolitého prostredia €, = 1. Pravy obrdzok ukazuje geometriu rozptylu rovinnej elektromagnetickej viny
na cylindri. Vlna sa §iri v smere osi y, intenzita elektrického pola je rovnobeZnd s osou cylindra.

Vlna sa §iri v smere osi y, teda kolmo na os cylindra. Ulohou je ndjst rozptylené elektromagne-
tické pole v okolf cylindra.

17.1.1  Cylindrické suradnice

Ulohu je vhodné riesit v cylindrickych stradniciach. Pre prepis Maxwellovych rovnic do cylin-
drickych sdradnic r, ¢ a z,

r=Valr,  ge=2 (7.1)
€T
s troma jednotkovymi vektormi
e Léyle, (17.2)

potrebujeme vyjadrenie rotdcie v cylindrickych sdradniciach [33]

- 10A, 0A, L |0A,  0A, L1 [o(rA,) 0A,
tA=e¢e, |- - — - — = — 17.3
o ‘ L" 0o 82}+6¢{82 87"] er[ or 0p (17.3)
17.1.2 1. Polarizovana elektromagneticka vina
Obmedzime sa na vlny Siriace sa v rovine zy: vlnovy vektor mé vtedy len dve zlozky
k= (kg,k,,0) (17.4)

a elektromagnetické pole nebude zdvisief od z. Disperzny vzfah medzi frekvenciou a vlnovym
vektorom m4 tvar

w?

2 _
k* = E“? (17.5)
Uvazujme E, — polarizovani monochromaticki EM vinu s intenzitou elektrického pola

E=(0,0E.)e ™ (17.6)
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a magnetickym polom
H = (H,,H,,0) e (17.7)
Pripad H —polarizovanej monochromatickej elektromagnetickej vlny s intenzitou magnetického

pofa H = (0, 0,H.) e~™" a intenzitou elektrického pola E = (E,,E,,0) e~ by sme riesili
rovnako.

17.1.3 Maxwellove rovnice

Maxwellove rovnice maju tvar

OH
tE=— 17.8
10 Holt— (17.8)
OF
t H = — 17.9
10 +epe 5 (17.9)

€ a pu s relativne permitivity prostredia. PretoZe Casova zédvislost poli ma jednoduchy tvar e =",

dostaneme

+iwpopH = rot E (17.10)
—iweoeE = rot H (17.11)

Pomocou vzfahu (17.3) vyjadrime rot E:

-, 1 oL, oL,
th=¢é.——= —¢,—— 17.12
EEET0e T Y (17.12)
Z prvej Maxwellovej rovnice w i uf] — rot £ dostaneme zlozky magnetického pola
1 oL,
H, = 17.13
1w o " 00 ( )
oE
—1 H, = z 17.14
iw ot 4 o ( )
a z druhej Maxwellovej rovnice —iwegeE = rot H dostaneme
1[0(rH OH,
—iwegeE, = - { (gr‘” - ] (17.15)
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17.1.4 Vinova rovnica pre E,

Kombinéciou troch poslednych rovnic odvodime vlnovu rovnicu pre F.:

O’E, 10E, 1 0°LE, w?
S Mo Nt
or?2 r or 1?2 0¢? c?

Separdciou premennych
E.(r,¢) = E.(r)F(¢)

ndjdeme
F(g) = @

Pretoze funkcia F' je periodickd, F'(¢ + 2m) = F(¢), musi m byt celé &islo
m=0+1,+2...

Rovnica pre F,(r) mé potom tvar

’E, 10E, m? w?
e Ly PR o8
or? r Or 72 c? i

Po substitucii
p = kr, k* = epw?/c?

z nej dostaneme Besselovu diferencidlnu rovnicu [12] pre £,

2 2
0°FE, laEer{ m]EZ:O

R
8p2+p0p p?

Ak vypocitame F,, vypoCitame aj H, a H, z rovnic (17.13) a (17.14).

17.1.5 RieSenie Besselovej rovnice pre F.

RieSenim Besselovej diferencidlnej rovnicu (17.20) su cylindrické Besselove funkcie

I (kr), Yo (kr), k* = epw? )
VSeobecné rieSenie md preto tvar

+oo
B = S andullr)e™ 1 by )

m=—00

s neznamymi koeficientami a,, a b,,.

(17.16)

17.17)

(17.18)

(17.19)

(17.20)

(17.21)

(17.22)

(17.23)

(17.24)



17.1. Formulacia ulohy, Besselove funkcie 205

Besselove funkcie Jm(x), m=0,1,2,3,4,5 Besselove funkcie Ym(x), m=0,1,2,3,4,5
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Obr. 17.2. Besselove funkcie J,,(z) a Y, (x) pre niekolko hodn6t m. Obe funkcie osciluji pre kazdé
m. Funkcie Y,,,(x) diverguju v limite = — 0.

17.1.6 Vlastnosti Besselovych funkcii

Besselove funkcie J,,,(x) a Y,,(x) s zobrazené na obrazku 17.2. Ich vlastnosti st predmetom
matematickej fyziky [12—-14]. Uvedieme len niektoré ich vlastnosti, ktoré potrebujeme pre
naSe vypocty. Niektoré dalSie vlastnosti uvedieme v Casti 17.7, v ktorej s budeme zaoberat
numerickym vypoctom Besselovych funkcii.

(1) Besselove funkcie tvoria tplny systém funkcii. To znamend, Ze Tubovolnu funkciu mo-
zeme rozvinif do (nekone&ného) radu Besselovych funkcii. Napriklad rovinnd vinu e¢**¥ na
povrchy cylindra y = Rsin ¢ (obrdzok 17.1) rozlozime do nekonecného radu cylindrickych
funkcii

+oo
Ejopad — kvy — ikoRsing _ Z Jm(k‘vR)eim¢ (17.25)

m=—0o0

(2) Ako vidief na pravom obrazku 17.2, Besselove funkcie Y,,, diverguju v pociatku

2 2\ "
lim Yy(z) ~ = Inz, hH(l) Y (x) ~ — (—> (17.26)
T T—

z—0 X

(3) V limite x — oo obe Besselove funkcie osciluji

T () ~ \/\% cos [:c . gm . ﬂ (17.27)
Yi(2) ~ \/\% sin [ac - ;Tm - ﬂ (17.28)
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17.1.7 Elektrické pole vo vnutri valca

Vrafme sa k vSeobecnému vyjadreniu pola (rovnica 17.26). V limite » — 0 Besselova funkcia
Y, (kr) diverguje pre kazdd hodnotu m, preto musia byt vietky konstanty b,, = 0. VSeobecny
tvar pola vo vnutri cylindra je preto

—+00
E.(rg)= > amn(kr)e™ r<R (17.29)

m=—0Q

17.1.8 Okrajové podmienky pre r — oo

V limite p — oo ofakdvame, Ze viny odchadzajice od cylindra majud tvar ~ e*. Vzhladom na
limitné spravanie Besselovych funkcii (rovnice 17.27,17.28) vidime, Ze staci zvolif koeficienty
by, = ia,, = 15,, pre kazdé m. VSeobecny tvar pola mimo cylindra je potom

+o0o
E.(r¢) = > BuHu(kor)e™?, k, = w/c (17.30)
kde
Hy(p) = Jn(p) +i Ya(p) (17.31)

je Hankelova funkcia 1. druhu s limitnym sprdvanim

2 o )
Ho(p) ~ Lﬂp etipmimm/2=in/A o (17.32)

Poznamka. Hankelova funkcia (17.31) je v literatire oznacovand ako Hankelova funkcia 1.
druhu.

H (p) = Jn(p) +i Yin(p) (17.33)

H(p) = Jn(p) =i Yn(p) (17.34)
ktord nds v rozptylovych experimentoch nezaujima, pretoze reprezentuje “prichddzajicu” vinu
e~ e (17.35)

Preto vzdy pouZivame len H! a kvdli prehladnosti vynechdvame jej index.
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17.1.9 Magnetickeé pole H,

Polia H, a H, dostaneme z Maxwellovych rovnic (17.13,17.14) Preto vo vnitri cylindra

+o00
> amd m(kr)e™? (17.36)

m=—0o0

H}(r,¢) =i
s () =i

Pretoze k = ,/éw /¢, vyjadrime prefaktor pomocou impedancie ( = \/j1/e aimpedancie vikua

Co = v/ to/ €0

H™(r.¢) = — " (k)€™ (17.37)
Podobne ndjdeme magnetické pole mimo cylindra
. +o0o
HO (r,¢) = — B H' (k1 )ei™® (17.38)
00 =g 3 Pm'mlhr)

17.2 Kovovy vinovod

Vlastnosti Besselovych funkcii si ukdZzeme na pripade valca, obklopeného nepriepustnym kovo-
vym plastom. Kov neprepusta elektromagnetické vlny, preto musi byt na hranici valca elektrické
pole nulové

E.(r=R) =0 (17.39)

Obr. 17.3. Priestorové rozlozenie pola E, pre kvantové &isla m = 0,1,2 (prvy, druhy a treti riadok)
a kvantové &islo s = 0,1,2,3 (po stipcoch).



208 Kapitola 17. Rozptyl elektromagnetickych vin na cylindri

Pre dant frekvenciu dokdZeme na hranici cylindra vynulovaf len jednu Besselovu funkciu. Preto
pole vo vnitri valca mé tvar

E.(2,y) = Ju(kemr)e™ (17.40)
Podmienka
J(ksmR) = 0 (17.41)

definuje pre dany m rad Besselovej funkcie vlnovy vektor k,,, a vlastni frekvenciu pola

2
Wl = k‘z’”a (17.42)
Vlastné stavy pola su teda ur¢ené dvoma kvantovymi ¢islami: m uddva rad Besselovej funkcie,
s je poradie nulového bodu Besselovej funkcie. Frekvencia je dand dvoma kvantovymi ¢islami,
¢o suvisi s tym, Ze uloha je dvojrozmerna. Kvantové ¢islo m = 0,1, ... uddva pocet nulovych
bodov pola v radidlnom smere, kvantové Cislo s = 0,1, ... udéava pocet nulovych bodov pola
v tangencidlnom smere. RozloZenie pola pre jednotlivé kvantové Cisla vidime na obrdzkoch
17.3.
Uloha je ekvivalentnd kvantovomechanickej tlohe néjst vlastné energie kvantovej Castice
s hmotnostou m v nekonecne hlbokej kruhovej potencidlovej jame. Jediny rozdiel je v disperznom
vztahu medzi energiou Castice a vlnovym ¢&islom k, £ = h%k?/2m.

17.3 Rozptyl rovinnej viny na cylindri

RieSme teraz dlohu rozptylu rovinnej elektromagnetickej viny dopadajticej na cylinder. Geomet-
rické usporiadanie tlohy je na obrdzku 17.1. Na hranici cylindra musia byt spojité tangencidlne
zlozky intenzity I a H, teda E, a Hy4. Pre kaZdy bod na obvode cylindra musi platit

E™(r = R) = E™(r = R) + pdor (17.43)
H"(r = R) = H"(r = R) + H,™™ (17.44)

VyuZijeme rozvoj rovinnej viny do Besselovych funkcii (rovnica 17.25). Podmienky spojitosti
je potrebné splnif pre kazdé m osobitne. To vedie k rovniciam

mdm(kR) = B Hy(kyR) + Jo(ky R) (17.45)
O iy (KR) = —H} (ko R) By + 1 (ko R) (17.46)
GoG 0 o
Dostali sme dve linedrne rovnice pre dva nezndme koeficienty o, a f3,,. Pre kazdi hodnotu
m =0, 1,... ndjdeme koeficienty o, a [3,, z rovnic

T (ko R

Jn(kR) —Hy(kyR) ( i ) _ ( J;n(kvR; ) (17.47)

%J’(kR) —w kR |\ B
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Obr. 17.4. Parametre «,,, vypocitané z rovnice (17.47) pre cylinder s polomerom R = 0,4 a permitivitou
e = 80. VSimnime si logaritmicku $kalu na horizontalnej osi. Pravy obrdzok ukazuje detailni frekvencnt
zévislost koeficientu o3 (redlnej aj imagindrnej Casti) v okoli rezonanénej frekvencie a/\ = 0,225508.

ktoré rieSime v obore komplexnych ¢isiel, pretoZe Besselova funkcia H,,, = J,, + 1Y, je kom-
plexnd. Preto aj vinovy vektor £ moZze byt komplexny. Okrem toho, ak uvaZzujeme aj absorpcéné
straty v cylindri, moZe byt komplexna aj permitivita cylindra € a impedancia (.

Ststavu rovnic vyrieSime numericky. Ak je determinant sistavy velmi maly (v absoldtne;]
hodnote) mdze dojst k rezonancii, ktord sa prejavi velkymi hodnotami elektrickej intenzity F,.

17.3.1  Rezonancie na dielektrickom cylindri

Rezonancie, ku ktorym dochddza pri rozptyle rovinnej viny na cylindri ukdzeme pre pripad
cylindra s permitivitou e = 80 (takd ma napriklad l'ad v oblasti frekvencii pod 1 GHz). Na
obrazku 17.4 vidime absolitnu hodnotu parametrov «,, ako funkciu frekvencie dopadajice;j
viny

f=- (17.48)

kde a je jednotka dizky (a = 1). Vyrazné maxim4 zodpovedaji rezonanénym frekvenciam, pre
ktoré je determinant sustavy (17.47) velmi maly. Rezonanény charakter parametrov «,,, vidime,

ked zvicsime okolie niektorej rezonancie, ako sme urobili na pravom obrdzku 17.4. Numerické
dita mdzeme fitovaf rezonan¢nou krivkou

(f_fr> +i7/2

s rezonan¢nou frekvenciou f, = f3p &~ 0,227708 a stratovym ¢lenom 73, ~ 0,000014. Podobnu
rezonanciu ndjdeme aj pre koeficienty 5. Rezonan¢né frekvencie sa najlahsie ziskaji z polohy
maxima |«|, v sa dd odhadnif z polsirky “spektrdlnej ¢iary”. Rezonancia ma dobu Zivota

T=1/y.

(17.49)

Q3 =
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Obr. 17.5. Rezonancie excitované na dielektrickom cylindri s permitivitou e = 80.
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Obr. 17.6. Rezonancie parametrov a1 a B1. VSimnime si, Ze v okoli kazdej rezonancie existuje frekvencia,
pre ktort je 51 = 0.
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Obrazok 17.5 ukazuje rozdelenie elektrického pola vo vnitri cylindra pre niektoré rezonan-
cie.

Na obrazku 17.6 vidime koeficienty vonkajsieho pola o, a 3,, ako funkciu frekvencie. Fano
rezonancie, vznikajuce interferenciou dopadajicej a rozptylenej viny. VSimnime si, Ze pre kazdd
rezonanciu existuje frekvencia, pre ktoru je

=0 (17.50)

Pre tieto frekvencie mdze byt rozptyl na cylindri velmi maly — cylinder je “neviditelny” [35].

17.4 Mie rozptyl

Odvodeny formalizmus ndm umoZiiuje vypocitat celkovi rozptylent energiu ako funkciu frek-
vencie pre Tubovolné parametre cylindra. Ulohu riesil (v trojrozmernom pripade) Gustav Mie,
1905 a je zndma ako Mieho rozptyl.

Pretoze pozndme elektromagnetické pole kdekol'vek mimo cylindra, mdZeme ndjst rozpty-
lent energiu integrovanim Poyntingovho vektora

S(r) = / Al B, (r,d)H: (r.0) (1751)

po obvode kruhu, cez ktory energia odchadza: Po substiticii £ = r¢ integral upravime do tvaru

27
S(r)=r /0 doE. (r,¢)Hj(r,¢) (17.52)
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ktory Tahko ndjdeme, pretoZe zavislost od uhla ¢ je len v exponente:

2
/ do e™e™ M = 218, (17.53)
0
Preto
1
S(r) = 2nr B Hy (kr)H) (kr
) o X B o (k)
(17.54)
l
= 27r B Ho (kr)H) (K
S o iy Hi ) Hy ()

Celkova rozptylend energia nemodZze zavisief od r. Preto je vyhodné vyjadrif je v limite » — oo
a vyuzif asymptoticky tvar Hankelovych funkcii

5 .
H(kr) = (| == exp [z’kr - ? - ﬂ (17.55)

Po dosadeni do rovnice (17.54) dostaneme jednoduchy vztah

41
S(r) == | 17.56
(") =3¢ ; Bl (17.56)
Je vyhodné tuto energiu vydelif energiou, ktord na cylinder dopada:
1
So = =2r (17.57)
¢
a definovaft veli¢inu
S 2 9
=5 =7 m 17.58

Ak teda pozname koeficienty [3,,, vieme ndjst energiu rozptylend na cylindri [36].

17.4.1 Numerické vysledky

Na obrazku 17.7 je parameter () ako funkcia frekvencie. Pri vypocte sme sumovali koeficienty
Bm pre —64 < m < +4-64. Taky velky pocet koeficientov je nutny, pretoZe suma na pravej strane
rovnice (17.72) konverguje velmi pomaly (obrdzok 17.8).

Podrobnejsie je frekvencna zavislost () ukdzand na obrazku 17.9. Na prvy pohl'ad su prekva-
ako 1. Cylinder teda “tieni” silnejSie, ako o€akdvame z geometrickej optiky. Ovela paradoxnejSie
posobi skutocnost, Ze

lim Q(kr) — 2 (17.59)

kr—oo

Cylinder teda rozptyluje dvakrat viac energie, ako nafi dopada. Tento vysledok je v literatdre
znamy ako extinkény paradox. Vysvetlenie paradoxu je prosté: do rozptylenej energie zahfiame
celkovu energiu, ktoré z telesa odchddza. (obrdazok 17.10).
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Mie rozptyl na cylindri rozny index lomu Hulst p. 307

6 ‘ T ‘ T ‘ T ‘
—n=1.1

5+ —n=1.3 —

| — n=1.5 1
—n=2.0

47 —

| | |
0 10 15
P = 2kR (n-1)

Obr. 17.7. Veli¢ina @ ako funkcia frekvencie. V§imnime si, Ze horizontdlna os je preskdlovana faktorom
n — 1 (n je index lomu cylindra).

vysledok zavisi od poctu Besselovych funkcii

5 [ I L L L DL B L

i — 15 NBessel =64 7

— 15N =12
essel

4 o -
3 —]
2 —
1 —]
0

1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ 1 1 ‘ 1 ‘ 1 ‘
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
2(n-1)/kR

Obr. 17.8. @ ako funkcia frekvencie pocitand zo sumy ) = S% = % :;]\:4_ 7 |Bm|? Vysledok silno
zavisi od toho, kol’ko koeficientov 3,,, zahrnieme do sumy. Vysledok je zIy pre vysoké frekvencie, na jeho
zlepsenie je potrebné zvysif pocet Besselovych funkcii.
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O | | | | | 0 | | |
0 20 40 60 O 50 100

P=2kR (n-1)

Obr. 17.9. Detailny vypocet parametra @ k = 27“, tedap = 4m(n—1) % Velké p zodpovedd geometricke;j
optike.

(A A A A A A

E = 0 (geometricky tien)

vyziarene vlna s opacnou fazou

(O

—

2R
PAZEER

totalne odrazena vlna

trr et

Obr. 17.10. Extink¢ny paradox: Roztyl dopadajiicej viny (prichadzajicej odspodu) na totélne neprie-
hladnej prekazke v limite kr — 0. Pole pred prekazkou je zloZené z dopadajiceho aj odrazeného pora.
Odrazilo sa tolko, kolko dopadlo. Pole za prekdZkou je dané superpoziciou dopadajticeho pola a pola vy-
ziareného. Vyziarené pole musi byt rovnaké (ale s opacnou fazou) ako dopadajiice, aby spolu s p6vodnym
polom dali nulu. Celkové energia odchddzajica od prekdzky je teda = 2x dopadajiica energia
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17.5 Viazané stavy na dielektrickom cylindri

Doteraz sme hladali stavy, ktoré vieme excitovat dopadajicou vlnou. Viazané stavy, Siriace
sa vo vniitri cylindra pozd{Z jeho osi, s okolitym svetom nekomunikuji — nedaji sa excitovat
dopadajicou vlnou, ani sa nevyZiaria — zodpovedaju im vlastné frekvencie €.

Viazany stav s vlastnou frekvenciou § sa §iri pozdiZ cylindra. Zlozka vinového vektora Ky,
rovhobeznd s osou cylindra, musi byf dostatocne velka, aby sa elektromagneticka vina s takymto
vlnovym vektorom nemohla Sirif vo vdkuu. Fyzikélny princip je ten isty ako v pripade viazanych
stavov v dielektrickej vrstve, diskutovanych v €asti 9.3. VInova rovnica

0’E, 10E, 10*E, O0°L, w?
- — = ——cuk, 17.60
or? + r or + r2 0¢? + 022 2t ( )

Separdciou premennych E. (r,¢) = E,(r)e™?e™*1* ndjdeme

OPE. 10E., m? w?
— 4 L B =— | Seu—k|E 17.61
or2 r or 72 {02 i ”} ( )
RieSenie hl'adame tak ako v predchddzajucom pripade, ale s hodnotami
w2
ky = kvl =\ —5 — k:ﬁ (17.62)
c

2
ko k= \/%e,u — k2 (17.63)

Viazany stav hfaddme v oblasti frekvencii, kde %, je imaginarne. VSeobecné rieSenie nemd £,
ani H, polarizéciu, preto potrebujeme uvazovat vSeobecnejsi pripad vlny so sic¢asne nenulovymi
hodnotami F, aj H, [34].

17.6 Rozptyl na kovovom cylindri

V reédlnych materidloch je permitivita komplexnd, v kovoch je redlna cast zaporna. Permitivita
kovu (Drude)

AT
em=1——"=1——= (17.64)
Y

kde f, je plazmova frekvencia, f, ~ 2100 THz a \, = ¢/ f, ~ 140 nm.
V kove je teda p = kr vo vSeobecnosti komplexné ¢islo a musime vyuZif Besselove funkcie
s komplexnym argumentom [13, 14].
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Obr. 17.11. Vravo je frekvenéna zavislost koeficientov |c,,| v kovovom cylindri. Uzke rezonancie
zodpovedaji exciticidm povrchovych vin. Rezonancie st excitované len pre tie frekvencie, pre ktoré je
obvod cylindra rovny celo&iselnému ndsobku vinovej dizky povrchovej viny: 27 R = mA. Na pravych
obrazkoch st povrchové viny m = 8 am = 11 (zobrazené je len pole vo vniitri cylindra).

17.6.1 Kovovy cylinder — povrchové viny

Rezonancie ndjdeme len pre H, polarizované pole. Potrebujeme preto rovnice odvodif znova.
Nasfastie, systém rovnic, ktory dostaneme, sa liSi od pripadu pre £, pole len zdmenou

1
¢
Permitivitu kovu vyjadrime pomocou vlnovej dizky
)\2
Em=1—"—= (17.66)
A

Rezonancie v kovovom cylindri stivisia s excitdciou povrchovych plazmoénov na povrchu cylindra.
Pre kazdé m ndjdeme len jednu rezonanciu. Pretoze permitivita kovu je zdpornd, bude vinovy
vektor

k =+ew/c (17.67)
imagindrny a funkcia
J(kr) = J(ikr) (17.68)

neosciluje, ale exponencidlne rastie. Polohy rezonancii zdvisia od polomeru valca, resp. od
pomeru R/a.

Na obrédzku 17.11 vidime frekvencnu zavislost niekolkych koeficientov «,,. a rozloZenie
magnetického pola vo vnitri cylindrov je ukdzané na obrazku 17.11.

17.7 Priblizny vypocCet Besselovych funkcii

V tejto Casti uvedieme bez dokazu niektoré dalSie vlastnosti Besselovych funkcii J,, a 'Y, [13,14],
ktoré mdZeme vyuZzif naich numericky vypocet [13]. Hoci pre jednoduchost uvedieme numerické
vysledky len pre redlne ¢isla, vSetky vztahy, ktoré uvedieme v tejto Casti, platia aj pre komplexny
argument Besselovych funkcii 2.
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17.7.1 Besselove funkcie J,,(z)

Besselove funkcie J,(z) splfiaji rekurentny vztah
2n

(argument z je komplexné Cislo). Vztah (17.69) umoziuje prekvapujico jednoduchy vypo-
Cet funk¢nych hodnét J,,)z). Pretoze Besselove funkcie s narastajicim indexom klesajd, staci
vztah (17.69) iterovat odzadu (pozri ¢ast 1.4.3). Definujme 7,,,, a poloZme

Jrmax = 0 (17.70)

Jnmax—1 = 0,001 (17.71)

azrovnice (17.69) vypocitame hodnoty jj pre vSetky k = nmax — 2, . . ., 2,1,0. Tieto hodnoty sa
lisia od hladanych hodnot J () konstantou imernosti, ktord sme v pociato¢nej podmienke (??)
nemohli dopredu urcit.

KonsStantu imernosti ziskame zo st¢tového vztahu pre Besselove funkcie!

Jo(2) +2J5(2) +2J4(2) +--- =1 (17.72)
s ¢ = 0. Ndjdeme preto sticet
P=7Jo+ 22+ .. 2jng., (17.73)
a Besselove funkcie
_n
p

Obrazok 17.12 ukazuje, Ze tento jednoduchy priblizny postup dostato¢ne presne reprodu-
kuje Besselove funkcie. Hodnoty Besselovych funkcii st porovnané s hodnotami ziskanymi
numerickou subroutinou.

Jn(2) (17.74)

17.7.2 Vypocet funkcii Y,,(z)
Pre vypocet funkcii Y,,(z) mdZeme opif vyuZif iteracnd schému

Y1 (2) + Yo (2) = %”Yn(z) (17.75)

ktord ale musime Startovaf z hodndt Y, a Yj, pretoZe funkcie Y,, s rasticim indexom rastd.
Potrebujeme preto ndjst hodnoty prvych dvoch funkcii.
Besselovu funkciu Y (z) ndjdeme zo vzfahu

i) = 23 0] ) - 23 El e (17.76)

!Pre redlne hodnoty z vyplyva rovnica (17.72) priamo z rozvoja (17.25).
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Obr. 17.12. Vypocet Besselovych funkcii J,, (x) (redlneho argumentu) pre x < 20 s hodnotou 1, = 30
a jeho porovnanie s hodnotami ziskanymi s vyuZitim numerickych kniZnic. Spodny obrdzok ukazuje
relativny presnost vypoctu pre J;. Vysledky ukazuji uspokojivi presnost, pokial sa obmedzime na nie
priliS velké hodnoty z, o v rozptylovych dlohach zvyc€ajne postacuje.

kde v = 0,57721566 . . . je Eulerova konstanta.
Besselovu funkciu Y; (z) vypocitame zo vzfahu

2
Jni1(2)Yn(2) = Jn(2)Yoii(2) = — (17.77)
pren = 1.
Iterdciami ziskané hodnoty funkcii Y,,(x) st na obrdazku 17.13. Rovnako ako v pripade
Besselovych funkcii J,,(x), ddva opisand itera¢nd schéma velmi dobré pribliZenie presnych
hodnot.

Obr. 17.13. Priblizny vypocet Y,,(z) pre n = 1 an = 5 a porovnanie pribliznych hodndt s presnymi.
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Pre vypocet rozptylu potrebujeme este derivacie Besselovych funkcii. Tie ziskame z Besse-
lovych funkcii s vyuZitim vztahov [13, 14]

T(2) = (2 + ()
(17.78)
Yi(z) = —Yan()+ “Y(2)

pre presnost vysledkov je dolezitd dobrd volba najfazSieho indexu np,.x v rovnici (17.70).
Vhodnt volbu testujeme porovnanim vysledkov pre dve blizke hodnoty 7.,,.. Pokial je zhoda
vysledkov neuspokojivd, musime 7., zvicsif. Vo vSeobecnosti musi byf n,,,, vidcSie, ak z
rastie. V extrémnom pripade z = 20 + 10z bolo potrebné n,,,, = 40. Pre redlne z < 20 postaci
Nmax = 20.

17.8 Ulohy

17.8.1  Frekvenéné spektrum

Vypocitajte frekvencné spektrum kovového vinovodu z Casti 17.2.

17.8.2 Rozptyl na zlozitejSich cylindroch

N4jdite rezonancie na valci s polomerom R a s permitivitou, ktord sa meni v z4vislosti od stredu
cylindra

62{61 0<r<R (17.79)

€6 Ri<r<R
Uvazujte pripady:
1. Duty kovovy valec: € = €, = 1, €3 = €y

2. Dielektricky cylinder: €y =4, e; = 2
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17.9 Dodatok: Besselove funkcie

Na zaver tejto kapitoly ukdZeme niektoré vlastnosti Besselovych funkcii, ako su odvodené
v ucebnici [22].
Zac¢nime jednoduchym prikladom:

17.9.1  Uvodny priklad: harmonicky oscilator

Mame riesif dieferencialnu rovnicu
0%y
0z

Vieme, Ze ide o rovnicu harmonického oscilatora, takze rieSenim bude linedrna kombindcia

goniometrickych funkcii. N4djdime toto rieSenie inym spdsobom:
Hradajme funkciu y(z) v tvare nekone¢ného mocninného radu

_ a2y (17.80)

y(x) =) apa™ (17.81)
m=0
Po dosadeni do rovnice (17.80) dostaneme
> [(m+2)(n+ Dames + Kap) 2™ =0 (17.82)
m=0

Rovnica bude splnend, len ak koeficient pri kazdej mocnine = bude nulovy. Dostaneme tak
rekurentny vzfah
k‘2

m+2)(m + l)am (17.83)

Rovnica (17.83) umoziuje néjst vSetky pdrne koeficienty, ak pozndme koeficient ag, a vSetky
nepdrne koeficienty, ak pozndme a;. PoloZme napriklad

a=1 a; =0 (17.84)
Dosadenim do (17.83) dostaneme parne rieSenie rovnice (17.80)

yp(z) = cos(kx) (17.85)
Podobne, ak poloZime

apg=0, a1 =1 (17.86)
dostaneme nepdrne rieSenie

Yn(x) = sin(kx) (17.87)
Dostali sme tak obe fundamentdlne rieSenia rovnice (17.80), a vSeobecné rieSenie ma tvar

y(x) = Ay,(z) + Byn(x) (17.88)

s konstantami A a B, ktoré ur¢ime z pociato¢nych podmienok.
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17.9.2 Besselova rovnica
RieSme teraz rovnakou metddou diferencidlnu rovnicu

0? 0
:L"Qa—xz + xa—i + (2 =)y =0 (17.89)

s parametrom v, ktory mdZze nadobudaf akékolvek kladné hodnoty: v > (. Opif hladajme
rieSenie v tvare nekone¢ného mocninného radu

o0

y(xr) = Z A x™ " (17.90)

m=0

s nezndmym parametrom 7. Po dosadeni do rovnice (17.89) dostaneme rovnice:
(1) pre absolttny ¢len (m = 0) dostaneme rovnicu

r(r — 1ag + rag — n*ag = 0 (17.91)
ktord splnime len ak
r=4v (17.92)

Rovnica (17.89) m4 teda dve dve moZné rieSenia, jedno pre r = v, druhé pre r = —v.
(2) Pre linearny ¢len (m = 1) dostaneme

r(r+1Day + (r + 1a; — v?a; =0 (17.93)
Pretoze r spfﬁa (17.92), ma tato rovnica rieSenie len ak
a; =0 (17.94)
(3) Pre m > 1 dostaneme z rovnice (17.89) rekuretny vzfah medzi koeficientami a,,,:
[(m+r)(m+r—1)4+m+r—1v*]a,=—an-s (17.95)

ktory vyuZijeme pre konStrukciu oboch rieSeni. Preberieme ich postupne.

17.9.3 Pripad v neceloCiselné
RieSenier =v >0
PoloZme teraz r = 4 a z rekurentného vztahu (17.95) dostaneme

Ap—2

QA = —
(VSimnime si, Ze v menovatel je vZdy kladny.) PretoZe neparne Cleny st vSetky nulové (a; = 0),
uvazujme len parne hodnoty m = 2k, a po dosadeni do rovnice (17.90) dostaneme rieSenie
rovnice (17.89) v tvate nekone¢ného konvergentého radu

TV o k (z/2)*
Tolr) = (5) ;<_1) T(k+1DD(k+v+1) (17.97)
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kde sme zaviedli I'-funkciu
Mv+1)= / dte 't” (17.98)
0

ako zovSeobecnenie faktoridlu: l'ahko sa presved¢ime, Ze
Mv+1)=vl'(v) (17.99)
Vspecidlnom pripade, ak je v celé ¢islo, v = n potom

T'(n+1)=n! (17.100)

RieSenie r = —v

Ak v nie je celé Cislo, ndjdeme druhé rieSenie rovnice (17.89) pre » = —wv Tahko, pretozZe ani
jeden z koeficientov rozvoja (17.95) nie je nulovy (pripominame, Ze m je parne Cislo). RieSenie
m4 tvar

(2/2)*

To(w) = (5) M(_l)kr(k FOT(h—v+1)

(17.101)

Uplnost rie$enia

D4 sa ukdzat, Ze dve funkcie, J, (x) a J_, (x) reprezentuji dve linedrne nezdvislé rieSenia rovnice
(17.89). Dokaz nemusi byt tazky, ak uvdzime, Ze .J,, je polyném a v limite malych hodnét « plati

Jy () ~ ¥ (17.102)

zatial ¢o J_,, v limite x — 0 diverguje

J_y~— (17.103)

xl/
Také divergujuce rieSenie nie je mozné vyjadrif ako linedrnu kombindciu polynémov J,(z).
Neskor definujeme druhé rieSenie Besselovej funkcie ako linedrnu kombinaciu funkcii J, a J_,,.
17.9.4 Pripad celoCiselného parametra v = n

Celociselné hodnoty v = n vyZaduju podrobnejsiu analyzu.
Pripadr = +v =n
Pre r = n (celé ¢islo m6Zeme) rieSenie (17.97) vyjadrif v tvare

To(z) = (g)VZ(—Uk% (17.104)
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Pripad r = —n

Mechanické konStrukcia rieSenia J_,(x) zlyhdva. Z rekurentného vzfahu (17.95) vidime, Ze
pre v rovné celému bude bude koeficient as, 5 divergovat. Vyjdeme opaft z nekonec¢ného radu
(17.90). Po dosadeni do rovnice (17.89) dostaneme opit

a; =0 (17.105)
a pre parne koeficienty dostaneme vzfahy
m(m — 2n)a, = —am_2 (17.106)

z ktorych vidime, Ze vSetky koeficienty ag, as, . . . as, musia byt nulové. Nekonecny rad (17.90)
teda zaCina az lenom m = 2(n + 1); ak opif polozime m = 2k, dostaneme

Ton(a) = — (g)_n 3 (—1)‘“% (17.107)

Po substitucii ¢ = k + n dostaneme vSak prekvapujici vysledok
J_n(z) = (=1)"Jp () (17.108)

obe funkcie, J,, a J_,,, sa teda liSia len znamienkom. Pre celo¢iselné hodnoty indexu v sme teda
dostali len jedno rieSenie rovnice (17.89). Druhé linearne nezavislé riedenie musime ndjst inym
sposobom.

17.9.5 Funkcia Yy(x)

Pre celociselné hodnoty v = n potrebujeme ndjst druhé, linedrne nezavislé rieSenie rovnice
(17.80). Za¢nime so Specidlnym pripadom n = 0. Rovnica (17.80) ma potom tvar

vy +y +ay=0 (17.109)

Hrl'adajme rieSenie v tvare

y2(x) = Jo(x) Inz + > bya™ (17.110)
m=1
Derivujme:
/ JO / - m—1
vp =+ Iz i) + > mbya (17.111)
m=1

" o_ _J0<x) + 2J(l)(x)
T

Yo =
72

+Jg (@) + Y m(m — 1)bya™ (17.112)
m=1

Po dosadeni do rovnice (17.109 ¢leny dmerné In z vypadnu:

Inz[xJ) + Jy+ xJy] =0 (17.113)



17.9. Dodatok: Besselove funkcie 223

pretoze Jy(x) je rieSenim rovnice (17.109). Dostaneme tak rovnice pre koeficienty b,,:
2.0 + Z — 1)bypa™ 2 4 mbype™ !+ bpa™] = 0 (17.114)

Porovnanim ¢lenov pri rovnakych mocnindch x dostaneme

1>m lhm 2m
ya(2) = Jo(2) In(x +ZW:C (17.115)
kde koeficienty
1 1 1
hypy =1+ -4+ +— (17.116)
2 3 m

7 dovodov, ktoré uvidime nizSie, je druhé rieSenie rovnice (17.109) definované ako

Yo(x) = 2 (yal) ~ bJo(a) (17.117)

kde b = v — In 2, a ~y je Eulerova kosStanta,
= lim ii—lns (17.118)
7= si>oo — m )

Funkcie Y, (z)

Rovnako ako funkciu Yy (z) mdZeme zostrojif aj ostatné funkcie Y s celo¢iselnym indexom.

17.9.6 VSeobecna formulacia

VSeobecna formuldcia druhého rieSenia Besselovej rovnice (17.80) definuje funkciu

cos(mv)J,(x) — J_,(x)

sin(mv

Y, (x) =

(17.119)

Pre v r6zne od celého ¢isla je tito funkcia dobre definovand. Pre celo¢iselné hdonoty v definujme

Y, (2) = lim Y, (z) (17.120)

v—n

Vsimnime si, Ze Y, (z) je definovand ako funkcia dvoch premennych, nielen x ale aj indexu v.
Vypocet limity vo vzfahu (17.120) vSak vynechame.

VSseobecné rieSenie Besselovej rovnice mé potom tvar
y(x) = AJ,(z) + BY,(x) (17.121)

Pre praktické vypocty je potrebné ndjst algoritmus, ako hodnoty funkcii J a Y rychlo a presne
vypocitat. K tomu potrebujeme niekolko zdkpladnych vlastnosti Besselovych funkcii, ktoré
odvodime v nasledujticej ¢asti. Okrem toho, rovnako ako goniometrické funkcie cos(x) a sin(z),
musime aj Besselove funkcie zovSeobecnif na funkcie komplexného argumentu.
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17.9.7 Vlastnosti Besselovych funkcii

Odvodenie Besselovych funkcii v predchadzajucich castiach je len ukdzkou, ako sa k nim da
dopracovaf; matematicky presny opis Besselovych funkcii ndjdete v Specializovanych knihach.
V praxi sa Besselove funckie pouZivaji rovnako ¢asto ako funkcie sin(x) a cos(z) (sd rieSenim
vSetkych uloh s cylindrickou symetriou). Ak potrebujete ndjst akékol'vek vlastnosti Besselovych
funkcii, alebo vzfahy medzi nimi, konzultujte [14] alebo [13]. V tomto texte len odvodime
niektoré zakladné vlastnosti, na ktoré sa odvolavame v kapitole 17.

Najprv dokdZeme identitu
(2" J,(z)] = 2" J,_1(z) (17.122)

Naozaj, po dosadeni explicitného tvaru Besselovej funkcie J, () (rovnica 17.97) dostaneme na
lavej strane

02 o~ (—1)F(x/2)*

L @) = 5% ZT(k+v+ DI(k+1) (17.123)

a po derivovani dostaneme na pravej strane dostaneme
e 1)k (2/2)2

sy ; F<<k —|—)V)(F{k>—|- 5y = @ o1 (@) (17.124)

Kde sme vyuzili vlastnost I'-funkcie I'(k + v + 1) = (k + v)['(k 4+ v).
Podobne odvodime aj identitu

[ J,(2)]" = 27 T4 (2) (17.125)

Vyjadrime teraz derivacie na l'avej strane rovnic (17.122,17.125):
v—1 vy _ v
et JJ:_—;sz _ 5 JZ: (17.126)

Druht rovnicu vyndsobme z%:

—va" N, + 2t =~ T, (17.127)
a odc¢itajme ju od prvej. Dostaneme

v’ N, = 2" d, 1 + 2 (17.128)
resp.

Joat dun =22, (17.129)
Ak rovnicu (17.128) s¢itame s prvou rovnicou, dostanem dalSiu uzito¢nu identitu:

2J (x) = J,_1 — Jupq (17.130)
Pre v = 0 z nej vyplyva

Jo(z) = —Ji(x) (17.131)

Identitu (17.129) sme v Casti 17.7 vyuzili na numericky vypocet hodnot Besselovych funkcii.
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17.9.8 Vytvarajuce funkcie

pre zaujimavost eSte dodajme, Ze vSetky vlastnosti Besselovych funkcii moZeme ziskat z tzv.
vytvarajicej fnkcie. Plati

1 1 =
exp {5 (t— ¥> z} = > t"u(2) (17.132)

m=—0oQ

kde z aj t moze byt komplexné ¢isla. Funkcia na l'avej strane rovnice (17.132) je vytvarajica
funkcia premennej ¢, na pravej strane je jej rozvoj do mocnin ¢; Besselove funkcie .J,,(2) sd
potom definované ako koeficienty tohto rozvoja. Napriklad pre

f— oi® (17.133)
dostaneme
. . +oo .
ezzsm¢ — Z Jm(z)elm¢ (17134)

Rovnica (17.134) definuje rozklad rovinnej viny na lavej strane do nekonecného radu cylindric-
kych funkecii, a je zdkladnou rovnicou pre rieSenie rozptylovych dloh (pozri rovnicu (17.25).
Integralna definicia Besselovej funkicie

Ak obe strany rovnice (17.134) ndsobime exp(—in¢) a integrujeme cez ¢, dostaneme integralnu
definicu Besselovej funkcie

Jn(2) = 1 /7r d¢ cos(z sin ¢ — no) (17.135)
0

T






Zaver

Jednym z cielov tohto textu bolo ukdzat, Ze pocitacova fyzika je zaujimava, a motivovat Citate-
Tov k dalSiemu Studiu pocitacovych metdd. Zoznam prebranych tém si moze doplnif napriklad
metédami Monte Carlo, algoritmami rieSenia vinovej a Poissonovej rovnice, ako aj viacerymi
casto pozivanymi algoritmami numerickej matematiky (rieSenie systémov nelinearnych rovnic,
alternativne algoritmy rieSenia linedrnych rovnic apod.), ktoré v texte chybajd. Dal§im krokom
bude Stidium organizdcie programov, tvorba subroutin, vyuZivanie externych kniZnic, praca
s velkymi stibormi dét, vyuZivanie paralelnych vypoctov, grafickej karty, praca na velkych po-
¢itaCoch atd. Pre praktické fyzikdlne vypoclty je zaujimavé naucif sa pracovat s profesionalnymi
programovymi balikmi (ANSYS, meep, MicroWave Studio).
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