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KAPITOLA 1

Uvod

Moderné fyzika nadvizuje na klasicku fyziku, ktora sa rozvijala do konca 19. storocia. Kla-
sickou fyzikou mdme na mysli Newtonovu mechaniku, Maxwellovu elektrodynamiku a optiku,
Boltzmannovu Statistickt fyziku a termodynamiku. Ich spolo¢nym menovatefom bola klasicka
predstava sveta zloZeného z telies, ktorych rozmery, hmotnost, energia, rychlost a iné fyzikélne
charakteristiky sa dali odmeraf s dostato¢nou presnostou. PretoZe v experimentoch mélokedy
mala dlohu detailnd Struktira latky, mohli byt opisané a vysvetlené na zdklade predstavy spoji-
tého rozloZenia hmoty v priestore. Atomy ako najmensSie Ciastocky hmoty zamestndvali mysel
fyzikov a filozofov sice uz ddvno, ale ich Struktira zostavala nepoznand. Klasické fyzika dosiahla
vrchol v Maxwellovej elektrodynamike, ktord uspesSne opisala elektromagnetické pole.

Koncom 19. storocia sa zdalo, Ze fyzika dosiahla svoj ciel — kompletny opis sveta okolo nés.
Zostéavalo uZ len meranim upresnif niektoré fyzikalne konstanty. V priebehu niekolkych rokov
sa v8ak tato optimisticka predstava zrutila. Nové experimenty (niektoré z nich neskor opiSeme)
priniesli vysledky zjavne nezapadajtce do vtedajSich fyzikalnych predstév. Ich vysvetlenie viedlo
k formuldcii dvoch kIi¢ovych fyzikdlnych tedrii 20. storoia — tedrie relativity a kvantovej
mechaniky.

V tomto texte sa sustredime na vysvetlenie zakladnych pojmov a metdd kvantovej mechaniky.
Nasim cielom bude vysvetlif, ¢im sa kvantovd mechanika 1iSi od klasickej fyziky. Hoci viaceré
predpoklady a zavery kvantovej mechaniky odporuji nasej kazdodennej skusenosti a intuicii,
uvidime, Ze kvantovd tedria je vnutorne konzistentnd a schopnd vysvetlit prakticky vSetky
javy mikrosveta, s ktorymi sa dnes v modernej fyzike a technike stretdvame. Oproti tomu su
mnohé fyzikdlne problémy - napriklad Struktdra a stabilita atému — v rdmci klasickej fyziky
nevysvetlitené.

Klasickd fyzika sa v 19. storoc¢i zaoberala zvicsa Stddiom fyzikdlnych objektov mnohona-
zlyhala. To nemusi prekvapif, pretoZe zakony klasickej fyziky boli uréené pre opis fyzikalnych
vlastnosti Struktdr, s akymi sa ¢lovek kaZzdodenne stretdva. Ni¢ nezarucuje ich platnost pre
opis napriklad atémov, ktoré majd rozmer priblizne 1071 metra (typickd vzdialenost atémov

9



10 KAPITOLA 1. UVOD

v krystalickej mriezke) alebo pre vysvetlenie procesov, v ktorych si objekty vymienaji energie
porovnatelné s jednym elektronvoltom:

leV=1,602x10""*7J (1.1)

ktoré su typické napriklad pre elektronové procesy v atéme a v tuhych latkach.
Pre kvantitativne urcenie toho, ¢o je malé a ¢o velké, potrebujeme nejaku typicku veli¢inu,
s ktorou budeme nas systém porovndvat. Takou sa ukdzala byt Planckova konStanta

h = 6,626 x 10734 Js (1.2)

Planckova kons$tanta méa rozmer t¢inku (fyzikdlnej veli¢iny definovanej v teoretickej mechanike),
ale aj momentu hybnosti L=7x p- Do fyziky vstipila spolu s predstavou kvantovania elek-
tromagnetického pola ako konStanta imernosti medzi frekvenciou v a energiou £ najmenSieho
kvanta elektromagnetického Ziarenia — foténu: £/ = hv v Planckovej tedrii Ziarenia.

Experimenty ukdzali, Ze elektromagnetické viny, opisané v klasickej elektrodynamike Ma-
xwellovymi rovnicami, sa za urcitych okolnosti prejavuji ako Castice — fotony. Naopak, Castice
— napriklad elektrén — mdZu mat vinové vlastnosti. Ulohou kvantovej fyziky je vysvetlif tento
Casticovo-vlnovy dualizmus. Na$im prvym ciefom preto bude opisaf vinové vlastnosti kvanto-
vych ¢astic. To vyzaduje opustit klasicku fyziku, rezignovat na Newtonov pohybovy zakon
a predstavu Castic pohybujucich sa po konkrétnej drahe. Namiesto toho zadefinujeme
vinovu funkciu, ktord bude obsahovat informaciu o stave Castice a postulovat Schrédingerovu
rovnicu, ktord ur€uje ¢asovy a priestorovy vyvoj vinovej funkcie. Na vypocet fyzikdlnych veli¢in
— polohy, hybnosti, energie, momentu hybnosti zavedieme zodpovedajiice operatory, posobiace
na vlnovu funkciu. Vlastnosti operdtorov nds privedu k principu neurcitosti. Na rozdiel od kla-
sickej fyziky, v kvantovej tedrii nemoZzno urcif zaroveni hodnoty vSetkych fyzikalnych veli¢in,
popisujucich Casticu. Napriklad nemozno stucasne urcit polohu a rychlost kvantovej Castice.

Pre popis vlastnosti mikrosveta je dolezité pochopif viazané stavy Castice, teda spravanie sa
Castice uvédznenej v malej Casti priestoru. Najznamejsi priklad je elektron viazany Coulombovou
silou v blizkosti protonu (atém vodika). Kvantovd mechanika vie vysvetlif, preco viazand Castica
mozZe obsadif len niektoré energetické hladiny s presne ur¢enymi hodnotami energie, a do-
kdze sformulovat pravidla prechodov medzi jednotlivymi hladinami. Bez kvantovej mechaniky
nemozno porozumiet Struktire atbmov a ich vlastnostiam.

Druhy najcastejSie Studovany viazany systém je harmonicky oscildtor. Kvantovanie energie
Castice viazanej v harmonickej potencidlovej jame vysvetluje okrem iného vibra¢né spektra
molekul a mechanické kmity kryStalickej mriezky.

Kvantovy charakter castic im ddva nové vlastnosti. Kvantova castica je schopnd prenikat
(tunelovaf) cez potencidlové bariéry, ktoré su pre klasicku Casticu neprekonatelné. Tunelovanie
je schopnost kvantovej castice prekonaf potencidlovi bariéru vySSiu, ako je energia Castice.
Najzndmejsi fyzikalny proces, ktory je bez kvantového tunelovania nemozny, je a-rozpad radi-
oaktivnych jadier. Tunelovanie je doleZité aj pre vysvetlenie chemickych vizieb, stability molekul
a krystalickej mriezky.

Pohyb kvantovej Castice sa 1iSi od pohybu klasickej Castice. VInovy charakter kvantovych
Castic podstatne ovplyviiuje pohyb v periodickych prostrediach (napriklad pohyb elektrénu v kry-
Stalickej mriezke kovu) a je zodpovedny za tvorbu zakdzanych energetickych pasov v kovoch a
v polovodi¢och. Kvantovy charakter elektronu rozhodujicim spdsobom ovplyviiuje transportné
vlastnosti (napriklad elektrickid vodivost) materidlov pri nizkych teplotéch.
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Dolezity jav, nezndmy v klasickej fyzike, je rozliSiteInost castic. Dva elektrony su, samoz-
rejme, rovnaké a rovnaké su aj dva fotony s tou istou frekvenciou. Sibor mnohych elektréonov
sa vSak sprava tplne inak ako sibor mnohych foténov. Kvantovd mechanika rozliSuje dva typy
Castic — fermiony a bozony, liSiace sa svojim vnutornym momentom hybnosti (spinom). Pre
elektrénovi §truktiru atémov je podstatné, Ze elektrény si fermiény. Ziadne dva elektrény sa
nesmu nachddzaf v tom istom kvantovom stave.! Fungovanie laseru je zasa zaloZené na tom, Ze
fotony (elementérne Castice elektromagnetického Ziarenia) st bozony, a ako také vsetky preferuji
obsadzovanie toho istého kvantového stavu.

Kvantova tedria opisala podstatu vzdjomnej interakcie Castic. Okrem elektromagnetickej
interakcie, sprostredkovanej vymenou foténov, vysvetlila podstatu pritazlivej interakcie medzi
nukleénmi (silnej interakcie), ktora prekonava odpudivu elektrostatickd interakciu proténov
v atomovom jadre a udrZuje jadro stabilnym. Kvantova teéria vysvetlila aj povod slabej inte-
rakcie, zodpovednej za B-rozpad jadier.

Napriek tomu, Ze kvantovu fyziku spdjame s mikrosvetom, je doleZitd pre porozumenie
fyzikalnych procesov aj na tirovni makrosveta. V slnecnej sustave niet vacSieho telesa ako Slnko.
Kvantitativne vysvetlenie frekvencného spektra Ziarenia, ktoré k nim zo Slnka prichddza, vSak
nie je mozné bez kvantovej fyziky. Rovnako bez kvantovej mechaniky neopiSeme Struktiru ma-
teridlov okolo nés. To je pochopitelné, pretoze vlastnosti makroskopickych telies st ovplyvnené
vlastnostami a Struktirou atémov, z ktorych st zloZzené. Makroskopické prejavy kvantovych sys-
témov pozorujeme pri nizkych teplotich, ked vzdjomné interakcie medzi kvantovymi Casticami
pod urcitd kritickd teplotu, do supravodivého stavu.

Formalizmus kvantovej mechaniky je abstraktny a ¢asto odporuje nasej kazdodennej skuse-
nosti. Cielom tohto textu je v ucelenej forme vysvetlit zdkladné principy kvantovej mechaniky
tak, aby Studenti po ich zvladnuti porozumeli fyzikdlnym vlastnostiam mikrosveta a mohli pokra-
Covaf v Stadiu dalSich Casti fyziky: tuhych latok, Statistickej fyziky a jadrovej fyziky. Nekladli
sme si za ciel vybudovaf formdlne presny matematicky formalizmus kvantovej mechaniky —
ten Citatel ndjde v osvedCenych ucebniciach kvantovej mechaniky pre Specializované Stidium
fyziky. Viaceré z nich sd dostupné v knizniciach a knihkupectvach. Spomernime aspoii dve uceb-
nice kvantovej mechaniky z Univerzity Komenského v Bratislave [1,2], zbierku prikladov [3] a
ucebnicu z Prahy [4]. Vynikajica je kniha R. Feynmana [5] a 4. diel Kurzu fyziky z Berkeley
(ten je u nés dostupny len v anglickom originéli [6] alebo v ruskom preklade). Viaceré klasické
ucebnice kvantovej mechaniky vyZaduji zodpovedajicu matematickd pripravu. Niektoré boli
v minulosti preloZzené do slovenciny [7-9], iné st dostupné v anglictine [10, 11]. Matematicky
menej narocnd je klasickd kniha A. Beisera Moderna fyzika [12], u¢ebnica modernej fyziky [13]
a 5. diel ucebnice fyziky od autorov Hallidaya, Resnicka a Walkera [14].

Napriek snahe o jednoduchost obsahuje text niektoré matematicky narocnejSie Casti: ana-
lytické rieSenie Schrodingerovej rovnice pre harmonicky oscildtor, vypocet vlastnych energii
a vlastnych funkcii atému vodika, alebo vSeobecné rieSenie rovnic pre dvojstavovy systém. Ich
cielom je obozndmif Citatela so Standardnymi matematickymi postupmi, s ktorymi sa mdze
stretnif aj v d'alSom Stddiu. Tieto Casti je mozné pri prvom citani preskocit, pokial Citatel uveri

'Kvantovy stav definuje hodnoty fyzikdlnych veli¢in astice: energiu, hybnost, moment hybnosti, orientdciu
spinu a podobne. Skuto¢nost, Ze dva elektrony sa nemdzu nachddzat v tom istom kvantovom stave teda znamena,
7e sa liSia v hodnote aspoii jednej z veli¢in, popisujicich stav.
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odvodenym vzfahom. Ani starostlivé preStudovanie tohto textu neda Citatelovi kompletnu pred-
stavu o modernej fyzike. K tomu je potrebné pokracovat Stidiom Statistickej fyziky, fyziky
tuhych latok a na vySSom stupni teériou relativity, jadrovou fyzikou a kvantovou elektrodyna-
mikou.

Ku kaZdej kapitole st pripojené priklady, vi&sinou aj s ich rieSeniami, ktoré dopliiaji hlavny
text kapitoly. Niektoré priklady objasiiuju zloZitejSie matematické postupy, ktoré sme v hlavnom
texte vynechali.

Vsetky vzorce a fyzikédlne veli¢iny sme sa snazili vyjadrif v sustave jednotiek SI. Niekedy
je vsak vhodnejsie prispdsobif jednotky, v ktorych vyjadrujeme hodnoty veli¢in, parametrom
uvazovaného systému. Napriklad energie v atdmovej a molekulovej fyzike je vhodnejSie vyjadrit
v elektrénvoltoch, pretoZe vSetky zaujimavé energie st porovnatelné s jednym elektrénvoltom.
Takto vyjadrené hodnoty sa medzi sebou ovela lepSie porovnavaji, ¢im ulahcujd porozumenie
zéakladnych principov Studovaného systému.

1.1 Zakladné fyzikalne konstanty

Tabulka 1.1 uvadza zdkladné fyzikélne konStanty, s ktorymi sa v mikrosvete stretneme. Prvou
je elektricky naboj elektronu, —e

—e=-1,602x 107 C (1.3)

ktory reprezentuje elementdrne kvantum elektrického naboja.?

Elektromagnetické vlastnosti vikua charakterizuje permitivita vakua ¢, a permeabilita va-
kua 0. Z nich je odvodend impedancia vakua Z,, charakterizujica pomer amplitid elektricke;j
intenzity F a magnetickej intenzity H rovinnej elektromagnetickej viny (obrdzok 1.1):

E
g,= Lo _ [t (14)
H(] €0
Impedancia ma fyzikalny rozmer elektrického odporu a jej hodnota je Z, =~ 376,730 €.
Permitivita vdkua vstupuje do Coulombovho zdkona, ktory definuje silu, akou ndboj ¢

pdsobi na naboj g, vo vzdialenosti 7

q192 f

F = 3
dregr

(1.5)

Tri dalSie zdkladné konStanty sprostredkujui vzfah medzi energiou a inymi fyzikdlnymi
veli¢inami. Z tedrie relativity pozndme Einsteinov vzfah medzi energiou a hmotnosfou telesa

E =md (1.6)

sprostredkovany rychlostou $irenia elektromagnetickych vin (napriklad svetla) vo vdkuu

1
v/ €olto

2V jednotkéch SI je 1 C = As. Ak vodi¢om tecie prid jeden ampér (1 A), potom prierezom vodi¢a prejde kazdd
sekundu (1 s) ndboj 1 Coulomb (1 C), teda 6,24 x 10'® elektrénov.

~ 2,998 x 10® m/s (1.7)

CcC =
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P |

A =clv

Obr. 1.1. Struktura rovinnej elektromagnetickej vlny Siriacej sa v smere osi z. Vektory E a H st na seba kolmé (na
obrézku je E = (E;,0,0) a H (0,Hy,0)). Poyntingov vektor S = E x H udéva mnoZstvo energie, ktoré prejde
za 1 sekundu plochou 1 m? kolmou na smer frenia viny. Pomer amplitid intenzit elektrického a magnetického
porla vo vdkuu je Zj (rovnica 1.4). Rychlost ¢ $irenia viny vo vdkuu je dana rovnicou (1.7).

V Statistickej fyzike je doleZity vzfah medzi strednou hodnotou energie Castice pripadajicou na
jeden stupeni volnosti a absoldtnou teplotou I’ (ekviparti¢ny zakon)

Eyy = %k’BT (1.8)
Konstanta kg je Boltzmannova kon$tanta,

kg = 1,381 x 1072 J/K (1.9)
Treti zékladny vzfah definuje priamu imernost medzi energiou foténu a jeho frekvenciou v

E =hv (1.10)
s Planckovou konStantou

h = 6,626 x 10734 Js (1.11)

V tabulke 1.1 uvddzame aj Avogadrovu konstantu N4, ktord budeme pri $tddiu mikrosveta
casto potrebovaf, a bezrozmernu konStantu jemnej Struktdry o,

62

= 1.12
“ 4meghc ( )

Pre tplnost uvadzame v tabulke aj gravitaCnu konstantu «, hoci ju v dalSom texte nebudeme
potrebovat. Gravitacné pdosobenie medzi ¢asticami je totiZ v mikrosvete o mnoho radov slabsie,
ako elektromagnetické (pozri priklad 1.1).

Je potrebné zdoraznif, Ze hodnoty fyzikdlnych konStant su ziskané experimentdlnymi me-
raniami. Vynimkou je permeabilita vdkua a rychlost svetla, ktorych hodnoty su definované.
NemozZno ich nijakym spdsobom odvodif. Hodnoty uvedené v tabulke 1.1 su zaokrihlené na tri
platné desatinné miesta. PresnejSie hodnoty spolu s odhadom ich chyby mozno n4jst v literattre.
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Tab. 1.1. Zakladné fyzikdlne konStanty a ich hodnoty v sistave SI. Impedancia vdkua a rychlost svetla vo vikuu
su vyjadrené pomocou permitivity a permeability vdkua, ktoré pozndme z Maxwellovych rovnic. Boltzmannova
konStanta je zndma zo Statistickej fyziky, podobne ako Avogadrova konsStanta N4, ktord definuje pocet Castic
nachddzajcich sa v jednom mole ldtky: N4 je poCet atémov nachddzajticich sa v 12 gramoch uhlika 12C (ktory
obsahuje vo svojom atémovom jadre 6 proténov a 6 neutrénov). Novou konStantou, nezndmou na konci 19.
storocia, je len Planckova konStanta, ktord vstupuje do vSetkych kvantovych vzfahov. Bezrozmernd konStanta
jemne;j Struktiry o je ¢asto pouZivand v jadrovej a subjadrovej fyzike. V poslednom riadku uvddzame pre tplnost
gravitacnu konStantu .

N4boj elektrénu —e=—1,602 x 1071° C=As
Hmotnosf elektrénu m = 9,109 x 1073 kg
Permitivita vakua €0 = 8,854 x 10712 C2?/(Nm?)
Permeabilita vdkua o = 41 x 1077 N/A? = kgm/C?
Impedancia vdkua Z =, faiips clip ~ 376,730 Q =Js/C?
€o
Rychlost svetla vo vakuu c= =299 792457  m/s
€olto
Boltzmannova konstanta kg =1,381 x 10723 J/K
Avogadrova konStanta Ny = 6,022 x 10% mol !
Planckova konS$tanta h = 6,626 x 10734 Js
h —34
h—= " — 10546 x 10 Js
2m
2 1
KonStanta jemnej Struktiry | o = c bezrozmerna
dweghc 137,035
Gravitacn4 konstanta k= 6,673 x 107! Nm?/kg?

1.2 Ziarenie &ierneho telesa

Jednym zo spdsobov, akym sa telesd zbavuji energie, je vyZarovanie elektromagnetickych vin
(ziarenia). Spektralne rozloZenie vyzarovanej energie predstavovalo koncom 19. storocia jeden
z najdodlezitejSich otvorenych problémov klasickej fyziky. Hoci Ziarenie pozorujeme na kazdom
makroskopicky velkom telese (napriklad Ziarenie Slnka), jeho kvantitativny popis si vyZiadal



1.2. ZIARENIE CIERNEHO TELESA 15

zésadni zmenu naSej predstavy o elektromagnetickom poli. V tejto Casti naCrtneme najprv
klasicky pristup k tomuto problému, ukdZeme paradox, ku ktorému klasicka fyzika vedie, a
opiseme jeho rieSenie, navrhnuté Planckom.

Ak elektromagnetické Ziarenie dopadé na teleso, Cast Ziarenia sa odrazi a Casf sa v telese
absorbuje (zanedbajme pre jednoduchost energiu F, ktord by odnieslo Ziarenie cez teleso
prechadzajuce). Zo zédkona zachovania energie potom dostaneme

Edop = Foar + Eaps (113)

Absorbovanim Ziarenia sa teleso zohrieva, az kym nedosiahne termodynamicku rovnovéhu so
svojim okolim, ked’ sa jeho teplota viac nemeni. Vtedy sa musi rovnaké mnoZstvo energie, aké
teleso absorbuje z dopadajiceho Ziarenia, vyziarif do okolia

Eys =F, (1.14)

Je treba si uvedomit, Ze aj ked’ sa obe energie v rovnici (1.14) rovnaji, m6zu zodpovedat Ziareniu
s roznymi vlnovymi dizkami. Spektralne rozloZenie vyZiarenej energie F, totiz zavisi od teploty
telesa. Nezodpoveda preto spektralnemu zloZeniu dopadajtiiceho Ziarenia. Napriklad Zem prijima
energiu zo slne¢ného Ziarenia s maximom v oblasti viditeIného svetla, avSak vyzaruje energiu
prevazne v oblasti infracerveného svetla. Tento rozdiel je dany tym, Ze povrchova teplota Slnka
je podstatne vysSia (6000 K), ako teplota povrchu Zeme (300 K).

Pre experimentdlne Stidium spektrdlneho rozloZenia vyZiarenej energie je dolezité elimino-
vaf ziarenie, ktoré sa od telesa odrdza. Idedlne by preto bolo Studovat teleso, ktoré by vsetko
dopadajice Ziarenie absorbovalo (teda E,q, = 0). Takéto teleso sa vo fyzike nazyva absolutne
Cierne teleso.

Predstavme si duté teleso tvaru kocky so stranou /. Jeho steny su pre elektromagnetické
Ziarenie absoludtne nepriepustné. Ak do jednej steny urobime maly otvor, potom Ziarenie, ktoré
na otvor dopadd zvonka, prenikd dovnitra. Vo vnutri dutiny absolvuje mnozstvo odrazov, takze
md minimdlnu Sancu trafif spiaf do otvoru a z dutiny uniknif. Zostane preto zachytené vo
vnutri kocky. Maly otvor na stene teda predstavuje idedlne absolutne Cierne teleso s nulovou
odrazivostou. Energia, ktord z otvoru vychddza, predstavuje preto len vyZarovanud energiu.

EdOP I:_iodr N

Obr. 1.2. Energetickd bilancia elektromagnetického Ziarenia dopadajticeho na makroskopické teleso. Cast dopada-
Jjuceho Ziarenia Fq., sa odrazi (Foq,), Cast sa absorbuje (E,1,¢) v objeme telesa. Absorpciou sa teleso zohrieva, preto
sa zbavuje prebyto¢nej energie vyZarovanim (F,). Energiu E} Ziarenia prechddzajiiceho telesom zanedbavame.
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PretoZe vyZiarend energia je imernd energii v telese obsiahnutej, ndjdeme najprv energiu
pola uvdznenu vo vnutri kocky. Ak su jej steny nepriepustné, potom musi byt intenzita pola na
jej stendch nulovd. Pole preto pozostdva zo ststavy stojatych vin s frekvenciami v, ktoré zavisia
od rozmeru telesa (obrazok 1.3). Pocet rdznych stojatych vin — médov — n(v)dv s frekvenciami
v intervale medzi v a v + dv v trojrozmernej dutine je Gmerny objemu dutiny V = 3. Je
vyhodnejSie pracovaf s priestorovou hustotou p(v). V dodatku G odvodime pre funkciu p(v)
rovnicu (G.12)

8
p()dv = = dv (1.15)
c
Ak je teplota vo vniitri telesa 7', mdzeme na zaklade klasickej termodynamiky predpokladaft, Ze
kazdy mod Ziarenia nesie strednd energiu

(E,) = 2Egy = kgT (1.16)

Kazdy méd ma totiZz dva stupne volnosti, pretoZze mé elektrickd aj magnetickd zlozku energie.
Dostaneme tak hustotu energie elektromagnetického pola v dutine

. 87T]€BT
==
Ziskany vzfah je zndmy ako Rayleighov-deansov zakon. Tento zdkon o¢ividne nemdze byt

spravny v oblasti vysokych frekvencii. Nie je totiZ mozné, aby hustota energie pola v dutine
neobmedzene rastla s frekvenciou. Celkova energia pola v jednotke objemu je totiZ

U :/oou(l/)du (1.18)
0

a musi byt vZdy konecnd. Integral (1.18) preto musi konvergovat, ¢o je mozné len vtedy, ked
hustota energie u(v) klesd s rastiicou frekvenciou dostato¢ne rychlo do nuly.

Rovnica (1.17) bola odvodena zo zakladnych postulatov klasickej fyziky. Ak tieto postulaty
vedu k nefyzikdlnemu vysledku, potom vznikéd podozrenie, Ze niektory z nich nie je pre popis
daného problému vhodny. Planck ukdzal, Ze nespravny je predpoklad, Ze kazdy mdd nesie tu
istd energiu kpT’, a navrhol novy vzfah pre strednd energiu jednotlivych médov Ziarenia.

u(v)dv vidv (1.17)

Obr. 1.3. Niekolko stojatych vin v jednorozmernej dutine s nepriepustnymi stenami. PretoZe st steny nepriepustné,

musi byt pole na okrajoch dutiny nulové. Této podmienka uréuje vinové dizky stojatych vin, ktoré v dutine mozu

byt: A\, = %Z, kde n je Tubovolné celé ¢islo. VInovy vektor k = QT’T md potom hodnoty k,, = 7n. V trojrozmernej

dutine mdzu existovaf stojaté viny vo vSetkych troch smeroch. Vznikajud stojaté viny - mody - s vinovym vektorom
c

k = (kg,ky,k.) as frekvenciou v = Loy
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1.2.1 Planckov zakon

Zakladom Planckovho odvodenia je hypotéza, podla ktorej kazdy mdéd elektromagnetického
pola s frekvenciou v moze pozostavaf z elementarnych kvant — fotdbnov. Kazdy fotén ma
energiu Ey(v), zdvislid od jeho frekvencie. Okrem toho, v dutine sa mdZe nachadzat viac fotonov
s tou istou frekvenciou v. Ak by ich bolo n, potom by kazdy mdd nemal energiu kp7’, ako
predpokladala klasicka fyzika, ale energiu £, = nEy(v).

Néjdeme najprv, ako pocet vin n zdvisi od teploty v dutine. Zo Statistickej fyziky vieme,
ze pravdepodobnost, Ze nejaky systém ma pri teplote 7" energiu £/, je imernd Boltzmannovmu
faktoru

P(E) x ¢ o7 (1.19)
Pravdepodobnost toho, Ze sa v dutine vyskytuje prave n foténov s frekvenciou v, je potom
_nBy
e kpT
P(nEy) = o (1.20)

2m=0€ 7T

Suma v menovateli zarucuje, ze y  , P(nEy) = 1, pretoZe v dutine sa ur€ite nejaky pocet
foténov s energiou Fy vyskytuje. Stredni energiu kazdého mdédu potom ndjdeme ustrednenim
cez vSetky mozné pocty foténov

>, nkyexp [—IZB%]

(E,) =) nEyP(nEy) = (1.21)
: S exp |- 1]
Vyraz na pravej strane mézeme upravif (priklad 1.2) do jednoduchsieho tvaru
Ey(v
(E,) = —EO&( ) (1.22)
e kBT — 1]

Zostava urcit, ako L zavisi od frekvencie. Na zdklade analyzy experimentdlnych dit Planck
navrhol jednoduchy vzfah

Ey(v) = hv (1.23)

kT 1
0,81

0,6
<E >

P IR B B | -
0012345678910
X = hv/k,T
Obr. 1.4. Stredné energia (F,) pripadajica na jeden frekvenény mdd Ziarenia absoldtne ierneho telesa (rov-
nica 1.24). Strednd energia sa rovnd energii Frz = kpT len v limite hv < kpT. Pre vysSie frekvencie je
podstatne mensSia.
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v ktorom prvykrét v dejindch fyziky vystipila Planckova konStanta /. Po dosadeni energie (1.23)
do vyrazu (1.22) dostaneme strednu energiu jedného médu s frekvenciou v

(B) = —r— (1.24)

ekBT — 1

Na rozdiel od klasického vzfahu (1.16) je strednd energia jedného médu, vyjadrend Planckovym
vzfahom (1.24), funkciou frekvencie v a pre velké frekvencie exponencidlne klesa do nuly
(obrazok 1.4).

Hustota energie elektromagnetického Ziarenia v dutine potom nebude dana vztahom (1.17),
ale vztahom
8’ dy — 8mhy? 1

UV =
3 3
C C eFBT _1

u(v)dv = (E(v)) dv (1.25)

znamym ako Planckov zakon (obrdzok 1.5).

1.2.2 Kvantovanie elektromagnetického pola

Je treba povedaf, Ze Planck svoj zdkon neodvodil. Ukézal len, Ze nim navrhovand energia jed-
notlivého kvanta elektromagnetického pol'a vedie k spektrdlnemu rozdeleniu vyZiarenej energie,
ktoré velmi dobre stihlasi s experimentom. Taky stihlas nemo6Ze byt ndhodny. Preto je potrebné
vzfah (1.23) braf vazne. To predovSetkym vyZaduje prijat do fyzikdlnej tedrie pojem kvanta
elektromagnetického Ziarenia — fotonu, ktory klasickd fyzika nepozna. Okrem toho musime do
fyzikélnej tedrie prijaf aj novid, dovtedy nezndmu konstantu h.

Dolezitym dosledkom Planckovho zdkona je teda zmena nasej predstavy o elektromagne-
tickom poli vo vniitri dutiny. V klasickej fyzike toto pole pozostdvalo zo stojatych vin. Kazdej
frekvencii pola bolo mozné priradif jednu vlnu. V Planckovej teérii kazda stojatd vlna s frekven-
ciou v (méd Ziarenia) pozostdva z konec¢ného poctu malych kvéant. Kazdé kvantum nesie energiu

|
0 5 10 15

X = hV/kBT

Obr. 1.5. Planckov zdkon opisuje spektrdlne rozdelenie energie vyZiarenej ¢iernym telesom. Na horizontdlnej osi
je x = hv/kgT, na vertikdlnej osi je hustota energie u(v). Na rozdiel od Rayleighovho-Jeansovho rozdelenia
(rovnica 1.17) Planckovo rozdelenie energie klesa exponencidlne do nuly pre velké frekvencie. Pravdepodobnost,
7e teleso vyzaruje elektromagnetické viny vysokych frekvencii, je preto velmi mald.
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E(v) = hv. Stredny pocet kvant (n) s danou energiou zavisi od teploty. Tuto zavislost ndjdeme,
ak strednd energiu jedného médu elektromagnetického pola s frekvenciou v z rovnice (1.24)
prepiSeme do tvaru

(E,) = hv(n(hv)) (1.26)
a funkciu (n(E))

() = —— (127
ersT —1
interpretujeme ako stredny pocet kvant energie F.
Nesuhlas experimentalnych dét s predpoved’ou Rayleighovho-Jeansovho zdkona teda viedol
k zasadnej zmene fyzikalnych predstdv o elektromagnetickom poli: pole sa v dutine spriva
ako Statisticky subor elementarnych Castic — foténov — s energiou hv. Stredny pocet foténov s
energiou E zavisi od teploty podla vzfahu (1.27).
Planckova tedria vysvetluje aj d'alSie experimentdlne pozorované vlastnosti Ziarenia ¢ierneho
telesa. V dalSich dvoch cCastiach vysvetlime Stefan-Boltzmannov zdkon a Wienov posunovaci
zékon.

1.2.3 Stefanov-Boltzmannov zakon

Z rozdelenia (1.25) nijdeme hustotu energie elektromagnetického Ziarenia (energiu obsiahnutd
v jednotke objemu)

o 4 poo 3 5 4
o7 _/ w(v)dy 8 (kpT) / v’dr 87° (kgT) (128)
0 0

c3h3 et —1 15 3h?
V integrdli sme pouZzili substitiiciu
hv
= — 1.29
ST (1.29)
a vyuzili znalost tabulkového integrélu (pozri napriklad [19])
0 3d 4
/ - L (1.30)
o e*—1 15
Hustota energie teda rastie so Stvrtou mocninou teploty,
815 ki
U =al®, kde a= "B —7566x 10710 JK 4m> (1.31)

15 ¢3h3
Energia, ktoru Cierne teleso vyziari za ¢as At cez plochu S svojho povrchu musi byt imerna
hustote energie U, ploche S a ¢asu At. Keby sa vSetky fotony pohybovali kolmo na povrch,
bola by vyZziarend energia rovna sucinu U x ScAt. Jednotlivé fotény vSak dopadaji na plochu
ohranicujicu teleso pod roznymi uhlami, preto je celkovd vyZiarend energia mensia. Presnym
vypoctom by sme dostali U x ScAt/4. Po dosadeni za energiu U zo vzfahu (1.31) dosta-
neme Stefanov-Boltzmannov zakon: energia E, vyZiarena z jednotkového povrchu absolidtne
¢ierneho telesa za jednotku Casu je priamo imernd Stvrtej mocnine absolitnej teploty

E= ZU - %T“ — oT" (1.32)



20 KAPITOLA 1. UVOD

kde konStanta

ac  2m° kj _s 9
0= = 5,670 x 107" J/sm (1.33)

je Stefanova-Boltzmannova konStanta.

Stefanov-Boltzmannov zdkon m6Zeme overif jednoduchym meranim [31]. Odvodif hodnotu
konStanty o v rovnici (1.33) z tedrie vSak bez znalosti kvantovej mechaniky nedokdzeme. To
vidief uz zo skutocnosti, Ze vo vyjadreni o vystupuje Planckova konStanta.

1.2.4 Wienov posunovaci zakon

Zo znamej hustoty energie u(r), danej rovnicou (1.25) vyjadrime hustotu w(A)dA, ktord udava
mnoZstvo energie Ziarenia s vinovymi dizkami z intervalu medzi A a A + d\. Zo vzfahu

u(v)dv = w(X)dA (1.34)
a vzfahu medzi frekvenciou a vlnovou dizkou, A\ = ¢/v, dostaneme tvar funkcie w(\)

~ 8rhe dA
N exp

w(A)dA (1.35)

1

he
kpTA
Hradajme vInovi dizku A, pre ktort dosahuje hustota (1.35) maximalnu hodnotu. Pre A =
Amax Musi platit

ow(A)
(o))

=0 (1.36)

A=Amax

Po dosadeni za w(\) z rovnice (1.35) a derivovani dostaneme transcendentni rovnicu,

Lhe 1 e {_ he } (137

ktorej rieSenim je

1 he

Amax] = 1965 kp 0,002898 Km (1.38)

Odvodili sme Wienov posunovaci zakon, podrla ktorého sa spektrum vyZarovanej energie
s rastiicou teplotou postva do oblasti niz§ich vinovych diZok (vyssich frekvencif).

Na obrazku 1.6 je zobrazend normovana hustota energie u'(\) = u(\)/aT* ako funkcia
vlnovej dzky (meranej v mikrometroch) pre tri rozne teploty T'. Teplota T = 6000 K zodpoveda
teplote Slnka a teplota 7' = 300 K teplote Zeme. Obrdzok ukazuje, Ze spektrdlne rozdelenie
Ziarenia Slnka m4 maximum pre Ay ~ 0,483 x 107% m = 483 nm, ¢o zodpoved4 zItému

.....

s maximom pre A\pa.x = 9,7 x 1075 m (infraderven4 ¢ast spektra).?

3Pre tiplnost je potrebné povedat, e zdrojom energie Ziarenia Zeme nie je len dopadajiica energia zo Slnka, ale
aj energia uvolfiovand vo vnutri Zeme.
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Obr. 1.6. Normovana hustota energie w’(\) = w(\)/aT*, ako funkcia vinovej dizky pre tri rozne teploty Gierneho
telesa. Hustota w(\) je dand vzfahom (1.35). Teplota T = 6000 K zodpoveda Slnku, teplota 300 K zodpovedd
Zemi. Z obrazku vidime, e Zem prijima zo Slnka Ziarenie inych vlnovych dizok ne? aké sama vyZaruje. Vimnite
si, Ze horizontdlna os ma logaritmicku Skalu.

1.3 Fotoelektricky jav

Uvazujme elektricky obvod s vakuovou diddou, zapojenou na zdroj napétia V. Experimentélne
bolo pozorované, Ze ak na kladnu elektrédu (an6du) dopada viditel'né svetlo, obvodom prechiddza
prad (obrazok 1.7). Prad klesa s rastucim napétim, preto jeho nosicmi musia byt Castice so
zapornym nabojom, ktoré su napitim brzdené.

Prirodzené vysvetlenie povodu tohto prudu je v tom, Ze dopadajtice svetlo odovzda elektro-
nom, viazanym v kove anddy, energiu dostatocnu k tomu, aby sa uvolnili z povrchu andédy a
potom proti smeru potencidlu dosiahli zapornu elektrodu. Kvantitativna analyza fotoelektrického
javu z hladiska klasickej fyziky vSak nardZa na problémy.

Predovsetkym sa ukdzalo, Ze elektricky prid, ktory prechddza obvodom, zavisi od frekvencie
dopadajiceho svetla. Ak je frekvencia svetla nizsia ako je hrani¢nd frekvencia:

V < Vpin (1.39)

Ziadny prud obvodom neprechadza a to nezavisle od toho, aka je intenzita svetla. Tento vysledok
je prekvapujuci, pretoZe v klasickej fyzike je energia prendsana elektromagnetickym Ziarenim
priamo timern4 intenzite tohto Ziarenia.*

Z pohladu klasickej fyziky tieZ nie je jasné, ako dokéaze jeden elektrén absorbovat dostatocné
mnoZstvo energie potrebnej k tomu, aby sa uvolnil z an6dy. Na uvolnenie elektrénu z povrchu
kovu je totiZ potrebnd energia (vystupnd prica)

A~2eV (1.40)

Elektrén preto musi od dopadajiceho Ziarenia dostaf energiu vicsiu ako A. Pri experimente
dopadala na povrch kovu kazdd sekundu svetelnd energia £ = 107° J/m2. Ak uvdZime, Ze
hustota volnych elektrénov v kove je n ~ 10%° m~3, a typickd vzdialenosf medzi atémami je

“Energia, ktort Ziarenie prenesie jednotkovou plochou za jednotku ¢asu, je dand absoldtnou hodnotou Poyntin-
govho vektora S = |E x H|.
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Obr. 1.7. Fotoelektricky jav. Svetlo dopadé na kladni elektr6du diédy a uvoltiuje z nej elektrény, ktoré sa pohybuji
proti potencidlu k zdpornej elektréde.

kin

Vmin

v

Obr. 1.8. Fotoleketricky jav. Kinetické energia elektrénov, uvoltiovanych z povrchu elektrédy, je priamo timernd
frekvencii dopadajiceho elektromagnetického Ziarenia (rovnica 1.41), ak frekvencia v prekro¢i limitnd hodnotu
Vmin dand rovnicou (1.42). Ak je frekvencia dopadajiceho Ziarenia menSia ako vy, Ziadne elektrény sa z kovu
neuvolnia.

a = 107° m, potom sa v povrchovej vrstve velkosti 1 m? atémov nachddza priblizne N = 10'6
voI'nych elektrénov. Ak by sa energia dopadajiceho svetla rozdelila rovhomerne medzi vSetky
elektrény, dostal by kazdy z nich v priebehu jednej sekundy len energiu ~ 10722 J ~ 1073 eV,
teda podstatne menej, ako potrebuje na to, aby sa uvolnil z kovu. Z toho vyplyva, Ze elektrony
nedostdvaji energiu rovnomerne, ale via¢Sinu z dopadajicej energie absorbuje jediny elektron.
Takyto proces vSak klasicka fyzika nevie opisat.

Einstein v r. 1905 ukdzal, Ze experimentdlne data mézeme vysvetlif, ak predpokladdame, Ze
svetlo dopadajice na povrch kovu pozostdava z malych elementdrnych kvant — fotonov. Elektron
viazany v kove potom moZe sam pohltif dopadajuci fotén a ziskaf tak celd jeho energiu. Energia
foténov sa v silade s Planckovou hypotézou rovnad E = hv. PretoZe frekvencia viditeIného svetla
lezi v intervale v ~ 400 — 700 THz, energia jedného foténu svetla bude v rozsahu 1,5 — 3 eV.
Je teda dostatocne velkd na to, aby sa elektrén po pohlteni foténu mohol uvolnit.

Einsteinovu hypotézu podporilo aj experimentdlne pozorovanie, Ze kinetickd energia uvo-
I'nenych elektronov je priamo timerna frekvencii (obrazok 1.8)

0 V < Vmin
Ekin—{ hy — A vos b (1.41)

kde vpi, je minimdlna frekvencia, akd musi maf dopadajice Ziarenie, aby priad obvodom pre-
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7\’ min }\’

Obr. 1.9. Spektrum RTG Ziarenia pozostdva zo spojitého pozadia a izolovanych maxim. Pdvod ostrych maxim
spociva v prechodoch elektrénov v atbmovom obale, ktorym sa budeme venovat v asti 9.4.2 pri Stidiu spektier
atémov. Pre potvrdenie Casticovej podstaty RTG Ziarenia je dolezité, Ze spektrum RTG Ziarenia je ohranicené
minimélnou vinovou diZkou Apiy,.

chadzal. Tato minimdlna frekvencia mdze byt odvodend z predstavy, Ze elektron ziskava energiu
absorpciou jediného foténu: elektricky prid tecie obvodom, az ked’ frekvencia dopadajiceho
Ziarenia dosiahne minimalnu hodnotu vy,;,

A
min — 7 1.42
2 N (1.42)

Fotoelektricky jav potvrdil, Ze elektromagnetické Ziarenie m4 Casticové vlastnosti a moZeme ho
si ho predstavif ako ststavu identickych Castic — fotonov. Elektron ziskava od elektromagnetic-
kého Ziarenia energiu absorbovanim jedného foténu. Absorpcia a emisia foténov je zdkladnym
mechanizmom interakcie elektromagnetického Ziarenia s hmotou. Prechody medzi kvantovymi
stavmi Castice su spravidla sprevadzané emisiou alebo absorpciou kvanta Ziarenia — foténu, ktory
odnasa (prinasa) potrebnu energiu.

1.4 Generovanie RTG ziarenia

Opaénym (inverznym) fotoelektrickym javom je generovanie rontgenového (RTG) Ziarenia.
V tomto experimente elektrony, urychlené potencidlom zdrojana energiu £ ~ 50keV (50000eV),
dopadaju na katédu. Pri dopade na povrch kovu sa elektrony zabrzdia. Ich kinetickd energia sa
vyZziari ako elektromagnetické Ziarenie — RTG luce. Experimentélne pozorované RTG Ziarenie
mdZe maf rézne vinové dizky (obrdzok 1.9). Pre jeho spektrum je typickd minimélna vlnova
dizka A\, pod ktorou sa Ziadne Ziarenie nepozoruje.

Pri¢inu, preo sa v spektre RTG Ziarenia nepozoruji vinové dizky kratSie ako je Amax,
porozumieme, ak si RTG Ziarenie predstavime ako fotény. Ak sa energia E dopadajiceho
elektronu vyZziari ako jediny foton, potom jeho frekvencia je

E  50keV
p— = =2 19410 Hy (1.43)
h h
a vlnovi dizka
A=S=25%10""m (1.44)

v
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PretoZe fotén nemdze ziskaf vysSiu energiu, ako je energia dopadajiceho elektrénu a energia
dopadajucich elektrénov je zhora ohranic¢end, nikdy nemo6Zeme pozorovat odchddzajice Ziarenie
s nizSou vlnovou dlzkou, ako
ch
Amin = 5l (1.45)

Siroké spektrum RTG Ziarenia je vytvorené procesmi, v ktorych dopadajtici elektrén strati Gast
svojej energie inym spdsobom (napriklad ju odovzda kryStalickej mriezke).

Hoci RTG Ziarenie vznika ako prud foténov, experimentdlne mdéZzeme dokazat jeho vinové
vlastnosti: polarizaciu a difrakciu.

1.5 Casticovo-vinovy dualizmus

Predchéddzajica analyza experimentov — Ziarenia absolitne Cierneho telesa a fotoelektrického
javu nds priviedla k predstave elektromagnetického Ziarenia ako siboru identickych (pre dani
frekvenciu) elementarnych kvéant — foténov. Energia foténu je £ = hv. Fotén sa $iri rychlostou
svetla ¢, ma preto nulovi pokojovi hmotnost. Hybnosf foténu je dand vztahom

= —_—_= - 1.46
P=7-=3 (1.46)

(pozri aj priklad 1.24).

Casticové vlastnosti elektromagnetického Ziarenia potvrdili aj d'al$ie experimenty (napriklad
Comptonov jav [1,12]). Je dolezité si uvedomit, ako predstava fotonov koreSponduje s Maxwel-
lovou tedriou elektromagnetického Ziarenia. Pripometime, Ze vo fotoelektrickom jave prinaSalo
dopadajice svetlo energiu rddovo 107 J/(m?s). Energia jedného foténu £ = hv je asi 1 eV =
101 J. Preto na 1 m? povrchu kovu dopadalo v experimente kazdd sekundu priblizne N = 10*3
foténov. Elektromagnetické Ziarenie teda pozostdva z takého velkého mnoZstva foténov, Ze
ich individudlne vlastnosti st v beznych experimentoch (napriklad v optike) nepozorovatelné.
Prejavia sa len v interakcii elektromagnetického pofla s latkou. Elektromagnetické pole, ktoré
bolo v klasickej fyzike povazované za vinenie, md teda aj Casticové vlastnosti. Naopak, d'alSie
experimenty ukdzali, Ze Castice (napriklad elektrén) maju na urovni mikrosveta vinové vlastnosti.

1.6 Difrakcia elektréonov na krystalicke] mriezke

VInové vlastnosti elektronov pozorovali prvykrat Davisson a Germer. Pri bombardovani niklo-
vého terc¢ika elektronmi pozorovali, Ze odraz elektrénov od povrchu niklu zévisi od Struktdary
niklu. Ak je vzorka niklu amorfnd, odrdzaji sa elektrény pribliZzne rovnomerne do vSetkych
smerov (obrazok 1.10). Ak je vSak vzorka kryStalickd, pozoruje sa odraz elektronov do jedného
vyzna¢ného smeru. Tento smer zavisi od energie elektrénov.

Experiment m&zeme vysvetlit, ak predpokladdame, Ze elektron ma vinové vlastnosti a moéZeme
mu pripisat vinovii dizku. V stlade so vztahom (1.46) priradme elektrénu vinovi dizku

Ae=— = (1.47)
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VlInovd di7ka elektrénu \, teda zavisi od jeho hmotnosti 1, a od rychlosti. Ak ma elektrén vinové
vlastnosti, potom pri dopade elektronov na kryStalickd Struktiru nastdva ich difrakcia podobne
ako nastdva difrakcia elektromagnetickych vin na difrakénej mriezke. Difrakéné maximum
pozorujeme pre vlny, ktoré dopadaji na zdkladnud rovinu krystalickej Struktdry pod uhlom 6,
ktory spliia vztah

nA. = 2asin 6 (1.48)

A je vInova dizka elektrénu a a je mriezkova konstanta. Ak je elektrén pred dopadom na tercik
urychleny na energiu 50 eV, md hybnost p = /2E/m a jeho vlnova di7ka bude

h m-o ~10
)\efpfh 2E~1,7><10 m (1.49)
¢o je hodnota porovnatelnd s mrieZkovou konstantou kryStalického niklu.

Pretoze A = h/p, je vinova dizka elektrénu funkciou jeho energie E = p?/(2m). Preto sa
uhol, pod ktorym sa elektrény od krystalickej mrieZky niklu odrdzaji, musi menif v zavislosti
od energie elektronov. Této zavislost sa skutocne pozoruje.

Prijaf predstavu, Ze elektrén ma vlnové vlastnosti, je eSte tazsie, ako pripisat elektromagnetic-
kému polu Casticovy charakter. Zdkladnou tilohou kvantovej mechaniky je poskytnif fyzikdlnu
interpretdciu dualizmu medzi vlnami a Casticami.

1.7 Atdm

Atom ako najmenSia Ciastocka hmoty figuroval v predstavach Iudi ddvno predtym, ako sa jeho
Strukturou zacali zaoberat. V klasickej fyzike nebol samotny atém dolezity. Je totiz taky maly
(typicky rozmer atému je 10719 metra), Ze jeho velkost len zriedkavo ovplyvnila vysledky klasic-
kych experimentov. Napriklad v mechanike, tedrii pruznosti, v akustike vystacime s predstavou
homogénneho telesa so spojito rozloZzenou hmotou. Viditelné svetlo ma vinovd dizku medzi
400 a 700 nm, €o je 1000-krét viac, ako typickd vzdialenost medzi dvomi susednymi atbmami
v latke. Preto je beZny materidl pre svetlo homogénny. Ani optika sa preto nemusela atbmovou
Struktdrou zaoberaf. Atdmova Struktdra materidlu sa prejavi az pri rozptyle RTG svetla alebo,

a) b)

VAR

Obr. 1.10. Experiment Davissona a Germera. Rozptyl elektrénov na niklovom teréiku. a) Elektrény dopadajd
na amorfnd vzorku. Po dopade sa rozptyluji do vSetkych smerov. b) Elektrény dopadaji na kryStalickd vzorku.
Elektrény sa rozptyluji prevazne do jedného smeru, v sihlase s rovnicou difrakcie (1.48). Experiment ukdzal, Ze
elektrénu moZeme priradit vinovi dizku podla vztahu (1.47).
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ako sme videli v Casti 1.6, pri rozptyle elektronov na kryStalickej mriezke. V oboch pripadoch
je dévodom porovnatelnd vinova dlzka s medziatémovou vzdialenostou.

1.7.1 Rutherfordov experiment

Rozhodujuci krok pre pochopenie Struktiry hmoty a atému priniesol experiment Rutherforda,
ktory bombardoval fazkymi Casticami o velmi tenku zlati féliu. Castice o si jadra hélia a
pozostavaju z dvoch proténov a dvoch neutrénov. Pretoze st nabité, mdzeme ich urychlif elek-
trickym polom. V experimente mali a-Castice dostatocne vysoku energiu na to, aby vsetky cez
homogénnu tenku zlatd féliu bez problémov prenikli. Prekvapujico sa ale niektoré z nich od
folie odrazili spat.

Spétny odraz sa da vysvetlif len tak, Ze a-Castice sa vo vniitri zlatej f6lie rozptylovali na
objektoch podstatne masivnejsich, ako su ony. Existencia takychto masivnych objektov sa ale
v homogénne;j zlatej folii pdvodne nepredpokladala.

Z analyzy experimentu vyplynulo, Ze hmota je vo vnutri zlatej f6lie rozmiestnend nehomo-
génne. Jej vacsina je sustredend do velmi malych objektov, ktoré Rutherford identifikoval ako
jadra atomov zlata. PretoZe kladne nabité a-Castice boli jadrami coulombicky odpudzované,
musia maf jadrd kladny elektricky ndboj. Atém sa teda podobnd planetarnej slnecnej ststave,
s tazkym jadrom uprostred, okolo ktorého obiehaju Tahké elektrony.

Z experimentu ziskany polomer jadra, R = 107! m, je 100 000-krdt mensi ako samotny
atom. Ak uvaZzime, Ze prakticky vSetka hmota je sustredend v jadre, dojdeme k zaveru, Ze vSetky
latky okolo nas st de facto prazdne. Jadrd zaberajui len 10~ !-tu Cast objemu latky. Porovnajme
atém so slne¢nou sdstavou: polomer Slnka je R, = 6,96 x 10° km. Ak by prva planéta obiehala
vo vzdialenosti stotisickrat vdcsej, ako je polomer Slnka, bola by od Slnka vzdialena asi 70
milidrd kilometrov. Ak uvdZime, Ze Zem obieha vo vzdialenosti 150 miliénov kilometrov, je
slnecnd sustava v porovnani s atbmom pomerne hustou Struktirou.

1.7.2 Klasicka fyzika a atbm

Rutherfordov experiment naznacuje, Ze atdémy pozostavajui z kladne nabitého jadra a zdporne
nabitych elektrénov, ktoré okolo jadra obiehaju. Elektrény st k jadru pritahované Coulombovou
pritazlivou silou. Aby sme sa nemuseli zaoberaf aj vzajomnou interakciou elektronov, uvazujme
najjednoduchsi atém vodika, ktory pozostdva z jediného proténu s kladnym nabojom +e, okolo
ktorého obieha jeden elektrén.

Energia elektrénu je suctom potencidlnej a kinetickej energie:

1 e 1 9
= — — + -m, 1.50
dmeg 1 * 2m Y ( )
Dostrediva sila je dand Coulombovou silou,
1 2 . 2
€ _ My (1.51)

4meg 2
Z rovnice (1.51) ndjdeme rychlost v elektronu ako funkciu polomeru dréhy r a ju dosadime do

vztahu (1.50). Dostaneme energiu ako funkciu vzdialenosti elektréonu od jadra:
1 é?

E=— - (1.52)

8meg 1
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Energia elektronu v atéme je zapornd, pretoZe elektrén je viazany k jadru atdmu a nemdze sa
vol'ne pohybovat priestorom. Na to, aby sa elektrén z atdému uvolnil, je potrebnd prave energia
| E|, ktord musi dostaf z okolia — napriklad absorpciou foténu.

Popisany klasicky model atomu vyzerd jednoducho, nardza vSak na viaceré neprekonate-
I'né problémy. Nevie napriklad vysvetlit, pre¢o st vSetky atomy vodika rovnako velké. Podla
vztahu (1.52) totiz elektrén moZe obiehat okolo jadra po drahe s Tubovolnym polomerom, pri-
¢om jeho energia bude zavisief od polomeru tejto drdhy. K tomuto zaveru prideme aj z pohybove;j
rovnice elektronu

0% 1 e
Me——s = — —
ot? dmeg 13

7 (1.53)

ktord je formdlne podobnd na pohybovi rovnicu planéty obiehajicej okolo Slnka. Tato rovnica
ale nepredpisuje Ziadny polomer drahy elektronu.

Klasicky model atdému vodika je nerealisticky aj preto, lebo vedie k predstave dvojrozmerného
atomu. Ak elektrén obieha okolo jadra podobne ako planéty okolo Slnka, potom sa nachddza
len v jednej rovine. Predstava atémov, ktoré by mali diskovy tvar je zjavne nerealisticka.

Inym problémom klasického modelu je skuto¢nost, Ze elektrén obiehajici okolo jadra must,
v sulade s klasickou elektrodynamikou, vyZarovaf energiu. Stratou energie by vSak padol na
jadro. Klasicka fyzika nevie odpovedat na otdzku, preco sa tak nedeje. Atdbmy prezivajd, hoci
klasick4 elektrodynamika im predpoved4 dobu Zivota kratSiu ako 10716 sekundy.

1.7.3 Spektrum atdmu vodika

Pre porozumenie Struktiry atdmu zohrali rozhodujicu dlohu experimentdlne merania spektra
atomu vodika. V experimente boli atémy vodika excitované (napriklad vzdjomnymi zrdZkami).
Excitovany atom sa zbavil ziskanej energie vyZiarenim elektromagnetického Ziarenia. Frekve-
ncnd analyza tohto Ziarenia ukdzala, Ze atém vodika vyzaruje len elektromagnetické viny presne
definovanych vinovych dizok (obrazok 1.11). Prekvapujtice bolo, Ze vietky vinové dizky A, ktoré
sa v spektre atomu vodika objavili, m6Zeme vyjadrif jednoduchym univerzdlnym vzfahom

1 1 1
kde n a m su celé ¢isla. Jediny parameter, ktory vo vyjadreni (1.54) vystupuje a ktory obsahuje
informdciu o atéme vodika, je konStanta

R=1,097 x 10" m™* (1.55)

nazvand Rydbergova kongtanta. Podla vztahu (1.54) mdZeme vinové dizky v spektre atému
vodika usporiadat do sérii, pomenovanych podla ich objavitelov: Lymanova (n = 1), Balmerova
(n = 2), Paschenova (n = 3), Brackettova (n = 4)a Pfundova (n = 5).

Jednoduchost vzfahu (1.54) naznacuje, Ze je dosledkom nejakého univerzalneho fyzikalneho
principu. Pre jeho ndjdenie predpokladajme, Ze prechod atému z vysSieho energetického stavu
na niZz§i je sprevddzany vyziarenim jediného fotonu. Energia vyZziareného fotonu

he

By=hy =~ (1.56)
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potom zodpoveda rozdielu medzi dvoma energetickymi hladinami atému vodika:
AE=F, —E, (1.57)

Elektron vyziari foton, ak prejde z vySSej energetickej hladiny £, na niZz8iu hladinu E,.
Porovnanim rovnic (1.56) a (1.54) moZeme usudif, Ze elektrén, ktory v atéme absorbuje alebo
emituje fotény s vinovymi dlZzkami danymi rovnicou (1.54), zmeni svoju energiu o hodnotu
1 1
AFE = E\ = Rhc [—2 — —2} =E,—-FE, (1.58)
n m
Porovnanim pravych strdn oboch rovnic dostaneme, Ze moZzné energie elektronu v atdme vodika
st dané vztahom

E, = _Rn_f;c (1.59)
kde n je celé ¢islo (v dalSom texte ho budeme nazyvaf kvantoveé Cislo).

Experimentélne udaje nés teda priviedli k hypotéze, Ze elektron v atéme vodika mdze mat
len presne definované energie F,,, dané vztahom (1.59). VSetky energie vieme vyjadrif pomocou
jedinej hodnoty energie, Rhc, nazyvanej 1 Rydberg (Ry). Hodnotu Rydbergovej konstanty R
(zatial') nevieme odvodif z tedrie, vstupila do fyziky len na zdklade experimentdlnych merani.
Po dosadeni hodnoty troch konstdnt dostaneme najniZSiu energiu elektréonu v atéme vodika

(energiu z&kladného stavu s kvantovym &islom n = 1)

Ei=—1Ry=— Rhc=—-13,6eV (1.60)
y
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Obr. 1.11. Spektrum atému vodika pozostava z izolovanych spektralnych ¢iar s vinovymi dizkami danymi rovni-
cou (1.54). Podla hodnoty celého ¢isla n st Ciary zoradené do piatich sérii. Hornd $kala udava frekvencie foténov
s prislu§nou vlnovou dizkou. Viimnite si logaritmickd $kalu na horizontélnej osi. Oblast viditeIného svetla je
vyznacend v hornom obrazku.
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Predstava energetickych hladin a moZnych prechodov elektronov medzi nimi je naznacend na
obrazku 1.12. Takéto predstava nie je v sthlase s klasickym modelom atému (pozri Cast 1.7.2),
ktory predpovedal spojité energetické spektrum atému. P6vod diskrétnych energetickych hladin
sa pokusil vysvetlif Niels Bohr. Jeho modelom sa budeme zaoberaf v nasledujice;j Casti.

1.7.4 Bohrov model atdbmu

Aby vysvetlil kvantovanie energetickych hladin v atéme vodika, vyslovil Niels Bohr hypotézu,
7e elektrén v atdbme vodika m4 vlnovy charakter. M6Zeme mu preto, podobne ako pri analyze
difrakcie na kryStalickej mriezke v Casti 1.6, priradif vinovu dlzku

h h

A, = o= (1.61)

(p = mcv je hybnost elektrénu). Bohr d’alej predpokladal, Ze elektrén sa mdze okolo jadra
pohybovaf len po takych dréhach, ktorych obvod je celo&iselnym nasobkom jeho vinovej dizky.
Musi teda platit

nAe = 27r (1.62)

Rovnica (1.62) definuje vzfah medzi rychlosfou v elektrénu a polomerom jeho drahy r. Spolu
so vztahom medzi odstredivou a Coulombovou silu (rovnica 1.51)

1 e mev?

N 1.63

e r? r ( )
tak dostdvame dve rovnice pre rychlost v elektrénu a polomer 7 jeho drahy. Dve rovnice pre
dve nezndme maju jednoznacné rieSenie. Preto su v atdbme povolené len niektoré drdhy a k nim
su priradené presne ur¢ené hodnoty energie elektronu. Celé Cislo n v rovnici (1.62) teda urcuje
polomer dréhy 7 aj rychlost v, a teda aj energiu elektrénu.

E=0 e
_1/9:::f::ffl:i:t[:;i%::__
14 --q-1-Fq--%7- Rl Sl
E/Ry
by ey _J
n=1

Obr. 1.12. Povolené energetické hladiny elektrénu v atéme vodika, definované vzfahom (1.59). 1 Ry = 13,6 eV je
definovany vztahom (1.60). Hladiny sd vyznagené horizontalnymi prerufovanymi ¢iarami. Sipky ukazuji mozné
prechody elektrénu z jednej hladiny na druhd. Kazdy prechod je sprevadzany excitdciou foténu s vinovou dizkou
danou rovnicou (1.54).
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Tab. 1.2. Konstanty charakterizujiice atém vodika. Rydbergova konstanta R charakterizuje vinové dizky v spektre
(rovnica 1.54). Bohrov polomer aq predstavuje typicki dizkovi §kalu v atéme vodika, v molekuldch a v krystalickej
mriezke. Energia zdkladného stavu (najnizSia moZna energia) atému vodika je £y = —1 Ry. V trefom riadku si
vS§imnime vyjadrenie 1 Ry pomocou Bohrovho polomeru.

4
Rydbergova konStanta | R = % =1,097 x 10" m~!
8egch?

8 h? 1 h
Bohrov polomer ag = €0 ——

5 = =0,529 x 107 m
e’ 2m, amec

h? e? mee?
Rydb 1 Ry = Rhe = = = — =13,6 eV
yabelg Y ¢ 2meal  8mepay  8edh? ©

Vyjadrime z rovnice (1.62) rychlost elektréonu v = nh/(2wrm,.) a dosadme ju do rov-
nice (1.63). Ndjdeme tak povolené hodnoty polomeru dréhy

Arey B2
T 2 gon? (1.64)

Ty =
e2 2m,

kde sme zaviedli Bohrov polomer,

Smey R?
ag =

= 5 = 0,53 x 107 m (1.65)

Povolené hodnoty energie ziskame, ak dosadime r,, do vyrazu pre energiu elektrénu (1.52)

2m,. [ €2 2 Ey
En= - h2 |:47T€0:| 2 n? (1.60
Energia zdkladného stavu je
12m,. [ €? 2

po dosadeni hodn6t zdkladnych konStant z tabulky 1.1 a hmotnosti elektrénu m, = 9,1 x
103! kg (pozri tabulku 1.4) ndjdeme z rovnice (1.67) energiu zdkladného stavu atému vodika

Ey = —13,6 eV, ktord suhlasi s energiou (1.60), odvodenou len na zaklade experimentdlnych
pozorovani. MOzZeme preto vyjadrif Rydbergovu konstantu R pomocou zakladnych konStant
E
R=-—" (1.68)
he

Podobne ndjdeme, Ze vSetky vyssie energie, dané rovnicou (1.66), su identické s energiami (1.59).
Uspechom Bohrovej hypotézy teda bolo nielen to, 7e dokédzal vysvetlit povod spektra vodika,
ale ziskal aj presni hodnotu Rydbergovej konstanty.
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Bohrov model vSak nevyrieSil otdzku stability atdému z hladiska klasickej elektrodynamiky.
Postuloval len, 7e ak sa elektrén pohybuje po drahach, ktoré spliiaji vzfah (1.62), tak bude
atom stabilny. Neskor uvidime, Ze hoci Bohrov model ddva spravne hodnoty energii elektrénu,
nesta¢i na objasnenie priestorového rozdelenia elektronov okolo jadra. Nemohol vysvetlif ani
tvar atdmu, ani pocty elektronov, ktoré moZu obsadzovat jednotlivé hladiny. Prvy nedostatok
Bohrovho modelu ukdZeme uZz v nasledujice;j Casti.

1.7.5 Moment hybnosti

UvaZzujme elektrén pohybujici sa po n-tej kruhovej drahe v Bohrovom modeli atému a vypoci-
tajme velkost jeho momentu hybnosti:

L:|F><]51:rp:r)\£:7"m (1.69)
(vyuzili sme vzfahy (1.61), (1.62) a skutoc¢nosf, Ze vektor hybnosti p je kolmy na polohovy
vektor 7" merany od stredu atému). V Bohrovom modeli atému je teda kvantovana nielen energia
elektronu, ale aj jeho moment hybnosti.

Musime ale zdoraznit, Ze vztah (1.69) nie je spravny. RieSenim Schrédingerovej rovnice
v kapitole 8 dostaneme spravne pravidld pre kvantovanie momentu hybnosti. Celkovy moment
hybnosti kvantovej ¢astice mdze nadobudat len diskrétne hodnoty

L=m/llt+1), ¢=01,....,n (1.70)

a jeho priemet do 'ubovolnej osi (napriklad do osi z) mdZe nadobudat len hodnoty
L,=mh, |m|=0,1,...¢0 (1.71)

Nespravne kvantovanie (1.69) sme odvodili z predpokladu, Ze elektron sa pohybuje v atome
vodika po kruhovej drdhe. Rozdiel medzi odvodenymi hodnotami (1.69) a spravnymi hod-
notami (1.70) ukazuje, Ze predpoklad, Ze elektrén sa v atéme pohybuje po kruhovej dréhe,
nemodze byt spravny. Bohrov model teda presne popisuje energetické spektrum atomu vodika,
ale nedokdze opisaf detaily jeho Struktury.

1.8 Spin

Experimenty ukézali, Ze kazd4 kvantova Castica (napriklad elektrén, proton, a-Castica) ma svoj
vlastny moment hybnosti — spin S. Velkost spinu je opéf kvantovana,

S =hy/s(s+1) (1.72)

analogicky momentu hybnosti (rovnica 1.70). Rovnako priemet spinu do l'ubovolnej osi (napri-
klad do osi 2) mdze nadobudaft len kvantované hodnoty

S.=hs,, s,=-s,—s+1,...0,...,s—1,s (1.73)
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Kvantové ¢islo s mdze nadobudat alebo celociselné alebo polociselné hodnoty. V zévislosti od
hodnoty kvantového ¢isla s sa vSetky Castice mikrosveta delia do dvoch skupin:

s :{ 0,12,... bozony (1.74)
355+  fermiony

Bozo6ny maju teda celo¢iselné hodnoty s. Budeme hovorif, Ze maju celociselny spin. Bozénmi
st aj Castice s nulovym spinom (s = 0), napriklad a-Castica. Aj foton je bozon, pretoZe ma spin
s kvantovym ¢islom s = 1. DoleZitou vlastnostou fotonu je to, Ze jeho spin md len dva mozné
priemety do niektorej osi: kvantové ¢islo s, moZe nadobudat len hodnoty £1 (nemdze mat hod-
notu nula). Fotén s nenulovym momentom hybnosti mdZeme asociovat s kruhovo polarizovanou
rovinnou vlnou, a dva smery spinu s dvoma orientdciami kruhovej polarizicie.

Medzi fermidny (Castice s polo¢iselnym spinom) patri elektrén, protén, neutron. Vsetky tri
tieto Castice maju spinové kvantové ¢islo s = 1/2.

Spin kvantovych Castic nemd analégiu v Ziadnej klasickej fyzikdlnej veli¢ine. To vidime uz z
toho, Ze jeho hodnota je imernd Planckovej konstante. Ak by sme si kvantovu Casticu predstavili
ako malé tuhé teleso, rotujuce okolo svojej osi, potom by sme spin mohli asociovaf s momentom
hybnosti suvisiacim s takouto roticiou.T4to predstava vSak nie je dostato¢ne zddvodniteIna:
kvantové Castice nie st tuhé rotujice gule, ale majd svoju vlastnu Struktiru. Nevysvetli ndm ani,
preco je hodnota spinu kvantovana.

1.8.1 Magneticky moment

Z Klasickej fyziky pozndme sivis medzi momentom hybnosti a magnetickym momentom:
Castica s nabojom ¢ obiehajuica rychlostou v po kruhovej drahe s polomerom r vytvara prad
= q/T, kde T = 27r /v je periéda obehu Castice. Magneticky moment spojeny s pridovou
sluckou je 1 = IS = mr?I. Po dosadeni dostaneme
_qur q

=1 =17 1.7
p=5 =50 (1.75)

kde L = muvr je moment hybnosti. Vo vektorom zapise

i=-1r (1.76)
2m
Analogicky maju kvantové Castice s nenulovym spinom aj vlastny magneticky moment. Vztah

medzi spinom a magnetickym momentom
- q
fis = 955 (1.77)

vSak nie je univerzélny, pretoZe v fiom vystupuje aj konstanta g — gyromagneticky pomer —
ktorej hodnota zavisi od typu Castice.

Pozoruhodné je, Ze Castica m6Ze mat vlastny magneticky moment aj ked je sama nenabit4.
Magnetické momenty troch zdkladnych elementdrnych castic — elektrénu, proténu a neutrénu —
st uvedené v tabulke 1.4.
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1.8.2 Statistické vlastnosti siboru kvantovych &astic

Spin Castic ovplyviiuje ich Statistické vlastnosti. V Casti 1.2.2 sme ukézali, Ze kazdy mdd elek-
tromagnetického pola mdZeme reprezentovat Statistickym stiborom foténov, z ktorych kazdy ma
energiu £, = hv. Stredny pocet foténov s energiou £ je

1
(n(E)) = CE/kET — (1.78)

(rovnica 1.27). Pre malé hodnoty energie, ¥ < kg stredny pocet bozénov s energiou F rastie
do nekonecna. To je v silade s tendenciou bozénov obsadzovat v Statistickom subore ten isty
kvantovy stav.

In4 situdcia nastdva v Statistickom stibore mnohych fermiénov (napriklad elektrénov). Dva
fermidny sa mozu nachadzat v stave s tou istou energiou len vtedy, ak sa liSia hodnotou nejake;j
inej veli¢iny, napriklad hybnosti, spinu, alebo momentu hybnosti. Tento zdkon je zndmy ako
Pauliho vylu€ovaci princip.

V silade s Pauliho vyluCovacim principom sa v mnohoelektrénovych atémoch nemo6zu
vSetky elektrony nachadzaf v zakladnom stave n = 1. V tomto stave mdzu byf len dva elektrony,
ktoré sice maji rovnaku energiu, ale liSia sa orientdciou svojho spinu (preto nie si v tom
istom stave). DalSie elektrény musia obsadzovaf vysie energetické hladiny s n = 2,3,....
Elektrénova Struktira atomov a ich chemické vlastnosti preto velmi uzko sdvisia s tym, Ze
elektrény su fermiony.

1.9 ZAakladné elementarne Castice

V predchadzajucich Castiach sme sa stretli s fotonom, elektrénom a proténom.

Fotdn reprezentuje elementarne kvantum elektromagnetickej energie. Vo vakuu sa pohybuje
rychlostou svetla c. Sprostredkuje elektromagneticki interakciu medzi nabitymi Casticami. Ma
nulovi pokojovi hmotnost. Napriek nulovej pokojovej hmotnosti prendsa energiu hv, hybnost
hv/c a moment hybnosti (spin) /y/s(s+ 1) s hodnotou s = 1. Ako Castica s celoéiselnym
spinom reprezentuje bozony. Energia foténu, ¥ = hv, je priamo tmernd frekvencii. V tabulke
1.3 st uvedené typické energie foténov pre elektromagnetické Ziarenie roznych vlnovych dizok.
Elektron je najznamejsia elementédrna Castica. Ma zdporny elementarny nabojom —e. Pokojova
hmotnost elektrénu je m, = 9,1 x 1073 kg, pokojova energia £ = m,c* md hodnotu E =
0,51 MeV. Elektrén ma polociselny spin s = 1/2. Spolu s momentom hybnosti ma aj vlastny
magneticky moment,

e —

S (1.79)

H= —92m6

Gyromagneticky pomer elektrénu sa priblizne rovna dvom,
o
gz2<1+_+...) (1.80)
2m

kde « je konStanta jemnej Struktdry (pozri tabulku 1.1).
Zékladnymi stavebnymi kamefimi atémového jadra su protén a neutrén (spolu ich nazy-

.....
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elektronu. Hmotnost neutrénu je vSak o nieo vicsia, ako hmotnost proténu (pozri tabulku 1.4
a priklad 1.21). Protén nesie kladny elektricky ndboj +e, neutrén je elektricky neutrdlny. Ich
spin je rovnakej velkosti ako spin elektrénu (spinové kvantové &islo s = 1/2). Obe Castice, aj
elektricky neutrdlny neutrén, maju aj magneticky moment.

Zékladné vlastnosti elektronu, proténu a neutrénu su uvedené v tabulke 1.4.

Pri opise zakladnych experimentov — spektra atomu vodika, fotoelektrického javu a genero-
vania RTG Zziarenia — sme videli, Ze fotén moZe v interakcii s elektronmi zaniknuf (absorpcia
foténu). Vtedy elektron ziska jeho energiu, hybnosf, aj moment hybnosti. Naopak, pri emisii
foténu elektrén energiu, hybnost aj moment hybnosti odovzdava foténu. Absorpcia a emisia
foténu je jednym z mnohych pripadov premeny elementarnych Castic v procesoch interakcie.
Vo vSeobecnosti dnes pozndme asi 200 elementdrnych Castic. Vic¢Sinou maju velmi kritku dobu
Zivota, pocas ktorej sa rozpadnu na iné Castice. Ani vol'ny neutrén nie je stabilny, ma dobu Zivota
necelych 15 mindt. Zanik (anihilaciu) elementdrnych Castic pozorujeme aj pri interakcii elek-
trénu s jeho antiCasticou - pozitrénom. Pozitron je elementdrna Castica, ktord sa od elektrénu
1iSi len znamienkom elementdrneho ndboja. Vzdjomnou interakciou elektrénu s pozitrénom
vznikaju zvicsa dva fotony:

e +et — 2y (1.81)

V dnesnej tedrii elementédrnych Castic, opisanej tzv. Standardnym modelom, figuruje len maly
pocet elementéarnych Castic, rozdelenych na leptdny (napriklad elektrén alebo neutrino), kvarky
a bozony (medzi ne patri aj foton). Podla Standardného modelu sa protdn, neutrén a mnohé iné
Castice skladaju z kvarkov. Tedria Standardného modelu presahuje rdmec tohto textu a nebudeme
sa jej dalej venovat.

Tab. 1.3. Typické frekvencie, vinové dizky elektromagnetického Ziarenia a zodpovedajice energie foténov (v
elektrénvoltoch) £ = hv = 4,13 x 10~ v, Energii foténu modZeme priradif teplotu 7' podla vzfahu T =
(h/kp)v = 4,801 x 10~ 1.

Frekvencia Vlnova dlzka Energia

v s~ A =c/v[m] E = hv [eV]
10% — 1020 ~ Ziarenie 107 — 10712 | 10% — 10°
1019 — 1016 RTG 1071 — 1078 10* — 102
1016 — 101 ultrafialové 1078 — 1077 102 —1

(7 — 4) x 10 | viditeIné svetlo | (4 —7)x 107" | 1,6 — 2,9
10 — 10"2 infradervené 1076 — 10~ 1—1072
10 — 109 mikroviny 1073 — 1071 1073 —107°
102 — 10° TV, rozhlas 1071 —10° 107 —107°
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Tab. 1.4. Zdkladné fyzikdlne parametre elektrénu, proténu, neutrénu a foténu. Hmotnostnd jednotka u je definovana
ako (1/12) hmotnosti jadra uhlika 2C: u = 1,6605 x 1027 kg.

Elektrén Protén Neutrén Fotén
Pokojova M my my, 0
hmotnost 9,1 x 1073t kg 1,6726 x 10727 kg | 1,6749 x 10727 kg
m/u 1,007276 1,008665 0
Naboj —e +e 0 0
—1,602 x 1071 C
S 1/2 1/2 1/2 1
Spin Se = hy/3/4 Sp = Se Sp = Se /2
h h h
Priemet spinu j:§ j:§ j:§ +h
do zvolenej osi
g 2,002319 5,585694 -3,826084
Magneticky —9,2847 x 1072* | 1,41 x 10726 —9,6623 x 10727
moment J/T J/T J/T
Statistika fermién fermion fermién bozén

1.10 Jadro atbmu

Jadro atému sa skladd z proténov a neutrénov. Pocet proténov (atdmové Cislo) Z urcuje
typ atomu. Hmotnostné €islo A udédva pocet proténov a neutrénov. Prislusny atém potom
oznacujeme

24X (1.82)

V Tahkych jadrach je pocet proténov a neutrénov priblizne rovnaky: A ~ 2Z. Prikladom je
hélium 3He alebo kyslik '20. S rasticim po&tom proténov rastie po¢et neutrénov rychlejsie, A ~
3Z (napriklad urdn %5U). Atémy s rovnakym atémovym ¢&islom Z, ale roznym hmotnostnym
Cislom A, st izotopy. Prikladom izotopov si dva izotopy vodika: deutérium #H, tricium H.
Znémy je aj izotop uhlika YC, ktory sa Iifi od ,,bezného” uhlika '2?C dvoma dodato¢nymi
neutrénmi v jadre.

1.10.1 Jadrové sily. Mezony

PretoZe protony nesu kladny naboj, musia byt v jadre viazané vzdjomnou prifazlivou interakciou,
ktord je silnejSia ako odpudiva elektrostatickd interakcia. Tuto interakciu efektivne opiSeme ako
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vymenu elementarnych Castic — mezdnov — medzi Casticami v jadre. V jadre neustéle prebiehaji
procesy, v ktorych sa neutrén meni na kladny protén a zdporny 7~ mezon

n—p+ma (1.83)
a proton sa meni na neutralny neutrén a kladny 7+ mezon:

p—=n+mt (1.84)
Mezo6ny z jadra neunikaju, ale st zachytené d’alSimi nukleénmi,

p+7mT —n, n+at —=p (1.85)

takZe pocet proténov a neutrénov v jadre sa zachovava. Podobne prebieha vymena neutrdlnych
7 mez6énov medzi dvoma proténmi (p — p + 7°) alebo dvoma neutrénmi.’
Interakcia medzi nukleénmi, sprostredkovand vymenou mezonov, méa kone¢ny dosah:

6*7“/7’0

V(r) ~ (1.86)

r

(Yukawov potencidl). Klesa teda exponencidlne so vzdialenosfou medzi interagujicimi Casti-
cami. Typické vzdialenost, na ktorej interakcia pdsobi,

h

My

ro = (1.87)
je nepriamo timernd hmotnosti Castic, ktoré interakciu sprostredkuji.® Ak dosadime do rov-
nice (1.87) hmotnost mezénu, m, ~ 273 m., dostaneme

ro~ 1,41 x 107 m (1.88)

Vymena m-mezonov teda vedie ku kratkodosahovej interakcii, posobiacej len na vzdialenostiach
porovnatelnych s rozmerom atémového jadra.

Premeny nukleénov z neutrénu na protén (1.83) a z proténu na neutrén (1.84) na prvy pohlad
odporuju zdkonu zachovania energie. Pretoze hmotnosti proténu a neutrénu su priblizne rovnaké,
vznikom mezénu sa narusila energetickd bilancia jadra o energiu AE = m,c? ~ 140 MeV.
V kvantovom svete su vSak povolené aj procesy, v ktorych sa energia nezachovdva, pokial je
doba tohto procesu dostato¢ne krétka:

AEAt <h (1.89)

Tato podmienka je v premendch neutrénu a proténu v jadre splnend. Mezon totiZ musi byt spétne
absorbovany d’al§Sim nukleénom skor, ako by vyletel z jadra. Preto mdZeme jeho dobu Zivota
v jadre odhadnuf vztahom

At ~2R/c~ 6,6 x 107 s (1.90)
Dosadenim za AFE a At dostaneme AEAt ~ 1,48 x 10734 Js, €o je v stilade so vztahom (1.89).

571.:|:

mezony su elementdrne Castice s pokojovou hmotnosfou priblizne 273-krat va¢Sou ako hmotnost elektrénu:
Myx ~ 273m,, 7° mezény maji pokojovi hmotnost o nie¢o mensiu, m o0 ~ 263 m.. VoIné 7* mezény maji
dobu Zivota 7 = 2,6 x 1078 s, 7° mezén len 8,4 x 10717 s.

Ak by sme do rovnice (1.87) dosadili nulovii hmotnost foténu, dostali by sme Coulombov zdkon. Dalekodosa-

hovost Coulombickej interakcie teda stvisi s nulovou hmotnostou fotdnov, ktoré ju sprostredkuju.
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1.10.2 Vé&zbova energia

Pre stabilitu atdmového jadra je podstatné, Ze jeho pokojovd hmotnost M je menSia ako sucet
pokojovych hmotnosti vSetkych proténov a neutrénov, z ktorych sa sklada. Na to, aby sme jadro
obsahujiceho Z proténov a A — Z neutrénov rozbili na jednotlivé nukledny, je teda potrebna
vizbova energia

AE =[Zm, + (A — Z)m, — Mj]¢* = AMc® (1.91)

Napriklad hmotnost jadra deutéria D = 2H, Mp = 3,3446 x 10727 kg je menSia ako sucet
hmotnosti proténu a neutrénu o hodnotu AM,

AM = Mp —m, —m, = —3,983 x 10~*" kg (1.92)

Rozdiel hmotnosti je pomerne velky: vSimnite si, Ze |AM| je asi Styrikrat vicSia ako hmotnost
elektréonu m,.. Vizbova energia deutéria je

AE = —AMc* = 2,23 MeV (1.93)

Vo vSeobecnosti zavisi vizbova energia jadra od poctu nuklednov v jadre. NajmenSia je pre deuté-
rium (2,23 MeV) najvicsia — az 1640 MeV — pre bizmut %% Bi. Z malych jadier je najstabilnejsie
hélium 3He, ktorého viizbové energia je 28,32 MeV (priklad 1.22).

ZaujimavejSou veli¢inou je vdzbova energia prepocitand na pocet nukleénov A v jadre, ktora
dosahuje maximdlnu hodnotu F, ~ 8,79 MeV pre jadra Zeleza 50Fe, 55Fe a jadra niklu $INi a
82Ni. Velké jadrd maju viizbovi energiu mensiu, preto st nestabilné, a rozpadom prechadzaji
na stabilnejSie. Naopak, malé jadrd moZu syntézou vytvorif stabilnejSie velké jadro.

Nenulové hodnoty AM su dblezité pre stabilitu atomovych jadier. Na druhej strane, AM
je podstatne mensia ako hmotnost samotného jadra, AM < M. V atémovej a molekulove;j
fyzike alebo v chémii preto méZeme odhadnif hmotnost atdémov ako sti¢et hmotnosti protonov
a neutrénov v jadre, a hodnotu A M zanedbat, podobne ako zanedbavame hmotnosti elektrénov,
obiehajucich okolo jadra.

1.10.3 «-rozpad jadier. Tunelovanie a-Castic

Jednym z ddkazov vinového charakteru Castic je a-rozpad velkych jadier, v ktorom fazké
nestabilné jadrad uvolniuju a-casticu. Prikladom je rozpad urdnu na thérium:

28U — 2Th + o (1.94)

Castica o pozostdva z dvoch proténov a dvoch neutrénov (ide teda o jadro atému hélia 2He).
Rozpad jadier si mézeme predstavif tak, zZe Castica « je viazand vo vnutri jadra, moZe ho
vSak opustit, ak prekond potencidl prifazlivych sil. Schematicky je jej situdcia nalrtnutd na
obrazku 1.13.

Z hladiska klasickej fyziky je jadro stabilné, pretoZe a-Castica nemé dosf energie, aby
prekonala potencidlovi bariéru. Jedinou moznostou tiniku a-Castic z jadra by mohli byt ndhodné
procesy, v ktorych by a-Castica ziska od jadra dostatocnu energiu na to, aby potencidlovi bariéru
preskocila. Aj keby to bolo mozné, takyto proces odporuje experimentdlnym datam. Ak by totiz
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castice prekondvali bariéru vdaka ndhodnym prirastkom energie z jadra, unikali by z jadra
a-Castice s roznymi energiami. Energie pozorovanych a-Castic s vSak takmer totozné [4].

Vysvetlenie a-rozpadu je zaloZené na tom, Ze kvantové Castice su schopné prekonévaf aj také
energetické bariéry, ktoré su pre klasické Castice neprekonatel'né. Proces prechodu cez takéto
bariéry sa nazyva tunelovanie. Vysvetlenim tunelovania sa budeme podrobne zaoberaf neskor
v Casti 4.3. Uvidime, Ze tunelovanie nevedie len k rozpadu jadier, ale je podstatné pre stabilitu
mnohych kvantovych Struktdr, od jednoduchych dvojatomovych molekidl az po krystalickd
mriezku.

Pravdepodobnost tunelovania ¢astice cez potencidlnu bariéru mdéZeme presne ndjstlen v nie-
ktorych Specidlnych pripadoch. Vo vSeobecnosti v§ak mdzeme povedat, Ze pravdepodobnost tu-
nelovania klesa exponencidlne so Sirkou bariéry aj s rozdielom medzi vySkou bariéry a energiou
Castice. Preto md a-Castica s energiou Fs5 (obrdzok 1.13) podstatne vysSiu pravdepodobnost
uniku, ako Castica s energiou F. S pravdepodobnosfou prechodu cez bariéru prirodzene suvisi
polcas rozpadu jadier. V zavislosti od tvaru vdzobného potencidlu sa pozorovany pol¢as rozpadu
meni od zlomkov sekiind (10°%) az po stovky milidrd rokov [4] (pozri tabulku 1.6).

1.10.4 [-rozpad. Neutrino

Jednym z procesov rozpadu jadier je [S-rozpad, pri ktorom narastie pocet proténov v jadre
o jeden, a z jadra unikne elektrén. Prikladom je rozpad izotopu uhlika

HC U N+e+v (1.95)

pri ktorom z jadra unikd elektron. Pretoze elektron samotny sa v jadre nemo6Ze nachadzat, musi
byt produktom premeny neutrénu na proton:

n—pt+te+v (1.96)

Tretia Castica na pravej strane reakcii (1.95) a (1.96) je antineutrino. Podobne moZno pozorovat
premenu

N =2 Ctet +v (1.97)

Vo

Obr. 1.13. Schéma tunelovania a-Castic z jadra. o-Castica je viazand v jadre potencidlom V(r). V jadre je
potencidl prifazlivy, mimo jadra je a-Castica odpudzovana elektrostatickym potencidlom, pretoZe ma, rovnako ako
jadro, kladny naboj. Energia a-Castice v jadre je menSia ako vySka potencidlovej bariéry medzi jadrom a jeho
okolim. Napriek tomu Castica moéZe z jadra unikntf — pretuneluje cez bariéru. Za bariérou sa §iri ako volnd Castica.
Pravdepodobnost tunelovania zavisi od energie Castice v potencidlovej jame a od $irky bariéry.
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spOsobent premenou proténu v jadre dusika na neutrén, pozitrén a neutrino v:
p—n+te +v (1.98)

PretoZze proton je lahSi ako neutrén, prebieha premena (1.98) iba vo vnutri jadier. Naopak,
premena (1.96) je zodpovedna za to, Ze volny neutrén je nestabilny.

Rozpad /3 viedol k objavu novych elementarnych Castic: neutrina v a antineutrina 7. Obe
majui nenulovd, ale velmi mald pokojovi hmotnost a s ostatnymi Casticami interaguju tak slabo,
Ze ich je len vel'mi fazké detegovat. Preto pdvodne neboli v S-rozpade pozorované. Ich acast v [3-
rozpade bola teoreticky ,,odvodend”. Vyplyvala z potreby zachovaf v reakciach (1.96) a (1.98)
energiu, hybnosf a celkovy moment hybnosti.

Zaujimavym procesom je zdchyt elektronu z elektrénového obalu jadrom atému, napriklad

Be+e—iLitv (1.99)
ktory je sprevddzany premenou
p+e—=n-+v (1.100)

PretoZe v kazdej reakcii sa musi zachovaf energia, musia maf jadrd vznikajice [-rozpadom
vySSiu vidzbovu energiu, ako prvotné jadra. Rozdiel medzi vizbovou energiou pdvodného a
vysledného jadra sa spotrebuje na pokojovi hmotu odchéddzajiceho elektrénu alebo pozitrénu
(0,51 MeV) a zvySok energie sa rozdeli medzi odchadzajice Castice. PretoZe Cast energie
odndsaji aj neutrina (alebo antineutrina), nemaji odchddzajice elektrény (alebo pozitrény)
presne definovanu kinetickd energiu (ako ju mali a-Castice v predchddzajicej Casti 1.10.3).
Typicka kineticka energia elektrénov a pozitrénov vznikajicich v procesoch (-rozpadu je asi
0,2 MeV (pozri aj priklad 1.26).

1.10.5 ~-Ziarenie

Jadra atémov majui podobne ako atémy diskrétne energetické spektrum. Ak sa jadro nachadza
vo vySSom energetickom stave, snazi sa dostaf do zdkladného stavu s niZSou energiou. Pri tomto
prechode vyZiari foton. PretoZe rozdiely medzi energetickymi hladinami v jadrich su rddovo
MeV, ma tieto hodnoty aj energia odchddzajicich foténov. Fotény s takouto vysokou energiou
oznacujeme ako ~y-Ziarenie (pozri tabulku 1.3).

V predchadzajucej Casti sme videli, Ze a-rozpadom sa jadro zbavi a-Castice. V mnohych
pripadoch sa vysledné jadro nachddza v excitovanom stave a aZ ndslednym vyZiarenim foténu
— ~-kvanta — sa dostdva do zdkladného stavu. Ziarenie v teda moZe byf sprievodnym javom
a-rozpadu.

1.11 Typické veli€iny v mikrosvete

Na zdver tejto kapitoly uvedieme hodnoty energie, Casu, vzdialenosti a rychlosti, s ktorymi sa
v mikrosvete stretneme.
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Tab. 1.5. Typické energie v mikrosvete vyjadrené v elektrénvoltoch.

1,602 x 107 J leV
Egy = %kBT pre 7' = 300 K 0,0129 eV
Energia fotonu vo viditeInom svetle 1,67-2,9eV
Energia elektronu v zakladnom stave atomu vodika -1Ry=-13,6 eV
Vizbova energia molekuly kyslika Oo 5,1eV
Energia elektrénu v zdkladnom stave atému Zeleza osFe - 262 Ry =-9,19 keV
Energia RTG lacov ~1—10keV
Pokojov4 energia elektrénu m,c? mec® = 0,511 MeV
Rozdiel pokojovych energii neutrénu a protonu (my, —my)c* ~ 1,3 MeV
Vizbova energia deutéria 2,23 MeV
Pokojovd hmotnost proténu m,,c? 938,4 MeV
Vizbova energia jadra bizmutu 1640 MeV

1.11.1 Energia

Typickou energiou v kvantovej fyzike je jeden elektréonvolt. Ako vyplyva z ndzvu, ide o energiu,
ktorud ziska elektrén (resp. ind Castica s ndbojom e), ak sa urychli potencidlom jeden volt. Hoci
energia 1 eV je z makroskopického hladiska velmi mald, na Skale elektrénov ide o pomerne
velku energiu. Napriklad voIny elektron s energiou &/ = 1 eV sa pohybuje rychlosfou

[2F
v =4/ — = 593 km/s (1.101)
m

Zo vztahu pre energiu foténu, £ = hv, dostaneme, Ze foténu s energiou £ = 1 eV zodpoveda
frekvencia v = 241 THz. Pretoze viditeIné svetlo leZi vo frekven¢nom intervale 400 — 700 THz,
zodpovedaji mu fotony s energiami 1,6 — 2,9 eV. Z obrazku 1.11 vidime, Ze podobné energie
zodpovedaji vinovym dizkam v Balmerovej sérii v spektre vodika.

Ak chceme atomu odtrhnif jeden elektrén, musime mu dodat energiu, ktorou je tento elektrén
viazany k jadru. Tato energia - ionizaCna energia - zavisi od typu atému. Pre vodik je 13,6 eV,
pre niektoré alkalické kovy (litium, sodik, draslik) len niekolko elektrénvoltov. Porovnatelné
energie su potrebné na roztrhnutie viazby medzi atdmami dvojatémovych molekul. Napriklad
disocia¢na energia molekuly H je 4,72 eV a molekuly O, je 5,1 eV [12]. Energie F ~ 1 eV
su typické aj pre elektrony pohybujice sa v kryStalickej mriezke kovov (Fermiho energie).

Porovnajme energiu 1 eV s energiou

1
Bz = kT (1.102)

ktord predstavuje strednd energiu molekuly plynu, pripadajicu na jeden stupeni volnosti pri
teplote 7. Pre izbovii teplotu T = 300 K dostaneme hodnotu Egy = 2,07x 10721 J = 0,0129eV.
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PretoZe molekuly sa mdZu pohybovat v troch nezavislych smeroch, je typickd kinetickd energia
molekul pri izbovej teplote

Ey = 3Lz ~ 0,0388 eV T =300 K (1.103)

a je teda podstatne menSia ako energia potrebnd na ionizdciu atémov. Preto typickd kineticka
energia molekuly pri izbovej teplote nestaci na to, aby sa atdmy alebo molekuly pri vzijomne;j
zrdzke mohli ionizovat.” Neskor v kapitole 10 uvidime, Ze energia porovnatelna s energiou Epy
charakterizuje aj rotdciu molekul okolo osi symetrie. Napriklad molekula H, moZe rotovat okolo
dvoch osi, kolmych na spojnicu dvoch atdomov vodika. Preto ma vodikova molekula 5 stupfiov
volnosti.®

Rozdiely medzi hlbokymi elektréonovymi hladinami vo velkych atdmoch m6Zu dosiahnut az
niekol’ko keV (1 keV = 103 eV). Prechody elektrénov medzi takymito hladinami si sprevadzané
generdciou RTG Ziarenia.

ESte vysSie energie su typické pre atobmové jadrd. Energie, potrebné na exciticiu jadier
sd rddovo MeV (10° eV). Preto mdZzeme vo vetkych procesoch, prebiehajicich pri izbovych
teplotach v plynoch a tuhych latkach, povaZovat jadra za absolitne stabilné.

1.11.2 Cas

V mikrosvete neexistuje Ziadna typicka ¢asova Skéla. Ten isty fyzikdlny jav, napriklad a-rozpad

jadier, m6Ze maft charakteristicky ¢as miliardy rokov, ale aj zZlomkov sekind, v zavislosti od typu

jadra, v ktorom prebieha. Podobne sa o mnoho radov liSia frekvencie foténov (tabulka 1.3).
Typické Casy stivisia s tromi rOznymi procesmi:

(1) Cas, ktory svetlo potrebuje na prekonanie danej vzdialenosti. Napriklad doba, za ktord
svetlo pride zo Slnka na Zem, je asi 500 sekind. Cas, potrebny na prekonanie vzdialenosti
porovnatelnej s priemerom atémového jadra je 1024 sekundy (rovnica 1.90).

(2) Vlastné frekvencie kvantového systému. Mnohé kvantové systémy st stabilné. Ako uvidime
neskor, ich asovy vyvoj je dany exponencidlnym faktorom

e~ #Et (1.104)

kde F je vlastna energia systému, napriklad vlastné energie elektrénu v atéme vodika, dané
rovnicou (1.66), alebo vlastné energie foténov, £ = hv. Takyto systém modZeme charakterizovat
jeho vlastnou frekvenciou w = FE/h, respektive ¢asovou periédou 7' = 27 /w = h/E.

(3) Doba Zivota (polcas rozpadu). Inym typom casového vyvoja je rozpad metastabilného
stavu. Ak sa kvantovy systém nenachddza v stave s najniZSou energiou, bude sa snazif znizit
svoju energiu. Prikladom je rddioaktivny rozpad jadier, ktorym sme sa zaoberali v Castiach 1.10.4
a 1.10.3. Pre radioaktivny rozpad je typicky exponencidlny pokles poctu jadier,

t—tg

N(t) = N(to)e™ =

(1.105)

"Toto tvrdenie nemdZe plati absolitne, pretoZe energia atémov a molekiil v plyne fluktuuje. Preto v jednotlivych
zraZkach moZe energia odovzdand atému niekolkondsobne presiahnuf energiu Ery. Pravdepodobnost takychto
procesov je ale pri izbovej teplote velmi mala.

8Siesty stupeti volnosti reprezentuje kmity atémov vodika v molekule. Tieto kmity ale vyZaduji taki velkd
energiu, Ze v molekule Hy pri izbovej teplote nevznikaju.
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Tab. 1.6. Typické Casy niektorych procesov v mikrosvete.

Polcas rozpadu: a-rozpad  %5U —2%5! Th + « 4,5 x 10° rokov
2 24T 4 o 557 s
20 -2 Th + « 66 s
20U %22 Th + « 0,350 s
Pol¢as rozpadu: 3-rozpad %{/Pa =% U+e+ 7 1,2 mindty
BC o2 N4e+v 5370 rokov
B 191 Xe 4 e 47 8 dni
n—pt+e+v 611s
Doba Zivota 7+ mezénov 2,6 x 1078 s
Typicka doba ndvratu excitovaného elektronu do zdkladného stavu 107"s
Doba preletu svetla zo Slnka na Zem 500 s
Doba preletu svetla na vzdialenost priemeru jadra 6,6 x 1072 s

s pol¢asom rozpadu
tijg=7In2 (1.106)

Ako vidime z tabulky 1.6, polCas rozpadu atémovych jadier zdvisi od Struktiry samotného
jadra. V zavislosti od poctu neutrénov v jadre uranu sa polcas rozpadu prislusného izotopu
men{ od zlomkov sekundy aZ po miliardy rokov. Najstabilnej§im jadrom je 2% Bi, ktorého pol&as
a-rozpadu je 1,9 x 10 rokov. Je teda 10-krdt dIhsi ako doba existencie Vesmiru.

K procesom rozpadu patri aj rozpad volného neutrénu. Jeho doba Zivota je len 881,5 s, pol¢as
rozpadu 611 s. Naopak, voIny protén je stabilny, jeho minimalna doba Zivota sa odhaduje na
2 x 10?° rokov.

V Casti 1.7.2 sme opisali spektrum atému vodika. Ukéazali sme, Ze atém vodika moZeme
excitovaf do niektorého z vysSich energetickych stavov. Navrat atomu do zdkladného stavu je
spojeny s vyZiarenim foténu s vinovou dizkou danou rovnicou (1.54). Aj atém s elektrénom na
vysSej energetickej hladine je v metastabilnom stave, jeho ndvrat do zdkladného stavu trva isty
Cas, typicky 7 ~ 1077 s.
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S kone¢nou dobou Zivota metastabilnych stavov suvisi rozsirenie spektralnych ¢iar. Napriklad
spektrédlne Ciary atému vodika nie su presne ,,Ciarové”. MdZeme ich reprezentovat Lorentzovou
funkciou

ov/m
= w02+ (v

PL(v) = (1.107)

(pozri pravy obrazok E.1 v dodatku E). Ciara ma konec¢nu $irku dv, ktord suvisi s dobou Zivota
excitovaného stavu vztahom

1
oV ~ — (1.108)
T
PretoZe typické frekvencie prechodov medzi roznymi stavmi v atéme vodika si rddovo desiatky

az desaftisic THz (obrdzok 1.11), je rozSirenie ¢iar velmi malé,

5—1/ <1 (1.109)
v

a vnimame ho, akoby pozostdvalo z izolovanych spektralnych Ciar.

Radiouhlikové datovanie

Rozpad nestabilného izotopu uhlika '$ C umozZiiuje ur¢it vek odumretych organickych materidlov.
V atmosfére je okrem stabilnych izotopov uhlika '>C a 13C pritomné aj malé mnoZstvo nestabil-
ného izotopu §{C, ktory sa fotosyntézou prenésa to rastlin. Pokial rastlina rastie, je koncentracia
YC v jej tele rovnakd ako v atmosfére. Po odumreti rastliny sa zastavi prisun uhlika z atmosféry a
koncentrdcia '{C bude klesat podl'a vzfahu (1.105). PretoZe pol¢as rozpadu uhlika 'C pozname
(pozri tabulku 1.6), md6Zeme z poklesu jeho koncentracie odhadnif Cas, kedy rastlina odumrela.
Metéda predpoklada, Ze koncentracia 1{C v atmosfére nezavisi od Casu. Ubytok nestabil-
ného izotopu {C, spdsobeny rozpadom (1.95), sa kompenzuje jeho prirastkom v hornej vrstve
atmosféry, kde neutrony generované kozmickym Ziarenim interaguju s dusikom v reakcii

n+7N— HC+p (1.110)

1.11.3 Vzdialenost

V tabulke 1.7 uvddzame typické rozmery fyzikéalnych objektov v mikrosvete. Najmens$im objek-
tom mikrosveta je atdémové jadro, ktoré je asi 100 000-krat mensie, ako atém. Polomer zévisi od
poctu nukleénov,

R~ RyAY?, Ry~13x10"%m (1.111)

Hodnota R je porovnatelna s dosahom Yukawovho potencidlu 7 (pozri rovnicu 1.87). Pre
najvicsie jadra ako urdn 28U dostaneme R ~ 8 x 10715 m.
Vlnovi diZka foténov, ktoré vznikni anihil4ciu elektrénu a pozitrénu je (pozri priklad 1.20)

h

meC

\ = ~ 2427 x 107% m (1.112)
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Tab. 1.7. Typické rozmery objektov v mikrosvete.

ro = f 1.4 x107% m
myc
Jadro atému ~ 107 — 107 m
Polomer atomu vodika ap =053 x 1071°m
Molekula H, 0,74 x 1071 m
Mriezkové kon$tanta krystalov 2 — 3 x107%m
Priemer molekuly fulerénu Cg 1,1 nm
Vzdialenost molekl plynu pri izbovej teplote 3,3 nm
Kvantova bodka 1—10nm
Hrubka bunec¢nej membrany 5 — 7nm
Priemer kovovej nanocastic 3 — 200 nm
Mezoskopické Struktiry 1 — 100 nm
Virus 100 nm
Vlinova dizka viditeIného svetla 400 — 700 nm
Bielkovina 400 — 500 nm
Bakteridlna bunka 1-10pum=10"%m

Rozmer atému charakterizujeme Bohrovym polomerom, ay = 0,53 x 10719 m. Vi¢simi
objektmi si molekuly. Typicka Vzdialenost’ atomov v dvojatémovych molekuléch je od 0,74
kil mézeme odhadnuf, ak predpokladdme, Ze vzdialenost medzi susednyml atdmami je priblizne
2 — 6 - ndsobok Bohrovho polomeru a. Tdto vzdialenost méZeme braf ako typicku vzdialenost
medzi atémami v kryStalickej mriezke tuhych latok (pozri aj priklad 1.15 a tabulku 3.1).

Najmens$imi objektmi v nanofyzike si pravdepodobne molekuly fulerénu Cg, v ktorej su
atomy uhlika usporiadané na povrchu gule a vytvaraju pravidelné Sest a piafuholniky. Typicka
vzdialenost medzi atbmami uhlika je 0,14 nm, priemer celej molekuly je asi 1,1 nm. O nieo
vicsie su kovové nanocastice zlata alebo striebra, ktorych polomer rastie od 7 ~ 2 nm aZ po
stovky nanometrov. Pre mikroskopické a mezoskopické Struktiry v mikroelektronike su typické
rozmery od jedného po stovky nanometrov.

Laboratérne mozno pripravif tenké vrstvy ,,hribky” niekolkych nanometrov, teda porov-
natelnych alebo menSich, ako je hribka bune¢nej membrany (5 — 7 nm). Molekuly bielkovin
vytvaraji jednorozmerné refazce dizky az 400 — 500 nm, priemer trojrozmernych gulovych
protefnov je asi 10 nm. Bunky majd rozmer okolo 1 ym (10~° m), najmensie mnohobune&né
organizmy maju asi 40 pm.
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1.11.4 Rychlost

Vzhl'adom na mald hmotnost elementarnych Castic sa Castice mdZu pohybovat velmi velkymi
rychlostami. Ako bolo ukdzané v Casti 1.11.1, energiou 1 eV urychlime elektron na rychlost
az 593 km/s. V urychlovacoch sa rychlost urychlenych Castic priblizuje rychlosti svetla. Ak su
rychlosti ¢astic porovnatelné s rychlostou svetla, musime pri popise fyzikalnych dejov uvazif aj
relativistické efekty. Hmotnost Castic rastie s rychlostou podla vztahu

me= 0 __ (1.113)

kde my je pokojova hmotnost ¢astice. Celkovi energiu astice
E =mc* (1.114)

(rovnica 1.6) mo6Zeme vyjadrif aj v tvare

E = \/m3c* + p?c? (1.115)

kde p je hybnost Castice. Z rovnic (1.113) a (1.115) vyjadrime hybnost v tvare
1
p=—1/E?— mic —my = Y (1.116)
\/ c2

Kinetickd energia Castice je potom

BEin = E — moc® = \/m2ct + p?c — moc® (1.117)

Pri dostatocne malych rychlostiach, pre ktoré plati nerovnost

v < ? (1.118)
dostaneme z rovnice (1.117) ,,klasicky” vzfah pre kinetickd energiu
2 2
p p
By = —~ — 1.119
K 2mg  2m ( )

(pozri priklad 1.24), a relativistické efekty méZeme zanedbat.

Pomerne velké rychlosti (vzhladom na rychlost svetla) dosahuji aj elektrony v beZznych
podmienkach. V priklade 1.11 ndjdeme, Ze v Bohrovom modeli atému je rychlost elektrénu na
najniz$ej energetickej hladine v = e &~ ¢/137. VoIné elektrény v kove sa pohybuji rychlostami
priblizne ¢/200, teda niekolko tisic kilometrov za sekundu (pozri priklad 3.21). Strednd hodnota
rychlosti sa, samozrejme, rovna nule, pretoze elektrony sa pohybuju vSetkymi moZnymi smermi.
Ak kov vedie jednosmerny elektricky prid, pohybuju sa elektrony strednou rychlostou radovo
zlomky centimetrov za sekundu.

Typicka rychlost molekil vo vzduchu pri izbovej teplote je priblizne 1000 m/s (pozri pri-
klady 1.12 a 1.13). Je teda porovnatelna s rychlosfou zvuku vo vzduchu (300 m/s).

Rychlost svetla v hmotnom prostredi je mensSia, ako rychlost vo vakuu. Vyraznu redukciu
rychlosti &frenia elektromagnetickych vin — a7 na rychlosti ~ 10 km/s ~ 10~%c — mdZeme
dosiahnut v priestorovo periodickych Struktirach (fotonickych krystaloch).

Niektoré typické rychlosti st uvedené v tabulke 1.8.
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Tab. 1.8. Niektoré typické rychlosti. Uvedend rychlost svetla je presna hodnota, z ktorej je v stistave ST odvodend
dizkové miera 1 meter.

Svetlo vo vakuu c =299 792 457 m/s
a-Castice uvolnené z jadra | 1,4 x 10" m/s ~ ¢/20
Elektrény v kove 1400 km/s = ¢/200
Zem okolo Slnka 30km/s = 10"% ¢
Molekuly plynu 1000 m/s
Zvuk v kove 2000 m/s
Zvuk v plyne 300 m/s

1.12 Priklady

1.1. Porovnajte gravitaéni a Coulombovu silu pdsobiacu medzi proténom a elektrénom v atéme vodika.
RieSenie: Gravita¢na sila je

MMy

Fo=r—52=361x10""N (1.120)

Qg

kde ag = 0,53 x 107! m je Bohrov polomer (pozri tabulku 1.2) a m,, m,, su hmotnosti elektréonu
a proténu (tabulka 1.4). Coulombova sila medzi proténom a elektrénom je (v absolitnej hodnote)

1 €2 _3
F=_———5=82x10°N (1.121)
TED Ay
Je teda
F,
70 =44 x 10740 (1.122)

Gravitacnd sila je teda v porovnani s Coulombovou silou taka slabd, Ze ju méZeme zanedbat.

1.2. Odvodte stredni energiu (E,) dand rovnicou (1.22).
RieSenie: Vyjdeme z rovnice (1.21). Pomocou substitticie

Ey
= — 1.123
T = 0aT ( )
vyjadrime strednti energiu v tvare
IO s o A DY o
(E,) = = Ey(v) (1.124)
nEy(v) Z e—nT
Zn:O XD~ %pT n=0

V menovateli mdme sticet nekonecného geometrického radu, ktory sa rovna

> 1
Ze*m = (1.125)
n=0

1—e 2’
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Nekonecny rad v Citateli je derivaciou geometrického radu v menovateli:

0 o 0 1 e
—nz _ Y —nx _ Y — 1.12
ngone axnzzoe T el { p— (1.126)

Takze z rovnice (1.124) dostaneme

(By) = ,f(o# (1.127)

1.3. Ukézte, Ze strednd hodnota energie (1.24) jedného médu elektromagnetického Ziarenia ma v limite
hv < kgT hodnotu

(Ey) = kT (1.128)

v silade s ekviparticnym zdkonom. Rayleighov-Jeansov zdkon je teda spravny len pre frekvencie Ziarenia,
pre ktoré je energia foténu, hr, ovela mensia ako energia kpT'.
RieSenie: Strednd energia jedného médu je dand rovnicou (1.24).

(By) = hhiy (1.129)

V limite x = hv/kpT < 1 rozvinieme exponencidlnu funkciu v menovateli

2

e —1= 1+x+%+... PP (1.130)

a po dosadeni do rovnice (1.129) dostaneme pre stredni energiu vyjadrenie (1.128).

1.4. Stredn4 teplota povrchu Zeme je T' = 280 K. Pre aki vinovii dizku m4 frekvencné spektrum Zeme
maximum? Porovnajte tiito hodnotu s vinovou dizkou, na akej ma maximum Ziarenie Slnka.

RieSenie: Z Wienovho posunovacieho zdkona dostaneme pre Zem A2, = 10,35 pum a pre Slnko
Y . = 483 nm. Maximum vyZiarenej energie Slnka preto pripadd na viditelné (ZIté) svetlo, Zem

vyZaruje prevazne v infracervenej oblasti.

1.5. AKa4 Cast vyZiarenej energie pripadé na viditeIné svetlo, ak Cierne teleso ma teplotu 7°?
RieSenie: Viditelné svetlo ma frekvenény rozsah medzi v; = 400 THz a v, = 700 THz. Z rovnice (1.28)
dostaneme

M_g a2 /T 23dx
v a7 € —1

(1.131)

kde a1 = hvi/kp = 19200 K a ag = hie/kp = 13600 K. Integrdl vieme ndjsf len numericky
(obrazok 1.14). Napriklad pre Slnko je T' = 6000 K, preto

~ 0,40 (1.132)

8 _15 % i
u =t ),

27 et —1
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Obr. 1.14. Podiel energie vyZiarenej absolitne ¢iernym telesom do oblasti viditeIného svetla (priklad 1.5). V§imnite
si, Ze podiel md maximdlnu hodnotu pre teplotu 7' = 6000 K, ktord zodpoveda teplote povrchu Slnka. Pre Ziarovku,
ktorej wolframové vldkno mad teplotu priblizne 2000 K, je AU/U = 0,02. Energetickd G¢innost Ziarovky je preto
len 2 %-na.

1.6. Na ¢okoladu dopadd slne¢né Ziarenie s vykonom P = 600 W/m?. Na aki teplotu sa Eokoldda
zohreje? Cokolddu povaZujeme za absolitne &ierne teleso.

RieSenie: V rovnovahe Cokolada vyziari vietku energiu, ktord absorbuje. Zo Stefanovho-Boltzmannovho
zékona dostaneme P = oT*, takZe

p\ /4
T = <> =320,7K (1.133)
ag

1.7. V mikrovlnnej piecke sa pouZiva elektromagnetické Ziarenie s frekvenciou v = 2,45 GHz =
2,45 x 10° Hz. Akt energiu mé jeden fotén? Kolko foténov mus{ pohltit jeden liter vody, aby sa zohrial
o AT =1 K? (Tepelnd kapacita vody je C' = 4186 J/kg K.)

Riesenie: Energia foténu je £ = hv = 1,62 x 10724 J = 1,01 x 1075 eV. Na zohriatie 1 litra vody o 1
K potrebujeme 4186 J, teda vo vode sa musi absorbovat N = 2,58 x 1027 fot6nov.

1.8. R. 1965 A. A. Penzias a R. Wilson objavili reliktné Ziarenie, ktoré zodpoveda Ziareniu absoldtne
&ierneho telesa s teplotou 7' = 2,7 K. Ak4 vlnovi dizka zodpoveda reliktnému Ziareniu? [\ = hc /kpT =
5,3 x 1073 m]

1.9. Polomer atémového jadra s hmotnostnym ¢islom A mdZeme odhadnif zo vzfahu
R~13x1071° AY3m (1.134)

N4jdite typickd hustotu atémového jadra.
RieSenie: Hmotnost jadra s A nukleénmi je M; ~ Am,, objem jadra je Vy = §WR3, takZe hustota
jadra je

M

p="2~182x10"7 kg/m? (1.135)

Vs
Ako sa dalo predpokladat, hustota jadra nezavisi od atémového ¢isla A. Je zaujimavé porovnaf hustotou
jadra s hustotou beZnych materialov. Napriklad hustota vody je 10% kg/m?, teda rddovo 10~ 14-kr4t mensia.

1.10. Nijdite vinové dizky Lymanovej (n = 1), Balmerovej (n = 2), Paschenovej (n = 3) Brackettovej
(n = 4) a Pfundovej (n = 5) série. Ktoré z nich patria do viditeIného svetla? [Pozri obrazok 1.11].
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1.11. Odhadnite rychlost, akou by sa elektrén pohyboval po drdhe s Bohrovym polomerom ag okolo
jadra vodika.
Riedenie: Z rovnovéhy prifazlivej elektrostatickej sily a odstredivej sily,

1 €2 mu?

i 1.136
4rey a} ao ( )

dostaneme pod dosadeni za Bohrov polomer aq z rovnice (1.65) rychlost elektronu
v = Qc (1.137)

kde o &~ 1/137 je kons$tanta jemnej Struktdry (pozri tabulku 1.1).

1.12. Ndjdite typicki rychlost molekiil vodika Hy pri izbovej teplote.
RieSenie: Strednd hodnota kinetickej energie molekuly sa rovna

%M@?) = gk:BT (1.138)

(M je hmotnost molekuly), takZe typickd rychlost molekuly je

3kpT
M

v =/ (02) = (1.139)

Po dosadeni M = 2m,, dostaneme

vy = 2726 m/s (1.140)

1.13. Najdite typickd rychlost molekiil kyslika O pri izbovej teplote.
RieSenie: VyuZzijeme vysledok predchadzajiiceho prikladu 1.12. Molekula kyslika sa od molekuly vodika
1i8i svojou hmotnosfou. PretoZe jadro kyslika obsahuje 8 proténov a 8 neutrénov, je

Mo, = 16 x My, (1.141)

preto

1
0r(02) = Jur(Hy) = 681 ms (1.142)

1.14. Odhadnite typicki vzdialenost £ molekul plynu pri izbovej teplote.

RieSenie: Vyjdeme z definicie jedného mélu plynu, ktory obsahuje N4 molekul a pri teplote 273,15 K a
normdlnom tlaku zaberd objem V' = 22 4 litra. Typicka vzdialenost ¢ medzi dvoma molekulami je preto
dand vzfahom

NP2 =V (1.143)

ateda ¢ ~ 3,3 nm.
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1.15. Odhadnite mrieZkovi konStantu Zeleza, ak pozndte priemernd hmotnost jadra Zeleza My, =
55,85 u (priklad 1.28) a hustotu Zeleza p = 7,3 x 103 kg/m?3.

RieSenie: Hmotnosf atému Zeleza je dand hmotnostou jeho jadra (hmotnost elektrénov moézeme zaned-
baf), teda M = 55,85 u = 9,27 x 10726 kg. (u = 1,6606 x 10727 kg, pozri tabulku 1.4). V objeme
V = 1 m? sa preto nachddza

7,3 x 103

atomov Zeleza. Ak je vzdialenost medzi nimi a, potom musi platit

Na®> =1m? (1.145)
a teda

a=023x10""m (1.146)

je teda len 14-krdt menSia, ako priemernd vzdialenost molekil vzduchu, ndjdend v priklade 1.14.

1.16. Disocia¢nd energia, potrebnd na roztrhnutie molekuly vodika, je E4 = 4,72 eV. Pri akej teplote
mdZeme ocakdvat, Ze sa molekuly ndsledkom vzdjomnych zrdZok rozpadni?
RieSenie: Pri teplote T nesie kazdd molekula energiu

E*5

= kT (1.147)

na disocidciu jednej molekuly je preto k dispozicii energia 2E. Z rovnosti 2FE = E; dostaneme

_1Eg

T— -4 _
5kp

1,1 x 10* K (1.148)

1.17. Chemickou reakciou

C+ 02 = CO2 (1.149)

sa uvol'ni energia AE = 2 eV. Odhadnite, kolko energie ziskame spalenim jednej tony uhlia [2].
Rieenie: Hmotnost jedného atému uhlika je M = 12 v = 19,92 x 10727 kg. Ak predpokladime, Ze
uhlie je zloZzené len z uhlika, potom v jednej tone uhlia méme N = 5 x 10?5 atémov. Uvolnen4 energia
je preto

U=NAFE ~10* eV = 16 MJ (1.150)

1.18. Skupenské teplo premeny vody na paru je C' = 2257 kJ/kg. Ak4 energia pripadd na jednu molekulu
vody?

Riesenie: Hmotnost jednej molekuly vody je priblizne M = 18m, = 3,00 x 1072° kg. V jednom
kilograme vody sa preto nachadza N = 3,3 x 10%° molekdl vody. Na kaZdd molekulu teda pripadne
energia F; = 0,68 x 10719 J ~ 0,43 eV.
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1.19. Merné teplo vody je C = 4186 J/kg. Odhadnite energiu, potrebnd na zohriatie jedného litra vody
z 20 na 100 stuptiov Celsia.
RieSenie: Energia je

E=CAT =33x%x10] (1.151)

Vsimnite si, Ze tito energia je vicSia, ako praca W potrebnd na nalozenie M = 20 000 kg piesku na
korbu ndkladného auta (teda do vysky priblizne 1,5 metra):

W = Mgh=2x10* x 9,806 x 1,5 = 2,9 x 10°J (1.152)

1.20. Anihildciou elektrénu a pozitrénu vzniknd dva fotény. Néjdite ich frekvenciu a vinovi dizku.
Riedenie: Zo zdkona zachovania energie vyplyva, Ze dva fotony musia maf energiu rovnajicu sa energii
povodnych castic. Ak zanedbdme kineticki energiu elektrénu a pozitréonu pred zrdZkou, dostaneme
z porovnania energif, 2hv = 2m.c?,

B mec?

v=— = 1,236 x 10%° Hz (1.153)

Fot6ny maji vinovi dizku

h
A== — 2427 x 1072 m (1.154)
vV MeC

1.21. Vypocitajte pokojovii energiu proténu a neutrénu.
RieSenie: Krudova energia Castice je dand jej pokojovou hmotnostou,

E = moc? (1.155)
Po dosadeni hmotnosti proténu m,, a neutrénu m,, z tabulky 1.4 dostaneme pre protén

E, = myc? = 938,34 MeV (1.156)
a pokojovi hmotnosf neutrénu

E, = myc® = 939,64 MeV (1.157)
Rozdiel tychto energii

AFE=FE,—FE,=1,26MeV (1.158)

je VA&, ako je pokojova energia elektrénu, E, = m.c? = 0,51 MeV.

1.22. Pokojov4 energia jadra hélia 3He je
B = 3727,7 MeV (1.159)

Vyuzite vysledky prikladu 1.21 a ndjdite vdzobnu energiu jadra hélia. [28,32 MeV].
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1.23. Néjdite viizbov energiu jadra uhlika 12C.
RieSenie: Pokojova hmotnost jadra uhlika je z definicie rovnd Mc = 12u, zatial ¢o hmotnosti Siestich
proténov a neutrénov v jadre su (pozri tabulku 1.4)

6my + 6my, = (6 x 1,007265 4 6 x 1,008665) v = 12,09558 u (1.160)
Vizbovd energia je teda

Ec = 0,09558 uc® = 1,4285 x 107 J = 87,5 MeV (1.161)

1.24. Ndjdite podmienku, kedy moZeme kineticki energiu Castice vyjadrif , klasickym” vzfahom

p2

Eyin = o

(1.162)
RieSenie: Energia Castice je

E = \/mdc* + p*c? (1.163)
(rovnica 1.115). Ak plati nerovnost

moc? > pe (1.164)

potom moZeme energiu (1.163) rozvinit do Taylorovho radu

[ 2 2 2 2 2
b c 2 1 p7c 2, D
¢ * mact moe [ T3 m%c‘l} moc 2my ( )

Podmienka (1.164) nemdZze byt nikdy splnend pre fotony, pretoZe tie maji pokojovi hmotnost mg = 0.
Rovnica (1.163) preto pre fotdny da linedrny vzfah medzi energiou a hybnostou,

E =pc (1.166)

ktory je ekvivalentny s rovnicou (1.46).

1.25. Castice o maju kineticku energiu Fij, = 4,2 MeV. Akou rychlosfou sa pohybuji? Mozeme pri
tejto rychlosti zanedbaf relativistické efekty?

RieSenie: Podrla prikladu 1.22 je pokojovd energia a-astice mqc® = mpuec® = 3727 MeV, &o je
podstatne viac, ako jej kinetickd energia Ey;, = 4,2 MeV. Preto mdZeme rychlost ndjst z nerelativistického
vzfahu

2F
v=4]— (1.167)
Me
a dostaneme
0 =137 %107 m/s ~ — (1.168)
22
Presvedcime sa, Ze pri tejto rychlosti naozaj mbéZeme relativistické efekty zanedbat, pretoze
27-1/2 2
v v
1-— ~ 14— =~ 1,001 1.169
IR BT =! (1.169

Zanedbanim relativistickych efektov sa teda dopustame relativnej chyby jedno promile.
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1.26. VoIny neutrén sa S-rozpadom rozpadd na protén, elektrén a antineutrino. Néjdite maximélnu
kineticku energiu odchddzajiceho elektrénu a jeho maximélnu rychlost.

RieSenie: V priklade 1.21 sme nasli rozdiel medzi pokojovymi energiami neutrénu a proténu (rov-
nica 1.158). Maximdlna energia elektronu je teda

Eax = [mn —my)c? = 1,26 MeV (1.170)

Této energia sa v procese 3-rozpadu spotrebuje na pokojovi energiu elektrénu m,c? a kineticki energiu
elektrénu a antineutrina. Preto je maximalna hodnota kinetickej energie elektrénu

Exin = E — mec® = [1,26 — 0,51] MeV = 0,75 MeV (1.171)

Rychlost elektrénu dostaneme z vyjadrenia celkovej energie,

Eax = mc? = ————— (1.172)

z ktorého dostaneme

2 2.4
Vmax megc
=1- = 0,836 1.173
2 B2 (1.173)

a teda vmax =~ 0,914c.

1.27. Ak vinovd dizku m4 elektrén z predchddzajiceho prikladu 1.262
RieSenie: Vlnova dizka je A = h/p. Hybnost elektrénu najdeme zo vztahu

E E
D= MUy = mo’l)mz;x _ max;max _ 07914ﬂ (1.174)
C C
1 — g
Po dosadeni
h he
A=—=———=108x10712 1.175
p 0.914E. % m (1.175)

1.28. V tabulke 1.9 si uvedené atémové hmotnosti $tyroch izotopov Zeleza a ich percentudlne zastipenie
v prirode. Ndjdite priemernd hodnotu atémovej hmotnosti. [55,85 u]

Tab. 1.9. Zastdpenie izotopov Zeleza 55Fe v prirode. M je hmotnost daného izotopu v jednotkdch u. Tabulka
zéaroven demonsStruje typickd formu, v akej st uddvané experimentdlne vysledky. Cisla v zdtvorke uddvaji nepresnost
poslednych ¢isel.

A | M [u] Zastipenie v prirode
54 | 53,9396105(7) | 0,05845(35)

56 | 55,9349375(7) | 0,91754(36)

57 | 56,9353940(7) | 0,02119(10)

58 | 57,9332756(8) | 0,00282(4)




54 KAPITOLA 1. UVOD

1.29. Najstabilnej$im atémovym jadrom je %5 Bi s pol¢asom rozpadu t; 5 = 1,9 x 10'” rokov. Predpo-

kladajme, Ze mdme k dispozicii 1 kg tohto izotopu bizmutu. Kol'ko atémov z tohto mnoZstva sa rozpadne
za jeden rok?
RieSenie: Pocet atémov klesne za jeden rok na hodnotu

N(t) = N(tg)e )/ (1.176)

kde t —to = 3,17 x 107 s je jeden rok, a T = ¢ 5/ In2 = 8,69 x 10'? s. Pocet atémov, ktoré sa rozpadn,
je preto

t—1
AN = N(to) — N(t) = N(to) [1 — e<t—to>/7] ~ N(tg)— 2 (1.177)
T
Povodny pocet atdmov odhadneme zo zndmej hmotnosti atému bizmutu:
M
N(to) ~ ~ 2,86 x 107 1.178
( 0) 209mp ’ X ( )
Po dosadeni do rovnice (1.177) dostaneme
AN ~ 1,45 x 10° (1.179)

1.30. Koncentricia izotopu uhlika 164C v kuse dreva, ndjdeného vedla ohniska pravekého lovca bola
6-krét nizSia, ako v atmosfére. Aké staré je drevo? Pol¢as rozpadu ¢, /5 uhlika LC ndjdete v tabulke 1.6.

[t = t1 /2125 ~ 14000 rokov]



KAPITOLA 2

Formalizmus kvantove] mechaniky

Na to, aby sme kvantitativne opisali spravanie kvantovych systémov, potrebujeme vypracovat
vhodny pojmovy aparat. V tejto kapitole najprv zadefinujeme vinovu funkciu kvantovej Castice
a vysvetlime jej fyzikalny vyznam. UkaZeme principidlny rozdiel medzi kvantovou a klasickou
fyzikou: v kvantovej fyzike namiesto pravdepodobnosti jednotlivych procesov musime pocitat
amplitudy pravdepodobnosti, ktoré budeme definovat v Casti 2.2. V druhej Casti tejto kapitoly
priradime fyzikdlnym veli¢indm operatory a ukdZeme, ako budeme pocitaf stredné hodnoty
fyzikédlnych veli¢in. Z vlastnosti operatorov vyplynie, Ze na rozdiel od klasickej mechaniky,
v kvantovej fyzike nemoZzno ziskaf presné hodnoty vSetkych fyzikdlnych veli¢in, o ktoré sa
zaujimame. NemdZeme napriklad si¢asne merat presné hodnoty polohy a hybnosti Castice. Toto
obmedzenie je zndme ako Heisenbergov princip neurcitosti. V ¢asti 2.4 zadefinujeme Sch-
rédingerovu rovnicu, ktora opisuje ¢asovy vyvoj vinovej funkcie a nahradza pohybovi rovnicu
z klasickej fyziky. So Schrodingerovou rovnicou suvisi aj hustota priadu pravdepodobnosti. Ttto
veli¢inu budeme potrebovat pri vypocte pravdepodobnosti prechodu kvantovej Castice cez poten-
cidlové bariéry. Budeme sa zaoberaf aj najjednoduchsim vinovym balikom a jeho zdkladnymi
vlastnostami.

Vzhladom na rozdiely medzi formalizmom kvantovej a klasickej fyziky, je doleZité najst
medzi nimi sdvis. V poslednej Casti tejto kapitoly sformulujeme princip kore$Spondencie.
PodrobnejSie sa vztahom medzi oboma fyzikdlnymi tedriami budeme zaoberat v poslednej, 11.
kapitole.

2.1 VInova funkcia

Experimentalne pozorovana difrakcia elektronov a tspech Bohrovho modelu atému ukazuju, ze
elektrénu moZeme priradif vinovi dlzku
h
A, = (2.1)

MV

55
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Predpokladdme teda, Ze elektron ma vlnové vlastnosti. Nasou dlohou je porozumiet, nakol’ko je
tato interpretédcia fyzikdlne opodstatnend a pokusit sa dat ju do stvisu s klasickou predstavou
elektrénu ako castice.

Je treba povedat, Ze interpretacia vlnového charakteru elektronu (a inych Castic) je fazka.
V priebehu 20. storocia vznikali viaceré jeho interpretdcie, a ani dnes nie su nazory fyzikov
jednotné. V tomto texte sa obmedzime na tzv. kodansku interpretdciu, zaloZent na myslienkach
M. Borna, N. Bohra a W. Heisenberga. Viaceré iné interpretdcie kvantovej mechaniky si uvedené
v ucebnici [1].

Podrla kodanskej interpretdcie nemozno pohyb kvantovych Castic opisovat Newtonovou kla-
sickou mechanikou. Namiesto klasickych parametrov — drdha, rychlost — je celd informécia
o Casovom vyvoji Castice obsiahnutd v jej vinovej funkcii W(7,t).

VInova funkcia je spojitou funkciou polohy a ¢asu. Vo vSeobecnosti st jej hodnoty kom-
plexné &isla.! Preto nie je sama osebe v experimente meratelnd. Potrebujeme ju ale na vypocet
experimentdlne meratelnych veli¢in. Napriklad pravdepodobnost, s akou sa kvantova castica
v Case t nachadza v malom objeme dV' okolo bodu 7, je imerna druhej mocnine absolitnej
hodnoty vlnovej funkcie

P(Ft)dV = U (7 )V (7 t)dV = |W(7,t)|*dV 2.2)

Veli¢ina P(rt) = |¥(rt)|* sa nazyva hustota pravdepodobnosti. Jej jednotkou v trojroz-
mernom priestore je m~>. Preto vlnovd funkcia W(7,t) nie je bezrozmernou veli¢inou, ale ma
jednotku m—3/2 v trojrozmernom priestore a m~'/? v jednorozmernom priestore.

Na rozdiel od pohybu klasickej Castice, ktory mdzeme kompletne opisaf funkciou 7(t)
uddvajucou polohu Castice v Case, o pohybe kvantovej Castice nemo6Zeme povedaf ni¢ urcitejsie,
len to, s akou pravdepodobnosfou sa v danej oblasti priestoru nachddza.

Priradif Castici vlnovu funkciu ale neznamenad, Ze Castica je v priestore spojite rozlozend (tak
ako elektromagnetické pole, opisané spojite sa meniacou intenzitou elektrického a magnetického
pola). Vlnova funkcia ndm len umoZziiuje ndjst pravdepodobnost vyskytu Castice v danom case
a v danom bode priestoru.

Ak kvantovi Casticu opisujeme vinovou funkciou W(7t), hovorime, Ze Castica sa nachddza
v stave W.

2.1.1  VInova funkcia pre volnu ¢asticu

Ako priklad vlnovej funkcie uvedieme vinovu funkciu pre volnt Casticu. Zo vztahu (2.1) vyjad-
rime hybnost ¢astice

h
=—-="hk 2.3
P=x (2.3)
kde k = 27/ je absolitna hodnota vinového vektora. Mame preto
7= hk (2.4)

' Aby nevznikli nedorozumenia v pouZivanych symboloch, uvedieme, 7e kazdé komplexné &islo ¢ mdzeme
vyjadrif ako ¢ = a + b, kde a a b sud redlna a imagindrna Cast komplexného Cisla, a ¢ je imagindrna jednotka:
i? = —1. Komplexne zdruzené &islo je ¢* = a — ib. Alternativny zdpis komplexného &isla je ¢ = |c[e??, kde
le] = va? 4 b2 je absoliitna hodnota komplexného &isla a ¢ je jeho faza (tg ¢ = a/b). Pre absoldtnu hodnotu

komplexného &isla plati aj vztah || = vc*e¢ = y/(a — ib)(a + ib).
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V analégii s rovinnou elektromagnetickou vinou zvolme vinovi funkciu volne sa pohybujice;j
kvantovej Castice v tvare

V(7 t) = Ce®Fred — Cer =D 2.5)

kde C' je normovacia konstanta, F je energia Castice,

2
o (2.6)

2m

aw = E/h. VSimnime si, Ze hustota pravdepodobnosti ndjst ¢asticu v niektorom mieste
U (7t)|? = U*(7t) U (rt) = |O (2.7)

nezévisi od polohy. VoIna castica je teda homogénne rozpriestranend v celom priestore — je
»vSade”. Neskor uvidime, Ze tito neurcitost jej polohy je cenou za to, Ze presne pozname jej
hybnost p.

2.1.2 Schrbdingerova rovnica

Opis kvantovych systémov vyzaduje znalost vinovej funkcie. Potrebujeme preto predpis, ako
vinovi funkciu n4jst. Tento predpis ndm dava Schrodingerova rovnica. Napriklad pre volnd
casticu ma Schrodingerova rovnica tvar

iha\h(ﬁt) R [ORU(R) N O*W(7rt) N O*W(rt)
o 2m 0x? 0y? 022

(2.8)

ako sa Tahko presvedc¢ime, ak do rovnice (2.8) dosadime vlnovu funkciu (2.5).
Vo vSeobecnejSom pripade sa kvantova Castica pohybuje v oblasti s potencidlnou energiou
V(7). VInova funkcia Castice potom musi spliiaf Schrédingerovu rovnicu
oW (7't) h?
h = ——AV(Ft) + V(F)U(rt 2.9
i = — L AW(E) + V(W) 29)
Schrédingerovu rovnicu nemdzeme odvodit, akceptujeme ju ako postulét, podobne ako akcep-
tujeme Newtonove pohybové zdkony v klasickej mechanike.

Na jednoznac¢né urcenie vinovej funkcie ndim samotnd Schrodingerova rovnica nestaci. Po-
trebujeme poznaf aj pociato¢né podmienky (tvar vinovej funkcie v pociatonom Case) aj okrajové
podmienky — teda ako vyzerd vlnova funkcia na hranici oblasti, v ktorej sa ¢astica mdZe nacha-
dzaf.

2.1.3 Spojitost vinovej funkcie

VInova funkcia musi byt spojitd v priestore aj v ¢ase. Rovnako musia byt spojitou funkciou aj
prvé priestorové derivacie

oW (7 t) DU (7' t) DU (7 t)

or '’ oy 0z

(2.10)



58 KAPITOLA 2. FORMALIZMUS KVANTOVEJ MECHANIKY

Poziadavku spojitosti prvej derivacie vinovej funkcie mdzeme odvodif priamo zo Schrodinge-
rovej rovnice? [1].

2.1.4 Normovanost vinovej funkcie

Zo znamej vinovej funkcie W (7',t) ndjdeme pomocou vzfahu (2.2) pravdepodobnost, Ze kvantova
Castica sa v Case t nachadza v okoli dV' bodu 7. PretoZe Castica v kazdom case urcite niekde
existuje, musi sa celkova pravdepodobnost, Ze sa niekde nachddza, rovnaf jednej. Preto musi
v kazdom case platif podmienka normovanosti

/ dv |U(Fp))> =1 (2.11)
\%4

kde integrujeme cez cely objem V/, v ktorom sa ¢astica mdze nachddzat.
Element objemu je dV = dx dy dz v trojrozmernych kartézskych suradniciach, a

dV = r2drsin 6 dode (2.12)

vo sférickych sdradniciach (kapitola 8).

Podmienka normovanosti vlnovej funkcie kladie na samotnt vinovu funkciu niektoré do-
lezité obmedzenia. Ak dV je cely priestor, potom integral (2.11) konverguje len vtedy, ked
vlnova funkcia dostato¢ne rychlo klesd do nuly pre velké hodnoty r. Napriklad vo sférickych
sdradniciach musf |¥(7,t)|* pre velké hodnoty r klesat do nuly rychlejSie ako r—3. Pri $tddiu
konkrétnych fyzikdlnych modelov uvidime, Ze podmienka normovanosti vlnovej funkcie vedie
k vyberu len niekolkych diskrétnych hodndt energie viazanej Castice. Tieto stavy voldme viazané
stavy.

2.1.5 Princip superpozicie

Dolezitou vlastnosfou Schrédingerovej rovnice je jej linedrnost. Lahko sa presved¢ime, Ze ak
sd dve funkcie W, (7,t) a Wo(7,t) rieSenim Schrodingerovej rovnice, tak jej rieSenim je aj ich
linedrna kombindcia

\I[(F,t) = Cl\Ifl(F,t) + CQ@Q(F,t) (213)

Princip superpozicie je ddlezity pre porozumenie mnohym zdkladnym javom v kvantovej me-
chanike. ,,Klasickym” prikladom je difrakcia elektronu na dvojStrbine, ktora je podrobne opisana
vo Feynmanovej ucebnici [5].

2.2 Amplituda pravdepodobnosti

V rovnici (2.2) sme definovali pravdepodobnost, Ze Castica sa nachddza v objeme dV' okolo bodu
7, ako P(7,t)dV = |¥(7t)|*dV . Pravdepodobnost je redlne &islo, mensie ako 1. Pre jej vypocet

2Dolezitou vynimkou z poziadavky spojitosti prvej derivécie je pripad, ked sa potencidlna energia V' (z) meni
v niektorom bode skokom o nekone¢ne velkud hodnotu. Hoci sa taky pripad v redlnom fyzikdlnom svete nemoze
vyskytnif, uvidime, Ze je vyhodné sa nim niekedy zaoberat.
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musime poznaf vlnovud funkciu, ktorej hodnoty si vo vSeobecnosti komplexné. Vzhladom na
sdvis vlnovej funkcie a pravdepodobnosti budeme vInovi funkciu W (7t) nazyvat aj amplitidou
hustoty pravdepodobnosti vyskytu Castice v mieste 7 a v ¢ase t.

S amplitiddou pravdepodobnosti sa v kvantovej mechanike budeme stretdvaf aj v inych
stvislostiach. Predpokladajme, Ze chceme pocitat pravdepodobnost nejakého procesu, ktory
v kvantovom svete prebehne. V kvantovej mechanike nebudeme pocitat priamo pravdepodob-
nost, ale musime najprv najst amplitidu pravdepodobnosti p, ktora je, tak ako vlnova funkcia,
vo vSeobecnosti komplexnd. Zo zndmej amplitidy pravdepodobnosti ndjdeme samotnu pravde-
podobnost P ako druhi mocninu absolitnej hodnoty p,

P=p)? (2.14)

Vztah (2.14) medzi amplitidou pravdepodobnosti a pravdepodobnostou je klicovym vzfahom
pre pochopenie rozdielov medzi klasickou a kvantovou mechanikou. UkdZeme si jeho vyznam
na nasledujucom priklade.

2.2.1 Prechod kvantovej Castice cez dve prekazky

Uvazujme volnu Casticu, ktorej polozime do cesty prekdzku. Fyzikdlna realizécia prekazky nie
je dolezitd, podstatné je, Ze Castica moze s pravdepodobnostou 7' prekdzku prekonaf a s pravde-
podobnosfou R sa od prekdzky odrazi. PretoZze Ziaden iny proces nemdze nastaf, musi platit

T+R=1 (2.15)

V Kklasickej fyzike ndm pravdepodobnosti 7" a R poskytuji kompletnd informéciu o tom, ¢o
sa s klasickou Casticou na prekdzke moze staf: alebo sa odrazi, alebo prejde. V kvantovej
mechanike vSak ndjdeme najprv amplitidy pravdepodobnosti prechodu a odrazu Castice od
prekdzky t a r. Pravdepodobnost prechodu cez prekazku je v kvantovej mechanike dand ako
T = |t*| apravdepodobnost odrazu je R = |r|?. Amplitidy pravdepodobnosti sd vo vieobecnosti
komplexné ¢isla, ktoré moéZeme pisaf v tvare

t=Te?, r = VRe’ (2.16)

Uz tieto vyrazy naznacuju. Ze kvantovd mechanika je vo svojich prejavoch bohatsia ako klasicka
mechanika. Prechod cez bariéru je totiZ ur¢eny Styrmi parametrami — okrem pravdepodobnosti
T a R eSte aj dvoma fazami ¢, a ¢,.. Tento rozdiel sa neprejavi pri analyze prechodu Castice cez
jednu bariéru, je ale podstatny pre vypocet pravdepodobnosti prechodu Castice cez dve susediace
bariéry.

PoloZme teraz Castici do cesty dve prekdzky a hladajme, s akou pravdepodobnosfou ich
prekond. N4jdime najprv pravdepodobnost pre klasicki ¢asticu, 7. Pravdepodobnost prechodu
cez dve prekdzky je stictom pravdepodobnosti vSetkych procesov, ktoré vedu k prekonaniu oboch
prekédzok. Takych procesov je nekonecne vela: v najjednoduchSom pripade Castica prejde cez
obe prekazky (s pravdepodobnosfou 7775). Castica viak moZe bariéry prekonaf aj tak, Ze prejde
cez prvu prekdzku, od druhej sa ale odrazi spéf. Ndsledne sa odrazi aj od prvej a azZ potom prejde
cez druhd. Pravdepodobnost takéhoto procesu je 77 Ry R1T5. Existuje nekone¢ne vela dalSich
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Obr. 2.1. Tri najjednoduchsie procesy, akymi klasickd Castica prekond dve bariéry.

spdsobov prekonania dvoch bariér. Tri najjednoduchsie st ukdzané na obrazku 2.1. Celkovi
pravdepodobnost prechodu ndjdeme ako sucet pravdepodobnosti vSetkych prechodov:
T\T,

=_—— 2.17
1—-RiRy @17)

TE = T\Ty + Ty RoR\ Ty + Ty Ro Ry Ry Ry Ty + - - -

Analyzujme teraz ten isty problém z pohl'adu kvantovej mechaniky. PretoZe Casticu opisujeme
vlnovou funkciou, nijdeme pravdepodobnost prechodu 7'® az potom, ked ndjdeme amplitidu
pravdepodobnosti prechodu castice:

T3 = [t/ (2.18)
Amplitida 15 je sictom amplitid pravdepodobnosti pre vSetky mozné prechody cez dve bariéry

tito

tlg = tltg + tl’l“g?”ltg + t17“2’l"17’27“1t2 +r = (219)
1-— 172
(porovnajte tuto rovnicu s rovnicou 2.17). Pravdepodobnost prechodu je preto
Q 9 T1T2 T1T2
T12 == |t12| — D) - %, %
[T — ryrs| 1+ RiRy — 11y — 113
(2.20)

VT
1+ R1R2 — 2\/ R]_R2 COS¢

Fiza ¢ = ¢,, + ¢,, je uréend fazami jednotlivych amplitid odrazu.?

Porovnajme teraz dve pravdepodobnosti (2.17) a (2.20). Zatial ¢o klasickd pravdepodobnost
prechodu T zévisi len od pravdepodobnosti prechodu, resp. odrazu od jednotlivych prek4zok,
kvantova pravdepodobnost je funkciou aj fazy ¢. Téato zavislost od fazy prindsa v kvantove;j
mechanike nové javy. Z rovnice (2.17) napriklad vidime, Ze klasick4 pravdepodobnost TX je
vzdy mensia ako 1 (rovnost 7% = 1 nastane len v trividlnom pripade, ked T} = T, = 1,

teda ked na prekaZkach nenastdva Ziadny odraz). Kvantové pravdepodobnost 79, dand rovnicou

3Presny opis rozptylu na dvoch prekazkach mus{ zahrnif aj zmenu fizy vinovej funkcie na drahe medzi dvoma
prekazkami. PretoZe medzi prekazkami sa Castica pohybuje volne, zmeni sa jej vinova funkcia po¢as pohybu medzi
prekdzkami o fazovy faktor exp iy = exp[ipAz/h], kde p je hybnost Castice a Ax je vzdialenost medzi dvoma
prekazkami. Tito zmenu fizy mdzeme zahrnit do amplitidy prechodu ¢; a do amplitid odrazu ry ars: t; — t1e7%0,
r — rlei% aryg — 7"26”’0.
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(2.20) sa vSak modze, v zavislosti od fizového rozdielu ¢, rovnaf jednej, a to aj vtedy, ked
obe pravdepodobnosti 7} < 1 a T, < 1. Mdze sa dokonca rovnat jednej aj vtedy, ked sd obe
pravdepodobnosti prechodu extrémne malé (priklady 2.3 a 2.4). Kvantova Castica teda dokédze
s pravdepodobnosfou 1 prekonaf dve prekazky aj vtedy, ked sa cez jednu z nich dostane len
s vel'mi malou pravdepodobnostfou.

PodrobnejSie sa prechodom kvantovej Castice cez bariéry budeme zaoberat v kapitole 4. Na
tomto mieste len opdtovne zdoéraznime, Ze prekvapujice kvantové vysledky sd dané tym, Ze
pravdepodobnost daného procesu nepocitame ako sucet pravdepodobnosti jednotlivych proce-
sov, ale ako druhd mocninu absolitnej hodnoty zo suCtu amplitud pravdepodobnosti. Pri
vypocte amplitidy pravdepodobnosti je princip superpozicie podstatny.

Uvedené vysledky nie su az také prekvapivé, ak si spomenieme na interferenciu elektromag-
netickej viny (svetla) na tenkej vrstve. Aj v tomto pripade intenzita prejdenej viny zavisi nielen od
vlastnosti rozhrant, ale predovsetkym od Sirky vrstvy — teda od fazy, ktord vlna ziska prechodom
cez vrstvu. Matematicky aparat analyzy oboch javov je formalne rovnaky. V oboch pripadoch je
dolezitou veli¢inou, ktord uréuje pravdepodobnosti prechodu, faza — v elektrodynamike islo o
fazu elektromagnetickej vlny, v kvantovej mechanike o fdzu vinovej funkcie. Ked'Ze v klasicke;j
mechanike fdzu nepozname, neprekvapuje, Ze niektoré javy, zavislé od fazy, klasickd mechanika
nepozna.

2.3 Operatory

V predchadzajucej Casti sme zistili, Ze sprdvanie kvantovej Castice musime opisaf vinovou
funkciou W(7t). Kvadrat absoldtnej hodnoty vinovej funkcie,

MGOIER NGOG (2.21)

udava hustotu pravdepodobnosti toho, Ze sa Castica v ¢ase t nachadza v bode 7. VInova funkcia
v sebe obsahuje kompletnt informéciu o stave Castice. Preto z nej méZeme ndjst strednd hodnotu
Tubovolnej fyzikdlnej veli¢iny. Postup je vSak zlozitejsi, ako v klasickej fyzike.

Predovsetkym, kazdej fyzikdlnej veli¢ine priradime operator. Operator reprezentuje mate-
matickd operdciu, ktord posobenim na funkciu f(7,t) z nej vytvéra ind funkciu g(7,t):

Af(rt) = g(ri) (2.22)

Operatory budeme oznacovaf tuénymi pismenami A, B. Ak je vlnova funkcia Castice W(7,t),
potom definujeme strednd hodnotu veli¢iny, reprezentovanej operdtorom A v stave W(7t)
vztahom

[ dV U (70 AT(7)
A0 = T e e

(2.23)

V d’alsom texte budeme predpokladat, Ze funkcia W (7,t) normovand. Potom sa integral v meno-
vateli rovnd jednej. Ako uvidime neskor, s operdtormi sa v matematike bezne stretdvame.
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2.3.1 Operatory niektorych fyzikalnych veli€in

Definujme teraz operdtory pre niektoré zakladné fyzikalne veliCiny.

Operétor polohy
Pravdepodobnost ndjdenia Castice v bode 7je | W (7,t)|?. Preto strednd polohu astice ndjdeme
zo vzfahu
(x(t)) = /dV|\I’(F,t)|2 x (2.24)

ktory méZeme prepisat do tvaru
(x(t)) = /dV\If*(F,t) x U (Tt) (2.25)

Porovnanim s definiénym vzfahom pre stredni hodnotu operétora (rovnica 2.23) vidime, Ze
operator polohy mo6Zeme definovat

Xx=gz, F=7 (2.26)

Podobne ndjdeme strednd hodnotu T'ubovolnej funkcie f(7), ktord zavisi len od polohy
() = [ ave @ s @.27)

Operator hybnosti p
Pre vypocet strednej hodnoty hybnosti zaéneme s vol'nou Casticou pohybujicou sa v smere
osi x. Vlnov4 funkcia volnej ¢astice ma tvar

U(z,t) = CentTe it (2.28)

VoIna Castica mé presne definovand hybnost p, preto (p) = p. Vypoctom sa presved¢ime, Ze
plati

_ [z (z,t) 2 20 t)

T oW () U () (2.29)
Pre vSeobecnejsi tvar vinovej funkcie W(7,t) predpokladajme, Ze tieZ plati*
(p) = / o0 (2.) L g ) (2.30)
i Ox
Porovnanim so vztahom (2.25) mézeme x-ovej zlozke operatora hybnosti priradif operator
p= 0 2.31)

4V dalsom texte predpokladdme, Ze vlnovd funkcia je uZ normovand, takZe integrl v menovateli vyrazu (2.29)
sa rovnd jednej, a nemusime ho explicitne uvadzaf. VSimnime si ale, Ze vlnova funkcia volInej Castice v tvare (2.28)
nie je normovand: integrdl [daW*(x,t)¥(x,t = |C|? [ dx je dmerny di7ke intervalu L, cez ktory integrujeme.
Vidime viak, Ze v rovnici (2.29) vystupuje tito dizka v Gitateli aj v menovateli, takze koneény vysledok neovplyvni.
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Analogické vzfahy platia aj pre ostatné dve zloZky momentu hybnosti. Pre vypocet druhej
mocniny hybnosti p? musime operétor p, aplikovaf dvakrt:

(p?) = /dx@*(w,t)?% {?%\D(x,t)} = /dx\If*(a:,t)(—hQ)%\If(x,t) (2.32)

Operator p2 m4 teda tvar

2 h2 02

P, = — 92 (2.33)

Explicitny tvar vSetkych dalSich operatorov, ktoré budeme potrebovat, ndjdeme tak, Ze
v klasickych vzfahoch nahradime polohu 7 a hybnost p’ich operatormi.

Kinetickd energia je v klasickej mechanike dand vyrazom Ej = p?/(2m), preto operdtor
kinetickej energie bude v jednorozmernom pripade

1, R
B = 3P = oo 239

a v trojrozmernom pripade
h? R [ 0* 0? 0?

E,——— AN—_ " |Z 4+ Z = 2.35
F 2m 2m 8x2+8y2+8z2 (2.35)

Potencialna energia je vo vsetkych zaujimavych fyzikdlnych aplikdciach funkciou len polohy,
preto sa jej operator rovnd

E,=E,=V(r) (2.36)

Hamiltonov operator (operator energie) je si¢tom operatorov Kinetickej a potencidlnej energie:
h2
H=—-——A+V(r) (2.37)

2m

Moment hybnosti je v klasickej fyzike definovany vztahom L = 7 x j, jeho operator teda bude
maf tvar

L=Fxp (2.38)

2.3.2 Vlastné hodnoty a vlastné funkcie operatorov
Pre kazdy operdtor A mdZzeme najst také funkcie ®2(7), pre ktoré plati
ADA(F) = A, 02(7) (2.39)

Posobenim operétora A na jeho vlastnl funkciu ®2 sa tato funkcia nezment, len sa vyndsobi
¢islom A,,.

Hodnoty A, st vlastné hodnoty operatora A. Stbor vlastnych hodndt nazyvame spektrum
operatora. Spektrum mdZze byt spojité alebo diskrétne. Index n mdZe teda nadobiidat celo¢iselné
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hodnoty (vtedy vlastné hodnoty A,, patria do diskrétneho spektra operdtora A), alebo je spojity
(ak je spektrum operdtora spojité). Napriklad spektrum energie volnej Castice je spojité, pretoze
Castica moZe mat Tubovolnd energiu £ = p?/(2m) > 0. Naopak, spektrum atému vodika je
diskrétne — energia elektronu moze nadobudat len niektoré presne urcené hodnoty F,,. Tieto
energie su vlastnymi hodnotami Hamiltonovho operétora pre atém vodika.

Vlastné hodnoty operatorov hraju v kvantovej mechanike dolezita ulohu. Ak experimentélne
meriame nejakd veli¢inu A, vysledkom merania moze byt len niektora z vlastnych hodnét
zodpovedajiceho operatora A.

Funkcia ®/ () spliiajiica rovnicu (2.39) je vlastnou funkciou operétora A prislichajiicou
vlastnej hodnote A,,. DoleZitou vlastnostou vlastnych funkcif je ich ortogonalnost. Pre kazdé
dve vlastné funkcie ®2 a ®4 plati

/ dV 2 (P) DA (F) = 6 (2.40)

Systém sa nachddza v n-tom vlastnom stave operatora A, ak sa jeho vinova funkcia rovna vlastnej
funkcii tohto operdtora ®(7) = &4 (7).

PretoZe kvantovy systém vzdy musi byt v nejakom stave, tvoria vlastné stavy Uplny systém
funkcii. To znamend, Ze kazdd vlnovd funkciu méZeme vyjadrif ako superpoziciu vlastnych
funkcii,

() = Y e ) 41

V rovnici (2.41) sumujeme cez diskrétny index, ak su vlastné stavy viazané (a ich energie
diskrétne), alebo cez spojity index, ak ide o volné stavy (spektrum energii je spojité). Koeficienty
rozvoja ¢, si amplitidy pravdepodobnosti, Ze sa systém nachddza v stave ®2. Mdzeme ich
n4jst, ak obe strany rovnice (2.41) vyndsobime komplexne zdruZenou vlastnou funkciou ®4 *(7")
a preintegrujeme cez cely objem. Dostaneme

/ Ve (MU(F) =) e / dV @2 (MNP (F) = D ubum = Cm (2.42)
kde sme vyuzili ortogonalnost vlastnych funkcii (rovnica 2.40). Samozrejme musi platit

D e =1 (2.43)

pretoze systém sa urcite nachddza v niektorom zo svojich vlastnych stavov.
Pomocou vlastnych funkcii m6Zeme strednti hodnotu operdtora A v stave vyjadrif v tvare

(A) = Z lcn|* Ay (2.44)

Potom |c, |? je pravdepodobnost, Ze Castica sa nachddza v stave ®2. Stredn4 hodnota veli¢iny A
sa potom rovnd ustredneniu cez vSetky mozné hodnoty A,,, pri¢om kazda z nich sa uvézi s vdhou
rovnajdcou sa pravdepodobnosti p,, = |c,|?, Ze sa takyto stav mdZe vyskytnut.
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2.3.3 Meranie

Ako bolo povedané vyssie, meranim veli¢iny A mdZeme dostaf len niektort z vlastnych hodnot
A,,. Ak sa systém nachddza vo vlastnom stave ®7, potom je vysledkom merania veli¢iny A
vlastnd hodnota A,,. Ak sa vSak systém nachadza v stave (2.41), vysledkom merania veli¢iny A
moZe byt ktordkol'vek vlastna hodnota A,,. Pravdepodobnost, Ze ju nameriame, sa rovna |c,, |2
Tato nejednoznacnost vysledku merania méze mat neCakané dosledky. Predstavme si na-
priklad, Ze sa ndm podarilo vytvorif dva systémy, ktoré sui opisané tou istou vinovou funkciou
v tvare (2.41). Z hladiska kvantovej fyziky su preto identické. Ak vSak budeme v oboch merat
hodnotu A, m6Ze sa nam staf, Ze meranim veli¢iny A v jednom a druhom systéme dostaneme
rozne vysledky. Vysledok merania veli¢iny A v jednom alebo druhom systéme totiZ nie je
jednoznacny: vieme len povedaf, Ze s pravdepodobnosfou |c,|? nameriame hodnotu A,,.
Rozdiel medzi klasickou a kvantovou fyzikou je esSte dramatickejsi: ukazuje sa, Ze oba kvan-
tové systémy sa meranim zmenia. Ak sme v prvom z nich namerali, povedzme, hodnotu A5, bude
sa prvy systém po merani nachddzaf v stave ®2'. Podobne, ak bola vysledkom merania v druhom
systéme hodnota A;7, bude sa druhy systém po merani nachddzaf v stave ®4.. Proces merania
preto meni stav kvantového systému. Dnes nevieme presne opisat, ako k tejto zmene dochddza.
Meranim v kvantovej mechanike sa budeme podrobnejsie zaoberaf neskor v kapitole 11.

2.3.4 Komutujuce a nekomutujuce operatory
Ak mame dva operdtory A a B, potom ich siicin je tieZ operator:
ABf(7t) = A [Bf(71) ] (2.45)

Jeho posobenie na funkciu f(7,t) ndjdeme tak, Ze najprv operator B pdsobi na funkciu f a potom
operator A pdsobi na funkciu Bf.

Ak chceme pocitaf strednti hodnotu veli¢iny, ktorej zodpovedd sti¢in dvoch (alebo viacerych)
operdtorov, musime dbaf na ich poradie. Napriklad stredni hodnotu (xp,) ndjdeme z vyrazu

h o h 0
(xpy) = /dV U (rt)e——V(rt) = — /dV U (rFt)e—V(7,t) (2.46)
1 Ox i Ox
zatial ¢o pre strednd hodnotu si¢inu (p,x) dostaneme
h 0
) = [ dV (7 —_—[ v jt}
) = [avwEl g [svey
(2.47)
h e 0 h /o S
= — [ dV U (7t)—=V(rt) + = [ dV U (Ft)W(7,t)
7 Ox ?
Matematicky je rozdiel medzi oboma vyrazmi zrozumitelny: operdtor hybnosti
h o
2= 2.48
1 0x (248)
pOsobi na celd funkciu stojacu napravo od neho. Preto

p,.xVU = Ei [z (2)] = h {x%@(m) + \I/(x)] (2.49)

7
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ale
RO h [ 0

V=22 L W(r) = = e
*Ps Y7 0x () i "o

@(:L‘)] (2.50)
Rozdiel oboch vyrazov je preto nenulovy,

[p.x —xp, |V = ?\If (2.51)

V operatorovom formalizme piSeme

h
P, X —Xp, = —~ (2.52)
l
Vyraz na Tavej strane je komutdtor: [p,,X| = p,X — xp,. Komutdtor méZeme definovaf pre

Tubovolné dva operatory:
[A,B] = AB — BA (2.53)

Komutétor [A,B] je tieZ operator. Vo vS§eobecnosti ndjdeme jeho tvar tak, ako v predchadzajicom
pripade: Zvol'me si Tubovolnud funkciu @ a ndjdime funkcie ¢; = AB® a &, = BA®, takze

[AB]® = &) — Ps. (2.54)
Budeme hovorift, Ze dva operdtory A a B komutuju, ak sa ich komutator rovna nule:
[AB] =0 (2.55)

Z definicie operdtora momentu hybnosti (2.38) dostaneme komutacné vztahy pre operatory
jednotlivych zloziek:

[L,L,] =L, [L,L.]=ihL, [L.L,]=ikL, (2.56)

Vidime teda, Ze operatory zloZiek momentu hybnosti navzajom nekomutuju. Celkovy operator
momentu hybnosti,

L?=L}+L)+L2 (2.57)
ale komutuje s T'ubovolnou zloZkou:

L?L,] = [L*L,) = [L*L.] =0 (2.58)
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2.3.5 Princip neurcitosti

Skutoc¢nost, Ze niektoré operatory nekomutuji, ma v kvantovej mechanike dolezity dosledok.
Ak je totiz komutator dvoch operdtorov nenulovy, potom nie sme schopni prislusné dve veliciny
meraf suCasne. To znamend, Ze nie sme schopni sti¢asne odmerat presnu hodnotu oboch veli¢in.

Najzndmejsim dosledkom nekomutujicich operédtorov su operdtory polohy a hybnosti. D4 sa
ukdzaf, Ze sicin neurcitosti polohy Castice,

Ax =/ (2?) — (x)? (2.59)
a neurcitosti hybnosti,

Ap =~/ (p*) — (p)? (2.60)
spifia vzfah

AzAp, > h (2.61)

ktory je matematickym vyjadrenim Heisenbergovho principu neurcitosti. Podobne komutacné
vztahy (2.56) znamenaju, Ze v Ziadnom fyzikdlnom systéme nie sme schopni sucasne odmerat
vSetky tri komponenty vektora momenty hybnosti. Zaujimava je aj skutocnost, Ze ani operatory
kinetickej a potencidlnej energie vo vSeobecnosti nekomutuji. V takom pripade nemdzeme
stucasne meraf kinetickd aj potencidlnu energiu. Spravnejsie je rozpravat len o celkovej energii.

2.3.6 Reprezentacia operatorov maticami

V tejto Casti nazna¢ime analdgiu medzi operdtormi a maticami, ktoré pozndte z linedrnej algebry.

Uvazujme jednoduchy systém, v ktorom je moZnych len N r6znych stavov. Ak poznidme
vietky vlastné funkcie ®/(7) operdtora A, potom operdtor A mdZeme vyjadrif ako maticu A
rozmeru N x N, ktorej maticové elementy vypocitame ako integral

A = / dV &4 (P AP (7) (2.62)
Z ortogonality vlastnych funkcii vyplyva, Ze matica A je diagondlna

Apm = Onm Ay, (2.63)
LCubovolnd funkciu ¥(7) mdZeme reprezentovat vektorom o, ktorého zlozky si

Uy = / dV o4 (7w (7) (2.64)
Podobne vyjadrime iny operator, B:

B — Bum,  Bam = / dV &4 (MBOA (7) (2.65)

Ak st funkcie @ (7) z4roveii aj vlastnymi funkciami operdtora B, potom je samozrejme matica
B,,, diagondlna, rovnako ako matica A,,,. Vo vSeobecnosti vSak operdtor B ma iné vlastné
funkcie ®2(7). Vtedy matica B,,,,, definovand vztahom (2.65) diagondlna nie je.
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Podobne mdzeme skonstruovat maticu C,,,,,, zodpovedajicu operatoru C:
* —
Crom = / dV & (7 CPA () (2.66)
Z lineérnej algebry vieme, Ze ndsobenie matic nie je komutativne. Vo vSeobecnosti

BC + CB (2.67)

Ak matice B a C' nekomutujd, potom ani operdtory B a C nekomutuju.

Reprezentacie

Zopakujme konStrukciu z predchddzajicej Casti, ale za zdkladné funkcie si nevyberme vlastné
funkcie operatora A, ale vlastné funkcie operdtora B. Dostaneme nové matice,

Ay = / dV ®2%(7)ADE (7) (2.68)

Podobne zostrojime matice B aC'. PretoZe sme matice konstruovali z vlastnych funkcii operatora
B, je matica B urcite diagondlna.

Z linearnej algebry vieme, Ze stivis medzi maticami A a A je vyjadreny podobnostnou
transformaciou

A=UTAU (2.69)

sprostredkovanou maticou U velkosti N x N.

Dve rozne matice, A a A zodpovedaju roznym reprezentdcidm operatora. V kvantovej me-
chanike nie je podstatné, v ktorej reprezentdcii pracujeme. VSetky vzfahy medzi operdatormi
musia byt vo vSetkych reprezentacidch rovnaké. Napriklad ak plati

A= BC (2.70)
tak urcite plati aj
A= BC (2.71)
Rovnako ak dva operdtory A a B nekomutuju, tak urcite nekomutuji ani matice A a B, ani
matice A a B.
Tedria reprezentécii je trochu abstraktnd. My sa stretneme s reprezentdciou Hamiltonovho

operétora, predovSetkym v jednoduchych pripadoch dvojstavovych modelov a pri opise kvantove;j
castice so spinom.
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2.3.7 Hermitovské operatory

Vsetky fyzikélne veliCiny, ktoré nds zaujimajd, nadobudaji redlne hodnoty. Preto im zodpoveda-

juce operatory musia mat vSetky vlastné hodnoty redlne. Ako vidiet z tvaru operétora hybnosti,

p, = %a%’ redlnost vlastnych hodndt neznamend, Ze aj samotny operdtor musi byt redlny.
Definujme eSte hermitovské zdruZenie matice (operdtora): hermitovsky zdruZeny operator

(oznacujeme ho A") k operdtoru A je operitor, pre ktorého prvky plati
(AN = A 2.72)

Vo fyzike maji dolezitd dlohu hermitovskeé operatory, ktoré st identické so svojim hermitovsky
zdruZenym operatorom

A=A' (2.73)

VSsetky operétory, ktoré reprezentuju fyzikalne veli¢iny, musia byt hermitovské. Vlastné hodnoty
hermitovskych operatorov sd, samozrejme, redlne. Ak hermitovsky operator A reprezentujeme
maticou A, potom pre prvky matice A musi platif

Apn = A, (2.74)

Nediagondlne prvky su teda vzdjomne komplexne zdruZené, zatial ¢o diagonalne prvky A,
musia byf redlne.

2.4 Schrddingerova rovnica

V casti 2.1 sme ukdzali, Ze kvantova Castica je kompletne opisand svojou vinovou funkciou.
Casovy vyvoj vlnovej funkcie je determinovany Schrodingerovou rovnicou

z’h%\l}(ﬁt) = HU(Ft) (2.75)

kde H je Hamiltonidn definovany vztahom (2.37). Hamiltonidn obsahuje informéciu o prostredi,
v ktorom sa Castica pohybuje.

Podobne ako Newtonove zdkony v klasickej mechanike, ani Schrodingerovu rovnicu nemo-
Zeme odvodif. V literatire ndjdeme viacero argumentov, preco ma Schrodingerova rovnica prave
takyto tvar.

Predpokladajme, Ze Castica je v niektorom vlastnom stave Hamiltonidnu s vlastnou energiou
E,,. Vlastnej energii prislicha od ¢asu nezévisld vlastnd funkcia ®,,(7), ktord spliia rovnicu

HO,(7) = E,P,(F) (2.76)
Casovo zavisli Schrodingerovu rovnicu (2.75) potom spliia funkcia
U, (7 1) = @, (F)e nEnt (2.77)

ako sa moZeme presvedcif priamym dosadenim. Casova zavislost vlnovej funkcie v tvare (2.77),
kde ¢as vystupuje len v exponencidlnom ¢lene

e~ #Et (2.78)
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Obr. 2.2. Viazané (vlavo) a rozptylové (vpravo) stavy kvantovej astice. VInova funkcia viazaného stavu exponen-
cidlne klesd s rasticou vzdialenosfou od minima potencidlu V' (x). Na obrazku je ukdzand vlnova funkcia @4 ()
zodpovedajuca stavu s energiou Ej. Energie viazanych stavov s zdporné a vyjadrujd energiu, potrebnd na uvo-
I'nenie Castice z potencidlovej jamy. Energetické spektrum viazanej Castice je diskrétne — pozostava z izolovanych
energetickych hladin. VoIné stavy maji spojité spektrum energii — volnd Castica sa mdZe pohybovat s Tubovo-
I'nou energiou. VoI'nu Casticu méZeme opisat rovinnou vlnou (Cast 2.1.1), alebo vinovym balikom, ktory opiSeme
v Casti 2.7.

je vylu¢nou vlastnostou vlastnych stavov Hamiltonidnu. Ak sa kvantova Castica nachddza v su-
perpozicii viacerych vlastnych stavov Hamiltonovho operatora, vtedy je jej vinova funkcia dana
vzfahom

U(FE) =D cu®py(F)e 50 (2.79)
kde E, je vlastnd energia n-t€ho energetického stavu. Strednd hodnota energie takéhoto stavu
bude

(B) = [dVU*(#t)HT (7 t)
= 3 3 e [AVOL(F) Dy, (F)et i (Bnm Bt (2.80)

= Zn |Cn|2En

Pri vypocte sme vyuZili ortogondlnost vlastnych stavov energie (rovnica 2.40).

2.5 Viazané a rozptyloveé stavy

Rovnica (2.76) sa nazyva bezCasova Schrodingerova rovnica. Jej rieSenim dostaneme vSetky
mozné energie, aké Castica moze nadobudnuf v systéme definovanom Hamiltonidnom H. Ako
uvidime neskor, tieto energie mozu vytvarat diskrétne alebo spojité spektrum.

Energie prislichajice diskrétnemu spektru zodpovedaji viazanym stavom. Diskrétne ener-
gie mé napriklad elektrén viazany k jadru atému vodika. Ako vyplyva z ndzvu, Castica vo via-
zanom stave sa moze pohybovat len v kone¢nej oblasti priestoru (v potencidlovej jame a v jej
bezprostrednom okoli). Viazanym stavom sa budeme podrobne venovat v kapitolach 3,4 a 5.

Energie v spojitom spektre zodpovedaji rozptylovym (volnym) stavom. Takéto spektrum
maju volné Castice. V kvantovej mechanike je zaujimavy rozptyl takychto Castic na prekazkach.
Jednoduché rozptylové tlohy budi rieSené v Casti 4.2.
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j(@) j(b)
X=a Xx=Db

Obr. 2.3. Schématické vyjadrenie rovnice kontinuity (2.82). Oblasf (a,b) je vyznacend Srafovanym Stvorcom.
Pravdepodobnost, Ze sa Castica nachddza v danej oblasti, sa mdZe menit len vtedy, ak castice maji moZznost do
oblasti prichddzaf alebo z oblasti odchddzat. Tito mozZnost vyjadruji hustoty pridu pravdepodobnosti j(a) a
j(b). Ak pravdepodobnost ndjsf asticu v danej oblasti nezdvisi od Casu, potom musi byt j(a) = j(b), pretoZe
pravdepodobnost, Ze Castica do danej oblasti vstipi, sa musi rovnat pravdepodobnosti, Ze z nej vystuipi.

2.6 Rovnica kontinuity

Zo Schrodingerovej rovnice moZeme odvodif rovnicu kontinuity. Podobne ako v hydromechanike
alebo v elektromagnetizme rovnica kontinuity hovori, Ze zmena hustoty Castic v nejakej oblasti
priestoru musi byf kompenzovana pridom Castic prichadzajucich alebo odchddzajtcich z tejto
oblasti.

Pravdepodobnost ndjst Casticu v oblasti a < z < b je dand integrdlom

b
/ AU (a2 2.81)

Ak sa tato pravdepodobnost v ¢ase meni, musi to znamenat, Ze nejaké Castice do danej oblasti
prichadzaju alebo z nej odchddzaji (obrazok 2.3). Tuto zmenu vyjadruje vztah

a b
2 / T Ude = j(a) — j(b). (2.82)

kde j(b) a j(a) je hustota pridu pravdepodobnosti cez hranice oblasti (teda v bodoch b a a).
Hustotu pridu pravdepodobnosti j(x) odvodime v dodatku B v tvare

g

ox ox (2.83)

. hi ov* ov
j(x) = o [‘1’ }

ZmenSovanim intervalu b —a — 0 prepiSeme integralnu rovnicu (2.82) do diferencidlneho tvaru

0 0
5| V@D = —5j(@) (2.84)

V trojrozmernom pripade ma rovnica kontinuity tvar

a 2 . 2

B |W(x,t)|]* = —divy(z) (2.85)
a vektor hustoty pridu pravdepodobnosti ma tvar

j(7) = 2% U (7)gradU* (7) — U*(7)grad ¥ (7 (2.86)
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Ak sa hustota Castic v danej oblasti nemeni, potom

o b
5 /a |W(z)|* dz = 0. (2.87)
arovnica (2.82) sa zjednodusi do tvaru

j(a) = j(b) (2.88)

ktory definuje zdkon zachovania poctu Castic v oblasti a < x < b.

2.7 VInovy balik

V casti 2.1.1 sme definovali vinovi funkciu volnej Castice,
U(z,t) = Ceko Pt (2.89)
kde k = p/h a energia

n2k?

E = (2.90)

2m

Ukazali sme, Ze Castica s takouto vlnovou funkciou ma presne uréend hodnotu hybnosti p, ale
pravdepodobnost, Ze ju ndjdeme v nejakom bode x, je rovnakd pre vSetky hodnoty z. Takyto
stav nie je realisticky. NemoZzno predpokladat, Ze by sa Castica nachddzala vSade v priestore
s rovnakou pravdepodobnostou. VInova funkcia zodpovedajiica Castici musi byf priestorovo
ohranicena.

Priestorovo ohranic¢end vlnovd funkciu skon$truujeme najjednoduchsie ako superpoziciu
rovinnych vin s réznymi hodnotami vlnového vektora k:

U(zt)=C / dk P(k)e*—wo) =3Bt (2.91)

Funkcia P(k) definuje vahu, s akou je rovinnd vlna s vlnovym &islom & vo vinovom baliku
zastipend. Zvol'me napriklad P (k) v tvare Gaussovho rozdelenia

P(k) = e (2.92)

so strednou hodnotou k a Sirkou rozdelenia ;. KonStantu C' v rovnici (2.91) volime tak, aby
funkcia W(x,t) bola normovan4. Priamym integrovanim® ndjdeme |C| = (o2/7)"/%.

N4jdime najprv tvar vinovej funkcie (2.91) v ¢ase ¢ = 0. Po dosadeni do integrélu (2.91) a
integrovani dostaneme vlnovu funkciu v tvare

2 (@—eg)?
U(z,0) =1/ 2k e 2t gihola—an) (2.93)
T
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Obr. 2.4. Vinovy balik (2.93) v ¢ase t = 0 s parametrami ko = 1, o = 0,1. Zobrazend je absoldtna hodnota
vlnovej funkcie aj jej redlna (prerusovand ¢iara) a imagindrna (bodkovand Ciara) Cast.

Z rovnice (2.93) vidime, Ze vlnovd funkcia mé tvar Gaussovho rozdelenia v priestore (obra-

zok 2.4). To neprekvapuje, lebo W(z,0) je Fourierovou transforméciou funkcie P(k). Sirka

Gaussovho rozdelenia (2.93) je
1

Op = — (2.94)

Ok

v sulade s nasou skisenostou s Fourierovou transformaciou.

Pre Tubovolny ¢as ¢ > 0 ndjdeme v dodatku D vlnovu funkciu v tvare

i|ko(zx—x —% — — mt 2
U(z,t) e [ plmo) th} exp — { =z x; CHE | (2.95)
O’:L‘
kde
1 ht
0l =— +i— (2.96)

Fazova a grupova rychlost

Podobne ako v optike musime pri opise ¢asového vyvoja vinového balika rozliSovat medzi
fazovou a grupovou rychlostou. FAzovéa rychlost uddva zmenu fdzy vinovej funkcie (rychlost
oscilécii funkcie W(x,t)). Je definovand vzfahom

E hkq
- - 2.97
vt hklk=ko  2m ( )
Porovnanim so vzfahom (2.95) vidime, Ze fdza vinovej funkcie ma tvar
¢p=kolx—x9— V5] (2.98)

SPodrobnosti vypodtov z tejto Casti si uvedené v dodatku D.
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Obr. 2.5. Pohyb vinového balika v priestore. V ase ¢ = 0 sa maximum vlnového balika nachddzalo v bode
29 = —20. S narastajicim ¢asom sa maximum pohybuje doprava rychlostou v (rovnica 2.99) a zdroven Sirka
vlnového balika narastd v silade so vztahom (2.101). Zobrazend je druhd mocnina absoldtnej hodnoty vinovej
funkcie. Samotnd vlnova funkcia v priestore osciluje podobne ako na obrazku 2.4.

Grupova rychlost urtuje rychlost pohybu maxima vlnového balika a je definovand vztahom

10E(k) hkq
_ =t — 2.
T ok m (299
k=ko
Poloha maxima vlnovej funkcie (2.95) je v ¢ase ¢ dand vztahom
T = 1+ Vgt (2.100)

a pohybuje sa v priestore grupovou rychlostou v,. VSimnime si, Ze fazova a grupova rychlost
maji odli¥né hodnoty: vy # v,. To je dosledok toho, Ze vzfah medzi energiou £ a vlnovym
vektorom k nie je linedrny.

Rozplyvanie vinového balika

Sirka vinového balika

1 Rt
|O'$| = [—4 + —2:| (2101)
O m

rastie s Casom — balik sa rozplyva v priestore (obrazok 2.5). PriCina, preco sa vlnovy balik
rozplyva, je dand nelinedrnym vzfahom medzi energiou a vlnovym vektorom (rovnica 2.90).
Jednotlivé zlozky vinového balika sa totiZ pohybujui r6znymi rychlostami.

Samozrejme, mdzeme zostrojif rozne vlnové baliky. Staéi zvolif ind funkciu P(k) (pri-
klad 2.11). Konstrukcia vlnového balika ako superpozicie rovinnych vin s vdhou P(k) je vy-
hodn4 z dvoch dévodov: umoZiiuje ndm Studovat pohyb Castice, lokalizovanej v danom case ¢
v konecnej oblasti priestoru. To rovinna vlna neumoznila, pretoZe predpokladala rozmiestnenie
Castice vSade. Na druhej strane, vyhodou rovinnej vlny je to, Ze pre fiu vieme ndjst pomerne
jednoduché rieSenie rozptylovych tloh (budeme sa im venovaf v kapitole 4). Vdaka principu
superpozicie teda mdzeme vinovu funkciu v ¢ase ¢t = 0 rozlozif na jednotlivé rovinné vlny, najst
ich spravanie v roznych Casoch, a z tychto rieSeni si spitne poskladaf vyslednd vlnovu funkciu
v Tubovolnom case ¢. Preto sa v d’al§ich kapitolach budeme venovaf predovSetkym analyze
chovania rovinnych vin.
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2.8 Princip koreSpondencie

Kvantova fyzika sa svojim formalizmom aj vysledkami 1iSi od klasickej. To ale neznamena,
7e klasicka fyzika nie je sprdvna. M4 len svoje hranice platnosti, za ktorymi jej predpovede
prestavaju platif. Obe tedrie vSak spolu tzko suvisia. Tento suvis sme naznacili uz pri definicii
operatorov: vztahy medzi operatormi, ktoré reprezentuji dané fyzikdlne veliCiny, su také isté,
ako vzfahy medzi tymito veli¢inami v klasickej fyzike. Tento princip ndm umoZznil zostrojit
operétory energie a momentu hybnosti.

Kvantova fyzika je predurend opisaf fyzikdlne Struktiry, na ktoré klasickd fyzika nema
prispdsobeny pojmovy apardt. MozZe sa ale staf, Ze pre niektoré hodnoty parametrov moZeme
vlastnosti Studovaného systému ndjst pouzitim klasickej aj kvantovej fyziky. Vtedy obe tedrie
musia, samozrejme, daf tie isté vysledky. Tento zdver je podstatou principu korespondencie.
Vztahom klasickej a kvantovej mechaniky sa budeme podrobnejsie zaoberaf v kapitole 11.

2.9 Priklady

2.1. Kvantovi Castica je opisand vlnovou funkciou
U(z) = Ce /% (2.102)

Néjdite normovaciu konstantu C'
Riedenie: Z podmienky normovania vinovej funkcie

“+00
/ dz|W(z)? =1 (2.103)

—0o0

dostaneme podmienku pre konstantu C":

“+oo
\012/ dre ™ /¢ = |C2/me2 =1 (2.104)

Pri vypocte integrdlu sme vyuZili zndmy Laplaceov integral (rovnica C.5). Z posledného vztahu dostaneme
pre realne hodnoty C' vyjadrenie

1

= YN

(2.105)

2.2. Kvantovi Castica sa mdZe pohybovaf na isecke 0 < x < £ a je opisand vlnovou funkciou

U(z,t) = C'sin [%xn} e~ wEnt (2.106)
a) Ngjdite energiu E,,.
b) Najdite konstantu C.
¢) Néjdite pravdepodobnost, s akou sa Castica nachadza v intervale 0 < x < ¢/2.
Riedenie: a) Po dosadeni do ¢asovej Schrodingerovej rovnice (2.75) dostaneme

_ h? 202
" oame2

(2.107)
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b) Konstantu C' ndjdeme z podmienky normovanosti vinovej funkcie,
¢ ¢
l
/ dz|¥(z)2 = yC|2/ dosin? 70 cPs =1 (2.108)
0 0

v
ateda C' = 4/2/(.

¢) Pravdepodobnost ndjdenia Castice na intervale 0 < xz < L/2 m6Zeme ndjst integrovanim

L/2 1
P= / dz |¥(2)|? = 3 (2.109)
0

ale aj priamo, ak si uvedomime, Ze vinova funkcia je symetrickd vzhladom na zrkadlenie okolo stredu
intervalu. Preto sa Castica vyskytuje s rovnakou pravdepodobnostou v l'avej aj v pravej polovici intervalu.

2.3. Ndjdite podmienku, kedy sa pravdepodobnost prechodu kvantovej Castice cez dve prekdazky rovna
jedne;.

RieSenie: Dosadme do vyrazu (2.20) 77 =1 — Ry aTy = 1 — Ry. Z rovnice T2 = 1 dostaneme
R+ R
2VRiRy

Pre tieto hodnoty fazy prekona kvantova Castica obe prekazky s pravdepodobnostou jedna.

cos ¢ = (2.110)

2.4. Uvazujme dve bariéry s pravdepodobnosfami prechodu 77 = 75 = 0,001. Néjdite klasicki pravde-
podobnost prechodu cez dve bariéry. [T12 = 0,0005]

2.5. Ndjdite fazu ¢ pre ktort sa kvantova pravdepodobnost prechodu cez dve bariéry z predchddzajiceho
prikladu 2.4 rovna jednej. [cos ¢ = 0,999]

2.6. Vsimnite si, Ze komutdcia operatorov nie je asociativna: z rovnic [A,B] = 0 a [B,C] = 0, vo
vSeobecnosti nevyplyva, ze plati [A,C] = 0. Uvedte priklad takej trojice operatorov.
Riedenie: Najjednoduchs$im prikladom je operator B, ktory kazdu funkciu ndsobi konstantou,

Bf(x) =bf(x) (2.111)
Takyto operator o¢ividne komutuje s 'ubovol'nym operdtorom. Prvé dva komutacné vzfahy st teda splnené
automaticky, ale to samozrejme nezarucuje platnost treticho. Fyzikdlnym prikladom je operator celkového
momentu hybnosti L, ktory komutuje so vSetkymi troma operatormi L., L, aj L. Tieto tri operétory
vSak vzdjomne nekomutujd. (pozri rovnicu 2.56)

2.7. VorIna Castica md vinovi funkciu ¥(x) = Ael'r . N4jdite zodpovedajuci prad hustoty pravdepodob-
nosti [j = (p/m)|A’].

2.8. Vlnova funkcia m4 tvar
U(z) = Aer/h . ge—ive/h (2.112)

N4jdite prdd hustoty pravdepodobnosti.
RieSenie: Po dosadeni do defini¢ného vzfahu (2.83) dostaneme

i=L 4P - B 2.113)
m

Priid je preto imerny rychlosti Castic (v = p/m) a rozdielu |A|?> — | B|?, ktory definuje rozdiel medzi
hustotou castic pohybujicich sa v kladnom a v zdpornom smere osi x.
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2.9. VlInova funkcia klesd exponencidlne, U (z) = Ae™"*. N4jdite prdd hustoty pravdepodobnosti.
RieSenie: Po dosadeni do defini¢ného vzfahu (4.38) dostaneme

j=0 (2.114)

Exponencidlne klesajiica vina neprendsa prid.

2.10. VInovi funkcia je v oblasti a < x < b superpoziciou dvoch exponencidlnych funkcii,
U(z) = Fe " 4+ Getr® (2.115)

N4jdite prad hustoty pravdepodobnosti.
RieSenie: Po dosadeni do vzfahu (4.38) a vypocte derivacii dostaneme nenulovy prid
. hk - * *
j=—xi(G'F — F*G) (2.116)
m

Linearna kombinacia dvoch exponencidlnych funkcii preto ddva nenulovy prid hustoty pravdepodobnosti.
Tento vysledok je doleZity pre pochopenie procesu tunelovania Castice cez vysokud potencidlnu bariéru
(Cast 4.3).

2.11. Ndjdite tvar vlnového balika, ak spektrum k je dané vzfahom

1

pr(k) = 5[50k — ko) + (K + ko)) (2.117)

alebo
1 1 |kl < ko
) — 2.118

p2( ) 2]{70{ 0 ’k‘>l{70 ( )

alebo
1 [ k+ko —ko <k <0

p3(k) = i { ko — k 0<k <k (2.119)

Ktory z tychto balikov je v x priestore najuzsi? Aka bude xz-ova zévislost vlnovej funkcie, ak
1 (k + ko)™ —ko <k <0

p3(k) = s { (ko — k)" 0<k <k (2.120)
an je celé Cislo?
RieSenie: Integrovanie dd

Uy (x) = cos(kox) (2.121)

Uy (z) = sin kgx (2.122)

2(x) = Fo .
a nakoniec
2 2
Us(z) = o510 (koz/2) (2.123)

(ko)?



KAPITOLA 3

NekonecCne hlboka pravouhla potencialova jama

Najjednoduchs$im viazanym stavom je kvantova Castica viazand v nekonec¢ne hlbokej potencia-
lovej jame. Preskimame najprv jednorozmernu jamu a ndjdeme vSetky viazané stavy. UrCenie
viazaného stavu znamena néjst jeho energiu a vinovu funkciu. Po analyze jednorozmerného pri-
padu preStudujeme dvojrozmernd jamu. UkdZeme, Ze metddou separdcie premennych moZeme
problém transformovat na problém dvoch jednorozmernych jam — jednu v smere x a druhud
v smere y. Rovnako ndjdeme vSetky viazané stavy trojrozmernej potencidlovej jamy.

Hoci nekonecne hlboké jama vyzera na prvy pohlad ako abstraktny pojem, ma priame ap-
likacie vo fyzike. Napriklad vodivostné elektrony v kove st viazané na objem kovu. Vystupna
praca — energia, potrebnd na uvolnenie elektrénu z povrchu kovu — je prili§ velkd na to, aby
elektrén bez vplyvu vonkajSich sil bol schopny opustit kov. Elektréon v kove preto mdzeme,
v najjednoduchsSom pripade, Studovat ako kvantovu Casticu viazand v nekonec¢ne hlbokej troj-
rozmernej potencidlovej jame. Na konci tejto Casti ukdZeme, ako z takejto jednoduchej predstavy
mozZeme odvodif dolezité zavery pre elektronové vlastnosti kovov.

3.1 Jednorozmerna nekonecne hlboka potencialova jama

Uvazujme kvantovu Casticu uvidznenu v nekonecne hlbokej potencidlovej jame: Potencidlna
energia Castice je nekonecne velkd v oblastiach z < O ax > /¢, a je nulovd v oblasti 0 < x < /.

V oblasti s nekonenym potencidlom sa castica nikdy nachddzaf nemdZze, preto je tu jej
vlnové funkcia nulova. V oblasti 0 < z < / je potencidlna energia nulové a vinova funkcia spliia
bezc¢asovu Schrédingerovu rovnicu

B 0P0(x)
2m  O0z?

VlInova funkcia musi byt spojitd vSade v priestore, preto na hranici jamy musi platif

= E®(x) (3.1

®(z =0) =0 (3.2)

78



3.1. JEDNOROZMERNA NEKONECNE HLBOKA POTENCIALOVA JAMA 79

Blr =€) =0 (3.3)

Podmienku pre spojitost prvej derivicie vlnovej funkcie nemdzeme pouZif, pretoZze potencidl na
hranici jamy mé nekonec¢ne velkd nespojitost.
VSeobecné rieSenie rovnice (3.1) bude maf tvar

U(x) = Ae™™ + Be ™ (3.4)

kde A a B su Tubovol'né konstanty. Po dosadeni do rovnice (3.1) dostaneme vztah medzi vinovym
vektorom k a energiou Castice,

212
E:hkj

(3.5)

2m

Konstanty A a B uré¢ime z okrajovych podmienok (3.2) a (3.3). Z prvej okrajovej podmienky (3.2)
dostaneme A + B = 0, ateda A = — B. Dosadenim do (3.4) vyjadrime vIinovu funkciu v tvare

U(z) = A (™ — e ™) =2iAsinkz (3.6)
Z druhej okrajovej podmienky (3.3) ziskame W(x = ¢) = 2iAsinkl¢ = 0. Tejto podmienke
vyhovuju len hodnoty vlnového vektora

n=123,... (3.7)

Ak tieto hodnoty dosadime do rovnice (3.1), dostaneme zodpovedajiice hodnoty energie

h2k? m2h? w2 h?
E,=—"— 2= FEn? E, =
om  omez’ T T LT ome

Energie (3.8) st jediné mozné energie, ktoré kvantova Castica v nekone¢nej jame moze nadobui-
dat.
Konstantu A uréime z normovacej podmienky

(3.8)

¢
/ |®,,(2)|?dr = 1 (3.9)
0

z ktorej plynie A = —i/+/2(. Vlnova funkcia n-tého vlastného stavu ®,, () mé preto tvar

2
O, (z) = \/; sin$ (3.10)

(pozri aj priklad 2.2). VInova funkcia ®,,(x) je formdlne totoznd s vychylkou struny dizky ¢,
uchytenej na oboch koncoch. To neprekvapuje, ak si uvedomime, Ze rovnica (3.1) je formdlne
totoZnd s vlnovou rovnicou pre akusticki vinu $iriacu sa pozdiZ jednorozmernej struny.

Z nasho rieSenia plynie, Ze kvantova Castica mé v potencidlovej jame vZdy nenulovi energiu.
Uvidime neskor, Ze tento vysledok je typicky pre vSetky potencidlové jamy. Na rozdiel od
klasickej Castice, ktord moze leZaf na dne jamy, kvantova Castica nikdy nemo6Ze mat nulovd
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x /1

Obr. 3.1. Vlastné vinové funkcie zodpovedajice prvym piatim stavom v nekone¢nej pravouhlej potencidlovej jame
ako funkcia polohy x/¢. PreruSované horizontdlne ¢iary oznacuju vlastné energie vydelené energiou E.

energiu. Tento zdver mdZeme odvodif aj z principu neurcitosti. Castica v jame sa urcite nachddza
medzi bodmi x = 0 a x = ¢. Najviac¢sia mozna neurcitosf jej polohy je preto

Az = (/2 (3.11)

Neurditost jej hybnosti musi byt Ap > A/Az = 2h/(. Samotna hybnost musi byt porovnatelnd
s neurcitosfou hybnosti, preto minimélnu energiu kvantovej Castice v jame mdzeme odhadnuf
vzfahom

(Ap)? h* 4

Emin ~ =
2m 2m (2

(3.12)

ktory suhlasi (aZ na konStantu dmernosti) s energiou FE;. Kvantova Castica teda musi mat
v potencidlovej jame nenulovi hybnost a nenulovi kinetickd energiu.

Dolezité je uvedomif si typické hodnoty viazanych energii a ich zavislost od Sirky poten-
cialovej jamy. Napriklad pre elektrén s hmotnostou m = 9,1 x 1073! kg sa energia zdkladného
stavu v jame Sirky ¢ rovna (v Jouloch)

mh* 1 6,03 x 1073
B, = —_ =2 ] 3.13
T oom 2 Iz G-

Vv,

Rozdiely medzi dvomi najbliZz§imi vlastnymi energiami sd

Ap = Epp1 — By = (2n+ 1)Ey (3.14)

Pre jamy $irky ¢ = 1 m alebo 1 mm nemd&Zeme takiito energiu £ anirozdiely A, experimentdlne
pozorovat (priklad 3.1). Preto v klasickom svete kvantovanie energie nepozorujeme. Typickou
dlZkovou Skalou kvantového sveta vSak nie je jeden meter, ale jeden Angstrom

1A=10""m (3.15)
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V takejto dzkej jame by elektrén mal energiu zakladného stavu
Ey=603x10"%J=376eV  ({=1A) (3.16)

ktord je dostatoCne velkd na to, aby mohla byt experimentalne pozorovatel'nd (pripomenime, Ze
energie foténov v oblasti viditeIného svetla si 2 — 3 eV).

3.2 Dvojrozmerna nekonecne hlboka jama

Podobne ako v jednorozmernej nekonecnej jame, v dvojrozmernej nekonecnej potencidlovej
jame je kvantové Castica viazand na oblast

0<x</¥, 0<y<t (3.17)

VInova funkcia ¥(z,y) je preto nenulovd len v tejto oblasti, a musi byf nulovd na hranici.
Bezc€asova Schrodingerova rovnica ma tvar

h* 020 (z,y) h* 920 (z,y) B
T o am oy Lol 19

3.2.1 Metbda separacie premennych

RieSenie rovnice (3.18) ndjdeme metddou separdcie premennych. VInova funkciu napiSeme
v tvare sucinu

®(z,y) = X(2)Y (y) (3.19)

dvoch funkcii, z ktorych X (z) je funkciou len premennej z, a funkcia Y (y) je funkciou len
premenne;j y. Dosadenim do rovnice (3.18) a vydelenim oboch strdn rovnice funkciou X (x)Y (y)
dostaneme
1 h* 0*°X(x) 1 R* 9?Y(y)
_ = F + _
X(z)2m 0x? Y(y)2m 0x?

(3.20)

Lava strana rovnice je funkciou len z, zatial’ ¢o pravd strana je funkciou len . Aby rovnost (3.20)
platila pre 'ubovoIné hodnoty premennych x a y, musia sa obe strany rovnat konStante, nezavislej
na x a y. Musi teda platit

W o*X(x)
a zaroven
h* 0%Y (y)
“om o2 (E—E,,)Y(y) (3.22)

Rovnice (3.21) a (3.22) st formélne identické s rovnicou (3.1). MdZeme preto priamo napisat
ich rieSenia:

2 2
X(z) = \/;sin % Y(y) = \/;sin ny;ry (3.23)
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kde kvantové Cisla n, a n, nadobidajd hodnoty 1,2 ... Energie F,, a E, st dan€ vzfahmi

w2 h? 9 m2h? 9

E, = Y n, E, =FE-E, = o2 n, (3.24)

RieSenim rovnice (3.18) su teda funkcie
2 . .

@Mﬂyzzgnnzxﬁnmfy (3.25)

s vlastnymi energiami
w2h?
Enuny = By + By = 5 (n? +n?) (3.26)

Kazdy stav je charakterizovany dvojicou kvantovych ¢éisel n = (n,,n,).

3.2.2 Degeneracia energetickych hladin

Vsimnime si, Ze roznym dvojiciam kvantovych cisel zodpoveda ta istd hodnota energie. Napri-
klad stavy n = (ng,n,) = (1,2) a (2,1) maju td istd energiu Ey o = Eoq = 5m2h?/(2me?).
Napriek tomu, Ze maju rovnakua energiu, ich vinové funkcie st na seba ortogonalne, ¢o vidiet
z ich vyjadrenia (3.25) a z prikladu 3.10.

Energetické hladiny, ktoré prislichaji viacerym stavom, sa nazyvaji degenerované. Dege-
nerdcia energetickych hladin je vZdy dosledkom symetrie systému. Nasa dvojrozmernd poten-
cidlova jama je napriklad symetrickd vzhladom na oto¢enie o uhol 7 /2 okolo osi z. Skutoéne,
tato transformdcia len zmeni oznacenie osi « a y. Je preto jasné, Ze stavy s kvantovymi ¢islami
(ng,ny) = (n1,n2) a (ng,n,) = (ng,n1) musia maf rovnakid energiu. Degenerécia sa strati, ak
symetriu jamy naru$ime — napriklad ak budeme uvaZovat potencidlovd jamu rozmerov ¢, # (,,.

Okrem degenerdcie spdsobenej symetriou problému sa niekedy vyskytuje aj nahodna de-
generacia (pozri priklad 3.14).

3.3 Trojrozmerna nekonecna potencialova jama

Schrodingerovu rovnicu pre trojrozmernu potencidlovu jamu vyrieSime metédou separdcie pre-
mennych analogicky ako dvojrozmernu. Uvedieme preto len vysledok pre vlastné energie
T
E,=FEnnmn. = o [/% + k, + kz} (3.27)
Zlozky vinového vektora k = (kg kyak.) si kvantované — mdzu nadobidaf len diskrétne
hodnoty,
ko = onay ky=omy, k=

14

a su vzdy kladné.

Ny, (3.28)
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3.4 Elektrénovy plyn v kove

Trojrozmerna nekonec¢nd potencidlovd jama predstavuje dobry model pre vysvetlenie zakladnych
vlastnosti voInych elektrénov pohybujicich sa v kove. Najjednoduchs$ia predstava o kove je
zaloZend na tom, Ze atomy kovu st usporiadané do pravidelnej krystalickej mriezky (uvazujme
kubickd mriezku s mriezkovou konStantou a). Kazdy atém uvolni do objemu kovu jeden elektron.
V uzloch krystalickej mriezky sa teda nachddzaju kladné 16ny. Zaporne nabité elektrony sa volne
pohybuji v objeme kovu. Kladny néboj i6nov odtieni elektrické pole medzi elektronmi, preto
mozZeme predpokladat, Ze hoci su elektrony zdporne nabité, medzi sebou neinteraguju. Elektrony
sa tak m6zu volne pohybovat vo vnutri kovu. Nemdzu ho ale opustif, pretoZe st v kove udrZziavané
pritazlivou elektrostatickou vizbou s iénmi. Dospeli sme tak k predstave elektronového plynu.
Ak mdme kovovu vzorku kovu v tvare kocky s hranou /, potom sa v iom pohybuje N = (¢/a)?
elektronov.
Pre voIné elektrony plati disperzny vzfah medzi energiou a vinovym vektorom

n2k?

2mFE
E = et k =4/ 2 (3.29)

Pre d’alSie Stadium elektronovych vlastnosti kovu je podstatné, Ze elektrony st fermidny. Preto
kazdy energeticky stav n;,n,,n, s energiou £, , ,, mdZe byt obsadeny len dvoma elektronmi
s opacnou orientaciou spinu. Energetické hladiny v trojrozmernej jame sa preto budud postupne
obsadzovat od najnizSej hladiny. NajvysSSia mozZna energia, ktort elektrony obsadia, sa vola
Fermiho energia. V ramci nasho modelu odvodime vzfah pre Fermiho energiu a pre hustotu
stavov elektrénov.

3.4.1 Hustota stavov

Definujme hustotu stavov p(FE) ako pocet dovolenych stavov s energiami leZiacimi v intervale
medzi energiami & a I/ + dE (pre nekone¢ne mald hodnotu d& — 0). PretoZe pocet takychto
stavov musi byf imerny objemu, budeme uvaZovat len pocet stavov pripadajici na jednotku
objemu.

Pre vypocet hustoty stavov je potrebné ndjst hustotu stavov v k-priestore (pozri dodatok G).
Hustotu elektrénovych stavov v kove p(F) mdzeme ndjst, ak vyuzijeme disperzny vzfah (3.29)
a vzfah medzi hustotou stavov v k-priestore

k2
p(k) = o2 (3.30)
znamou z rovnice (G.7), a hustotou stavov energie:
p(E)dE = 2p(k)dk (3.31)

Pravu stranu sme ndsobili dvoma, pretoZe uvazujeme elektrony, ktoré sa okrem energie mozu
1iSif aj dvoma orientdciami svojho spinu (rovnica G.13). Dostaneme

p(E)dE = mm% dE (3.32)
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Z disperzného vzfahu (3.29) nijdeme
ok 1 [2m 1
oE 2\ 2 VE
Dosadenim za p(k) = k*/(27?) (rovnica 3.30). dostaneme hustotu stavov

p(E) = — <2m)3/2 VE (3.34)

(3.33)

272 \ h2

3.4.2 Fermiho energia

PretoZe elektrony su fermidny, obsadzujui volné energetické hladiny od najnizsej hladiny. Ak je
v kove N vodivostnych elektrénov, zaplnia postupne vSetky najniZsie mozné energie. Najvyssiu
energia, ktord bude elektrénmi obsaden4, je Fermiho energia E'r. Energia F'r ma kIi¢ovu dlohu
pri $tidiu elektrénového transportu. Jej hodnotu mdZeme ndjst, ak pozname hustotu stavov p(E).

UvaZzujme kov tvaru kocky so stranou ¢. PoCet elektrénov, ktoré sa v kocke s objemom ¢3
vol'ne pohybuju, sa rovna

3
N (g) (3.35)

kde a je mrieZkova konStanta. Definujme aj pocet elektrénov, ktory pripada na jednotku objemu
N 1

Celkovy pocet povolenych stavov elektrénov v jednotke objemu n = N(Er) /(3 mdzeme najst aj

zo znamej hustoty elektronovych stavov (3.34). Ak elektrony obsadili vSetky energetické hladiny

od nuly az po Fermiho energiu, potom sa pocet elektréonov v jednotke objemu rovnd integralu

Er
/ p(E)AE = n (3.37)
0

Dosad'me za hustotu stavov p(F) z rovnice (3.34) a po integrovani dostaneme rovnicu
1 2m\*?
pae (n—) B =n (339
z ktorej ndjdeme

2
Er =1 (322)% 2 (3.39)
2m

n

Ak dosadime n = a~'/3, dostaneme po tprave

3 2/3 2h2
Ep = (—) " (3.40)

T 2ma?

Fermiho energia sa teda, a7 na ¢iselny faktor (3/7)%/3 = 0,9697, rovnd energii zakladného stavu

Castice viazanej v nekonecnej jednorozmernej potencidlovej jame Sirky a (mriezkova konStanta
kovu). To, samozrejme, neznamend, Ze Fermiho energia ma nieco spolo¢né s jednorozmernou
potencidlovou jamou. Poukazuje len na to, Ze vo vyjadreni zdkladnych veli¢in sa v kvantove;j
mechanike asto vyskytujd vyrazy typu i%/(2m). Typickd hodnota Fermiho energie pre kovy je
Er =2—10 eV [22] (pozri tabulku 3.1).
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3.5 Fermiho-Diracova rozdelovacia funkcia

Hustota stavov, podla svojej definicie, uddva pocet kvantovych stavov systému, p(E)dFE ktoré
maju energiu v uzkom energetickom intervale medzi energiami I a I + dF. Hustota stavov je
dan4 len vlastnostami kvantového systému.

Pri konecnej teplote elektrony modzu ziskat vysSiu energiu z tepelnych fluktudcii, o sa-
mozrejme ovplyviiuje energetické rozdelenie elektronov. Tuto skutocnost zohl'adiuje Fermiho-
Diracova rozdelovacia funkciu fr(E), ktord definuje stredny pocet Castic, schopnych pri teplote
T obsadif jeden konkrétny stav s danou energiou . Fermi-Diracova rozdelovacia funkcia mé
tvar

1
fr(E) = 55— (3.41)
e kpT + 1

Jej zavislost od energie je ukdzand na obrazku 3.2 pre tri r6zne teploty 7'. Pri kone¢nej teplote
je potom stredny pocet elektrénov s energiou v intervale £ a E + J F/, dany sti¢inom

n(E)dE = fr(E)p(E)dE (3.42)

3.6 Priestorové kvantovanie v mezoskopickej fyzike

Kvantovanie energetickych hladin opisané v tejto kapitole v naSom makroskopickom svete
nevnimame. Elektrénov je tak vela, Ze susedné obsadené hladiny leZia velmi blizko pri sebe. Ak
vSak budeme rozmery vzorky zmenSovaf aZ na niekol’ko nanometrov, kvantovanie energetickych
hladin sa prejavi a podstatnym sposobom ovplyvni elektrénové vlastnosti takejto Struktdry.
Vzorky, ktoré maju jeden alebo viac rozmerov rddovo len niekolko nanometrov, uzZ nemézeme

T T T I T T T |
I ==L\ [— Kk, T=01E,
\ : —
. \\ \ [ kBT—Z,OEF
| Vol kBT=3,0 EF
o\
A
f E A
F( )0,5% ’ ) -
v
VT
\
|- \ -
1
! \
B
0 ! | ! i Ty |
0 5 10 15 2
E/k,T

Obr. 3.2. Fermiho-Diracova rozdelovacia funkcia pre elektrény (rovnica 3.41) pre tri rézne teploty. V limite 7" — 0
dostaneme frp(E) =1ak F < Ep,a fg = 0 pre energic £ > Ep. Vtedy si obsadené vietky stavy pod Fermiho
energiou. Pre teploty 7' > 0 sa prechod medzi obsadenymi a neobsadenymi stavmi rozmaze. Typicka Sirka prechodu
je AE ~ kpT. PretoZe Fermiho energie v kovoch majid hodnotu niekolko elektrénvoltov, je AE < Ep.
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povazovat za makroskopické. Nie st vSak ani mikroskopické, pretoZe su zloZené z velkého poctu
atémov. Oznacujd sa preto ako mezoskopické.

Zéakladnou ¢rtou mezoskopickych systémov je priestorové kvantovanie energetickych hladin
elektronov. Nebudeme na tomto mieste podrobne analyzovat mezoskopické systémy. Obmedzime
sa len na ich zdkladné vlastnosti.

Kvantova bodka

Kvantové bodky su malé trojrozmerné Struktury (typicky rozmer v jednom smere je od 1 do 10
nanometrov). Vdaka malym priestorovym rozmerom kvantovych kociek su energie elektronov
v kvantovej bodke diskrétne. PretoZe sa obycajne vyrdbaju z polovodicov, je pocet volnych
elektrénov mensi ako pocet atémov, z ktorych je bodka zloZena. Vhodnou volbou rozmerov
kvantovej bodky moZzno modifikovat energetické hladiny elektronov dané vztahom (3.27).
Vlastnosti najmensich kvantovych bodiek nedokdZeme opisat bez uvdzenia vzdjomne;j inte-
rakcie medzi elektronmi. V priestore bodky si totiz fazko m6Zeme predstavif homogénne kladné
pozadie, vytvorené kladnymi iénmi, ako sme to urobili v pripade makroskopického krystalu.

Pohyb elektrénu v kvazi-jednorozmernom vodici

Uvazujme dlhy tenky drot dizky ¢, a kone¢ného §tvorcového prierezu £, x ly. Dizka drotu
je ovela vicSia ako jeho Sirka v smere z a y ({;,0, < (.). Ndjdime moZné energie elektrénu
v takomto drote.

Pokiar je Sirka drotu dostato¢ne mald, bude pohyb elektronu v oboch prie¢nych smeroch z a y
kvantovany. V smere osi 2 je energia F, spojitd (drot je dostatocne dlhy na to, aby sme rozdiely
medzi kvantovanymi hladinami v smere osi z mohli zanedbaft). Takéto droty sa oznacuji za
kvazi-jednorozmerné.

Energiu elektréonu v kvazi-jednorozmernom vodici vyjadrime v tvare
hQ 7.‘.2 h2 7T2 ) pg

2
2mi2 "zt 2me; "yt 2m

E=FE,+FE,+FE,= (3.43)
Energia zavisi od dvoch kvantovych ¢isel n, a n,, a od hybnosti elektrénu v smere osi 2. Pretoze
drot je nekonec¢ne dlhy, nadobiida hybnost p. spojité hodnoty.'
Aby sa elektrén mohol pohybovat pozdiz drotu, musi byt energia E, pohybu pozdiz drotu
kladna, teda
2

E, = b <0 (3.44)

- 2m

Porovnanim s rovnicou (3.43) dostaneme podmienku pre kvantové ¢islan, a n
x Yy
n’r? n B2
n
2mez " 2ml

n? < E (3.45)

!Geometria kvizi-jednorozmernych drotov pripomina geometriu optickych vlakien. V optickych vldknach sa
elektromagnetické Ziarenie s frekvenciou v §iri pozdiZ vldkna. Po&et povolenych médov je dany pomerom vinove;
dizky k priemeru vlakna. Na rozdiel od mezoskopickych §truktir, optické vlakna majii kruhovy prierez. Pre uréenie
vlastnych médov preto musime riesit vinovi funkciu v cylindrickych stiradniciach a pole v priereze vldkna vyjadrit
pomocou Besselovych funkcii.
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Pre dant energiu elektrénu F je tito podmienka splnend len pre niekol'ko najnizSich kvantovych
¢isel n, a n,. Pre kvazi-jednorozmerné droty je preto typické, Ze elektron s energiou £ sa mozZe
nachéadzaf len v niekolkych od seba odliSiteInych stavoch. Tieto stavy su ur¢ené kvantovymi
¢islami n, a n,. V dvoch stavoch a rdznymi hodnotami n, a n, ma elektron ta istd celkova
energiu F, ale vo vieobecnosti réznu energiu F., a preto sa pozdlZ drotu pohybuje réznou
rychlostou.

Najzaujimavejsie vlastnosti kvazi-jednorozmernych drotov suivisia s ich elektrickou vodi-
vosfou. Experimenty ukézali, Ze merna elektronovd vodivost v mezoskopickych drdtoch je
kvantovana v jednotkdch

62 62 2

C
2— = — =T7.746 x 107° — 3.46
T RS Is (3.46)

Drét dizky L bude mat mernii vodivost rovnu

62

o=—xN (3.47)

mh
kde \V je pocet povolenych dvojic (n,,n,). V redlnej mezoskopickej vzorke prispievaji k vodi-
vosti elektrony s Fermiho energiou £ = Er. Pre dand mezoskopickd vzorku mozno Fermiho
energiu menif, a tym menif aj pocet povolenych médov N v drdte. Experimentélne tak moZno

pozorovat skokovi zmenu elektrickej vodivosti [24—-26].

3.7 Priklady

3.1. Néjdite energiu zdkladného stavu elektrénu v nekoneénej potencidlovej jame $irky a) = 1 m, b)
¢ =1mm, c¢)¥f =1 pum [navod: pozri rovnicu (3.13)].

RieSenie: Z rovnice (3.2) dostaneme energie zdkladného stavu a) 6 x 10738 J, b) 6 x 10732 J, ¢)
6 x 10720 J.

3.2. Aké kvantové energie by mala guld¢ka hmotnosti m = 1073 g, uviiznend v nekoneénej potencidlove;
jame Sirky £ = 1pm?

RieSenie: Pre n = 1 dostaneme E; = 5,487 x 107°° J. Vy&gie vlastné energie st E,, = En’.
Porovnanim energie F s vysledkom prikladu 3.1 c) vidime, Ze energia zdkladného stavu klesd, ked
hmotnost Castice rastie.

3.3. Akd musi byf Sirka jednorozmernej nekone¢nej potencidlovej jamy, aby elektrén, ktory je v nej
uvidzneny, mal zdkladny stav £y = 1eV?
Riedenie: Sirku jamy vyjadrime z energie elektrénu (rovnica 3.8)

n2h?

(= 3.48
2mE ( )

Pre £ = 1 eV dostaneme ¢ = 0,613 x 107 m

3.4. Aka musi byt Sirka trojrozmernej nekone¢nej potencidlovej jamy, aby elektrén, ktory je v nej
uvizneny, mal zdkladny stav £y = 1eV? [¢ = 1,062 nm]
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3.5. Nakreslite hustotu pravdepodobnosti Castice viazanej v jednorozmernej nekonednej potencidlovej
jame $irky ¢, ak je Castica v stave: a) By b) Ej. [Pozri obrazok 3.3]

3.6. Ndjdite strednd hodnotu polohy a hybnosti kvantovej Castice v nekoneénej potencidlovej jame.
RieSenie: Strednd hodnota polohy v n-tom stave je dand

2 . gnmx /

l ¢
(x)y = / dz @) (z)x P, (z)dx = / dx rsin® — = — (3.49)
0 ¢ Jo 1 2

Tento vysledok sme mohli napisatf aj bez vypoctu, pretoze Castica sa s rovnakou pravdepodobnostou
vyskytuje v pravej aj lavej Casti jamy. Strednd hodnota hybnosti v n-tom stave je dana

L 0
. h 0 2nrh . nmx nwx
(p) = /0 dx@n(x);%fbn(ac)dx =770 ; dx sin s, = 0 (3.50)
&o tieZ sthlasi s naSou intuiciou. VInova funkcia (3.10) je totiZ superpoziciou dvoch vin pohybujticich sa
v opaénych smeroch.

2 6
3.7. Vypocitajte strednt hodnotu (Ax)? = (22) — (2)? v n-tom stave [12 (1 - W)] .

3.8. Vypoditajte strednt hodnotu (Ap)? = (p?) — (p)? v n-tom stave [n>72h2/¢?].

3.9. Do nekonecne hlbokej potencidlovej jamy vsunieme v bode x = ¢/3 nepriepustnd nekoneéne tenkd
bariéru. Ktoré vlastné stavy tiito operaciu preziji?

RieSenie: Nepriepustnd bariéra znamend, Ze vinova funkcia v bode x = ¢/3 musi byt nulova. PreZiji
preto len stavy, ktoré mali vinovd funkciu W,,(x = ¢/3) = 0, teda stavy s n = 3,6,9, . ... Nepriepustnd
bariéra v podstate rozdelila povodnd potencidlovi jamu na dve, jednu Sirky ¢; = ¢/3 a druhd Sirky

0y = 20/3.

15
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Obr. 3.3. Pravdepodobnostné rozdelenie kvantovej Castice v nekoneéne hlbokej potencélovej jame. Dolny obrazok
ukazuje pravdepodobnostné rozdelenie Castice v zdkladnom stave, Py(z) = |®1(z)|> = Zsin® Z%, na hornom
obrazku je funkcia Py(z) = |®y(z)|*> = 2 sin? 472 ktord opisuje pravdepodobnostné rozdelenie v Stvrtom stave

s energiou Fy.
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3.10. Ukazte, Ze vinové funkcie, zodpovedajice dvom réznym vlastnym energidm si ortogondlne, teda
Ze plati

L
/ dz @) ()P, () =0 n#m (3.51)
0

3.11. Kvantovi astica sa v ¢ase t = 0 nachddza v stave s vlnovou funkciou

U(at = 0) = ;5 (@1 () + Bs ()] (3.52)
kde funkcie ®1(z) aj ®3(x) st vlastné funkcie prislichajice energidam E; a Es.
a) Presvedcte sa, Ze vlnova funkcia je normovana.
b) Napiste casovii zavislost vinovej funkcie v fTubovol'nom case.
¢) Néjdite pravdepodobnost ndjdenia Castice v prostriedku jamy v Case .
RieSenie: b) Casovia zdvislost kazdého vlastného stavu je

U, (2,t) = e nbnt (3.53)

(pozri vztah (2.77). Preto sa nasa vlnova funkcia vyvija v ¢ase podla vztahu

1 i i
U(z,t)=— [Ql(x)e*ﬁElt + Oy (x)e nEst (3.54)

V2

¢) Pravdepodobnost ndjdenia Castice v nejakom bode x v Case ¢ sa rovna

P(x,t) = |¥(x,t)]? = % [@1(3;)2 + ®3(z)? 4 28, () P3(x) cos @t (3.55)

Pretoze ®1(¢/2) = ®3(¢/2) = /2/¢ dostaneme po dosadeni x = ¢/2 do rovnice (3.10)

R 2 Es—FEy | 4 . 5 FE3—F
P<$—2,t>—€[1+608 5 t]—gsm o t (3.56)

Vsimnite si, Ze pravdepodobnost je periodickou funkciou ¢asu s periédou

2mh

T=_-""_
Es — By

(3.57)

Takéto periodickd zdvislost je typickd pre kvantové stavy, ktoré sd superpoziciou dvoch a viacerych
zékladnych stavov s rdznymi energiami. Peridéda je nepriamo umernd rozdielu vlastnych energii.

3.12. V zadani z predchddzajiceho prikladu néjdite, v akom Case je pravdepodobnost ndjst Casticu

v strede jamy nulova. [t = %n, kden =1,2,...]

3.13. Ukazte, Ze energetické hladiny Castice uvidznenej v nekoneénej dvojrozmernej potencidlovej jame
s rozmermi £, # £, st

m2h2

2m

2
ny M

eTe

(3.58)

Enx,ny =
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3.14. Okrem degenericie, spdsobenej symetriou fyzikdlneho systému, sa moze vyskytnif aj tzv. ndhodnd
degenerdcia energetickych hladin. N4jdite rozmery ¢, a {,, dvojrozmernej nekonecnej potencidlovej jamy,
v ktorej plati

Eso = Fi3 (3.59)

RieSenie: Zo zadania vyplyva, Ze musi platif

m2h? [ 4 4 m2h? [ 1 9
E(22)=—— |l ==+ =£(,3 3.60
22)="" [@ng] o [sz] (13) (3.60)
a teda
% 5
== =4/= 3.61
3 3 (3.61)
3.15. Presvedéte sa, napriklad zo vztahu (3.34) Ze fyzikédlna jednotka hustoty stavov p(E) je J-'m~3.
3.16. Ciselné hodnoty Fermiho energie (3.40) ziskame pomocou vztahu (3.16) v tvare
3\Y* 1 3647 58,42
Ep = <> x — ="—[eV] = 5= x 107" [J] (3.62)
™ a a a

kde a je mrieZkova konsStanta v Angstrémoch. Fermiho energia je teda (v rdmci ndsho modelu) univerzalna
veli¢ina, ktord zavisi len od vzdialenosti atdémov kovu v krystalickej mrieZke. V tabulke 3.1 st uvedené
experimentélne zistené mriezkové konstanty a Fermiho energie niektorych kovov. Presvedcte sa vypoctom,
nakol'ko presny je odhad Fermiho energie dany rovnicou (3.40).

3.17. Z udajov pre mriezkovid konStantu (tabulka 3.1) vypocitajte pocet volnych elektrénov v objeme
1 cm? kovu.

RieSenie: Pocet volnych elektrénov v objeme V sa rovnd N = V/a®. Pre V. = 1 cm® dostaneme
hodnoty uvedené v pravom stipci tabulky 3.1.

3.18. Majme trojrozmernd kocku s dizkou hrany ¢. Akd je vzdialenost dvoch susednych hladin na
Fermiho energii?

RieSenie: Podla definicie hustoty stavov sa v kocke so stranou £ v energetickom intervale medzi energiami
FEr a Er + dFE nachadza

povolenych stavov. Preto je typicky rozdiel medzi dvomi hladinami

oFE 1

Ab= N(Er) ~ Bp(Er)

(3.64)

Vzdialenost susednych hladin preto kles4 nepriamo timerne s objemom vzorky V' = ¢3. Musi to tak byf,
pretoZe najvysSia energia elektrénov, E'r, nezédvisi od objemu, ale pocet elektrénov s energiami medzi
E =0aFE = EF je priamo imerny objemu.
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Tab. 3.1. Mriezkové konStanty (v Angstrémoch) a experimentdlne hodnoty Fermiho energie (v eV — viac hodn6t
ndjdete v ucebnici [21]. Rozdiel medzi experimentdlnymi hodnotami Fermiho energie a hodnotami z rovnice (3.62)
je dany okrem iného tym, Ze disperzny vzfah elektrénov v redlnom kove sa 1iSi od vzfahu (3.29), ktory plati pre
elektrény pohybujice sa vo volnom priestore. V poslednom stipci je pocet vornych elektrénov v 1 cm® kovu
(priklad 3.17).

Kov a 107 m] | Ep[eV] | N [10%%]

Al 1,77 11,63 18,0
Cu 2,28 7,00 8,4
Au 2,57 5,51 59
Na 3,35 3,23 2,6

3.19. V tedrii tuhych ldtok sa Casto pouZiva hustota stavov na Fermiho energii. Zo vzfahov (3.34) a (3.40)
odvod'te
L

1 /3\? 2m
By — 2 N1/3 _ L (3) 7 2m ‘
P(EF) 272 2m (377n) o \m h2a (3.65)

3.20. Porovnajte Fermiho energiu zlata so strednou hodnotou kinetickej energie Erz = (3/2)kpT pri
izbovej teplote.

RieSenie: Fermiho energia zlata (tabulka 3.1) je Fr = 5,51 eV. Na druhej strane, pri izbovej teplote
T = 300 K je strednd hodnota kinetickej energie len Erz = 0,0388 eV (rovnica 1.103), teda o dva rady
nizSia. Pricina takého velkého rozdielu spoc¢iva v tom, Ze ekviparticny zdkon bol odvodeny pre klasické
Castice, zatial Co elektrény su fermidny. NemozZnost obsadzovat td istd energetickd hladinu niti elektrony
obsadif stale vysSie a vysSie energetické hladiny. Preto musi byt Fermiho energia podstatne vyssia, ako
typicka energia klasickych castic pri izbovej teplote.

3.21. Ngjdite rychlost elektronov zlata na Fermiho energii.
RieSenie: Z Fermiho energie Fr ndjdeme hodnotu vinového vektora k. Hybnost elektrénu je hikp, a
rychlost

op = DRF _ | [2EF (3.66)
m m

Pre zlato je Er = 5,51 eV. Vypoctom nijdeme

C
=14x10° m/s ~ — 3.67
vp = 1,4 % m/s ~ 505 (3.67)

Rychlost elektrénov na Fermiho hladine je podstatne vysSia, ako predpoklada ekviparti¢ny zdkon:

3kpT
vEz = A/ ri ~ 1,17 x 10° m/s. (3.68)

(pozri aj predchadzajuci priklad 3.20).
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3.22. Nijdite Fermiho energiu pre trojrozmernd potencidlovi jamu s rozmerom ¢ = 1 nm, v ktorej sa
nachadza N = 20 elektrénov.
RieSenie: Elektrény budd obsadzovaf postupne hladiny s energiami

Fi11 1 stav
Ey12 = Fi91 = Eonn 3 stavy
3.69
Er29 = Fgo1 = Eo1p 3 stavy (:69)
Er13 = E131 = Esn 3 stavy
V kazdom stave mdzu byt dva elektrony, liSiace sa orientdciou spinu. Preto je Fermiho energia
w2h?
Ep =Ey3 = x [14 1+ 3% = 4,140 eV (3.70)
2mi?

3.23. V jame z predchddzajiceho prikladu 3.22 jeden elektrén z Fermiho hladiny pohltil fotén a presiel
na najbliZsiu volnd hladinu. Ak4 je frekvencia pohlteného foténu?
RieSenie: Najblizsia volnd hladina je

242
_ 2 2 21
FEooy = Sy X [2%4+2°42°] =4,517eV (3.71)
Rozdiel energii je AF = Fa90 — E113 = 0,377 eV = 6,04 x 10~29 J. Frekvencia foténu je preto
Eyoy — F
= % = 91 THz (3.72)

3.24. V kvantovej bodke tvaru kocky s hranou / = 10 nm sa nachddza N = 10* elektrénov. Najdite
Fermiho energiu.
RieSenie: Stredna vzdialenost medzi dvoma elektrénmi je

a = [(*N]"* = 0,464 nm (3.73)
Z rovnice (3.62) potom dostaneme
Er =1415eV (3.74)

3.25. Aky odpor zodpoved4 kvantu elektrickej vodivosti o = €2 /7h? [R = 7h/e? = 12,9 k(]

3.26. Aky Siroky musi byf kvantovy drot, aby elektrén s energiou £ = 0,5 eV mal povolent len jednu
hodnotu hybnosti v smere pozdiZ drotu?
RieSenie: Energia elektrénu je
2

2mi?
s kladnou energiou E, > 0. PretoZe zo zadania je povolend len jedna hodnota E,, musi byt stav
ng = ny = 1. Stavy s vy$§imi kvantovymi ¢islami nie si povolené, preto musi platif

2 2

E = x (n2+n2)+ E. (3.75)

— _x(1+1)<E 1+ 22 3.76
2m€2x( +1)< <2m€2><( +29) ( )
a teda
K2 9 K2
2 7
2mE << 52mE 3.77)

Odtial vypoctom dostaneme (7272 /2m = 0,37645 x 10718 eV/m?)
1,23 nm < ¢ < 1,94 nm (3.78)
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3.27. V kolkych stavoch sa v kvantovom dréte $irky ¢ = 1,5 nm mdZe nachddzaf elektrén s energiou
E =3eV?
RieSenie: Pre dovolené stavy musi platif

w2h? 9
i [n7+n] <E (3.79)

Pre ¢ = 1,5 nm dostaneme

w2h?
o 0,167 eV (3.80)
takZe musi byt
omE
nl+my < S = 17,96 < 18 (3.81)

Tejto podmienke zodpovedaji dvojice kvantovych ¢isel

(1,1, (1,2), (1,3),
2,1, (2,2), (2,3),
3., (3.2),
(1,4), 4,1).

Elektron s energiou 3 eV preto moze mat 10 rdznych kombindcii kvantovych Cisel n, a n,. V kazdej z
nich mo6Ze mat dve orienticie spinu a dve orientdcie pohybu v smere osi z. Preto sa preto mdze nachadzat
v 40 ro6znych stavoch.



KAPITOLA 4

Konecna pravouhla potencialova jama a bariéra

Konecnd pravouhld potencidlovd jama a bariéra predstavuji ucebnicové priklady, na ktorych
mozeme ukdzaf zdkladné vlastnosti kvantovej Castice. Potencidlna energia ma nenulovi hodnotu
Vb (zapornu alebo kladnu) len v urcitej oblasti priestoru, vSade inde sa rovna nule (obrdzok 4.1).

Pre zdporné hodnoty 1, < 0 hovorime o potencidlovej jame. Z kapitoly 3 vieme, Ze v
nekonec¢ne hlbokej potencidlovej jame kvantovd Castica obsadi presne definované energetické
stavy. Podobne aj v pripade kone¢nej potencidlovej jamy existuju viazané stavy so zapornou
energiou £ < 0.' Ich pocet je vSak koneény, zavisly od hibky a Sirky potencidlovej jamy.
Na rozdiel od voInych stavov je energetické spektrum viazanych stavov diskrétne. Existujd len
niektoré hodnoty energie, pre ktoré moZe viazany stav vzniknuf. Su to tie, pre ktoré vlnova
funkcia klesa exponencidlne so vzdialenosfou od potencidlovej jamy.

Castica moZe maf aj kladni energiu £ > 0, a pohybovat sa v kladnom alebo zapornom smere
osi x. Takéto stavy volame rozptylové. Pozndme ich aj z klasickej fyziky. LiSia sa od klasickych
stavov tym, ako sa rozptylujui na poruchéch (typickou poruchou je prave uvazovana potencidlova
jama). Zatial o klasicka Castica by ponad takuto jamu preletela (urcite by sa od nej neodrazila),
kvantova ¢astica ma nenulovi pravdepodobnost, Ze sa odrazi aj od potencidlovej jamy.

Pre kladné hodnoty V; > 0 hovorime o potencidlovej bariére. Pre tito dlohu budeme
Studovat pravdepodobnost (koeficient prechodu) Castice cez bariéru. RozliSime dva pripady:
Ak dopadajiica Castica ma energiu vacsiu, ako je vySka potencidlovej bariéry, & > Vj potom
existuju vybrané hodnoty energie, pre ktoré je bariéra dokonale priezracn4, teda pravdepodobnost
prechodu castice bariérou je 7' = 1. DoleZity je aj pripad, ked je energia dopadajicej Castice
mensia, ako vyska bariéry. UkdZzeme, Ze kvantova Castica moZe aj v tomto pripade prekonat
potencidlovu bariéru. Tento prechod (tunelovanie) je ddleZity pre stabilitu kvantovych systémov.

! Aby sme sa vyhli nedorozumeniam, viimnime si, e v pripade nekonec¢nej potencidlovej jamy v kapitole 3 sme
predpokladali nulovi energiu na dne jamu. Nemali sme ind moZnost, pretoZe potencidlova bariéra bola nekone¢ne
vysoka. V pripade kone¢nej potencidlovej jamy vSak vZdy poloZime hladinu nulovej energie tam, kde sa potencidlna
energia rovna nule (pozri obrdzok 4.1). Takdto volba nulovej energie umoziuje odlisit viazané stavy (£ < 0) od
rozptylovych (£ > 0).

94
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Obr. 4.1. Pravouhld potencidlova jama. VIavo potencidlova jama (V < 0), vpravo potencidlova bariéra (Vg > 0).
Ak je Castica viazand v jame, potom ma zdpornud energiu. Ak sa pohybuje volne, m4 energiu kladnd.

V klasickej mechanike tunelovanie nemd analégiu, moéZeme ho ale ndjst v tedrii Sirenia a rozptylu
klasickych (napriklad elektromagnetickych) vin.

V dalSich castiach tejto kapitoly zadefinujeme prechodovi maticu a odvodime jej zdkladné
vlastnosti. Prechodovd matica ndim umoZni n4jst koeficient prechodu cez zlozitejSie sustavy.
Prikladom je prechod Castice cez dve identické bariéry.

Kombindciou pravouhlych potencidlovych bariér mdZzeme skonStruovaf jednoduché Tahko
rieSitelné fyzikdlne modely, ktoré ndim umoZznia vysvetlif fyzikdlne vlastnosti kvantovych systé-
mov. V zdvere tejto kapitoly v Casti 4.7 odvodime zdkladné vlastnosti kvantovej ¢astice pohybu-
jucej sa v periodickom potencidli a vysvetlime povod zakdzanych energetickych pasov.

4.1 Viazané stavy v konecnej potencialovej jame

UvaZujme koneénii potencidlovi jamu na obrézku 4.2. Hibka jamy je |Vol, Sirka jamy ¢ = 2a.
Kvantova castica md6ze maf energiu alebo zdporni (vtedy je viazand v jame), alebo kladnu.
Zaoberajme sa najprv pripadom, ked je Castica v jame viazand, teda jej energia je ziporna:

E <0 4.1)

Rozdelme cely priestor na tri oblasti, I, II a III ako na obrdzku 4.2 a napiSme Schrédingerovu
rovnicu pre kazdu oblasf osobitne: V oblasti I (x < —a) mé Schrodingerova rovnica tvar
h? 9%®1(x)
2m  Ox?

PretoZe energia E je zapornd, vSeobecné rieSenie pozostdva z kombinécie dvoch exponencidlnych
funkcii

2
Py(z) = Ae™™ + Be™, k=] h_?’El (4.3)

Aby bola vlnova funkcia normovand, musi byt B = 0, pretoZe funkcia e "** exponencidlne rastie
ked £ — —o0. Preto

P1(x) = Aet (4.4)

= E®y(z) 4.2)

Podobnou dvahou dostaneme v oblasti III vlnovu funkciu

(I)IH(Z’) =(Ce ™ (45)
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E<O

-a +a

Obr. 4.2. Kone&n4 potencilova jama. Hibka jamy je [Vol, (Vo < 0) Sirka jamy £ = 2a. Castica viazand v jame mé
zapornu energiu. Stavy s kladnou energiou zodpovedaji volne sa pohybujicej Castici.

s tou istou hodnotou « ako v oblasti I.
V oblasti II (—a < z < 4a) ma Schrodingerova rovnica tvar

_h_Q 02<I>H(x)

2m  Ox?

a jej rieSenim je vlnova funkcia

y(z) = Fet* 4 Ge™* | = %(E — V) (4.7)
PretoZe rozdiel £—V/ je kladny, je vinova funkcia vo vnitri jamy superpoziciou dvoch rovinnych
vin pohybujtcich sa v kladnom, resp. zapornom smere. Mimo jamy vinové funkcia exponenciélne
klesd so vzdialenostou. Na rozdiel od nekone¢nej potencidlovej jamy m4 vlnova funkcia nenulové
hodnoty aj mimo kone¢nej jamy. To znamena, Ze Castica sa nemusi nachadzat len v jame samotnej,
ale mdze sa s nenulovou pravdepodobnostou nachadzaf aj v jej bezprostrednom okoli.

V rovniciach (4.4 — 4.7) vystupuju Styri nezndme konstanty A, C, F' a . Vzfahy medzi

nimi ur¢ime z podmienky spojitosti vinovej funkcie a jej derivicie v bodoch x = —a a x = +a.
Dostaneme Styri rovnice:
Vbode x = —a
Ae~Fe = Fe—ika + Ge-l—ika
—Ka . —ika +ika (48)
+rAe = ik(Fe " — Get' )
V bode x = +a
Ce e — Fe«H’ka + Gefika

—/iCﬁ’J”m — Z'k,(Fe+ika _ Geiika) (49)
Dostali sme systém Styroch homogénnych linedrnych rovnic pre Styri nezndme konStanty. Z
linedrnej algebry vieme, Ze takyto systém ma nenulové rieSenie len vtedy, ked’ sa jeho determinant
rovnd nule. Podmienka nulovosti determinantu ndm da vlastné energie systému. Na druhej strane,
ak je determinant nulovy, potom s Styri rovnice linedrne zavislé. UmoZiiujui ndm preto vypocitat
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len tri koeficienty ako funkcie Stvrtého. Posledny nezndmy koeficient ziskame z podmienky
normovanosti vinovej funkcie,

+oo
/ dz |®(z)]* =1 (4.10)

(o)

Aby sme sa vyhli pocitaniu zloZitého determinantu matice 4 X 4, eliminujme zo systému rovnic
najprv konstanty A a C'. Z rovnic (4.8) a (4.9) dostaneme dve rovnice pre nezndme F' a G

F(k —ik)e7*e + G(k+ik)et ™ = 0 @.11)
F(k +ik)et*ke + G(k —ik)e *® = 0 '
Determinant tohto systému rovnic, det = (k —ik)2e =% — (k +ik)%e??, sa rovna nule, ak plati

(k — ik)e ™ = F(k + ik)etike (4.12)

Z tejto rovnice po upraviach dostaneme dve rovnice

K | +tgka
ko { —cotg ka (4.13)

zodpovedajice dvom znamienkam na pravej strane rovnice (4.12). Rovnice (4.13) budeme rieSit
graficky. ESte predtym vSak zavedieme bezrozmerny parameter

B2 = Vol (4.14)

B e et TR

Obr. 4.3. Grafické rieSenie rovnic (4.16) a (4.17). PreruSovand Ciara je funkcia tg ka, plné &iary zodpovedaji
pravym strandm rovnic (4.16) a (4.17). Z obrazku vidime, Ze rovnica (4.16) ma vZdy aspoii jedno rieSenie v
intervale 0 < ka/m < 0.5. Pocet rieSen{ rastie s hodnotou parametra 3 (rovnica 4.14). Novy, n-ty stav vznikne,
ked parameter /3 prekro¢i hodnotu (n — 1) /2. HIbSia jama m4 preto viac rieSeni, ako plytSia. Rovnako §ir§ia jama
ma viac rieSeni, ako uzsia.
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a pomocou vzfahov (4.3) pre « a (4.7) pre k odvodime identitu
(ka)? + (ka)* = ° (4.15)

ktord ndm umozZni eliminovat z rovnic (4.13) nezndmu . Rovnice (4.13) potom prepiSeme do
tvaru

tg ka = %\/52 — (ka)? (4.16)

tgha— —— 4.17)

p? — (ka)?

pre jedind nezndmu ka. Ak pozname rieSenie ka, potom zodpovedajicu energiu Castice dosta-
neme zo vztahu (4.7), ktory upravime na tvar

(ka)Q}
32
Parameter 3 je jedinym parametrom, ktory vstupuje do rovnic (4.16) a (4.17). RieSenie tychto
rovnic je preto univerzdlne — dve jamy s tou istou hodnotou parametra § musia mat tie isté
energetické hladiny. Hoci jamu definujeme dvoma parametrami — jej hibkou Vj a $irkou 2a —
spektrum viazanej Castice je Uplne uréené jedinym parametrom f3.

Grafické rieSenie rovnic je zobrazené na obrazku 4.3. Vidime, Ze rovnica (4.16) ma rieSenie
pre Tubovolne mald hodnotu (3. Jednorozmerna potencidlova jama ma preto vZdy aspoi jeden
viazany stav (toto neplati pre potencidlové jamy vo vySSich dimenzidch). Z obrazku 4.3 tiez
vidime, Ze pocet rieSeni rovnic (4.16) a 4.17) je kone¢ny a zavisi od hodnoty parametra 3. To
vidime aj z rovnice (4.18). PretoZe energie viazanych stavov si zaporné, musi byt

E = |V, {—1+ (4.18)

(ka)? < B2 (4.19)

Na obrazku 4.4 su ukdzané vSetky viazané stavy kvantovej Castice v pravouhlej potencidlove;j
jame s hodnotou 8 = 10. Ako vidime z obrazku 4.3, pre pre S = 10 ma takato jama 7 vlastnych
stavov. Vidime tieZ, Ze v sulade s naSim predpokladom, sa Castica nezdrZuje len vo vnutri jamy,
ale s nenulovou pravdepodobnosfou ju mdzeme ndjst aj v priestore mimo jamy, kam by sa
klasickd Castica nikdy nedostala. Pravdepodobnost, Ze Castica navStivi oblasti mimo jamy, rastie
s energiou Castice. To je Tahko pochopitelné z vyjadrenia parametra «, ktory klesa, ked energia
E — 07. Aj z fyzikalneho pohladu o¢akdvame, Ze ¢im vysSiu energiu Castica md, tym sa citi
vol'nejsia a CastejSie navStevuje oblast mimo jamy. Pre energiu £ = 0 sa z jamy uvolni.

4.1.1 Symetria

VSimnime si, Ze dve znamienka na pravej strane rovnice (4.12) zodpovedajui pripadom, kedy
F = G a ' = —(. Riesenia rovnice (4.16) preto zodpovedaji parnym stavom (vlnova funkcia
je parnou funkciou,

®(z) = B(—1) (4.20)
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® ()

-2 -1 0 1 2

Obr. 4.4. VInova funkcia pre sedem viazanych stavov jednorozmernej pravouhlej potencidlovej jamy s parametrom
B = 10. Zvyraznend oblasf zodpoveda potencialovej jame.

a rieSenia rovnice (4.17) budd zodpovedaf neparnym rieSeniam?
O(x) = —D(—2x) 4.21)

Takéto symetria savisi s tym, Ze potencidlna energia V' () je symetricka vzhladom na zrkadlenie
okolo svojho stredu:

V(-z)=V(z) (4.22)

Preto aj rieSenie Schrodingerovej rovnice (priestorové rozdelenie Castice v potencidli) musi byt
symetrické. Pretoze vSetky meratelné veli¢iny vyjadrujeme pomocou sicinu ®(z) a &*(z), mdze
byt vinové funkcia alebo parna, alebo neparna. Zakladny stav s najniZSou energiou je symetricky.

4.1.2 Dvojrozmerna jama

Dvojrozmernu potencidlovd jamu moZeme rieSif metédou separdcie premennych (pozri Cast
3.2). Energiu zdkladného stavu dostaneme v tvare

2 2
Er = || —1+<’f;§) +(k;)

(k1a)?

Sl

= Vol =2E, + (V|  (4.23)

27 rovnic (4.8) a (4.9) vidime, Ze 7e ak F = G tak A = C, takZe vlnova funkcia je naozaj parnou funkciou pre
vSetky hodnoty z. Podobne, ak F' = —(G, dostaneme A = —C' a vlnova funkcia je neparna.
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kde k1 a je rieSenim rovnice (4.16) a Ey,, je energia zdkladného stavu jednorozmernej jamy hibky
Vp. Z rovnice (4.23) vidime, ze dvojrozmernd potencialova jama nemusi mat vzdy viazany
stav, pretoZe podmienka

E, <0 (4.24)

nie je splnend, ak Fy, > —|V;|/2. Dvojrozmerné a samozrejme ani trojrozmerné potencidlové
jamy preto nemusia maf viazany stav, pretoze Castica v takejto jame sa musi pohybovat vo
vSetkych smeroch a na kazdy smer potrebuje minimélnu energiu F,.

4.2 Rozptyl Castice na pravouhlej potencialovej bariére

VySetrime teraz pripad volInej Castice s kladnou energiou £ > 0. Budeme uvazovat pravouhlu
potencidlovi bariéru. Potencidlna energia 1} v oblasti Il mdZe byt kladnd alebo zdporn4. Castica
sa moze pohybovaf oboma smermi, zlava doprava aj sprava dol'ava. Nalavo aj napravo od bariéry
sa mdze pohybovat volne. Pri dopade na bariéru sa alebo odrazi, alebo prejde na druhd stranu.
NaSou ulohou bude ndjst vinovu funkciu v oblastiach I, IT a III a vypocitat koeficient prechodu
a odrazu Castice na bariére.

V klasickej fyzike je tato uloha jednoducha: ak mé Castica energiu 2 > V), celkom urcite
cez bariéru prenikne. Naopak, pre energiu 2 < Vj sa urcite od bariéry odrazi. V kvantovej
mechanike je situdcia zlozitejSia. Pre energie £ > V) je podmienka tplného prechodu splnena
len pre niektoré Specifické energie Castice. Okrem tychto vynimoc¢nych pripadov vZdy existuje
nenulova pravdepodobnost, Ze sa Castica odrazi. To plati dokonca aj v pripade, ked Castica narazi
na potencidlovu jamu (V, < 0). Naopak, kvantova Castica s energiou £ > 0 mdZe preniknuf aj
cez potencidlovu bariéru vysSiu, ako je energia Castice (V, > E). Taka bariéra je pre klasickd
Casticu neprekonatel'nd.

VyrieSime najprv pripad, ked energie Castice je vicSia, ako vySka potencidlnej bariéry
(obrazok 4.5).

E>Vy>0 (4.25)

E>0

........................... .E=0

Obr. 4.5. Pravouhld potencidlové bariéra. Prichddzajiica Castica md vZzdy kladnd energiu £ > 0. Energia vSak
mdze byt vicsia alebo mensia ako vyska potencidlovej bariéry.
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Podobne ako pri vypocte viazanych stavov budeme hladaf vinovi funkciu v jednotlivych oblas-
tiach v tvare

Oi(z) = Of (z) + &y (v) = Aet™® + Be ke 1 < —qa
O(x) =4 Pulz) = Fet®e 4 Ge™** g <x<+a  (4.26)
Pryp(r) = Oy (x) + Py(w) = Cet*® + De~*k* 4q <z

kde
[2m , 2m

Medzi hodnotami k a £’ plati vzfah

2ma*
72

V rovnici (4.26) sme vlnovi funkciu nalavo a napravo od bariéry napisali ako stcet dvoch

rovinnych vin. Vlny ®* zodpovedaji pohybu Gastice doprava, viny &~ pohybu dolava.

VInova funkcia (4.26) obsahuje spolu 6 nezndmych koeficientov. Nasou tlohou vSak nie je
urcit vSetky koeficienty, ale ndjst vztah medzi vinovou rovnicou na r6znych stranich bariéry. Ak
vyuZijeme Styri rovnice vyplyvajice zo spojitosti vinovej funkcie a jej derivacie v bodoch +a,
dostaneme linedrny vztah medzi koeficientami funkcii ®; a ®y;; nalavo a napravo od bariéry

( gigzg ) - T( ggizg ) (4.29)

Matica T je matica prechodu alebo prechodové matica

(ka)? - (Ka)? = * =

Vo (4.28)

Tll T12
T = 4.30
( Ty To ) (4.30)
Po dosadeni za jednotlivé funkcie vyjadrime koeficienty C, D pomocou koeficientov A a B
Oe-l-ika Ae—ik’a
( Defika ) =T ( BeJrika ) (431)

resp.

C’eika = T11A€_ika +TlgB€ika

Defika — TQIAefika +T22B€ika (432)

Priamym vypoctom (pozri dodatok H) odvodime explicitny vyraz pre prvky matice prechodu

: ’
T = cos2k’a+ ! <E + %) sin 2k'a

2\ k
i (K kY .
T12 = 5 (E - E) Sin 2k’a (433)
Ty = Tiy

Ty, = T4
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a ndjdeme, Ze determinant matice prechodu sa rovn4 jedne;j?
det T = T11T22 — T12T21 =1 (434)

Matica prechodu ndm umoziuje vyjadrif vinovi funkciu na pravej strane bariéry, ak pozndme
vlnovi funkciu nal'avej strane. Z jej prvkov moZeme néjst hfadané koeficienty prechodu a odrazu

Rozptyl ¢astice na potencialovej jame

Lahko sa presved¢ime, Ze vypocet amplitid prechodu a odrazu, odvodeny pre rozptyl Castice
na potencidlovej bariére, mdéZzeme pouZif v pripade, ked Castica s kladnou energiou narazi na
potencidlovd jamu. Rozdiel je len v tom, Ze v pripade potencidlovej jamy platia nerovnosti

E>0>1, (4.35)

a namiesto rovnice (4.28) dostaneme

2ma?

B? = (Ka)* — (ka)* = = Vol (4.36)
pretoze k' = \/22(E — Vp) > k.

Pripad V5, =0

Ak sa potencidlna energia v priestore medzi bodmi —a a a rovné nule, potom k& = k" a prechodova
matica md jednoduchy tvar

ikl
T = ( 8 e_i,g ) . (=2a (4.37)

Matica (4.37) opisuje zmenu vlnovej funkcie rovinnej vlny pohybujicej sa volnym priestorom
na vzdialenost /.

4.2.1 Hustota prudu pravdepodobnosti

Skor ako ndjdeme koeficient prechodu a odrazu, vratime sa k rovnici kontinuity diskutovanej v
kapitole 2.6 a k prudu hustoty pravdepodobnosti

@) = 2 o) 221D gy 220) (4.38)

" 2m

Ak dosadime za ®(x) vinovi funkciu ®;(x) z rovnice (4.26), dostaneme (priklad 2.8)

hk
ji(@) = —[|AF = |BF] (4.39)

3Toto tvrdenie nemusi vo vSeobecnosti platif. V naSom pripade sa determinant rovnd jednej, pretoZe poten-
cidlna energia na oboch strandch bariéry ma rovnakud (nulovi) hodnotu. Neskor budeme riesit problémy, kde tato
podmienka nie je splnend.
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Jji(z) je teda dmernd rychlosti v = hk/m, akou sa Castica pohybuje a rozdielu pravdepodobnosti,
7e sa pohybuje doprava, resp. dolava. M6Zeme ho preto vyjadrit ako rozdiel dvoch pradov

Ju=gi —Jr (4.40)

postupujucich v opaénych smeroch. Podobne vyjadrime prid hustoty pravdepodobnosti v ostat-
nych dvoch oblastiach. D4 sa ukézat, Ze plati

jI = jII = jIII (441)

Matematicky dokaz vyZaduje vypocet vSetkych koeficientov A-G. Fyzikdlne rovnost (4.41)
vyjadruje zdkon zachovania Castic: prud Castic, prichddzajici zlava, sa musi byf rovnaf pridu
ktory, odchddza doprava. Inak by sa v niektorom mieste systému Castice museli hromadit, alebo
tam samovolne vznikat, pripadne zanikat.

4.2.2 Amplituda prechodu a odrazu

Uvazujme teraz pripad, ked Castica prichddza len zlava. Vtedy je vlnovd funkcia napravo od
bariéry ®yj1(z) = Cei*®. PretoZe sprava neprichddza Ziadna Castica, musi pre koeficient D platit

D=0 (4.42)

Amplitida vinovej funkcie prichadzajicej Castice je A. Jedind moZnost, ako sa v tomto pripade

mozZe Castica pohybovat dolava je, Ze sa prichddzajica Castica odrazi. Amplitida vinovej funkcie

odrazenej Castice je B a koeficient C' definuje amplitidu vinovej funkcie, ktora presla cez bariéru.
Definujme amplitidy prechodu ¢ a amplitidy odrazu r vztahmi

_ (I)?il(a) dr (—a)
t = 5 (—a) (4.43)

Z maticovej rovnice (4.29) dostaneme dve rovnice pre vinové funkcie nalavo a napravo od
bariéry

Pi(+a) = Tu®f(—a)+ TP (—a)

L 4.44
0 = Tglq);'_(—a) + TQQCI)I (—a) ( )

z ktorého ziskame amplitidy prechodu a odrazu vyjadrené pomocou prvkov prechodovej matice

O (-a) Ty

il (4.45)
+

Smta) _, L (4.46)
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4.2.3 Koeficient prechodu

Koeficient prechodu, teda pravdepodobnost, Ze Castica cez bariéru prejde, je definovany vztahom

j+
T =1 (4.47)
)i
Koeficient prechodu teda vyjadruje td Cast pradu, ktory presiel na druhu stranu bariéry. Podobne
koeficient odrazu je definovany vzfahom
R=7L (4.48)

i

a udava pravdepodobnost, Ze Castica sa od bariéry odrazi. Pretoze Castica nemd ind moznost, len
sa od bariéry odrazif, alebo cez fiu prejst, musi platit

T+R=1 (4.49)

o ¢om sa mdzZeme presvedCif priamym vypoctom.
Porovnanim defini¢nych vzfahov (4.45) a (4.48) dostaneme

R =|r]? (4.50)

Podobny vzfah pre koeficient prechodu, 7" = [t|?, plati len vtedy, ked prostredie na oboch
strandch bariéry ma tie isté vlastnosti. Napriklad pri vypocte prechodu Castice cez potencidlovy
schod uvidime, Ze koeficient prechodu 7" = 0 hoci amplitida prechodu je rézna od nuly, ¢ # 0.
V takych pripadoch musime koeficient prechodu pocitat z jeho definicného vztahu (4.47). V
naSom pripade symetrickej bariéry viak dostaneme po dosadeni za pridy j a j; () jednoduché
vyjadrenie koeficientu prechodu

(4.51)

\ | \
175 2 2,2

EN,

Obr. 4.6. Koeficient prechodu &astice dopadajiicej na pravouhld bariéru s parametrom S = 10. VTavo: prechod
cez potencidlnu jamu. Energia je kladnd, ale potencidlna energia je zdpornd (V; < 0). Vpravo: prechod cez
potencidlovi bariéru (£ > Vj > 0). V oboch pripadoch pozorujeme, Ze pre vybrané hodnoty energie je bariéra
priezracna: pravdepodobnost, Ze Castica prejde na druhd stranu, je rovnd jednej (7' = 1). VSimnime si, Ze koeficient
prechodu cez potencidlovi jamu je vo vSeobecnosti mensi ako jedna. Kvantova Castica sa teda vo vSeobecnosti od
potencidlovej bariéry odrazi.
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Na obrdzku 4.6 je zndzorneny koeficient prechodu 7" ako funkcia energie (normovanej k hodnote
Vo). Je vidiet, Ze pre niektoré hodnoty energie je bariéra priezraénd (T" = 1). Castica fiou prenikne
s pravdepodobnosfou, rovnajicou sa jednej. Tieto hodnoty energie ndjdeme z rovnice (4.51).
Vidime, Ze uplny prechod (7' = 1) nastdva vtedy, menovatel vo vyraze na pravej strane sa rovna
jednej, teda ked’ sin 2k’a = 0. Posledna rovnost plati, ak

2k'a =1 xn (4.52)

kde n je celé &islo. Ak namiesto vinového &isla k' dosadime vinovi dizku elektrénu v oblasti
nenulovej potencidlnej energie, \' = 27 /k’, dostaneme podmienku dplného prechodu cez bariéru
v tvare
A/
ny = 2a =/ (4.53)

Rovnica (4.53) je zndma aj zo Stidia interferencie svetla na tenkej vrstve. Podobne ako v optike, aj
v kvantovej mechanike je fyzikdlny vyznam tplného prechodu v tom, Ze vinova funkcia v oblasti
s nenulovou potencidlnou energiou pozostidva z nekonecného mnozstva zlozZiek, prislichajicich
mnohondsobnym odrazom kvantovej Castice od hranic bariéry (pozri obrazok 2.1). Ak plati
podmienka (4.53), fazovy rozdiel vin postupujicich doprava sa rovna celo&iselnému ndsobku
2m. Vsetky viny postupujice doprava sa preto interferenciou zosilnia a koeficient prechodu je
maximalny.

4.3 Tunelovanie Castice cez potencialovu bariéru

V predchadzajicej Casti sme neuvazovali pripad, ked je energia Castice menSia, ako vyska
potencidlovej bariéry

0< E <V, (4.54)

Podra zdkonov klasickej fyziky sa Castica s takouto energiu urcite od bariéry odrazi. Kvantova
fyzika vSak Castici umozni s nejakou pravdepodobnostou takiito bariéru prekonat. NaSou tlohou
je ndjst pravdepodobnost, s akou sa Castica dostane na druhu stranu bariéry.

Vypocet pravdepodobnosti prechodu je taky isty, ako v pripade £ > Vj. Jediny rozdiel
je v tom, Ze energia F Castice je menSia, ako vySka bariéry. Preto bude hodnota &’ v rovnici
(4.27) imaginérna. Vlnovd funkciu ®y;(z) preto dostaneme v tvare exponencidlne rasticej, resp.
klesajucej funkcie

Pyy(x) = Fet™ + Ge " (4.55)
kde
2m
K= ﬁ(VO —F) (4.56)
Pre koeficient prechodu dostaneme (staci dosadif £ = i« do rovnice (4.51)
T = ! (4.57)

1 /(k 2
1+ 1 (E + %) sinh? 2ka
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V pripade tunelovania Castice je jej koeficient prechodu vZzdy mensi ako 1. Podstatné ale je, Ze
je nenulovy, a pre niektoré typy bariér mdze byt dost velky. Koeficient prechodu zavisi, okrem
hodnoty parametra /3 (pozri rovnicu 4.14) aj od energie Castice. Prikladom tunelovania je vinova
funkcia Castice prechddzajica na obrdzku 4.7 cez bariéru s hodnotou parametra 3 = 2.

Ak je bariéra vel'mi vysokd alebo velmi Sirokd, parameter xa bude velky. V tomto pri-
pade mdZeme aproximovaf sinh 2ka ~ e*2" a zanedbaf jednotku v menovateli vyrazu (4.57).
Dostaneme priblizny vzfah pre pravdepodobnost tunelovania

T~4{ 4k rem (4.58)
T k2 4 K2 '
Pravdepodobnost tunelovania teda exponencidlne klesd so Sirkou bariéry ¢ = 2a.

Na zdver eSte pripomenieme, Ze predstava tunelovania je konzistentna s definiciou hustoty
priadu pravdepodobnosti astice v jednotlivych oblastiach. V oblasti I a Il je vypocet jednoduchy,
pretoZe Castica sa v tychto oblastiach voIne pohybuje. V oblasti II vyuZijeme vysledok prikladu
2.10. Podrobny vypocet opéf ukaze, ze j; = ji1 = ju, v silade so zdkonom zachovania Castic.

4.4 Potencialovy schod

Uvazujme teraz potencidlovy schod (obrdazok 4.8) umiestneny v bode x = (. Ndjdeme pravde-
podobnost, Ze kvantova Castica s energiou 2 > V} sa od tohto schodu odrazi.
V oblasti I sa potencidlna energia rovna nule, preto vlnova funkcia mé tvar

| | 2
Oy(z) = Aetihr 4 Bemikr | | = h—?E (4.59)

_ \ \ \
20 -10 0 10 20
X /a

Obr. 4.7. Redlna ¢ast vlnovej funkcie Re ®(x) Castice, ktord tuneluje cez potencidlovd bariéru s parametrom
B = 2. Amplitida prejdenej vlny je priamo umerna amplitide transmisie ¢ a rastie, ked’ energia Castice rastie.
Poloha bariéry, —a < z < +a je vyznacena Sedou farbou.
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V oblasti I ma potencidlna energia hodnotu V{, a vlnova funkcia mé tvar

2m

CDH = Ceik/x, k’, = h2 (

E—-V) (4.60)

Rovnice spojitosti vinovej funkcie a jej prvej derivacie v bode x = 0 ndm daju vztahy medzi
koeficientmi A, Ba C

A+B=C ik(A— B) =ik'C (4.61)
Je teda
B k-kK C 2k
I - = 4.62
A k+kK A k+F (462)
Pre hustoty prudu pravdepodobnosti nalavo od rozhrania dostaneme
hk hk
ir=—|Al? - = —|B? 4.63
a pre hustotu pridu za rozhranim schodu ndjdeme
hk:’
Je preto koeficient odrazu
. 2
Jo_IBP _|k=F
R=""= = 4.65
i AP |k+F (463)

a koeficient prechodu

i+ / 2 /
Ju _ KI|C] 2kk

T=="%=— = 4.
i kAR (kR (60

VSimnime si, Ze koeficient prechodu sa nerovnd |t|? = |C|?/| A|*. Dovodom je rozdielna rychlost
pohybu ¢astice pred a za potencidlovym schodom (k # k). Samozrejme plati

T+R=1 (4.67)

pretoZe Castica sa bud odrazi, alebo cez schod prejde. Zaujimavé je tiez, Ze oba koeficienty, 1" aj
R, st symetrickou funkciou & a &’. To znamend, Ze pravdepodobnost odrazu od potencidlového
schodu je takd istd aj v pripade, ked Castica prichddza z oblasti s vySSou potencidlnou energiou.
Kvantova Castica sa teda odrazi aj od miesta, kde potencidlna energia kles4.

N4jdeme teraz koeficient odrazu kvantovej Castice od potencidlového schodu na obrazku 4.8
v pripade, Ze schod je vySsi ako energia Castice. Pretoze V[, > E, kvantova Castica sa nemoZze
v oblasti II pohybovat. Jej vlnové funkcia klesd exponencidlne so vzdialenosfou od rozhrania.
Hodnota vlnovej funkcie v priestore za schodom je ale rozna od nuly:

2m

(DH == 06_’%’ KR = h2 (

Vo — E) (4.68)
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I II

Obr. 4.8. Potencidlovy schod.

E=050V,

Obr. 4.9. Redlna ¢ast vlnovej funkcie pre Casticu dopadajicu na potencidlovy schod. Energia Castice je (zhora
nadol) ' = 0,95V}, 0,8V) a 0,5V}. Hoci Castica prenikd do kone¢nej oblasti za hranicou potencidlového schodu,
musi sa s pravdepodobnosfou rovnou jednej od schodu odrazif. Viimnite si, ako sa meni vinova diZka v zavislosti
od energie Castice.

Koeficient odrazu ndjdeme zo vzfahu (4.65) ak polozime k' = ik:

2

k—inl® (4.69)

k+ ik

-

Castica sa teda urcite odrazi. Koeficient prechodu je preto 7" = 0. To vidime aj z toho, Ze prid
Ju = 0 (priklad 2.9). Amplituda prechodu ¢ je ale nenulova,

C 2k

t=_ = —RT 470

A ik—r" (4.70)
Amplitida prechodu ¢ teda nedefinuje koeficient prechodu, len vinovi funkciu na druhej strane
rozhrania.

Na obrézku 4.9 je ukdzana vinova funkcia astice dopadajiicej na potencialovy schod. Castica

ma energiu niZsiu, ako je schod. Vidime, Ze dosah vlnovej funkcie do oblasti schodu je vySsi pre
vicSie energie Castice.

4.5 Prechodova matica

Vo vsetkych tlohéach o rozptyle kvantovej astice sme predpokladali, Ze vinova funkcia ®(x) =
O (x) 4P~ (x) pozostdva z dvoch zloZiek: z funkcie & (x), ktord zodpoveda Castici pohybujuice;j
sa zlava doprava (v kladnom smere osi x) a z funkcie ¢~ (z), ktord zodpoveda Castici pohybujice;j
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sa sprava dolava. Zmenu vlnovej funkcie pri prechode z miesta a do miesta b potom modZeme
opisaf pomocou prechodovej matice (pozri napriklad rovnicu 4.29 pre pravouhli potencidlovi
bariéru alebo rovnicu 4.98 pre potencidlovy schod)

Or(b) ) _ ¥ (a)
( i ) -1, ( o @71
Dolezitou vlastnostou prechodovej matice je to, Ze sucin dvoch prechodovych matic je opit
prechodova matica. Naozaj, vlnovud funkciu v bode ¢ > b > a, mdZeme vyjadrif v tvare

( itgg ) =Ta ( ?EZ; ) 4.72)

a s vyuzitim vzfahu (4.71) dostaneme

( ggg > = ToTe ( ?EZ; > = Tea ( ?EZ% ) (4.73)

takZe plati
Tca = chTba (474)

Vyhodou formalizmu prechodovej matice je to, Ze umoziuje analyzu prechodu astice cez zloZi-
tejSie potencidlové bariéry. Viaceré aplikacie metddy prechodovej matice na rieSenie kvantovych
problémov mozno ndjst napriklad v knihe [23].

4.6 Dvoijita potencialova bariéra. Rezonancné tunelovanie

Ako priklad vyuzitia metédy matice prechodu uvazujme prechod kvantovej Castice cez dve
potencidlové bariéry zobrazené na obrazku 4.10. Z predchadzajiceho textu vieme, Ze pokial je
energia Castice menSia ako vySka bariéry, moze Castica cez jednu bariéru pretunelovat. Koeficient
prechodu 7' v je takomto pripade dany vzfahom (4.57) a exponencidlne klesa so Sirkou bariéry.
Ak st vSak bariéry dve, moZe sa staf, Ze koeficient prechodu sa aj v pripade &2 < Vj rovna
jednej. Tento, na prvy pohlad paradoxny vysledok ukazuje, nakol'ko sa kvantovd mechanika 1isi
od klasickej mechaniky.

2a 2b 2a

Obr. 4.10. Dve potencidlové bariéry. Energia Castice prichddzajicej zlava je menSia ako vyska bariér ;. Napriek
tomu existuju rezonancné energie, pre ktoré sa koeficient prechodu Castice cez cely systém rovnd jedne;.
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Pre vypocet koeficientu prechodu potrebujeme vyjadrif vlnovd funkciu na pravej strane
bariéry (R) pomocou vlnovej funkcie na l'avej strane (L):

|y I
() -7(%)

kde matica prechodu cez celu sustavu bariéra — voIny priestor — bariéra je dana suc¢inom troch
matic prechodu

+ikb
T=T ( 8 ei,flf ) T (4.76)

T je matica prechodu pre jednu bariéru. Zo vztahov (4.50) vidime, Ze odraz od celého systému
je nulovy, ak je nulova amplituda odrazu, dand rovnicou (4.46), teda ak plati

T21
=2 -0 4.77
' T2 ( )

Vztah (4.77) je splneny, ak 73; = 0. Po vyndsobeni matic v rovnici (4.76) dostaneme
Tor = To1 [Ty + e Ty (4.78)

a po dosadeni za T, a T z rovnic (4.33)

| k
Ty, = cosh2ka + - |~ — *| sinh2ka, Th = T} (4.79)
2|k k
modZeme podmienku nulového odrazu (4.77) prepisat do tvaru
1|k
cotg 2kb= - |— — r tgh 2ka (4.80)
2|k Kk

z ktorej ndjdeme rezonancnu energiu. Rovnicu (4.80) vyrieSime numericky rovnakou metédou,
akou sme nasli energie Castice viazanej v potencidlovej jame. Nebudeme teraz hladat jej rieSenie,
len sa sa presved¢ime, Ze naozaj existujui energie Castice, pre ktoré je rovnica (4.80) splnena.
Ak totiZ uvazujeme limitu a — oo, ktord zodpoveda pripadu dvoch nekonecne Sirokych bariér,

dostaneme” z rovnice (4.80)
1k &
tg2kb=—-|— — — 4.81
cote 2 L k} ( )

ktord je ekvivalentnd rovniciam pre vlastné energie viazanych stavov pre kone¢nu potencidlovi
jamu Sirky 20, ktora rieSenie urcite ma.

Fabryho-Perotov rezonator

Schopnost kvantovej Castice pretunelovat s pravdepodobnostou, ktora sa rovna jednej, cez dvojicu
bariér, nie je takd prekvapujica. M4 totiz anal6giu vo Fabryho -Perotovom rezonétore, znimom
z optiky [28].

4Vyuzijeme limitu lim, . tgh = = 1.
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2a  2b

Obr. 4.11. Nekoneény jednorozmerny periodicky systém vytvoreny periodickym opakovanim pravouhlych bariér.
[10]. Energia elektrénu pohybujiceho sa v periodickom prostredi je £ > V. Struktira je periodicka s priestorovou
periédou ¢ = 2a + 2b.

4.7 Periodicky potencial

UvaZzujme teraz systém zloZeny z nekone¢ného mnozstva periodicky umiestnenych pravouhlych
bariér (obrazok 4.11). Zaujima nés, za akych podmienok sa kvantova Castica moZe takymto
systémom pohybovaft. Priestorova peridda Struktiry je

0 =2a+2b (4.82)

Ak m4 castica energiu F, potom je jej vlnovy vektor v priestore medzi bariérami k =
\/2mE /h? a v oblasti s potencidlnou energiou V; je k' = \/2m(E — Vp)/h?. VInové funkcie v
dvoch bodoch vzdialenych o jednu periédu ¢ spolu suvisia vztahom

P(x+0) =TP(x) (4.83)

kde prechodova matica 7 ma tvar

2ikb
e 0
T - T ( O e_Qikb ) (484)

a matica T je prechodova matica pre pravouhli bariéru Sirky 2a s potencidlnou energiou V. Po
prechode cez N periéd dostaneme

O(x + NO) = TVd(2) (4.85)

Ak sa ma Castica v takomto systéme volne pohybovaf, potom matica 7 nemdze mat vlastné
hodnoty vicsie alebo menSie ako 1. Z rovnice (4.7) by sme totiZ v tom pripade dostali, Ze
vinova funkcia by exponencidlne rastla, resp. klesala s poctom periéd N, preto by vinova
funkcia ®(z + N/) nemohla zodpovedaf fyzikélne realizovateInému stavu (nebola by napriklad
normovatelnd). Musi preto platif |\;| = |\ = 1. PretoZe determinant prechodovej matice 7 sa
rovnd jednej, spliiaji zarovei jej vlastné hodnoty vzfah A\; A\, = 1 Preto ich mdZeme vyjadrif v
tvare

N = et )\, = et (4.86)

SPretoZe obe matice na pravej strane rovnice (4.84) majti determinant rovny jednej.
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Obr. 4.12. Lavy obrdzok ukazuje funkciu F'(E), definovani rovnicou (4.88) ako funkciu /E/V}. Energie, pre
ktoré je prava strana rovnice (4.88) mensia ako 1 (v absolitnej hodnote), tvoria povolené energetické pasy, ktoré su
od seba oddelené zakdzanymi pasmi. Pravy obrazok ukazuje detail Favého obrazku. Castica s energiou v zakdzanom
pése sa cez periodicky systém nemdZe pohybovat.

kde ¢ je vlnovy vektor, ktory zatial nepozndme. Z linedrnej algebry ale vieme, Ze stcet vlastnych
hodndt Tubovolnej matice sa rovnd stope matice (teda sictu jej diagondlnych prvkov):

Tr T =T+ Tag = 7% 4+ 7" = 2cos qf = 2F(E) (4.87)
kde funkcia
, L[k K. .., .
F(F) = cos2k'a cos 2kb — 5w + 7 | sin 2k'a sin 2kb (4.88)

je funkciou len energie Castice. Z rovnosti (4.87) vidime, Ze v periodickom potenciéli st povolené
len stavy s takou energiou, ktord spliia vztah

|[F(E)| <1 (4.89)

pretoZe len pre také energie ma ¢ redlne hodnoty. Podmienka (4.89) ndm umoziuje ziskat vSetky
hodnoty energie, pre ktoré sa astica mdZe pohybovat v priestorovo nekone¢nom periodickom
prostredi.

Na obrdzku 4.12 je ukazana funkcia F'(F) ako funkcia energie E. Vidime, Ze naozaj existuju
intervaly energie, pre ktoré je |F'(E)| > 1. Pre tieto energie neexistuje redlna hodnota vinového
vektora ¢, ktord by spiiiala rovnicu (4.87). Castica s takouto energiou sa preto periodickou
Struktirou nemdze pohybovaf. Existujd vSak aj oblasti energie, v ktorych je |F'(F)| < 1. Pre
tieto energie sa Castica pohybuje v Struktdre s vlnovym vektorom ¢ = ¢(F). Rovnica (4.87)
vtedy definuje vzfah medzi energiou a vlnovym vektorom.

4.7.1 Elektron v krystalickej mriezke kovu

Opisany model je najjednoduch§im modelom pre opis pohybu kvantovych ¢astic v periodickom
potencidli. V redlnych fyzikalnych Struktirach je, samozrejme, potencidl zloZitej$i, jeho detailna
Struktiira v8ak nie je dolezitd. Podstatnd je periodi¢nost potencidlu v priestore, V () = V (z+¢).
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u(x)

cos gx

D (x)

Obr. 4.13. Blochova funkcia: na hornom obrdzku je funkcia u(x), periodickd s periédou ¢. Stredny obrazok
ukazuje redlnu ast funkcie €‘9® pre konkrétnu hodnotu ¢ = 27/(10¢), dolny obrdzok je Blochova funkcia
®(x) = u(x) cos gx.

Fyzikdlna podstata vzniku zakdzanych pasov teda stvisi s vinovou povahou kvantovej Castice.
Na rozhraniach medzi jednotlivymi oblastami dochddza k odrazu Castice, preto vysledna vlnova
funkcia v kazdom bode pozostdva z (nekonecného) mnoZstva prispevkov, stuvisiacich s odrazmi
na roznych rozhraniach. Pre zakdzané energie sa tieto prispevky navzdjom vyruSia a pohyb
Castice naprieC vzorkou je nemoZzny.

Najvyssi plne obsadeny energeticky pds sa v tedrii tuhych latok vold valencny pas. Nad nim
lezi vodivostny pas. Obsadenost vodivostného pdsu rozhoduje o elektrénovych vlastnostiach
krystélu. V izolantoch je vodivostny pds prazdny, v kovoch je spravidla obsadeny do polovice.
Fermiho energia potom uddva vzdialenost od dna vodivostného pdsu po najvysSiu obsadenu
hladinu. Valen¢ny a vodivostny pds si od seba oddelené zakdzanym pasom.

Nas jednoduchy model zaroven vysvetluje, preco sa elektrony v krystalickej mrieZke kovu
vobec mdzu pohybovaf. Ak si predstavime kov pozostdvajuci z periodicky rozmiestnenych
kladnych iénov, medzi ktorymi sa pohybuju elektréony, potom z pohladu klasického fyzika
vobec nie je jasné, ako sa moZe elektron v takomto prostredi vol'ne pohybovat bez toho, aby sa
ustavi¢ne neodrdzal od jednotlivych i6nov, ktoré mu stoja v ceste. Vd'aka svojej vlnovej povahe
je vsak elektron schopny sa periodickej Struktdre ,,prispdsobif”. Cena, ktord musi zaplatit, je
komplikovany disperzny vztah medzi vinovym vektorom ¢ a energiou F,

cosql = F(E) (4.90)
V casti 10.3 uvidime, Ze podobnym spdsobom sa periodickému prostrediu prisposobuje aj
disperzny vzfah mechanickych vin $iriacich sa krystalickou mriezkou.
Blochova funkcia

VInova funkcia elektronu v periodickom potencidli sa podstatne 1iSi od vlnovej funkcie rovinnej
vlny. Ak prechodovi maticu 7 diagonalizujeme, prepiSeme rovnicu (4.83) do tvaru

O (x + 1) = DT (1) (4.91)
pre Casticu pohybujicu sa zl'ava doprava a

O (z+ () = e "D (1) (4.92)
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pre Casticu pohybujicu sa sprava dolava.
Funkcie ®*(z) a &~ (x) su vlastné funkcie prechodovej matice. Lahko sa presvedéime, Ze
podmienku (4.91) spiiia kazd funkcia ®(z) v tvare

®(z) = u(x)e” (4.93)
kde u(x) je periodickd funkcia s periédou ¢:
u(z 4+ 0) = u(x) (4.94)

Tvar funkcie u(x) zavisi od konkrétnej realizdcie potencidlu.

Funkcia ®*(z) dand rovnicou (4.93) je tzv. Blochova funkcia. Podla Blochovej teorémy
je vlnova funkcia elektrénu v periodickom potenciali vzdy sic¢inom periodickej funkcie u(z) a
exponenciélnej funkcie ¢“®. Prikladom Blochovej funkcie je funkcia ukdzan4 na obrdzku 4.13.

Fotonické krystaly

Anal6giou kvantovych periodickych systémov su fotonické krystaly [23,27,28], ktoré pozosta-
vaju z periodicky sa opakujucich oblasti s roznym indexom lomu. V zavislosti od parametrov
Struktdry sa vo fotonickych kryStaloch pozoruju zakdzané pésy frekvencii, pre ktoré je Struktira
nepriehladnd, a pasy povolenych frekvencii, pre ktoré sa elektromagnetické Ziarenie periodickou
Struktirou moze $irif. Podobne ako v pripade kvantovych castic je ale vlnovy vektor viny rdzny
od vinového vektora tej istej viny vo vakuu.

4.8 Priklady

4.1. Uvazujme volnd Casticu pohybujicu sa pozdiZ osi z. Ak v bode x; md jej vlnova funkcia tvar
U(z1) = A’ ™1 + Be~®1 aky tvar bude maf v bode 25?

Riedenie: Rieenie je samozrejme ¥ (z2) = Ae’**2 + Be~*2, Tento vysledok mozeme dostaf aj z
formalizmu prechodovej matice, ak vinovi funkciu méZeme vyjadrime v tvare

v = (02 ) - ( e ) (o) (4.95)

4.2. Néjdite matice prechodu pre potencidlové schody na obrdzku 4.8. UvaZujte pripad E > Vj
RieSenie: Vo vieobecnosti mozeme predpokladat, Ze vinova funkcia napravo od schodu ma tvar

Uy = Cef'® 4 peik'e (4.96)

Ak sa potencidlovy schod nachddza v mieste x = 0, potom z rovnic spojitosti odvodime
C . TH T12 A
( ¢ ) _ ( Tu T (4 (497

1 k
T11=T22=2<1+), Tio =Ty =

kde

1—-— (4.98)

k,/

N | —
7 N
x| =
~_
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2a

2b

Obr. 4.14. Nekone&n4 potencidlové jama s kone&nou potencidlovou jamou hibky V.

4.3. Ndjdite energiu zdkladného stavu ststavy na obrdzku 4.14. Néjdite podmienku, kedy je energia
zékladného stavu zdporna.

4.4. Nijdite energiu zdkladného stavu Castice uvdznenej v nesymetrickej pravouhlej potencidlovej jame
zobrazenej na obrazku 4.15. Ukézte, Ze pre dostatocne plytké jamy neexistuje Ziadny viazany stav. Njdite
vysku bariéry, pre ktord vznikne presne jeden stav.

RieSenie: Ulohu mdZeme riesit Standardnym spdsobom: rozdelime priestor na tri oblasti. Vlnovi funkciu
v bariére a napravo vyjadrime tak ako pri rieSeni konec¢nej potencidlovej jamy. Podmienka na lavej strane
bariéry bude

O(x =0)=0 (4.99)

pretoZe nalavo od potencidlovej jamy je vinova funkcia nulova (v oblasti s nekone¢ne vysokou potencidl-
nou energiou) sa castica nemoze nachadzat).

RieSenie ale méZeme n4jst aj priamo zo zndmych viazanych stavov kone¢nej potencidlovej jamy Sirky
¢ = 2a (obrazky 4.2 a 4.4). Potencidlovi jamu na obrazku 4.15 dostaneme tak, Ze kone¢nud potencialovi
jamu prehradime v prostriedku nekonecne vysokou bariérou. Tdto operdciu preZiju len tie stavy, pre
ktoré je vinova funkcia v strede jamy nulové (pozri aj priklad 3.9). Preto bude zdkladnym stavom funkcia
®y(z) na obrazku 4.4, a vysSie stavy st ®y),. Z grafického rieSenia rovnice pre vlastné energie kone¢nej
potencidlovej jamy (obrdzok 4.4) ale vieme, Ze pocet viazanych stavov zavisi od parametra 8. Z rovnice
(4.17) a z obrazku 4.4 vidime, Ze kone¢na potencidlova jama ma aspoi dve rieSenia vtedy, ked’

T 2ma’Vj
— =\ — 4.100
g </ h2 (4.100)
a menej ako Styri rieSenia, ak
3
8 < 2” (4.101)

Pre tieto parametre m4 preto jama 4.15 prave jedno rieSenie. Pre hodnoty § < 7/2 nemdze v jame
vzniknif viazany stav.

4.5. Na obrazku 4.6 vidime, Ze zéavislost koeficientu prechodu Castice cez pravouhld bariéru osciluje ako
funkcia energie Castice. N4jdite energie, pre ktoré koeficient prechodu nadobuida lokdlne minima.

4.6. Elektron s hmotnosfou m sa nachddza v priestore medzi dvoma bariérami (obrdzok 4.10). Vyska
bariér je Vo = 1 eV. Akd je vzdialenost dvoch bariér, ak 8 = /2mVyb?/h? = 10? [b = 1,22 X 108 m,
vzdialenost bariér je 2b.]
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a
VO

Obr. 4.15. Asymetrickd pravouhld potencidlovd jama. Potencidlova stena vlavo je nekoneéne vysokd, vpravo md
kone¢nu vysku V).

4.7. Najdite koeficient prechodu Castice cez pravouhli bariéru, ked energia Castice je presne rovna vyske
potencidlovej bariéry, E = V.
RieSenie: V oblasti bariéry ma Schrédingerova rovnica tvar
h? 9%y (z)
2m Oz

Jej rieSenim je linedrna funkcia

—0 (4.102)

®1(z) = F + Gz (4.103)

Dal3i postup je rovnaky, ako pre pripad vieobecnej vysky bariéry: z podmienok spojitosti vinovej funkcie
a jej prvej derivécie na hraniciach bariéry eliminujeme koeficienty F' a G prechodovid maticu.
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Harmonicky oscilator

Harmonicky oscildtor je modelom pre vSetky harmonické kmity v prirode. NajjednoduchSim
klasickym osciladtorom je malé zdvazie zaveseného na pruzine. Pohybova rovnica klasického
harmonického oscildtora ma tvar

0%z (t)
oz = hk(t) (5.1)
Pri malej vychylke = od rovnovadZnej polohy = = 0 pdsobi na teleso vratnd sila F' = —kx, ktord je

priamo imerna vychylke. Po vychyleni z rovnovaZnej polohy x = 0 ¢astica kmitd s frekvenciou

w = E (5.2)
m

Kmity oscilatora st harmonické,
x(t) = asin(wt + @) (5.3)

a amplitidou (maximalnou vychylkou) a. Oscildtor reprezentuje pohyb malej Castice hmotnosti
m v kvadratickej potencidlovej jame

1 1
V(z) = §kx2 = §mw2x2 (5.4)
Celkovt energiu oscildtora méZeme vyjadrif pomocou amplitidy a v tvare
E = 1k:a2 = 1mw2a2 (5.5)
2 2 ’

Harmonicky oscildtor patri medzi niekol’ko malo presne rieSiteInych problémov tak v kla-
sickej i v kvantovej mechanike.! Riesenim harmonického oscildtora preto mdZeme ndjst typické
vlastnosti viazanych kvantovych stavov.

"Dalsia je pravouhld potencidlova jama, Coulombicky potencidl v atéme vodika a niekolko $pecidlnych poten-
cidlov. Mnohé presne rieSiteIné problémy aj s rieSeniami ndjde Citatel' v zbierke prikladov [15].

117
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Typickymi harmonickymi kmitmi vo fyzike st kmity molekul, kde jadra jednotlivych até-
mov kmitajui okolo svojich rovnovaznych poloh (pozri ¢ast 10.2). Kvantovanie kmitov atémov
v krystalickej mriezke nés privedie ku kvantovanym zvukovym vlndm — fonénom, ktorym sa
budeme venovat v Casti 10.3.3. Aj mddy elektromagnetického pola, ktorym sme sa venovali
pri vypocte Ziarenia ¢ierneho telesa, mdZeme reprezentovat ako excitdcie kvantového harmonic-
kého oscilatora. Znalost viazanych stavov harmonického oscilétora je dolezita aj pre kvalitativne
porozumenie vlastnosti kvantovych castic viazanych v 'ubovolnom potencidli, pretoZe vicsinu
potencidlov V' (z) moZno v okoli ich minima aproximovaf kvadratickym potencidlom.

V tejto kapitole ukdZzeme zdkladné vlastnosti kvantového oscildtora. Presnému rieSeniu
Schrédingerovej rovnice pre harmonicky oscildtor je venovand cast 5.1.1, ktord mozno pri
prvom Citani vynechat. Tato cast vSak mdze byt dolezita v dalSom Stidiu kvantovej mechaniky a
fyziky tuhych latok, pretoze v nej zavedieme dva nehermitovské operatory: anihilaény operator
a a kreaény operitor a', ktoré sa s vyhodou uplatnia napriklad pri kvantovani mechanickych
vibrécii kryStélu alebo elektromagnetického pola. V dalSich Castiach tejto kapitoly porovname
spravanie klasického a kvantového oscildtora a ukdZeme pribliznd metédu vypoctu vlastnych
energii Castice v potencidlovej jame, ktori mdZeme aproximovat harmonickym potencidlom.

5.1 Kvantovy oscilator

Bezc€asova Schrodingerova rovnica pre harmonicky oscildtor mé tvar
HY, (z) = E,®,(x) (5.6)

s Hamiltonianom

(5.7)

Skor, ako v nasledujucej Casti ndjdeme presné rieSenie Schrodingerovej rovnice, odhadnime na
zéklade uz znamych poznatkov kvalitativne vlastnosti Castice viazanej v harmonickej potencia-
lovej jame. Potencidlna energia V (z) = mw?x?/2 niti kvantovd asticu pohybovaf sa len v
ohranicenej Casti priestoru. Preto o¢akdvame, Ze jej vlastné energie budu diskrétne, podobne ako
vlastné energie Castice v nekonec¢nej potencidlovej jame. Okrem toho, vSetky energie musia byt
vicSie, ako je minimum potencidlnej energie V,,;, = 0. PretoZe potencidlova jama je symetrickd,
V(z) = V(—=z), musia vlnové funkcie vlastnych stavov byf symetrické, alebo antisymetrické:
pre niektoré vlastné stavy bude platif ®,,(x) = +®,(—x), pre iné bude ®,,(z) = —D,,(—z).

5.1.1 Riesenie Schrbdingerovej rovnice

Je vyhodné vyjadrif Schrodingerovu rovnicu v bezrozmernych premennych. Preto zavedme
typicku dlzku &, ktord bude charakterizovaf Sirku potencidlovej jamy a vyjadrime bezcasovi
Schrédingerovu rovnicu v bezrozmernej premennej y = /€.

h? 02 m2w2€4 )
2me? _8y2 + 72 Y| un(y) = Enun(y) (5.8)
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Ak zvolime

h
§=1— (5.9)
mw

potom rovnica (5.8) nadobudne jednoduchy tvar

—— + yQ} Un (y) = €ntin (5.10)

kde funkcia u,(y) = ®,(x/&) a bezrozmernd energia ¢, sivisi s energiou F),, vzfahom

E
€n = %” (5.11)
VSimnime si, Ze v rovnici (5.10) nevystupuje Ziaden fyzikalny parameter: y aj €,, si bezrozmerné
¢isla. Uz teraz preto vieme povedaf, Ze vlastné energie harmonického oscildtora budd priamo
umerné sucinu frekvencie a Planckovej konStanty: £/ o< hw (pozri rovnicu 5.11).
Zorad'me vlastné energie tak, aby

O<e<e<... (5.12)

a definujme dvojicu operdtorov a a a’ vztahmi

1 0
= -_— —_— ‘1
? \/§[y+0y}’ G139
T:L[ _ﬁ]
al= 5 v =g, (5.14)

Z. komutacného vztahu

0
{8_?/ y} _ (5.15)
o2 1 2
aTa:— |:———|—y2—1:| , aaTzi [——+y2+1} (516)
afau, = [en — —} U, (5.17)

alebo do tvaru

aal u, = [en + —} U (5.18)
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Vlastné energie ¢,, a vlastné funkcie u,, harmonického oscildtora teda mézeme ndjst, ak pozndme
vlastné energie a vlastné funkcie operatorov aa' a afa [8]. Vyjdeme z rovnice (5.17), na ktort
budeme posobit sprava operatorom a:

a [aa u,] = aal [a u,] = {en - %} au,] = {[en 1+ %} 2w (5.19)
Takde plati
aa' [a u,] = {[en _q4 %} 2 u,] (5.20)

Porovnanim s rovnicou (5.18) vidime, Ze funkcia au,, je vlastnou funkciou operitora aa' s ener-
giou €, — 1. Preto musi byf priamo tmerna funkcii w,,_;

au, = Cplly_1 (5.21)
a zdrovenl musi pre vlastné energie platif vztah
€, —1=¢€¢,1 (5.22)

Operétor a teda transformuje vlastnad vinovu funkciu w,, na vlastnu funkciu, ktord zodpoveda
najbliZSej niz8ej energii. Konstantu c,, ur¢ime neskor.
P6sobenim operatora a na funkciu zdkladného stavu v, prideme k rovnici

aug(y) =0 (5.23)

pretoze Ziadny niZSi stav uz existovat nemoze. Ak dosadime explicitny tvar operdtora a =
y + 0/0y, dostaneme diferencidlnu rovnicu

15,
TN 4 g =0 (5.24)
dy
ktora ma rieSenie
1 2 2
uo(y) = —ze" (5.25)

Funkcia uo(y) je normovand, teda plati

/ dyluo(y)|* = 1 (5.26)

Pre n = 0 je lava strana rovnice (5.17) nulova. Aby sa aj prava strana rovnala nule, musi platit
€0 — 1/2 = 0. Dostali sme teda energiu zdkladného stavu
1
=3 (5.27)
VysSie vlastné energie ziskame z iteracného vzfahu (5.22) €, = €, 1 + 1. Vlastné energie su
teda

1
€n =N+ 5 (5.28)
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Posobme teraz na rovnicu (5.18) zlava operatorom af, dostaneme

1 1
a'a(alu,) = len + 5} (afu,) = [(en +1) — 5} (a'u,,) (5.29)
Je teda?
alu, = ¢ Un i (5.31)
T4to rovnica ndm umoZiiuje vygenerovaf vietky vlastné funkcie. PretoZe af = \/% [a% — y},
dostaneme jednoduchi itera¢ni schému
1 Oy,
Upt1 = Uy — —— (5.32)
Ve, {y dy }
Z rovnic (5.21) a (5.31) dostaneme
alau, =alc,u, | = C, Cplly, (5.33)
Z rovnice (5.17) ale mame
; 1
alau, = |¢, — 3 Uy = NU, (5.34)
Z poslednych dvoch rovnic dostaneme c; c,, = n. Zvolme c,, redlne, potom je
Cn =/ (5.35)
Z itera¢ného vzfahu (5.32) potom odvodime explicitny tvar funkcif w,(y)
1 1 2
VR H, (y) (5.36)

kde H,(y) je Hermitov polyném stupiia n. Niekolko prvych Hermitovych polynémov mozeme
priamo néjst z iteracnej schémy (5.32):

Ho(y) = 1 Hi(y) = 2y

5.37
Hyly) = 4y —2 Hyly) = 8y — 12 (5-37)

Matematické vlastnosti Hermitovych polynémov ndjdeme v knihdch [1, 18,20]. Pre nds su
dodlezité dve vlastnosti Hermitovych polynémov:
(1) Hermitove polyndmy st navzdjom ortogondlne s vahovou funkciou eV a plati

+oo
/ dye ™" Hy,(y) Hon (1) = 2"/ T00m (5.38)

o0

?Konstanta ¢,, v rovnici (5.21) je t4 istd, ako v rovnici (5.31), pretoZe a' je operitor hermitovsky zdruZeny
k operatoru a. Musi preto platif

*

/dyufl(y)aTun,l = [/ dyuzlaun} (5.30)

pozri rovnicu (2.72).
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(2) Hermitove polynémy tvoria uplny systém funkcii. To znamend, Ze Tubovolnud funkciu f(y)
modZeme vyjadrif ako nekonecni sumu

@)= cac V2 H,(y) (5.39)
n=0

Tato dplnost zarucuje, Ze sme nasli vSetky vlastné stavy harmonického oscildtora (pozri aj Cast
2.3.2).

5.1.2 Vlastné energie a vlastné funkcie

Vlastné energie harmonického oscildtora su dané rovnicami (5.11) a (5.28):

E, =hw {n + %] (5.40)

kde n = 0,1,... sd celé Cisla. Energia zdkladného stavu, tak ako vo vSetkych viazanych
kvantovych systémoch, je teda nenulova,

By = %hw (5.41)

To znamend, Ze kvantova Castica uvdznend v potencidlovej jame nemoZe mat nulovi energiu, a
to ani pri nulovej termodynamickej teplote.

Obr. 5.1. Prvé §tyri vlastné funkcie harmonického oscildtora ®,, (z) dané rovnicou (5.42) pre £ = 1. PreruSovand
Ciara ukazuje potencidl V (z) = /2. Krizky ukazuji body ndvratu, a = £+/2n + 1, ktoré st rovné amplitide
klasického oscildtora s energiou E,, (pozri aj rovnicu 5.46). VSimnite si, Ze vlnova funkcia zdkladného stavu nemé
Ziadny nulovy bod. VInova funkcia n-tého stavu ma vZdy presne n nulovych bodov.
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Po preskalovani spif k premennej x dostaneme vlastné funkcie harmonického oscildtora
v tvare

1
V2rnlEmt/4
kde ¢ je typicka dizkova skala,

Y (5.43)
mw

Na obrazku 5.1 st ukazané prvé styri vlastné funkcie harmonického oscildtora @, (). Vidime, Ze
s rasticou energiou §irka vinovej funkcie rastie — Castica sa dostane d’alej od minima potencidlu.
Tak ako v pripade pravouhlej jamy, su vlastné funkcie bud’ parnymi alebo neparnymi funkciami
premennej x. Tidto symetria opéf suvisi so symetriou potencidlnej energie (5.4): V(—z) =
V(+x). VSimnime si aj, Ze n-td vlnova funkcia ma prave n — 1 nulovych bodov. Funkcia
zékladného stavu je symetrickd a nema Ziadne nulové body.

®,(z) = e PEH, (2/€) (5.42)

5.2 Princip koreSpondencie

Porovnajme teraz vysledky klasickej a kvantovej mechaniky.
V klasickom harmonickom oscildtore teleso osciluje medzi dvoma najva¢simi vychylkami,
r = Fa. Amplitida vychylky zévisi od energie £ = %mwQaz podrla rovnice (5.5)

2K

a =
mw?

(5.44)

V priklade 5.1 ndjdeme hustotu pravdepodobnosti PX(z), s akou sa klasickd Castica nachddza
v nejakom bode z, v tvare
1 1
PX(1) = ——nve (5.45)

Tva? — 22

0,8 T T
: P (%)
0,6+ -
P(x) 0,4+ a
IV
0 -2 )é 2

Obr. 5.2. Pravdepodobnostné rozdelenie pre klasickd a kvantovu Casticu s energiou Fy = fiw/2 v harmonickom
potencidli (¢ = 1). Plné Siara je PQ(z) = m~ /2~ prerusovand Siara je PX = 7~!//T — 22. Amplitida
klasického oscildtora je a = 1. Vysledky klasickej a kvantovej tedrie sa podstatne liSia.



124 KAPITOLA 5. HARMONICKY OSCILATOR

05— * w * w
0,4
0,3

PX) |
02|

01—

|
-5 0
X
Obr. 5.3. Pravdepodobnostné rozdelenie pre klasickd a kvantovi €asticu s energiou E19 = (10+ %)hw (§ =1).Plna
Siara je PQ(x) = |®10(z)|?, prerusovand ¢iara je klasické rozdelenie PX = 71 /1/1 — 2. Amplitida klasického
oscildtora, a = /21, je dand rovnicou (5.46). Pre vypocet kvantovej pravdepodobnosti sme do vzfahu (5.42) pre

vinovd funkciu stavu @1 dosadili Hermitov polyném H1g(z) = 102421 — 230402% + 16128025 — 4032002 +
3024002% — 30240.

Klasicka cCastica sa teda najcastejSie vyskytuje v okoli najviacsej vychylky. To je pochopitelné,
pretoZe rychlosf Castice je tam najmensSia.

Aby sme tento vysledok porovnali s naSim vysledkom pre kvantovu Casticu v n-tom kvanto-
vom stave, musime najprv ndjst sivis medzi amplitidou a a parametrom £. V n-tom kvantovom
stave je energia kvantového oscilatora F,, = hw(n + 1/2). Porovnanim tejto energie s energiou
klasického oscilatora, %mw2a2 (rovnica 5.5) dostaneme amplitidu klasického oscilatora

a=¢&V2n+1 (5.46)

Pre jednoduchost poloZme v d’al§ich vypoctoch £ = 1. Pravdepodobnostné rozdelenie kvantove;j
Castice je dané druhou mocninou vilnovej funkcie,

PR(z) = [@n(2)]? (5.47)

Na obrdzku 5.2 si zobrazené pravdepodobnostné rozdelenia P%(x) a PX(z) pre kvantovi a
klasicku Casticu s energiou Ey = hiw/2, ktord zodpoveda zdkladnému stavu kvantovej Castice.
Vidime, Ze vysledky oboch tedrii su diametrdlne odli$né. Klasicka Castica, ako bolo povedané
vyssie, sa zdrZiava najCastejSie v okoli amplitidy, zatial ¢o kvantovu Casticu ndjdeme najcastejsie
v prostriedku potencidlovej jamy.

Obrazok 5.3 ukazuje obe hustoty pravdepodobnosti pre n = 10-ty kvantovy stav. Energia
kvantového oscilatora je

1
Eyy = hw (10 + 5) (5.48)
Vidime, Ze pravdepodobnostné rozdelenie kvantovej Castice sa ovela viac podobd na klasické
rozdelenie.

Oba vysledky sdhlasia s nasSimi ocakdvaniami. V zdkladnom stave harmonického oscildtora
je jeho energia fuww/2 vzdy porovnatelnd s Planckovou konStantou. Preto zdkladny stav nikdy
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nemd&zeme opisaf klasickou fyzikou a neprekvapuje, Ze vysledky klasickej fyziky st odlisSné od
kvantovej. Klasicka fyzika nie je schopnd opisat oscildtor s takou malou amplitidou, a = £ =
\/ h/muw. Pre vysoké kvantové stavy, n > 1, je energia oscildtora £, = hw(n + 1/2) velkd
a vysledky kvantovej a klasickej mechaniky musia byt rovnaké. Uz pre n = 10 su si vysledky
oboch tedrii podobné. MdzZeme ocakévaft, Ze v limite n — oo budd rovnaké.

5.3 Priblizné metddy vypoctu vlastnych energii viazanych
stavov

Uvazujme teraz fyzikalny problém so vSeobecnym tvarom potenciédlnej energie V' (x), o ktorej
vieme len to, Ze ma v nejakom bode (napriklad xy) minimum. Zaujimajme sa o zdkladny stav
kvantovej Castice v takejto potencidlovej jame. Z vlastnosti kvantovych systémov vieme, Ze
Castica sa bude pohybovaf v blizkosti minima potencidlu. Rozvinieme potencidlnu energiu V' (x)
do Taylorovho radu,

oV (x)
ox

10°V (x)
(= @o) + 2 0x2

T=x0 T=x0

V(z) =V(x) + (x — x0)* ... (5.49)

Prvy ¢len rozvoja je nula, pretoZe V (x) md v bode 27 minimum

—0 (5.50)

Ak zanedbame vysSie ¢leny rozvoja, dostaneme potencidlnu energiu harmonického oscilatora.

V(z) =~ V(xg) + %mwQ(x — 19)? (5.51)
kde
2 _ l82V(x)
W= ) (5.52)

je frekvencia harmonickych kmitov, ktord ndm priamo umozni odhadnuf energiu zdkladného
stavu,

Ey~ —hw (5.53)

DO | —

Takéto pribliZenie je tym presnejSie, ¢im viac sa V' (z) podobd na kvadratickd funkciu. V mno-
hych pripadoch ho m6Zeme pouZif aj na vypocet vyssSich excitovanych stavov.
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5.4 Priklady

5.1. Néjdite miesto, kde sa klasickd Castica kmitajica v potencidli (5.4) vyskytuje najcastejie.

RieSenie: Ajbez vypoctu ndjdeme, Ze klasickd Castica travi najdlhsi ¢as v okoli najvicsej vychylky, kde
je jej rychlost najmensia. Matematicky odhadneme Cas, aky Castica travi v okoli nejakého bodu z z ivahy,
7e ak drdhu medzi x a  + da prejde Gastica rychlostou v, potom sa v intervale dizky dz zdrzuje dobu dt

d
dt = — (5.54)
|v]
Pretoze v = dx/0t, z rovnice (5.3) z(t) = asin(wt + ¢) dostaneme |v| = wva? — 22, takze
dz
dt = —— 5.55
wva? — x? (5-35)
Pravdepodobnost ndjdenia klasickej Castice v mieste x je preto
dt 1 1
PEz)=2—-=—-—v (5.56)

T 72— 22
(T je peridda, T' = 27 /w a faktor 2 suvisi s tym, Ze cez kazdy bod z prejde Castica v priebehu jednej
periédy dvakrat).

5.2. Ukaéite, Ze anihiladny a kreaény operdtor moZeme vyjadrif v tvare

mw h mw h
a=,/ QhX—HVQmw , a \/ 2hx “/2mw , (5.57)

kde x a p st operatory polohy a hybnosti.
5.3. Nédjdite strednd hodnotu (z) v n-tom stave kvantového harmonického oscildtora. [(x) = 0]

5.4. Kvantovi Castica sa v ¢ase t = 0 nachadza v stave opisanom vlnovou funkciou
D(z) = coPo(z) + 1 P1 () (5.58)

kde funkcie ®¢(z) a ®1(z) st vlastné funkcie harmonického oscildtora, dané vzfahom (5.42).
a) Ukdzte, 7e ®(x) je normovand, ak plati |co|? + |e1]? = 1.

b) Néjdite strednd hodnotu polohy Castice (z).

¢) Ngjdite strednd hodnotu hybnosti (p).

RieSenie: Strednd poloha je dan4 integralom

(z) = / dr®* ()2 (x) (5.59)

Po dosadeni za vinovii funkciu z rovnice (5.58) a po integrovani (integraly sd vypocitané v dodatku C)
dostaneme

cpe1 + cocy
r = —
() V2

Podobne ndjdeme

¢ (5.60)

cpe1 — cocy ih

{p) = 72 € (5.61)
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5.5. Néjdite ¢asovi zévislost strednej hodnoty polohy a hybnosti ¢astice v stave (5.58).

RieSenie: Casové vinové funkcia je
U(z,t) = coq)o(m)e_%EOt + 01<I>1(:L")e_%E1t

Po dosadeni do vzfahu

(2 (1)) = / A0 (2.4) 20 (2.1)

dostaneme

(x(t)) = 1 [cf‘)clew + coc*{e_i“’t] &= E\/§|cocl| cos(wt + ¢1 — ¢o)

V2
kde sme dosadili ¢y = |co|e®® a ¢; = |co|e™®*. Podobne ndjdeme

* wt * —iwt 1 h )
<p(t)> _ cpcie \/;0616 % _ _E\@|cocl| sm(wt + ¢1 — qbo)

5.6. Ukazte, Ze v stave (5.58) plati

2 (1)) = —mePa(0)

)
o) = L2

m

Stredné hodnoty (z(t)) a (p(t)) teda spiiiajd klasické pohybové rovnice harmonického oscilatora.
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Castica v dvoijitej potencialovej jame

V predchddzajicich kapitoldch sme sa zaoberali vlastnostami kvantovej Castice v potencidlove;j
jame. Nasli sme vSetky vlastné energie a k nim prislichajice vinové funkcie. V symetricke;j
potencidlovej jame bola vinova funkcia alebo symetrickou, alebo antisymetrickou funkciou po-
lohy. Vo vSetkych uvazovanych problémoch sa ukdzalo, Ze v zdkladnom stave — stave s najniZSou
energiou — je vinova funkcia symetrickou funkciou polohy.

V tejto kapitole sa budeme zaujimat o kvantovu Casticu viazani na dvojicu potencidlovych
jam. Ukdzeme, Ze ak je Castica viazand v jednej z jdm, moZe, vd'aka svojej schopnosti tunelovat
cez potencidlové bariéry, preniknif aj do susednej jamy. Tato schopnost zdielaf stiCasne obe
jamy je dokonca energeticky vyhodnd: energia zdkladného stavu kvantovej Castice v systéme
dvoch potencidlovych jam je niZSia, ako v jednej izolovanej jame. Pokles energie zdkladného
stavu je dolezity pre stabilitu mnohych kvantovych systémov.

V nasledujicej ¢asti odvodime pribliZzné rovnice pre Casovy vyvoj viazanych kvantovych
stavov. Ukdzeme, ako moznost tunelovaf z jednej potencidlovej jamy do druhej ovplyviiuje
energetické spektrum viazanej Castice, aj jej spravanie v ¢ase. Odvodené teoretické vysledky
ndm umoznia kvalitativne vysvetlif stabilitu niektorych zdkladnych fyzikdlnych systémov: i6nu
molekuly vodika H, s jednym elektrénom a molekuly benzénu.

Problém kvantovej Castice viazanej v dvoch potencidlovych jamach moZeme vyriesSif presne
v Specidlnom pripade, ked’ potencidlové jamy reprezentujeme J-funkénym potencidlom. Toto
rieSenie je uvedené v dodatku F.2.

Dvojstavovy model odvodeny v Casti 6.1 mo6Zeme zovSeobecnif na Tubovolny pocet poten-
cidlovych jam. Dostaneme tak model tesnej vizby, ktory sa v tedrii tuhych latok pouZiva na opis
pohybu elektrénu v krystalickej mriezke.

128
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6.1 Castica viazana v dvojitej potencialovej jame

Uvazujme najprv Casticu viazani v jednoduchej potencidlovej jame V (7). Tvar potencidlu nie
je dolezity, podstatné je, aby nadobtidal minimélnu zdporni hodnotu napriklad v bode 7 = a.
Predpokladajme, Ze vo velkej vzdialenosti od minima limjz g, V(7) = 0.! Zdkladny stav
kvantovej Castice viazanej v takomto potencidli bude maf energiu £y < 0 a vlnovi funkciu ®(7),
ktord pre velké vzdialenosti |7 — @| od minima potencidlovej jamy klesd dostato¢ne rychlo do
nuly (aby vinovéa funkcia bola normovand).

Pridajme teraz do systému druhu potencidlovu jamu. Pre jednoduchost nech ma taky isty tvar

(tato podmienka nie je dolezitd). Dve potencidlové jamy umiestnime v bodoch 7= d a ¥ = —d.
Hamiltonov operétor pre kvantovu Casticu v takomto systéme m4 tvar
h2
H= —2—A+V(F—a)+V(F+ a) (6.1)
m

Predpokladajme, Ze Castica je viazand v niektorej potencidlovej jame. Ak je vzdialenost oboch
jam velmi velkd, bude pravdepodobnost, Ze Castica pretuneluje z jednej jamy do druhej, ne-
konec¢ne mald. Systém preto ma dvakrit degenerovany zdkladny stav F s vlastnymi vlnovymi
funkciami ®; = (7 — @) a Py = (7 + @), ktorym zodpovedaji stavy Castice v jednej alebo
v druhej potencidlovej jame.

Co sa stane, ked k sebe potencidlové jamy priblizime? Intuicia hovori, Ze Castica, ktord sa
nachddzala v niektorej potencidlovej jame, dokdZe pretunelovat do druhej. Z predchadzajuce;j
casti F.2 vieme, Ze energia zdkladného stavu sa zniZi a jeho vlnova funkcia bude symetricky
rozloZend v okoli oboch potencidlovych jaim. Energiu ani vlnovu funkciu vSak vo v§eobecnom
pripade nevieme presne vypocitat. Dokazeme ale najst priblizZné rieSenie, za predpokladu, ze
vzdialenost dvoch potencidlovych jadm je dostato¢ne velkd na to, aby prekryv vinovych funkcii

/dV &% () Py (F) = /dV O (7 — A)D(F+ @) ~ 0 (6.2)

bol taky maly, Ze ho mdZeme zanedbaf. V takom pripade mdzeme vlnovu funkciu opisujicu
dvojstavovy potencidl vyjadrif ako superpoziciu funkcii @ (7) a $o(7):

U(7t) = c1(t) D1 (7) + ca(t)Po(7) (6.3)

Funkcie ¢ (t) a co(t) maji fyzikdlny vyznam amplitdd pravdepodobnosti toho, Ze kvantova
Castica sa nachddza v okoli daného potencidlového minima. Sucet tychto pravdepodobnosti
musi byt rovny jednej (priklad 6.1), preto

ler(B)]? + [ea(t)]? = 1 (6.4)

Amplitidy ¢ (t), co(t) budd zdvisief od ¢asu, pretoZe Castica dokdZe pretunelovaf z jednej jamy
do druhe;j.
Dosad'me funkciu (6.3) do ¢asovej Schrodingerovej rovnice. Dostaneme
0 . 801 (t) 802 (t)

I'T4to podmienka len stanovuje nulovi energiu. (Kvantové stavy s kladnou energiou budd voIné (rozptylové),
zatial Co stavy so zdpornou energiou budd viazané.
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Vynéasobme rovnicu (6.5) zlava funkciou ®F(7) a integrujme cez cely objem. Na Tavej strane
rovnice zanedbdme, v silade s nasim predpokladom (6.2), ¢len [ dV @ (7)® () a dostaneme
jednoduchd rovnicu pre funkcie ¢; () a co(t)

8C1 (t)

ih BT

= HuCl (t) + HuCg(t) (66)

v ktorej sme definovali maticu
Hy = [av eome,, =12 67)

Podobne, ak vyndsobime rovnicu (6.5) zl'ava funkciou ®,(7) a preintegrujeme, dostaneme druhd
rovnicu

. (9C2 (t)

ZhT = H2101 (t) + HQQCQ(t) (68)
Povodni Schrédingerovu rovnicu pre vinovi funkciu W(7,t) sme takto nahradili jednoduchou
sdstavou dvoch linedrnych diferencidlnych rovnic pre funkcie ¢1(t) a cy(t). Tieto rovnice nie
si presné, pretoze sme pri ich odvodeni zanedbali integrédl (6.2). Déavajd ndm vSak dostato¢ne
presny opis spravania sa systému. Z ich rieSenia ndjdeme priblizné energetické spektrum aj amplitidy
pravdepodobnosti, s akymi sa Castica nachddza v okoli jedného alebo druhého potencidlového minima.
Neziskame vSak podrobnu informéciu o priestorovom rozloZeni Castice.

6.1.1 VSeobecné rieSenie

Na zaciatku tejto kapitoly sme uvaZovali symetricky problém dvoch rovnakych potencidlovych jam. Skor,
ako ho budeme podrobne Studovaf, ndjdeme vSeobecné rieSenie systému rovnic (6.6) a (6.8). NapiSme
ich v maticovom tvare

. 8 C1 . C1
w2 (o) om(n) ©

N4djdeme najprv vlastné hodnoty F a E> matice

Hy1 His
H = 6.10
( Hy  Ha ) (6.10)

Metéda vypoctu je opisand v dodatku A. PretoZe matica H zodpovedd Hamiltonidnu, musi byt hermi-
tovska. Plati preto

Hiy = Hy (6.11)

takZe si¢in HioHo = A? je redlne &islo. Z podmienky det(H — E) = 0 ndjdeme vlastné hodnoty
matice H

Eio

2= + HiaHay (6.12)

_ Hi+ Hy \/(Hll — Hy))?
i 1
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ktoré zodpovedajii vlastnym energiam.? K vlastnym energidm prislichajd vlastné vektory ¢(!) a ¢(2).
N4jdeme ich rieSenim sustavy linedrnych rovnic

D D L2 2
H %1) = E1 %1) a H %2) = EQ %2) (613)
Co Cy Co Gy

Explicitny tvar tychto rovnic napriklad pre vektor cgl) je

[HH — B ]Cgl) + lecgl) =0
(1) (1) (6.14)
HQlcl + [HQQ — F; }62 =0
Tieto dve rovnice nie si nezavislé, pretoZe F je vlastna hodnota matice H, a teda determinant sustavy
rovnic (6.14) je nulovy. Rovnice ndm preto ddvajd len jednu podmienku pre dve nezndme cgl) a cél).
Druhi podmienku zvolime tak, aby vlastné vektory boli normované:
1 1
[P 4 15 = 1 (6.15)
Explicitny tvar vlastnych vektorov je odvodeny v priklade 6.4.
Vseobecné rieSenie ststavy rovnic (6.6) a (6.8) je superpoziciou vlastnych stavov
( Cl(t) > — O[C(l)ei%lElt 4 50(2)67%E2t (616)
ca(t)

kde konStanty « a 5 definuji pociato¢ny stav systému.

6.1.2 Symetricky potencial

Ak je potencidl symetricky, potom ma Hamiltonova matica jednoduchy tvar

([ By —A
H—<_A E0> (6.17)
Diagondlne Cleny si H1y; = Hao = Ejy. Pre jednoduchost este predpokladajme, Ze nediagondlne Cleny su
redlne, teda plati H1o = Ho a definujme integrdl prekryvu alebo prekryvovy integral.

A= —/dV &% (7F)H®o () (6.18)

(pozri definiciu 6.7). Znamienka sme zvolili tak, aby A bol kladny?

A>0 (6.20)

2Znamienko pred odmocninou sme zvolili tak, aby E; < Es, teda aby energia E; zodpovedala zdkladnému
stavu systému so symetrickou vinovou funkciou.
3Hodnota integralu

/dV (7 H (7) — /dV () [—:;A LV —a) + V(7 + §) | Ba() 6.19)

je dand predovsetkym ¢lenom dmernym potencidlu V' (7), ktory je zdporny (pozri napr. obrazok 6.2, ktory ukazuje
potencidl V (7) v okoli dvoch proténov). Preto predpokladdme, Ze cely integrél je zdporny a A > 0.
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Vlastné hodnoty matice H st potom
Ei=Ey— A Ey=FEy+ A (6.21)

Povodna energia Fj sa teda rozstiepi na dve hladiny. Pretoze A je kladné, je £1 < F» a teda Fy je
energiou zakladného stavu. Vzdialenosf hladin je s — Fy = 2A.
Vlastné vektory symetrickej matice H maju jednoduchy tvar

ay_ L 1) <2>_1<1 )
c \/§<1 c 7\ -1 (6.22)

Faktor 1/+/2 zabezpe&uje normovanost oboch vektorov, takze ||c()|| = ||¢()|| = 1. Vlastny vektor ¢(!)
zodpovedd symetrickému stavu s energiou E, vektor ¢(2) antisymetrickému stavu s energiou Es.
Z rovnice (6.16) ndgjdeme vSeobecny tvar funkcii ¢; () a ca(t)

a(t) = lae it 4+ gemiB]
A | (6.23)
et) = JslaeTift — Bem i

Zo ziskaného rieSenia vieme kompletne opisaf dynamiku systému. Predpokladajme napriklad, Ze v Case
t = 0 sa Castica nachddza len v lavej jame, takZe

C1 (t = 0) = 1, Cg(t = 0) =0. (624)
Potom z rovnic (6.23) pre ¢t = 0 dostaneme « = 3 =1/ /2, arieSenie v fubovolnom ¢ase ¢ ma tvar
1. i i FE,—F
cr(t) = S[e w1t pem et = mm(Bit Bt oog 1 T2y (6.25)
2 2h
Podobne
1, s i i E, - FE
co(t) = —[e7 7Pt — i P2 = _jemar(Fit B giy =y (6.26)
2 2h
Pravdepodobnost, Ze kvantovi Casticu ndjdeme v jednej potencidlovej jame, sa periodicky meni s ¢asom:
E, - E E,-FE
Pi(t) =|ei(t)]? = cos® 2224 Py(t) = |ea(t)]? = sin? =3¢ (6.27)
2h 2h
P (1) PO
1 ~ JN

Obr. 6.1. Casovy vyvoj pravdepodobnosti Py (t) a Py(t) (rovnice 6.27). V &ase t = 0 sa Castica nachadzala v jame
1, preto Pi(t = 0) = 1 a P2(t = 0) = 0. S narastajicim ¢asom pravdepodobnost P, rastie. V ¢ase ¢t = T'/2 sa
Castica urcite nachddza v jame 2. V dalSom vyvoji sa vracia do jamy 1. Cely proces sa opakuje s periédou 1" danou
rovnicou (6.28).
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Casovy vyvoj oboch pravdepodobnosti vidime na obrazku 6.1. Samozrejme plati P;(t) + Py(t) = 1,
pretoZe Castica sa musi nachadzat v okoli niektorej jamy. Castica periodicky prechddza z jednej jamy do
druhej. Casova periéda tohto procesu je

__2mh _wh
B, —-E; A
V limite A — 0, dostdvame dve izolované potencidlové jamy. Vtedy Fy = E» = FEj a ¢as T diverguje

do nekonecna, ¢o je fyzikdlne zrozumiteIné: Ak Castica nemdze tunelovat z potencidlovej jamy, v ktorej
sa nachddza, tak v nej zostane navZdy uviznend.

T (6.28)

Poznamka: Pri odvodeni rovnic (6.6) a (6.8) sme zanedbali aj moznost, Ze v kaZdej z potencidlovych
Jdm mdze byt viac viazanych stavov. UvaZovali sme len najniZSie stavy. Toto pribliZenie mdZeme urobif
len vtedy, ked je pravdepodobnost, Ze Castica prejde na vyssSiu energetickd hladinu zanedbatel'ne mal4,
¢o je splnené, ak rozdiely medzi zdkladnym stavom a vy$$imi energetickymi hladinami v jednotlivej

.....

6.2 16n molekuly vodika H3

Prikladom dvojstavového systému je i6n molekuly vodika s jedinym elektrénom. Predstavme si dva
protény umiestnené vo vzdialenosti . Dva kladne nabité protény sa elektrostaticky odpudzujd. Ich
pribliZenim preto narastd vzadjomnd potencidlna energia

2
Ey(r) = (6.29)

 Adweyr

Bez elektréonu by preto neexistoval stabilny zdkladny stav — protény by sa odpudzovanim rozisli do
nekonecna.

Elektrén viazany v blizkosti jedného proténu ma vizbovi energiu E; < 0. Ak je druhy protén velmi
daleko, potom sa E; rovnd energii zdkladného stavu atomu vodika, £y = —1 Ry (pozri cast 1.7.4).
Ak sa v8ak v okoli vyskytuje aj druhy protén, potom existuje nenulovd pravdepodobnost, Ze elektrén
pretuneluje do blizkosti druhého proténu (obrazok 6.2). Z hladiska elektronu preto vznikol dvojstavovy
systém. DdleZité je, Ze elektrén v symetrickom stave v okoli oboch proténov mé, vdaka tunelovaniu
z jednej jamy do druhej, energiu nizsiu ako F',

Ee=E, — A(r) (6.30)

Obr. 6.2. Potencidlna energia elektrénu v blizkosti dvoch proténov. Bodkovand Ciara je energia zdkladného stavu
elektrénu v atéme vodika ;. PreruSovana Ciara ukazuje energiu zdkladného stavu elektrénu v symetrickom stave
okolo oboch proténov. Energia je niZSia vd'aka tomu, Ze elektrén moze tunelovat cez potencidlovi bariéru medzi
oboma proténmi.
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Obr. 6.3. Energia molekuly H;r (v Rydbergoch). Uk4zana je kladnd elektrostatickd energia E'5, dand rovnicou (6.29)
a zapornd energia F,. elektronu v symetrickom stave, definovana rovnicou (6.30). V limite » — oo konverguje
energia F. k energii zdkladného stavu atému vodika F; = —1 Ry (bodovand horizontdlna Ciara). Pre » — 0 je
FE. = —4 Ry a zodpovedd zdkladnému stavu elektrénu viazanému k jadru s ndbojom 2e. Hrub4 Ciara je celkova
energia sdstavy, dand si¢tom E(r) = E;+ E.. Energia F(r) ako funkcia vzdialenosti dvoch proténov ma minimum,
zodpovedajuce stabilnému stavu molekuly H;‘

Pretoze pravdepodobnost tunelovania rychlo narastd, ked’ vzdialenost medzi proténmi klesd, bude energia
E tym niZSia, ¢im sd protdny bliZSie k sebe. Keby sa dva protény mohli pribliZif na nulovi vzdialenost,
vznikol by atém s dvoma proténmi v jadre a energia zdkladného stavu elektrénu by bola 4F; = —4 Ry.

Celkovd energia systému dvoch proténov a jedného elektronu je potom sic¢tom dvoch energii, z ktorych
jedna s rasticou vzdialenostou proténov klesa a druh4 rastie:

E(r)=Ej+ E, (6.31)
D4 sa preto ocakdvat, Ze existuje takd vzdialenost
r=R (6.32)

pre ktord md energia svoje minimum. Systém, ktory sa nachddza v stave s minimalnou energiou, je stabilny.
Z dvoch proténov vo vzdjomnej vzdialenosti I tak vznikne molekula H;r Schopnost elektrénu prechddzat
od jedného proténu k druhému preto umoziiuje vznik stabilnych molekil. Opitovne zddraznime, Ze tento
prechod je moZny len preto, lebo elektron vdaka svojim kvantovym vlastnostiam dokdZe pretunelovat
z jednej potencidlovej jamy do susedne;j.

Presny vypocet energie molekuly by vyZadoval rieSenie Schrodingerovej rovnice pre dva protény a
jeden elektrén. Tento problém moZzeme riesit v eliptickych sdradniciach [12]. Dostali by sme energiu
zékladného stavu elektrénu zodpovedajicu symetrickému stavu,

Eg = —16,3 eV (6.33)

¢o je o energiu F,, = 2,7 eV menej, ako je energia zdkladného stavu atému vodika (F; = —13,6 eV).
Preto je molekula H; stabilnd. Energiu E, musime dodaf, aby sme molekulu H; roztrhli na atém vodika
a protén.

6.3 Benzén

Benzén je organickd molekula zloZend zo Siestich atémov uhlika a Siestich atémov vodika. Uhlikové
atomy st usporiadané v rovine do pravidelného Sestuholnika. Kazdy uhlik mé védzbu na jeden vodik
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H H H H

\ \ /
C=—=¢C cC—C

/ \ / N\

H—C C—H H—C C—H

\ / \
c—C c=—C

/ \ / \

H H H H

Obr. 6.4. Molekula benzénu CgHg. Ciary predstavuji pocty elektrénov, ktorymi kazdy uhlik prispieva k vizbe
medzi susednymi atémami. Jednoducha Ciara znamend, Ze medzi uhlikmi sa nachadza len jeden elektrén, dvojita
¢iara znamend pritomnost dvoch elektrénov. Lavy a pravy obrazok reprezentuji dva mozné stavy benzénu. Oba stavy
maju td istd energiu. Vdaka prechodom medzi jednotlivymi stavmi je ale zdkladny stav benzénu (stav s najniZSou
energiou) symetrickou superpoziciou oboch ukdzanych stavov. Prechody elektronov znizuju energiu zdkladného
stavu, a tym zvySuju stabilitu benzénovej molekuly.

(obrdzok 6.4) a prispieva do tvorby chemickych vizieb Styrmi elektrénmi. PretoZe ma ale len troch
najblizsich susedov, vznikaji medzi dvoma uhlikmi jednoduché a dvojité vizby. Molekula benzénu preto
moZe vyzeraf tak, ako je ukdzané na lavom alebo na pravom obrizku 6.4.

Obe navrhnuté Struktiry vSak maji jeden vdZzny nedostatok: intuitivne ocakdvame, Ze dvojitd vizba
by mala byt kratSia ako jednoduchd, pretoZe zaporny naboj dvoch elektrénov pritiahne susediace uhliky
blizsie k sebe. Molekula benzénu by preto nemala mat pravidelnid Sestuholnikovi Struktiru, ale striedali
by sa v nej kratSie a dlhsie vazby. To vSak odporuje experimentalnym tidajom, podla ktorych ma molekula
benzénu pravidelny Sestuholnikovy tvar.

Tento paradox mozno vysvetlif na zdklade nasho dvojstavového modelu. Dva obrazky 6.4 predstavuji
dva kvantové stavy s tou istou energiou Ey. Keby elektrony nemohli prechddzat z jednej vizby na druhd,
predstavovali by aj zdkladny stav. Existuje vSak nenulova pravdepodobnost, Ze elektrény prejdud z jednej
vizby na druhd. Preto zdkladnym stavom nie je ani jeden z nakreslenych stavov, ale ich symetrickd
superpozicia, ktord m4, v silade s rovnicou (6.21) energiu

Ey—A (6.34)

teda niz8iu, ako je energia oboch ukédzanych stavov. Energia A je dand prekryvom vlnovych funkcif
v jednotlivych stavoch.

Pripadov molekil s dvoma symetrickymi konfigurdciami je v organickej chémii vela. MoZnost zaujat
zékladny stav, ktory je ich superpoziciou, zvySuje stabilitu organickych molekil. Podrobny opis molekuly
amoniaku ako dvojstavového systému a jeho aplikdcia v maseri ndjde Citatel vo Feynmanovej knihe [5].

6.4 Model tesnej vazby

Dvojstavovy Hamiltonidn definovany Hamiltonovou maticou (6.17) méZeme zovSeobecnit na opis pohybu
elektrénu v systéme s N atémami (obrazok 6.5). Predpokladajme, Ze vSetky atémy su rovnaké. Keby boli
vzajomne izolované, mal by elektrén na kaZzdom atéme energiu zdkladného stavu Ej a jeho vlnova funkcia
by bola ®,, (7 — 7%, lokalizovana okolo stredu 75, n-tého atomu. Ak je v§ak vzdjomna vzdialenost atémov
dostato¢ne mald, mo6Ze elektron pretunelovat z jednej potencidlovej jamy do susednej, a z tej do dalSe;.
Mbze sa teda pohybovat pozdiZ retiazky. Fyzikdlnou realizdciou takéhoto systému je napriklad molekula
benzénu (/N = 6). Model vtedy opisuje pohyb jediného elektrénu v kruhu benzénového jadra. Otvorena
retiazka atdbmov na pravom obrazku 6.5 zodpovedd polymérom — dlhym organickym molekulam. Model
jednorozmernej retiazky je ale uZito¢ny aj pre opis pohybu elektrénu v kryStalickej mrieZke. Lahko ho
mdZeme zovSeobecnif na realistickejsi trojrozmerny kryStal.
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N

Obr. 6.5. Jednorozmerny systém zlozeny z N atémov. Vetky atémy su identické. Vzdialenost susednych atémov
je a. Vlavo: periodicky systém, v ktorom su vSetky atémy rovnocenné, vpravo: otvoreny systém s dvoma krajnymi
atomami (1 a V), ktoré maju len jedného suseda. Elektrén smie prechddzat z jedného atému len na susedny atém.
Keby boli atémy izolované, mal by elektrén na kaZzdom z nich energiu zdkladného stavu Ej, vdaka moZnym
prechodom elektronu medzi susednymi atémami sa energia E rozstiepi na N energii.

Elektréon v systéme N atémov je opisany Hamiltonovym operatorom H. Jeho presny tvar zatial
ne$pecifikujeme, len predpokladdme, Ze potencidl pozostdva z N potencidlovych jam lokalizovanych
v miestach atomov. Podobne ako pri rieSeni Castice v dvojitej potencidlovej jame hladajme vlnovd
funkciu elektrénu v tvare

U(FE) =) calt)®u(P) (6.35)

n

kde ®,,(7) je vinova funkcia elektrénu na n-tom atéme (obrazok 6.6). Vyndsobme Schrédingerovu rovnicu

OV (7,t)
ot
zlava funkciou @7 (7) a integrujme cez cely priestor. Predpokladajme, podobne ako pri rieSeni Castice

v dvojitej potencidlovej jame, Ze funkcie ®,, si tak dobre lokalizované okolo jednotlivych atémov, Ze
plati

ih —HU(Ft) (6.36)

/dV q)Z(F)(Dm(F) = Onm (6.37)

MobZeme teda zanedbat prekryv vinovych funkcii lokalizovanych na r6znych atémoch (obrdzok 6.6).
Definujme energiu

o / dV &7 (7H &, () 6.38)
a prekryvovy integrél

A= / AV & (MH By yr (7),  A* = — / AV & (FH B,y (7) 6.39)
o ktorom predpokladajme, Ze je redlny a kladny,

A=A">0 (6.40)

Vsetky ostatné ¢leny

/chb;;(F)H () m#En+l (6.41)
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Obr. 6.6. VInové funkcie elektrénu na troch susednych atémoch. ®,,(7) = & (¥ — 7).

na pravej strane zanedbdme. Tieto ¢leny zodpovedaji prechodom elektrénu z n tej potencidlovej jamy do
vzdialenejsej m-tej jamy. Pretoze predpokladdme, Ze funkcia ®,,(7) klesa dostato¢ne rychlo so vzdiale-
nostou od n-tého atému, bude integrdl (6.41) maly. Po tychto pribliZzeniach dostaneme N rovnic pre N
neznamych funkcii ¢, (t),

Ocy,

ihﬁ = FEocp — Alen—1 + cnt1] (6.42)

Casovy vyvoj systému je teda uréeny Hamiltonovou maticou velkosti N x N

Eyb —-A 0 ... 0 -—A
~A Ey -A ... 0 0

7o 5 : : (6.43)
0 0 —A By, -A
—A 0 . —A E

Dostali sme model tesnej védzby, ktory sa ¢asto pouZiva v tedrii tuhych latok.

Okrajové podmienky.

Nenulové hodnoty nediagondlnych ¢lenov Hiy = —A a Hyp = —A sivisia s tym, Ze sme retiazku
uzavreli — nas systém nemd okrajové body. Elektron moZe preskocit z posledného, N-tého atému na
prvy. Keby sme sa zaujimali o otvorend retiazku atémov (pravy obrazok 6.5), museli by sme poloZit
Hin = Hy1 = 0.* Ak sa zaujimame o makroskopicky systém, potom je podet atémov N taky velky, Ze
okrajové podmienky (definované nediagondlnymi ¢lenmi H;x a Hp) nehraji podstatnt rolu.

Podobne ako v dvojstavovom modeli aj teraz sme rieSenie Schrodingerovej rovnice zredukovali na
problém vypoctu ¢asového vyvoja N funkcii ¢, (t), z ktorych ziskame informdaciu o pohybe elektrénu
v systéme. Funkcia |c, (#)|? ndm uddva pravdepodobnost, Ze elektrén sa nachddza v ¢ase ¢ na atéme n.
Funkcie ¢, (t) si normované,

N

D len®) =1 (6.44)

n=1

pretoZe elektrén sa urcite na niektorom z N atémov nachddza. Hladajme rieSenie rovnice (6.42) v tvare

¢p = Ce Bt/ hgiaan (6.45)

4V literatiire sa oba modely odli$uji definiciou okrajovych podmienok. Podmienka Hy = Hy; = —A zodpo-
veda periodickym okrajovym podmienkam, podmienka Hiy = Hpy1 = 0 zodpoveda Dirichletovym okrajovym
podmienkam. Dirichletovym okrajovym podmienkam sa budeme venovat v casti 10.3.
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A=0 A=05 A=1

Obr. 6.7. Energetické spektrum jednorozmerného systému s N = 20 atémami (obrdzok 6.5) pre tri rozne hodnoty
prekryvového integrdlu A. Pre A = 0 spektrum pozostava len z energie Fy, ktord ma elektron nezavisle od toho,
na ktorom atéme sa nachddza. Pre nenulovd hodnotu A sa spektrum rozstiepi na N hladin podla vzfahu (6.51).
Niektoré z hladin st degenerované (to znamend, Ze dvom réznym indexom n v rovnici (6.51) zodpoveda ta ista
energia).

Po dosadeni dostaneme
EeiqanefiEt/h _ EoeiqanefiEt/h - A[eiqan(nfl) + eiqa(nJrl)}efiE't/h (646)
a po vydeleni spolo¢nym faktorom €2 ¢~/ dostaneme disperzny vzfah pre energiu elektrénu
E=Fy—2Acosqa (6.47)

medzi vlnovym vektorom ¢ a energiou F. Povolené hodnoty vinového vektora dostaneme z okrajovych
podmienok. My sa obmedzime na pripad periodickych okrajovych podmienok. Vtedy

CN+1 = C1 (6.48)
Dosadenim do rovnice (6.45) dostaneme, Ze vlnovy vektor a musf spifiaf rovnicu
eian -1 (649)
Preto vlnovy vektor ¢ mdzZe nadobuidat len vybrané povolené hodnoty
27 N N
= — =——,...——1 .
h=on = (6.50)

Sucin ga nadobida hodnoty v intervale —m < ga < +m. Funkcie (6.45) aj energia (6.47) su periodické
funkcie premennej qa. Model ma N vlastnych energii, elektrénu, ktoré vyjadrime v tvare

En:EQ—QACOS%, n:—g,..%—1 (6.51)
Vsimnime si, Ze niektoré energie st degenerované.
Na obrdzku 6.7 je ukazané energetické spektrum jednorozmernej retiazky s N = 20 atémami. Pre
nenulové hodnoty A sa energetické spektrum rozstiepi a najnizZ$ia moZnd energia klesa s rastiicou hodnotou
A. Ak by v retiazke bol pritomny len jediny elektrén, potom by jeho zédkladny stav zodpovedal najnizZsej

moznej energii.
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Efektivna hmotnost elektronu

Ak uvaZujeme redlny krystal s N atdbmami, potom je ich pocet taky velky, Ze ho v naSom modeli mdzeme
povaZovat za nekoneény: pretoZe vzdialenost atémov v krystalickej mriezke je priblizne 10719 m, je pocet
atémov v krystali velkosti 1 mm priblizne N ~ 107. V limite N — oo sa energetické spektrum elektrénu
stane spojitym, a md tvar ukdzany na obrdzku 6.8. VSetky povolené energie vytvoria energeticky pés.
Vznik pésu je, tak ako v periodickom modeli, ktory sme Studovali v Casti 4.7, spdsobeny priestorovou
periodicitou systému.

Energia (6.51) nadobida najmensiu hodnotu pre ga = 0. V okoli tejto hodnoty sa disperzny vztah
E = E(q) podoba na parabolu (prerusovand Ciara na obrazku 6.8). Rozvitime preto E(q) = cos ga do
Taylorovho radu (cosz = 1 — 22/2 4 ...) a dostaneme

E(q) = Ey — 2A + Ad*¢? (6.52)

Ak budeme energiu odpoéitavat od hodnoty Ey — 2A (to vzdy mdZeme urobif), potom E(q) = Aa’q>.
Porovnanim s energiou volnej Castice, E = h?q?/2m vidime, Ze elektrénu mdZeme pripisat efektivnu
hmotnost

h2

MTheft = 2Aa2

(6.53)
V tejto limite sa teda elektrén sprava ako volnd Castica, ktorej hmotnost je vSak urcend prekryvovym in-
tegralom A a mriezkovou konstantou a. Efektivna hmotnost elektrénu je teda dand schopnostou elektrénu
prechddzat od daného atému k susednému.

Limita ga < 1 znamen4, Ze vlnova dizka elektrénu, A = 27 /q, je podstatne vicSia, ako vzdialenost
susednych atémov:

A>a (6.54)

Elektrén preto vnima periodickd Struktiru ako homogénne prostredie a pohybuje sa v nej ako volnd
Castica. Periodicita mriezky vSak aj v tomto pripade ovplyvni vzfah medzi energiou elektrénu a jeho
hybnostou, ¢o vyjadruje definicia efektivnej hmotnosti elektrénu, dand rovnicou (6.53). Pre mensie vlnové
dizky nehomogenita priestoru silnej§ie ovplyvni pohyb elektrénu, o sa prejavi odchylkami disperzného
vztahu od parabolického zékona (6.52). Podrobnejsie sa $ireniu vin v takejto Struktire budeme venovat
v Casti 10.3.1.

ga/m

Obr. 6.8. Disperzny vzfah pre energiu elektrénu v systéme s N atémami (rovnica (6.51) v limite nekone¢ného
poctu atémov (N — o0). Energetické hladiny vytvoria spojity energeticky pas s hranicami Ey 4+ 2A. V blizkosti
dolného okraja pasu mdéZeme disperzny vztah aproximovaft kvadratickou zavislosfou (6.52) (preruSovana Ciara).
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Trojrozmerny model tesnej vazby

Model tesnej vizby ahko zovSeobecnime na trojrozmerny krystdl. UvaZujme pre jednoduchost kubickd
mrieZzku, a predpokladajme, Ze elektrén prechddza z daného atému len k najbliZzSiemu susedovi v smere
x, y alebo z. Ak je prekryvovy integral rovnaky vo vSetkych smeroch, potom disperzny vzfah pre energiu
elektrénu v rdmci modelu tesnej vizby vyjadrime v tvare

E(q) = Eoy — 2A [cos gza + cos gya + cos g.al 7= (9,9y-9=) (6.55)

Sirka energetického pésu je 12 A.

V zavislosti na hodnotdch prekryvovych integralov, ktoré urcuji schopnost elektrénu prechddzat od
jedného atému na druhy, sa efektivna hmotnost elektrénu v trojrozmernom krystali moze v jednotlivych
smeroch od seba 1i§if. Vo v§eobecnom pripade mdze byt aj tenzorom.

Fermiho energia

V trojrozmernej mriezke je pocet atémov N” = N3. Pocet povolenych stavov v mriezke s A atémami je
2N, pretoZe kazdy stav s danou hodnotou ¢ moze byt obsadeny dvoma elektrénmi s opaénou orientdciou
spinu.

Predpokladajme, Ze kazdy z N atémov uvolni do krystalickej mriezky prave jeden elektrén. Potom
sa mriezkou pohybuje A elektrénov. PretoZe elektrény sd fermidny, zaplnia postupne vsetky najnizsie
energetické hladiny, od Ey — 6A az po Ey. Ak meriame energiu od dna pasu, dostaneme, Ze najvyssia
obsadend energia je 6A. Tito energiu sme v Casti 3.4.2 nazvali Fermiho energiou. V prvom pribliZzeni
teda pre kubickd mriezku plati jednoduchy vzfah medzi prekryvovym integrdlom a Fermiho energiou:

Er ~6A (6.56)

Pretoze prekryvovy integral stvisi s preskokom elektrénu z jedného atému na susedny, bude jeho hodnota
A ~ 1 eV. Zo vzfahu (6.56) preto dostaneme, Ze Fermiho energia ma hodnoty priblizne niekolko
elektrénvoltov, ¢o je v dobrom kvalitativnom silade s naSimi vysledkami z kapitoly 3.

Grafén

V rdmci modelu tesnej vizby moZeme opisaf energetické spektrum grafénu, ¢o je dvojrozmernd hexago-
ndlna Struktira zloZend z atémov uhlika (obrazok 6.9). Grafén predstavuje idedlny dvojrozmerny systém,
tvoreny len jedinou atémovou vrstvou. Vypocet vlastnych energif elektrénu je zloZitejsi ako pre dvojroz-
mernu Stvorcovi mriezku. D4 sa ale ukdzat, Ze pas povolenych energif elektrénu siaha od hodnoty —3 A
po hodnotu +3A, ma teda Sirku 6A. Grafén je zaujimavy uz tym, Ze ide o prvi monoatomarnu dvoj-
rozmernu Struktiru, ktord sa podarilo experimentalne pripravif. M4 vsak aj viaceré unikdtne fyzikalne
vlastnosti. Napriklad je zaujimavé, Ze vd'aka Sestuholnikovej Struktire mrieZky ma elektrén v prostriedku
povoleného pasu energii linedrny disperzny vzfah: energia elektrénu zavisi linedrne od vinového vektora,

Exk (6.57)

tak, ako energia foténu.’

SPripometime, Ze vo vietkych ostatnych Struktdrach je zdvislost kinetickej energie Castice od vinového vektora
kvadratickd: E = h2k?/(2m).
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Obr. 6.9. Grafén je vytvoreny jednoatémovou vrstvou uhlika, predstavuje teda idedlny dvojrozmerny systém.
Vzdialenost najbliz§ich atémov uhlika je a = 0,246 nm. Pohyb elektrénu v graféne mdZeme modelovatf metédou
tesnej vizby s prekryvovym integralom A = 2,8 eV.

6.5 Priklady

6.1. Odvodte vztah (6.4).
Riedenie: Vlnova funkcia (6.3) musi byf normovand, preto musi platif

/ dV (7)) =1 (6.58)
Dosadime vlnovi funkciu z rovnice (6.3):
JAVIR@EDPE = @) [V [@1(7)]* + |e2(t)]? [ AV [@o()]?
+e1cy [V O (F)®5(7) + cfeo [ AV O (F) o (F) (6.59)

= Ja®)? +lea(t)]? =1

kde sme vyuZili normovanost vinovych funkcif

/dV @1 (F)|* = /dV |®o(7)|> =1 (6.60)

a predpoklad, Ze prekryv vlnovych funkcii @4 (7) a ®(7) je zanedbatelne maly (rovnica 6.2).

6.2. Uvazujme nesymetricky potenciél definovany maticou H

E01 —A

H = < A Fy ) (6.61)
kde Ep1 < Ep2 < 0 st energie zdkladného stavu Castice v izolovanych jamdch 1 a 2. Nakreslite energie
zakladného stavu ako funkcie prekryvového integralu A.
RieSenie: Hamiltonova matica (6.61) opisuje nesymetricky systém s dvoma réznymi potencidlovymi
jamami. Energia zdkladného stavu v izolovanych jamach je Fo; a Fpo. Nediagondlny ¢len A definuje
moznost Castice prechddzaf z jednej jamy do druhej. Vlastné energie celého systému sd potom dané
rovnicou (6.12)

Fio— Eo -2|r Eopa - \/(E01 —4Eo2)2

+ A2 (6.62)
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Obr. 6.11. Pokles energie zdkladného stavu AE;, dany rovnicou (6.64), pre $tyri r6zne hodnoty rozdielu Ay =
Ey; — Fy; zékladnych energii Castice v nesymetrickej dvojjame. Vidime, Ze zmena energie zdkladného stavu je
najvacsia vtedy, ked je jama symetrickd.

Ich zavislost od parametra A je znazornend na obrazku 6.10. Pre A = 0 dostaneme energie izolovanych
potencialovych jam: F/y = Ey; a F» = Ejys. S rasticou hodnotou A sa energie od seba vzd’al'uju a energia
zakladného stavu klesa. Pre velmi velké hodnoty A je

_ Eo1 + Ep2 _ Eo1 + Ep2

Fil~——=_—_ A Fo~——=1 A 6.63
1 5 ; 2 5 + (6.63)

6.3. Porovnajte, ako sa zniZi energia zakladného stavu Castice v symetrickej dvojjame a v nesymetrickej
dvojjame.
RieSenie: Vo vseobecnosti mdZeme pokles A F; energie zdkladného stavu vyjadrif zo vzfahu

Eos — Eo1 \/(Eoz — Eo)?

2
5 1 + A (6.64)

AE) = FE1 — Ep; =
Vidime, Ze A E je funkciou len integralu prekryvu A arozdielu energii Ag = Fy2 — Fp1. Naobrazku 6.11
vidime, Ze energia zdkladného stavu je najnizSia, ked je Ag = 0, teda ked je dvojjama symetricka. To je
ddvod, preco su v prirode bohatSie zastipené dvojatdémové molekuly zloZené z rovnakych atémov (Ha,
O3, N2) ako molekuly zloZené z dvoch rdznych atémov, napriklad HLi [5].

6.4. V modeli z prikladu 6.2 ndjdite ¢asovy vyvoj stavu, ktory sa v ¢ase ¢ = 0 nachddzal (a) v hlbsej
jame s energiou zdkladného stavu Ey; (b) v plytSej jame.
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RieSenie: Vlastné energie E 2 si dané rovnicou (6.62). Pomocou nich vyjadrime vlastné vektory )
a ¢(?) z rieSenia rovnic (6.14) a (6.15) v tvare

1 A
1) = 6.65
¢ \/A2 E01 ) < EOl - El ) ( )
a
42 _ L ( Eoz — By ) (6.66)
VAT + (Epp — B2)2 \ A4
Pravdepodobnost, Ze Casticu ndjdeme v prvej jame je
Pi(t) = |e(t)]? (6.67)
kde
= ozcl ) + 501 (6.68)

(rovnica 6.23). Koeficienty « a 5 ndjdeme z pociato¢nych podmienok.
(a)Veaset =0jeci(t =0) =1aca(t =0)=0.Zrovnice (6.23) dostaneme pre koeficienty o a 5 dve
rovnice

(2) _
acl )+ 60(2) =1 (6.69)
0402 )+ Bey’ = 0
VyrieSme tiito sistavu a dosadme do rovnice (6.68). Dostaneme
(2) (1)
Cy )
« , 8=— (6.70)
651)052) _ cgl)cg2) cgl)cg ) _ cg )6(2)
a Casovu zavislost ¢q (t):
(1) (2) , (1) (2) .
_ ) —iEit _ G G — LBt
a®)=ma_ o 0.2 _ oo " ©.71)

€1 G —C G € G —C G

Pripad (b) vyriesime analogicky. Casové zdvislost pravdepodobnosti P () = |c1(t)|? a Pay(t) = |ca(t)]?
je ukdzand na obrazku 6.12.

6.5. Ndjdite vSetky vlastné energie elektrénu v uzavretej retiazke N = 6 atémoyv.
Riedenie: Pre N = 6 dostaneme z rovnice (6.51) vlastné energie

2
E, = Ey — 24 cos %n (6.72)

kden = —3,—2,...,, + 2. Vlastné energie teda su

n=-3 FEy+2A
n=-2 Ey+ A
n=-—1 Eo—A
n=0 FEy—2A
n=1 Eo—A
n=2 Ey+ A

(6.73)

Energie s kvantovymi ¢islami |m| a —|m/| st degenerované, pretoze funkcia cos v rovnici (6.51) je parna.
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Obr. 6.12. Pravdepodobnost P, (t) z prikladu 6.4 pre Egy = —5A, Egs = —A. V Case t = 0 sa Castica nachddzala
v jame 1. Pravdepodobnost sa meni s ¢asom periodicky s periédou T' = 2wh/(E9 — E1). Narozdiel od symetrickej
dvojjamy vSak osciluje medzi jednotkou a nenulovou hodnotou. Tomu zodpovedaji niz§ie maximalne hodnoty

Py(t).



KAPITOLA 7

Kvantové Castice so spinom

V predchddzajicich kapitoldch sme analyzovali vinovud funkciu kvantovej Castice W(7,t) ako
funkciu polohy 7" a ¢asu t. VicSina kvantovych Castic ma ale aj spin S, teda vlastny moment
hybnosti. V tejto kapitole ukdZeme, ako spin ovplyviiuje spravanie kvantovych castic. Najprv
zadefinujeme vlnovd funkciu jednej Castice so spinom. V Casti 7.3 ndjdeme vlastné funkcie
castice so spinom 1/2 v magnetickom poli a zadefinujeme Pauliho matice. UkdzZeme, Ze problém
je ekvivalentny dvojstavovému problému, ktorym sme sa zaoberali v kapitole 6.

Spin rozhodujicim spdsobom ovplyviiuje vlastnosti mnohocasticovych systémov. V Casti 7.5
sa preto budeme podrobne zaoberaf moZnymi kvantovymi stavmi dvoch elektronov. UkaZeme,
ako symetria vlnovej funkcie ovplyviiuje Struktiru viacelektronovych sustav. Podobne v ¢asti 7.6
ndjdeme typické vlastnosti sistavy mnohych bozénov.

7.1 VInova funkcia Castice so spinom

Aby sme zohladnili zdvislost stavu Castice od spinu, musime vlnovd funkciu zovSeobecnif. V
mnohych fyzikdlnych problémoch méZzeme predpokladat, Ze orientdcia spinu Castice nezdvisi
od jej polohy. Potom modZeme vlnovu funkciu vyjadrif v tvare suc¢inu

(r,t)x® (7.1)
kde funkcia x*® charakterizuje spinovy stav Castice.
Spin Castice sme popisali uz v casti 1.8. Vieme, Ze kvantova Castica ma celkovi hodnotu

spinu S = hy/s(s+ 1), a priemet spinu do niektorej osi, napriklad z, m6ze nadobuidat len
hodnoty

S. = hs., s,=—8—s5+1,....s— 1,8 (7.2)

145
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Preto si spinovi &ast vinovej funkcie mdZzeme definovat ako vektor dizky 2s + 1:
X3
Xo—1
=1 (7.3)
X2 (s-1)
X2

kde &;, je amplitida pravdepodobnosti ndjdenia kvantovej Castice v stave s priemetom spinu do
osi z rovnym m. Pretoze priemet spinu ma urcite niektord z moznych hodndt, musi platit

+s
=1 (7.4)

Sy=—

Pokial sa Castica nepohybuje v prostredi, v ktorom mdze menif orienticiu svojho spinu, méZeme
spinovu Cast vlnovej funkcie zanedbaf (ako sme to aj doteraz robili a Casto urobime v d’alSich
kapitolach). Spinovu ¢ast vinovej funkcie v§ak musime uvaZovat vzdy vtedy, ked mame v sys-
téme viac Castic. Naopak, ak sa budeme zaujimat len o spinovi premennt, nebudeme rieSit
priestorovu ¢asft vinovej funkcie.

7.2 Elektron so spinom 1/2

Elektron ma spinové kvantové ¢islo
5 == (7.5)

preto md, vzhladom na spin, len dva mozné stavy: priemet S, spinu do osi z je alebo kladny,
alebo zaporny:

5. — ig (7.6)

Spinova vlnovi funkcia je preto dand len vektorom dizky 2:

_ X1
X = ( o ) (7.7)

a nazyva sa spinor.! Definujme eSte vektor

&= (i x3) (7.8)
Stredntd hodnotu f'ubovolného spinového operatora v stave x potom ndjdeme zo vztahu

(0) = x'0x (7.9)

'V oznagent spinorov budeme pre zjednodusenie vyrazov vynechdvat horny index s = 1/2 a dve zloZky vektora
budeme oznacovat indexami 1 a 2 namiesto +1/2 a -1/2.
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7.3 Elektron v magnetickom poli. Pauliho matice

So spinom elektrénu suvisi aj vlastny magneticky moment i (pozri ¢ast 1.9). PretoZe magneticky
moment je umerny spinu, md jeho priemet do smeru pola len dve povolené hodnoty. Pre
jednoduchost budeme predpokladat, Ze gyromagneticky pomer elektrénu g sa rovnd dvom (pozri
tabulku 1.4). Potom vyjadrime magneticky moment elektrénu

eh 1

= -8, =Ly s =42 (7.10)
me MmMe 2

V magnetickom poli B energia elektronu zavisi od orientdcie spinu magnetického momentu
7 [17]

. h h
Ero=—j-B=4+"Bs, =+ " B=+u,B (7.11)
’ e 2me
Veli¢ina
ch —24
g = =9274 x 10724 /T (7.12)
2m,

sa nazyva Bohrov magneton. Pre opis spravania spinu elektronu v magnetickom poli budeme
uvazovaft len jeho spinovu vlnovi funkciu, pre ktord moéZeme napisat Schréodingerovu rovnicu

.0
zhaX—HX (7.13)

Hamiltonova matica f je matica s rozmerom 2 x 2. Odvodime ju najprv v pripade, ked magne-
tické pole mé smer osi z:

—

B = (0,0,B.) (7.14)

Vtedy je Hamiltonidn / diagondlny,

B. 0
H_MB(O _Bz) (7.15)

a vlastnymi stavmi systému su dva stavy,

1 _ 0
co(1) ()

ktoré zodpovedajt vlastnym energidm E; a E,.”
Orientujme teraz magnetické pole v l'ubovolnom smere, B = (B,,B,,B,). Hamiltonidn
bude mat vSeobecny tvar (6.10)

Hll HIQ
H = 7.17
(Hzl Hgg) .17)

ZPripomefime, Ze spin elektrénu ma opa¢ni orientdciu, ako jeho magneticky moment. Stav x} opisuje elektron,
ktorého spin je orientovany sthlasne s magnetickym pofom. Preto je jeho magneticky moment orientovany proti
smeru magnetického pola a energia Fy = g B, je kladnd. Stav x; md spin orientovany proti smeru magnetického
pola, preto je jeho magneticky moment orientovany sthlasne s pofom a energia 'y = —up B, je zdporna.
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anediagondlne prvky budi rozne od nuly. Zmenia sa, samozrejme, aj vlastné stavy Hamiltonidnu.
Vlastné hodnoty Hamiltonidnu vSak musia zostat tie isté, pretoZe energia elektrénu nemdze
zavisief od toho, ako si my nastavime orientaciu suradnicovych osi.

Odvodme explicitny tvar Hamiltonovej matice. Diagonélne ¢leny budi imerné priemetu
magnetického pola do osi z, H;; = B, a Hy; = —B,. Nediagondlne prvky ziskame z vyrazu
pre vlastné energie (6.12)

By = gy B? + HipHy = £/ B? + B2 + B2 (7.18)

[5]. Porovnanim poslednych dvoch vztahov dostaneme

Hy2Hs = B: + B (7.19)
PretoZe musi platif aj Hy, = H,, dostaneme?
Hyy = B, — 1B, (7.21)

Casovo zdvisla Schrodingerova rovnica ma teda tvar

0 X1 eh B B, —1B X1
he LN S 7.22
Z@t(Xz) 2m(Bm+sz _Bz)(XQ (7.22)

Definujme teraz Pauliho matice

ax:(?(l)) ay:(? _é) azz<(1)_(1)) (7.23)

Pomocou Pauliho matic mdZeme definovaf operatory spinu

h h h
Sw = 50'33, Sy = §O'y, SZ = 50'2 (724)

a operatory magnetického momentu g

eh eh eh

= —— = —— = - .2
e 5, [y 57, OV [ 5 0% (7.25)

pomocou ktorych vyjadrime Hamiltonidn
H=—-ji B (7.26)

RieSenie Schrodingerovej rovnice pre spin 1/2 je teda formalne totoZné s rieSenim dvojstavového
modelu. Niekolkymi Specidlnymi pripadmi sa zaoberaju priklady v tejto kapitole.

3V rovnici (7.21) sme mohli volif tak kladné, ako aj zdporné znamienko. Znamienko sme zvolili tak, aby Pauliho
matice, definované rovnicami (7.23) spliiali komuta&né vztahy (pozri priklad 7.1)

[02,0y] = 2i0,, [oy,0:] = 2i0,, [02,0,] = 2i0y (7.20)

zauzivané v literature.
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7.4 Kvantové Castice so spinom

Ak médme v sustave dve Castice, musi ich vlnova funkcia obsahovat informéciu o polohe a spine
kaZzdej z nich. Okrem toho, pretoZe Castice su identické, musi byt pravdepodobnost ndjdenia
dvoch &astic v Tubovolnom stave symetrickd vzhladom na zdmenu Castic. Ak je P(a,b) pravde-
podobnost, Ze prva Castica sa nachddza v stave a a druhd Castica sa nachddza v stave b, potom
musi platif vzfah symetrie

P(a,b) = P(b,a) (7.27)

kde P(b,a) je pravdepodobnost, Ze prva Castica je v stave b a druhd Castica je v stave a.

V klasickej fyzike rovnica (7.27) vyjadruje zndmu skiisenost s nerozliSitelnymi ¢asticami.
Kvantovy svet v§ak opisujeme vinovou funkciou. Pravdepodobnosti P(a,b) a P(b,a) si druhou
mocninou absoliitnej hodnoty vlnovych funkcii ¥ (a,b) a ¥(b,a). Vinova funkcia dvoch Castic sa
preto po zdmene Castic zmenif mdze. Podmienku symetrie systému vzhladom na zdmenu Castic
moZeme vyjadrif vzahom

U (b,a) = eV (a,b) (7.28)
a analogicky
U(a,b) = eV(b,a) (7.29)

Ak Castice vymenime dvakrit po sebe, musime dostaf pdvodny stav. Z rovnic (7.28) a (7.29)
vyplyva, Ze

U(a,b) = e *W(b,a) = *W(a,b) (7.30)

¢o je splnené len vtedy, ak plati ¢ = 0 (ateda e® = 1) alebo ¢ = 7 (¢?* = —1). Preto podmienka
symetrie systému vzhladom na zdmenu Castic teda moZe byt splnend dvoma spdsobmi:

* Ak st Castice bozdny, tak vinova funkcia po vymene Castic zostane t4 istd,
U(a,b) = ¥(b,a) (7.31)
Kvantovy stav dvoch bozénov je teda symetricky vzhfadom na ich zdmenu.

* Ak castice su fermiony, tak vinova funkcia po zdmene Castic zmen{ znamienko:
U(a,b) = —¥(b,a) (7.32)

teda kvantovy systém je antisymetricky vzhladom na zimenu dvoch fermi6nov.

Ak médme v systéme N castic, potom ich kvantovy stav musi byt symetricky, resp. antisy-
metricky vzhfadom na zdmenu Tubovolnych dvoch cCastic. VInova funkcia stavu s N bozénmi
sa nezmeni, ak zamenime ubovolné dve Castice. Naopak, ak v stave s N fermiénmi vymenime
dve Castice, vlnova funkcia stavu musi zmenif znamienko.

Statistickym stiborom bozénov sme sa zaoberali ked” sme riesili Ziarenie absolitne Eierneho
telesa v kapitole 1. Prikladom stiboru fermiénov boli elektrény v kove, ktorymi sme sa zaoberali
v kapitole 3.
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7.5 Dva fermiony

N4jdime explicitny tvar vinovej funkcie dvoch fermiénov. VInova funkcia dvoch fermiénov musi
byt antisymetricka,

U(ab) = —U(b,a) (7.33)
Pre dva fermiény v tom istom stave a preto plati V(a,a) = —V(a,a), a teda
U(a,a) =0 (7.34)

Dva fermidny sa teda nemdzu nachddzat v tom istom kvantovom stave a. Tento princip je znamy
ako Pauliho vylucovaci princip.

Hl'adajme teraz mozny tvar vinovej funkcie dvoch fermionov. Kazda €astica méa svoje spinové
a priestorové stradnice. Ak spin nezdvisi od polohy, m6Zeme vlnovu funkciu napisaf v tvare
sucinu priestorovej a spinovej vinovej funkcie.

U(1,2) = ®(71,72)x(1,2) (7.35)

PretoZze W musi byt antisymetrickd vzhladom na zdmenu dvoch fermiénov, m6Zu nastaf dva
pripady:

D (r1,73) x(1,2)
symetricka antisymetrickd

antisymetricka symetricka

Symetria spinovej vlnovej funkcie teda jednozna¢ne determinuje symetriu priestorovej vinovej
funkcie.
Zaoberajme sa najprv spinovou vlnovou funkciou, ktort ozna¢ime

x(1,2);. (7.36)

Horny index oznacuje hodnotu celkového spinu sdstavy dvoch Castic, S = hy/s(s+1), a
dolny index hodnotu priemetu tohto spinu do osi z: .S, = hs,. Dva elektrony méZu maf spiny
orientované stihlasne alebo nesthlasne. Ak st spiny orientované sihlasne, moZe spinova vlnova
funkcia mat tvar

X(1.2)y = xT (xI(2) (7.37)
ak su oba spiny orientované v kladnom smere osi z, alebo
X(1.2)1 = xz (Dx: (2) (7.38)

ak sd orientované v zdpornom smere. Obe spinové funkcie su evidentne symetrické vzhla-
dom na zdmenu Castic. Z dvoch jednocasticovych spinovych funkcii mézeme zostrojif aj tretiu
symetricku dvojcasticovu funkciu,

y(12)} = % [ (XG @) + G (@) (7.39)
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Priamym vypoc¢tom sa mdZeme presvedcit (pozri dodatok K), Ze vo vSetkych troch stavoch je
naozaj S = 1 a priemet spinu do osi z sa postupne rovnd S, = h, — ha0.

Antisymetricku spinovu vinovu funkciu skonstruujeme ako antisymetrickd linedrnu kom-
biniciu jednocasticovych spinovych funkcii:
1 _ _
X(1,2)0 = —= X3 (DxZ (2) — xz (W (2)] (7.40)
V2
Antisymetrickd funkciu teda dostaneme len vtedy, ak dve zicastnené Castice majui opacné spiny.
Definujeme teraz operator spinu sustavy dvoch fermiénov,

S=S+8S; (7.41)
V dodatku K odvodime, Ze operator

S2 =82+ 824988, (7.42)
moZe maf vlastné hodnoty

hy/s(s+1) (7.43)

s kvantovymi ¢islami s = 1 alebo s = 0. Stav s hodnotou s = 1 mdzZe mat priemet spinu do osi
z, ktory sa rovna

S, =—h,0,+h (7.44)

teda je charakterizovany kvantovym c¢islom s, = —1, 0, + 1. Stav s vlastnou hodnotou s = 0
ma samozrejme nulovy priemet spinu do Tubovolnej osi.

Vlnové funkcie (7.37 - 7.40) st vlastnymi funkciami celkového spinu ststavy. Dva elektrony
teda mdzu vytvorif alebo symetricky triplet so spinom 1 v stavoch (7.37), (7.38) a (7.39),
alebo antisymetricky singlet v stave( 7.40) s celkovym spinom nula.

Vréafme sa teraz k celkovej vinovej funkcii dvoch elektrénov. Pretoze W(1,2) musi byf anti-
symetrickd, bude priestorova vlnové funkcia ® (7,7 ) symetrickd len vtedy, ked dva elektrény
majui opacné spiny. Ak je celkovy spin elektrénov nenulovy, priestorova vlnova funkcia musi
byf antisymetrickd.

7.5.1 Molekula vodika H,

V Casti 6.2 sme ukazali, Ze i6n molekuly vodika Hj je stabilny, pretoZe jeden elektrén dokéze
,obiehat” okolo oboch proténov, ¢im zniZi energiu zdkladného stavu celej sustavy. VyuZijeme
teraz vysledky predchadzajicej Casti 7.5 a odhadnime, ako sa v molekule vodika spravaju dva
elektrony.

Vizba medzi dvoma atdmami vodika mdze vzniknif len tak, Ze oba elektrény prechddzaji od
jedného proténu k druhému. Pre vidzbu je najefektivnejsie, ked sa elektrony vyskytuji v priestore
medzi jadrami, pretoZe svojim zapornym elektrickym nédbojom modZu viazaf protony k sebe.
Preto je vyhodné, aby ich priestorova vinova funkcia bola symetrickd. Antisymetrickd funkcia
totizZ musi byt v strede symetrie (teda medzi oboma proténmi) nulovd. Ak je ale priestorova
vlnové funkcia symetrickd, potom spinovd funkcia musi byt antisymetrickd. Musi to teda byt
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funkcia x(1,2)§ dand vztahom (7.40). Z poZiadaviek symetrie preto dostdvame, Ze zdkladny stav
molekuly vodika je taky, v ktorom elektrony maji opacne orientované spiny.

PretoZe sa vizby medzi dvoma proténmi zucastiiuju dva elektrony, ocakdvame, Ze je mole-
kula vodika stabilnejSia ako molekula i6nu Hy . Experimenty potvrdzujd, Ze to je naozaj tak:
disociacna energia (energia potrebnd na roztrhnutie molekuly na dva atémy vodika) je 4,72 eV,
¢o je takmer dvojndsobok disociacnej energie i6nu molekuly vodika (2,65 eV, pozri Cast 6.2).

Symetria vlnovej funkcie mé jeden dolezity dosledok: Ak by sme chceli otocif spin jedného
z elektrénov, musime zmenif stav oboch elektrénov: priestorovd vlnova funkcia ®(7,7%) sa
musi zmenif na antisymetrickd. Tym sa ale musi zmenif celd Struktira molekuly, ktord prejde
do vysSieho energetického stavu. To je moZzné len vtedy, ak molekule dodame zvonku energiu.
Zmena orientdcie jedného spinu si teda vyZiada dodato¢nu energiu. Tato energia nemd klasicku
analdgiu: je dand len vnatornou symetriou kvantového systému, ktory pozZaduje antisymetri¢nost
vlnovej funkcie fermiénov.

7.6 Bozony
Bozény maju celociselny spin, teda spinové kvantové ¢islo ma hodnotu
s =0,1,... (7.45)

Bozénmi su teda aj Castice, ktoré spin nemaji. Na rozdiel od fermiénov je vlnova funkcia
bozénov symetrickd vzhladom na zdmenu dvoch bozénov.

PretoZe dva bozony s rovnakym spinom (napriklad s = 1) majd snahu zaujat ten isty kvantovy
stav, staci ndm uvazovat symetrické spinové stavy

€(1,2)%, = €7 (1)€7(2) (1,22, =€ (1)€7(2) (7.46)

v ktorych maju oba bozdény tu istd orientaciu spinu. Samozrejme, mohli by sme skonStruovaft aj
vlnové funkcie pre ostatné stavy, nebudeme ich ale v d'alSom texte potrebovat.

2

2 3 4 5
E/k,T
Obr. 7.1. Stredny pocet bozénov v stave s energiou F pri teplote T', dany rovnicou (7.47). PreruSovand Ciara je

Boltzmannov faktor e~ /%57 Vidime, Ze po&et bozénov s velmi malou energiou mdze byt velmi velky, (ovela

.....
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So Statistickym stiborom velkého poctu bozénov sme sa stretli uz v uvodnej kapitole pri
Stdidiu Ziarenia Cierneho telesa, kde sme nasli, Ze stredny pocet bozénov s energiou £ moZeme
vyjadrif funkciou (obrazok 7.1)

1

E
ekaB—T—l

(n(E)) = (7.47)

ktora urCuje stredny pocet bozénov v stave s energiou £ pri teplote 7. Pre malé energie,
E < kpT, mdze byt stredny pocet bozénov vel'mi velky.

7.6.1 Stimulovana emisia

Uvazujme systém pozostdvajici z velkého poc¢tu atdmov a fotonov s frekvenciou v. Kazdy
z atbmov moZe absorbovat foton a prejst tak zo zdkladného stavu s energiou E do excitovaného
stavu s energiou Fy + hr. Z excitovaného stavu sa mdze vratif naspif do zdkladného stavu
emitovanim foténu. Ozna¢me stredny pocet atdmov v zdkladnom stave N, a v excitovanom
stave .. V termodynamickej rovnovahe je pocet oboch procesov — absorpcie aj emisie — za
jednotku ¢asu rovnaky.

P, =P, (7.48)

Pravdepodobnost oboch procesov bude prirodzene imerna poc¢tu atdmov v danom stave. Preto
definujme pravdepodobnosti Ze jeden atom v zdkladnom stave bude absorbovaf (p,) alebo
emitovat (p.) fotén, vztahmi

Pa= s Pe=n (7.49)

PretoZe energia atdomu v excitovanom stave je o hodnotu hv vyssia ako v zdkladnom, musi pre
stredné pocty atomov v jednotlivych stavoch platif Boltzmannov vzfah
N e hv

F — ¢ kBT (750)

Kombindciou rovnic (7.48), (7.49) a (7.50) dostaneme vztah medzi pravdepodobnosfou, Ze atém
emituje alebo absorbuje fotén

N, v
Pe = Fpa = ek’};Tpa (7.51)

Cim viac foténov v systéme mdme, tym je vic§ia pravdepodobnost, Ze niektory z nich bude
absorbovany. Preto m6Zeme predpokladat, Ze pravdepodobnost p,, Ze atdm bude absorbovat
fotén zo svojho okolia, je imerna strednému poctu foténov v systéme

1

Pa X (n) = ———— (7.52)
eXp 7 — 1

Z rovnice (7.51) potom dostaneme pre pravdepodobnost emisie foténu p. vztah

Pe X (n) +1 (7.53)
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Pravdepodobnost emisie foténu je teda tym vicsia, ¢im viac foténov sa v systéme uZ nachddza.
Emisia foténu excitovanym atémom je teda stimulovand pritomnosfou inych foténov v okoli
atomu. Toto je neCakany vysledok, ktory klasicky svet nepoznd. Je prekvapujice, Ze pravde-
podobnost, Ze niektory atdm vyZziari fotén, mdze zavisief od toho, kolko presne takych istych
foténov sa v okoli atdomu uz nachadza. Stimulovana emisia je dosledkom toho, Ze fotony su
bozobny.

Stimulovand emisia je dolezita pre fungovanie lasera. Zdrojom laserového Ziarenia su atdmy
v excitovanom stave. Pravdepodobnosf, Ze sa niektoré atomy vratia do zdkladného stavu je
umerné poctu foténov v komore lasera, a teda pravdepodobnosti, Ze iné atomy uz do zdkladného
stavu presli.

Dolezité je si uvedomit, Ze vSetky fotony v laseri st v tom istom kvantovom stave. Su
preto identické. Vytvaraju tak koherentné elektromagnetické Ziarenie tej istej frekvencie. Tym
sa liSia od Ziarenia Cierneho telesa (napriklad slne¢ného Ziarenia), v ktorom sa fotény s tou istou
frekvenciou od seba liSia svojou fazou alebo polarizéciou.

7.6.2 Boseho-Einsteinova kondenzacia

Pri vel'mi nizkych teplotdch prechéddza Statisticky systém bozénov fdzovym prechodom: pod kri-
tickou teplotou vSetky bozony obsadia zdkladny stav. Tento jav — Bose-Einsteinova kondenzacia
— bol teoreticky predpovedany na zaciatku 20. storocia a prvykrat experimentalne pozorovany
v roku 1995 v rubidiovom plyne pri velmi nizkych teplotach (170 nK = 1,7 x 10~7 K). Cias-
to¢nd Boseho-Einsteinova kondenzdcia nastdva aj v kvapalnom héliu 3He pri teplote 2,17 K, a
zodpoveda za prechod Casti hélia do supratekutého stavu.

7.7 Priklady

7.1. Dokézte vypo&tom, Ze Pauliho matice spliiaji komuta&né vztahy
(02, 0y] = 2i0, [0y, 0] = 2i0,, [02,04) = 2ioy (7.54)

Platnost komutaénych vzfahov vyplyva z toho, Ze Pauliho matice si imerné spinovym operatorom, ktoré
musia spiiiaf komuta¢né vztahy pre moment hybnosti dané vztahmi (2.56).

7.2. Dokéite, Ze pre Pauliho matice platia vzfahu

or=o0,=0.=1 (7.55)

7.3. Spin sa nachddza v stave y = ( il > . Ndjdite stredné hodnoty operitora S?
2

RieSenie: Vyjadrime najprv operétor S?:

4 4 01

(pozri priklad 7.2). Operétor S? je teda priamo dmerny jednotkovej matici. Jeho strednd hodnota v
lubovolnom stave y bude

32, .. /1 0 3h? 3h?
&) =0 (o 1) (%) =2 taP+haP1 =2 .57

h? 3h?
82:s§+sf,+s§:[a§+a§+a§]:(1 0) (7.56)

4 X2 T4
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7.4. Spin sa nachddza v stave x; = < (1) > Nijdite stredné hodnoty operatorov (), (ty) a ().

7.5. Néjdite vlastné stavy spinu v magnetickom poli B = (B,,0,0).
RieSenie: Rovnica (7.22) ma jednoduchy tvar

h— = 7.58
ot ( X2 > om \ 1 0 )\ xo (7.8)
Vlastné energie st £ 2, dané vztahom (7.11), a vlastné vektory ndjdeme postupom vysvetlenym v Casti 6.1.1.
Kladnému priemetu spinu do osi x zodpoveda vlastny stav

1
= < . ) (7.59)

s energiou £y = —ehB,/2m a zdpornému priemetu zodpoveda vlastny stav

1
Xe = ﬁ< 1_1 ) (7.60)

s energiou By = +ehB,/2m.

7.6. Ndjdite stredné hodnoty (1i,) (1) (=) v stavoch (7.59) a (7.60).
[ (1) = £ehBy/2m, (uy) = () = 0]

7.7. Néjdite vlastné stavy spinu v magnetickom poli B = (0,By,0).
RieSenie: Rovnica (7.22) m4 tvar

Q C1 _€fLBy 0 —2 C1
g (o) =2 (7 0)(5) o

Vlastné energie su E o, dané vztahom (7.11). Kladnému priemetu spinu do osi y zodpoveda vlastny stav

1 /1
= = < i > (7.62)

s energiou Iy = —ehB, /2m a zdpornému priemetu zodpoveda vlastny stav

1 (1
Xy = \/§< L ) (7.63)

s energiou Ey = +ehB, /2m.




KAPITOLA 8

Sféricky symetricky problem

Doteraz sme rie§ili Schrodingerovu rovnicu v kartézskych sdradniciach (x,y,z). Napriklad v ka-
pitole 3 sme nasli viazané stavy kvantovej astice v pravouhlej potencidlovej jame. Castica sa
pohybovala v oblasti priestoru, ktord mala tvar kocky s kone¢nou hranou ¢.

Mnohé zaujimavé fyzikélne deje ale prebiehaju vo sféricky symetrickom potencidli, ked’ je
potencial V' (r) funkciou iba vzdialenosti od stredu. Prikladom sféricky symetrického potencialu
je Coulombicky potencial

1 @

4meg T

V(r) (8.1)

v okoli ndboja (). Sférickd symetriu ma problém elektrénu v atéme vodika, rozptylu nabitych
Castic na sférickych tercoch, alebo trojrozmerny harmonicky oscilator. Pre rieSenie sféricky
symetrickych problémov je vyhodné vySetrovat ¢asovo nezdvisli Schrodingerovu rovnicu vo
stérickych suradniciach.

V tejto kapitole najprv zadefinujeme sférické suradnice. Potom vyrieSime Schrédingerovu
rovnicu. Metdédou separicie premennych ju rozdelime na rovnicu vo uhlovych stiradniciach
(obrazok 8.1) a na rovnicu v radidlnej stradnici r. VyrieSenim uhlovej rovnice ziskame vlastné
hodnoty a vlastné funkcie operatora momentu hybnosti L. Toto rieSenie je dolezité pre opis nielen
rozptylu kvantovych &astic, ale aj klasickych elektromagnetickych vin na sférickych primesiach.

RieSenie radidlnej vlnovej rovnice s Coulombickym potencidlom ndm da vlastné stavy atému
vodika.

Hoci je matematicky aparat pouZivany v tejto kapitole pomerne fazky, je natolko dolezity a
casto vyuzivany v teoretickej fyzike aj v inZinierskej praxi, Ze sme celé odvodenie zahrnuli do
textu. Mozno vSak matematické odvodenie vynechat a uverif vyslednym vzfahom, na ktoré sa
v nasledujucich kapitoldch budeme odvolavat.

156
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8.1 Schrddingerova rovnica vo sférickych suradniciach

Pri Stidiu sféricky symetrickych problémov je vyhodné pouZivat sférické suradnice r, 6 a ¢.
(obrazok 8.1)

xr = rsinfcos¢
y = rsinfsing¢ (8.2)
z = rcosf

Pre konstantni hodnotu r meraji uhly 6 a ¢ polohu na povrchu gule s polomerom r. Uhol 6
meria odklon od osi z (0 < € < 7) a uhol ¢ meria odchylku od roviny zz (0 < ¢ < 2m).
V zemepise je polomer r konStanta dand polomerom Zeme a uhly 0 a ¢ merajd zemepisnu $irku,
resp. dizku.

Objemovy element dV = dzdydz sa vo sférickych siradniciach transformuje na

or 00 0¢
| 0y Oy Oy oo
dV = o 90 9o drdfdd¢ = r=dr sin 6d0d¢ (8.3)
or 00 0¢

Laplaceov operdtor vo sférickych suradniciach mé tvar

1
AT = AT+ SNy, 0 (8.4)
T

Operdtor A, predstavuje radidlnu ¢ast Laplaceovho operatora. Jeho tvar je

2
AW = L 9 ( 26\1’) = 18—(rn1f) (8.5)

T 29y TW

S

<
e S L

Obr. 8.1. Sférické suradnice (8.2). Polohovy vektor ¥ modZe byf vyjadreny pomocou absoldtnej hodnoty vektora
r = |7] a pomocou uhlovych suradnic: uhla # medzi osou z a vektorom  a uhla ¢ medzi osou x a priemetom
vektora 7 do roviny zy.
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Uhlovd ¢ast Laplaceovho operdtora Ay , ma tvar

1 0 (. 0 1 02
= 5000 <Sm%) M (8.6)

Vyjadrime vo sférickych stiradniciach aj zloZky operdtora momentu hybnosti:

h 0 coso 0

L,=-|—sing— — — 7

== { "M% T e o a¢} ®.7)

h 0 sing 0
h 0

L,=—— 8.
90 (8.9)

Dbélezité je pre nds vyjadrenie operatora L?
L? = —h*Ag, (8.10)

ktory sa rovna, aZ na nasobok —h?, uhlovej Casti Laplaceovho operdtora.

8.1.1 Metdda separacie premennych

Pre sféricky symetricky potencidl V' (r) je vyhodné riesit Schrodingerovu rovnicu vo sférickych
stradniciach. Ak vyjadrime Laplaceov operdtor vo sférickych sdradniciach, potom bude mat
Schrédingerova rovnica tvar

h? 1
_% |:Ar + T_2A9,¢:| ‘I’(T,e,¢) + V(’I")\I’(T,Q,qb) = E\IJ(T797¢) (811)

Vlastné funkcie a vlastné hodnoty ndjdeme metédou separacie premennych. Budeme postupovat
tak ako v casti 3.2. VInovi funkciu budeme hladat v tvare

W(r,0,6) = R(r)Y (0,0) (8.12)
Po dosadeni do rovnice (8.11) ndjdeme, Ze funkcia Y (6,¢) musf spliiaf rovnicu
DY (0,0) = AY (0,0) (8.13)

Z rovnice (8.10) vidime, Ze funkcia Y (0,¢) je aj vlastnou funkciou operdtora L?. Ak teda
pozname vlastné hodnoty A, pozname aj vlastné hodnoty operatora momentu hybnosti, ktoré su
—h?A. Radidlna funkcia R(r) spliia rovnicu
h? h? A
——A,R(r) — ——=R(r) + V(r)R(r) = ER(r) (8.14)

2m 2m r?
v ktorej, okrem kinetického ¢lena a potencidlnej energie v(r) vystupuje aj ¢len
R A

2 1
2m r? 8.15)
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Jeho fyzikdlny vyznam najdeme, ak si uvedomime, 7¢ —h%A je vlastnou hodnotou momentu
hybnosti L2. Preto tento &len moZeme vyjadrif v tvare
A L

2 1
2mr?  2mr? (8.16)

a interpretovat ho ako dodato¢nu potencidlnu energiu, stivisiacu s rotdciami, ktord pozname aj
z klasickej mechaniky.!

8.2 Vlastneé funkcie operatora Ay,

Vlastné funkcie operdtora Ay, budeme opif hladaf metédou separdcie premennych. Funkciu
Y (0,¢) vyjadrime ako sd¢in dvoch funkcit,

Y(0,0) = ®(0)=(¢) (8.18)
Po dosadent do rovnice (8.13) ukdZeme, e funkcia Z(¢) spltia jednoduchu diferencidlnu rovnicu

ai;ff) = —m?*Z(¢) (8.19)
ktord ma rieSenie

Em(0) = L em m=0,+1,... (8.20)

Vorba konstanty m? (m je celé &islo) v rovnici (8.19) je dand tym, Ze vlnové funkcia ¥ (r,0,¢),
a teda aj =(¢) musi byf periodickou funkciou premennej ¢ s periédou 27

2(¢ + 27) = Z(¢) (8.21)

Konstantu dmernosti, 1/+/27 sme zvolili tak, aby funkcia =(¢) bola normovana, teda aby platilo

2
/ do [Z(¢)* =1 (8.22)
0
Pre funkciu ®(#) ndjdeme rovnice (8.13) diferencidlnu rovnicu
1 0 0 m?
— — | sinf= | — —= | D(0) = AP(0 8.23
[sin&(?@ (sm 80) sinQQ} (6) (6) (823)

VyrieSme tito rovnicu najprv pre Specidlny pripad m = 0.

'UvaZujme teleso s hmotnostou m obiehajice rychlostou vy okolo stredu kruhovej drahy s polomerom 7.
V systéme sa zachovdva moment hybnosti L = muvgry. Preto ak teleso prenesieme do vzdialenosti r < 7o, musi

.....

1 9 9 _mv% 70\ 2 _ L? L?
plme? =) = 22 () 1) = o - 5 ®.17)

2
Mobzeme preto veliinu

5 interpretovaf ako dodato¢nu potencidlnu energiu.
mr
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Pripad m =0

RieSme diferencidlnu rovnicu (8.23) najprv v Specidlnom pripade m = 0. Vtedy md rovnica
jednoduchsi tvar

1 0 0
——— | sinf— ) (0) = AP(O 8.24
sin 0 90 (S‘“ ae) (6) (6) (8-24)
Po substitucii
0 1 0
= cos — = — 8.25
Y= eosm dy sin 6 00 (8:25)
z rovnice (8.24) dostaneme diferencidlnu rovnicu pre funkciu P(y) = ®(0)
0 0
— (1 —y*)=| P(y) = AP 8.26
o {( y )8y} (v) (v) (8.26)
Hl'adajme jej rieSenie v tvare nekone¢ného radu v mocnindch premennej y
P(y) =Y ay', (8.27)
=0

Po dosadeni do rovnice (8.26) a ndslednych tpravich dostaneme rovnicu
0
— 1=y la =) Ll —Dagy2 =Y L+ 1aw =A £ (828
0 Xt = T = U e = A Sl 828

Ak v prvej sume urobime substiticiu ¢ — ¢ + 2, mdZeme rovnicu upravif na jednoduchsi tvar

S+ 1)+ 2ar — A+ e+ D]a]y =0 (8.29)
(=0

Aby této rovnica platila pre Tubovolni hodnotu y, musi byt nulovy koeficient pri kazdej mocnine
y. Preto musi platif

A+0(0+1)

T+ 2) Y (8.30)

Dostali sme teda rekurzivny vzfah pre koeficienty a,. PretoZze v limite velkého ¢ je pomer
agy2/a; — 1, nebude rad (8.27) konvergovat, a preto také rieSenie nemdze zodpovedaf normo-
vateInej vlnovej funkcii. Preto fyzikdlnym rieSenim rovnice (8.26) je len taky rad (8.27) ktory
obsahuje len kone¢ny pocet prvkov, teda je polyndmom kone¢ného stupna. Taky pripad na-
stane vtedy, ak je niektory z koeficientov a, nulovy. Z rekurzivneho vztahu (8.30) totiZ plynie,
Ze ak je niektory z koeficientov nulovy, potom st nulové aj vSetky vysSie koeficienty. Fyzikélne
akceptovatelné rieSenie preto dostdvame len vtedy, ak sa pre niektoré ¢ Citatel v zlomku na
pravej strane rovnice (8.30) rovnd nule, teda ak plati

A=—0l+1) (8.31)
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Rovnica (8.31) ndm dava vlastné hodnoty A prislichajice rovnici (8.24). Ak plati vzfah (8.31),
potom rieSenim rovnice (8.26) su polyndmy stupria ¢, zname v matematickej fyzike ako Legen-
dreove polyndmy P,(y) stupiia . Z rovnice (8.29) pre ich koeficienty plynie, Ze polynémy sd
alebo parne (pre ¢ parne), alebo neparne (ak je ¢ neparne).

Py(—y) = (=1)P(y) (8.32)
Explicitny tvar prvych Siestich polynémov je
Poy) = 1 Py) =y
Py(y) = (3y*—1)/2 P(y) = (59° —3y)/2 (8.33)

Py(y) = (35y* —30y*+3)/8 Pi(y) = (63y° — 70y*+ 15y)/8

Legendreove polynémy su definované na intervale —1 <y < 1.

Pripad m # 0
Pre nenulové hodnoty m # 0 musime riesif diferencidlnu rovnicu (8.23) ktord napiSeme v tvare

9 o m
dy dy 1—y?

(1—v%) Qy) = AQ(y) (8.34)
kde opif y = cos 6. RieSenie moZeme ndjst tak [10], Ze rovnicu (8.26) pre m = 0 budeme m-krat
derivovat podrla y. Po tpravach sa ukdze, zZe vyslednd rovnica m4 tvar rovnice (8.34) s funkciou

Qy)
Q) = Py (y) = (1 - y2>m/2§y—”;a<y> (8.35)

Z tvaru funkcie Q(y) vyplyva, Ze takéto rieSenie rovnice (8.23) existuje, len ak pre kvantové
¢isla m a ¢ plati vztah

m </l (8.36)

Funkcia P}"(y) sa nazyva pridruzena Legendreova funkcia (v§imnime si, Ze pre neparne
hodnoty m nie je P;" polynémom). Funkcia

O} (0) = P"(cosb) (8.37)

je potom rieSenim rovnice (8.23) s vlastnou hodnotou —¢(¢ + 1).

Funkciu Q" sme zostrojili len pre kladné hodnoty m. Vzhladom na to, Ze m vstupuje do
rovnice (8.34) len v druhej mocnine, je zrejmé, Ze tato funkcia je rieSenim rovnice (8.34) aj pre
zéporné hodnoty m, pokial |m| < ¢. Pre dand hodnotu kvantového &isla ¢ teda ndjdeme 2/ + 1
réznych funkcii P;"(y), zodpovedajice kvantovému &islu

m=—(—(+1,...,0,...0—-1/¢ (8.38)
aplati P, " (y) = P™.
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m=20 m = =*1 m = 12
o 9
@(8)
/=0
(=1
/=2

Obr. 8.2. VInové funkcie ®}*(6) dané vzfahom (8.40) pre £ = 0, 1 a 2. Analyticky tvar funkcif je uvedeny v
tabulke 8.1. Zvisld os na obrdzkoch je os z. Smer osi z zodpovedd uhlu & = 0 (obrazok 8.1). Hodnota funkcie
@7 () pre kazdy uhol je dand vzdialenostou krivky na obrézku od stredu sdradnic.

Vlastnosti pridruzenych Legendreovych funkcii mézeme ndjst v Specializovanych pra-
cach [20] aj v ucebniciach kvantovej mechaniky [10] alebo matematickej fyziky [18]. Pre
nds je dolezita ich ortogonalita:

i 2 (L+|m])!
dyP (y) Pl = Oppr 8.39
/;1 Yyry (y) I (y) 2€+1(€_|m|)| X Ogg ( )

z ktorej najdeme normalizaéni konstantu funkcie ®(#). Po dosadeni dostaneme

m(p) (—1)m\/2€2+ ! Ei; {Z;;;Pﬁ(cose) (8.40)

Funkcie ®}*(6) pre ¢ < 2 st znazornené na obrazku 8.2. Pre ¢ = 0 existuje jediny stav s m = 0.
Z tvaru vlnovej funkcie =,, (rovnica 8.20) vidime, Ze tento stav je sféricky symetricky — nezavisi
od uhlov 8 a ¢. Pre ¢ = 1 si moZné dve rozne funkcie v zavislosti od smeru vektora momentu
hybnosti. Stav s m = 0 md nenulovy priemet momentu hybnosti do roviny xy, stav s m = £1
do osi z. S rasticou hodnotou ¢ sa uhlova zavislost vinovej funkcie stava zlozitejSiou, ako vidief
uz pre { = 2.
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Tab. 8.1. Analyticky tvar funkcii ®}*(6) pre pre £ = 0, 1 a 2.

1
(=1| ®%0) = ?COSQ o (0) = $? sin 0
1 1
(=21 ®0) = g [3cos?0 —1] | ©37(0) = $§ sinfcosf | ®F2(0) = g sin? @

8.2.1 Sférické funkcie

Vréafme sa teraz k povodnej rovnici (8.13). Vlastné hodnoty sférickej asti Laplaceovho operatora
su

A=—((l+1) (8.41)

a vlastné funkcie st sférické funkcie, definované pre m > 0

2+ 1((— |m)) |
P ime 42
I (g mt eosde (842)

Y™ (0,0) = 7 (0)Em () = (—1)’"\/
a pre zaporné hodnoty m < 0 [10]

v " 0.0) = (0" [y 0.0)] (8.43)

8.2.2 Rozptyl na sféricky symetrickom potenciali

Funkcie Y;"(6,¢) tvoria Uplny systém funkcii. To znamend, Ze kazdi funkciu uhlov 6 a ¢
modZeme rozvindf do nekone¢ného radu vo funkcidch Y podobne ako rozvijame funkcie do
Fourierovych radov (¢o si nekone¢né sumy funkcii sin nkx). Preto su sférické funkcie uzito¢né
pri vypocte rozptylu Castic na sféricky symetrickych potencidloch (jadrach atémov).

Rozptyl na sféricky symetrickom potencidli je dolezity aj v klasickej elektrodynamike, na-
priklad pri opise rozptylu elektromagnetickych vin na sférickych tercoch (teéria Mie [30]).
PretoZe vinové dizky svetla siahaji od zlomkov Angstromov aZ po tisice kilometrov, mdZe byt
sférickym ter€om prakticky ¢okol'vek — od malych kovovych nanocastic s rozmerom nieko-
Tkych nanometrov a7 po objekty velkosti zemegule (rozptyl dlhovinnych vin prichddzajiicich
z Vesmiru).
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8.3 Operator momentu hybnosti

Z tvaru operdtorov L a L, (rovnice 8.10 a 8.9) vidime, Ze funkcia Y (6,¢) je aj vlastnou funkciou
tychto operatorov. Plati teda

L2Y (0,6) = h2({ + 1)Y (6,6) (8.44)

L.Y (0,0) = hmY (6.9 (8.45)

Moment hybnosti kvantovej Castice je preto kvantovany. Jeho vlastné hodnoty st

L=hnJ/ll+1) (8.46)

Kvantovany je aj priemet vektora momentu hybnosti do osi 2z

L. =hm (8.47)
Z definicie pridruZenych Legendreovych polynémov vieme, Ze

Im| < ¢ (8.48)
Priemet spinu do osi z je vzdy mensi, ako di7ka vektora L:

L,<L (8.49)

Tato nerovnost je v silade s komutacnymi vzfahmi pre zloZky momentu hybnosti: ak by totiZ
platilarovnost, L, = L, potom by zlozky L, a L, museli byt nulové, a teda by boli presne ur¢ené
vSetky tri komponenty momentu hybnosti, o nie je moZné.

Uvedené vysledky dokazuju spravnost vztahov (1.70) a (1.71), ktoré sme v Casti 1.7.5 uviedli
bez dokazu.

8.4 Radialna vinova funkcia

Rovnicu pre radidlnu vlnovi funkciu (8.14) prepiSeme do tvaru

00+ 1)

2m
2 + =

A R(r) — 2

R(r) [E - vm] R(r) =0 (8.50)

r
Radialnu vlnovi funkciu mézeme riesif pre fTubovolni potencidlnu energiu V' (r) a pre energie
E > 0 (rozptylové stavy) a E2 < 0 (viazané stavy). My sa obmedzime na Coulombicky potencidl
v okoli kladne nabitého jadra so Z proténmi. Vtedy mé potencidlna energia elektrénu tvar

1 Ze?

Vi) = —— 2% (8.51)

dmeg T

Vysetrime najprv dva limitné pripady:
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(1) V limite » — oo (d’aleko od stredu symetrie) bude potencidlna energia V() mald, preto
ju v rovnici (8.50) zanedbdme, rovnako ako ¢len [¢(¢ + 1) /72| R. Dostaneme rovnicu

1 02 2mE
F o TR+ =

R=0 (8.52)
Po vyndsobeni premennou 7 dostaneme vlnovi rovnicu pre funkciu 7 R(r):

0? 2mE
w (T’R) + 712

(rR) =0 (8.53)
Ak je energia kladnd, £ > 0, potom je rieSenim tejto rovnice funkcia

etkr 2mE
R~k

(8.54)

Funkcia R(r) zodpovedd vlne, §iriacej sa zo zdroja umiestneného v pociatku. Jej amplitida
musi klesaf so vzdialenosfou od zdroja, ~ 1/r, pretoZe plocha konstantnej amplitidy narastd
~ 12, Druhé riesenie, rR(r) ~ e~**", nema fyzikdlne opodstatnenie, pretoZe by zodpovedalo
vlne vchadzajucej z okolia do zdroja [30].

Analogicky ndjdeme vlnovu funkciu pre viazané stavy so zapornou energiu £ < 0

e rr —2mFE
r h?

(8.55)
Viazany stav so zdpornou energiou teda klesd exponencidlne s rastiicou vzdialenosfou od stredu,
v sulade s naSim oc¢akdvanim.

(2) V blizkosti stredu symetrie, teda v limite » — 0, zanedbame potencidlnu energiu
V(r) ~ r~! aj energiu E, pretoZe sd ovela mensie, ako ¢len £(¢ + 1)/r?, ktory s blizkostou k
bodu r = 0 rastie imerne r~2. Dostaneme rovnicu

L 3<r23>3— WD p_y (8.56)

r20r or r?
Hl'adajme jej rieSenie v tvare R = r“. Po dosaden{ do rovnice (8.56) dostaneme
ala+1)=L(+1) (8.57)

ateda a = ¢ alebo o« = —¢ — 1. Druhé rieSenie nie je fyzikdlne, pretoZe vlnova funkcia nemdze
v nule divergovaf. Preto je limitny tvar funkcie R ~ r*.2

2Tento postup nie je pouZitelny pre pripad ¢ = 0. Vtedy nemdZeme v rovnici (8.50) zanedbaf Ziadny ¢len. D4
sa viak ukdzaf, Ze asymptotické vyjadrenie R ~ 70 je spravne aj v tomto pripade [10].
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8.4.1 RieSenie radialnej rovnice

Presné rieSenie, pre viazané stavy £ < 0, ktoré spiiia asymptotické vztahy v oboch limitéch,
budeme hladat v tvare [10]

R(r) = ptePw(p), kde p = kr (8.58)

a parameter ~ je definovany v rovnici (8.55). Po dosadeni funkcie R(r) do rovnice (8.50)
dostaneme po jednoduchych, ale pracnych matematickych tpravach rovnicu pre funkciu w(p)

82w<p>+2v+_1 _1} duw(p) [1 2%y ] w0

a2 P ap +1)| —==0 (8.59)

dmreg | E| p
Tak ako pri analyze operdtora Ay , méZeme hladaf rieSenie rovnice (8.59) v tvare nekone¢ného
mocninného radu,

[e.9]

w(p) = Z app” (8.60)

n

a po dosadeni funkcie w(p) z rovnice (8.60) do rovnice (8.59) ndjdeme rekurzivny vzfah pre
koeficienty tohto radu a,,:

1 Ze*k
dmey | F|

apyr (k+ 1) [k 4+ 200+ 1)] + ax —2(k+04+1)| =0 (8.61)

Fyzikdlne mozZné rieSenia rovnice (8.59) su len tie, pre ktoré sa nekonec¢ny rad zredukuje na
polyném w(p) kone¢ného radu. Z rovnice (8.61) ndjdeme, Ze tito podmienka je splnend len
vtedy, ak plati

1 Ze’k
—_— =2(k+ ¢ +1 8.62

Ak dosadime za k = /2m|E|/h? z rovnice (8.55), dostaneme

2m  Ze?
e =2 8.63
W2E|dre, (8.63)

kden=k+/0¢+1=1,2,... jecelé Cislo. Z tejto rovnice ndjdeme vlastné energie

2
} 1 (8.64)

2m [ Ze?
B2 =57 ]

2 4meq
RieSenim rovnice (8.59) je potom polyném stupnia n,
w(z) = L2 (2) (8.65)

znamy v matematickej fyzike ako pridruzeny Laguerrov polyndm. Mo6zeme ho nédjst z defini-
¢ného vzfahu [1,20]

k ak T " -, .n
L (z) = 3k | 393"(6 "), k<n (8.66)
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V&imnime si, Ze stupeti polynému £* () je n — k. Vlastnd energia F,, je sice jednozna¢ne uréend
kvantovym ¢islom n (rovnica 8.64), ale tej istej energii zodpoveda viac vinovych funkcii, ktoré
sa liSia kvantovym ¢islom ¢, udavajicim moment hybnosti elektrénu. Z rovnice (8.66) vidime,
Ze medzi kvantovymi ¢islami n a ¢ plati vzfah

n>0+1 (8.67)

ktory dostaneme aj z porovnania pravych strdn rovnic (8.62) a (8.63).

8.4.2 Vlastné energie a vlastné funkcie

Z podmienky (8.63) dostaneme energie viazanych stavov elektrénu v atéme

om [ Ze2]? 1 72

E.(Z)=—— —=—Fk(Z=1 8.68
(2) h? |:47T€0‘| dn?  n? 1 ) (8.68)

kde

12m [ e 1°

E(Z=1)=—— 8.69
i ) 4 h? |:47T€0:| (8.69)
je energia zdkladného stavu atému vodika. VSimnime si, Ze pre Z = 1 su energie (8.68)

totozné s energiami ziskanymi v rdmci Bohrovho modelu atému vodika (rovnica 1.66), odvodené
z Bohrovych kvantovacich podmienok.

Ked pozname vlastné energie, mdozeme vyjadrif aj zodpovedajici parameter ~, definovany
vzfahom (8.55)

1 h?2 h? Adrey  n
= —p—— 8.70
K \/ 2m|E,| "omze2 ~ 7™ 8.70)

kde ag je Bohrov polomer (pozri tabulku 1.2). Radidlna vlnova funkcia elektrénu v atéme ma
teda tvar

Ro(r) = C’(/fr)eﬁfﬁel (kr)e " (8.71)
Normovaciu konstantu C' ndjdeme z podmienky
/ drr?| Rue(r))? = 1 (8.72)
0
Polyném Cffj@l (k1) je polynémom stuptian — ¢ — 1.



KAPITOLA 9

Atomy

V predchddzajicej kapitole 8 sme vyrieSili Schrodingerovu rovnicu pre jediny elektrén viazany
v blizkosti jadra sféricky symetrickym Coulombickym potencidlom. Nasli sme explicitny tvar
vinovej funkcie a odvodili vlastné energie viazanych stavov. V tejto kapitole vyuzijeme ziskané
vysledky na objasnenie Struktiry atdmov. Najprv sa budeme zaoberaf moznymi stavmi elektronu
v atome vodika. UkaZeme priestorové rozdelenie elektronu v okoli jadra a vysvetlime niektoré
otvorené otdzky, ktoré Bohrov model nevedel vyrieSif (pozri Cast 1.7.4).

Pre presné Studium zloZitejSich atémov je potrebné model, rieSeny v predchadzajicej ka-
pitole, doplnif o vzdjomnud coulombicku interakciu medzi elektronmi v obale atému. Tento
problém je vSak rieSiteIny len pribliZnymi metédami alebo numericky. Preto sa obmedzime len
na jeho kvalitativnu analyzu. Na priklade atému hélia ukdZeme, Ze uZ interakcia dvoch elektrénov
obiehajtcich okolo jadra hélia podstatne meni energetické spektrum atému. Napriek tazkostiam
so vzdjomnou interakciou elektrénov ndm energetické spektrum atému, ziskané v kapitole 8,
umozni kvalitativne porozumief vlastnostiam zloZitejSich atdémov a zoradif ich do periodicke;j
sustavy prvkov. V poslednej Casti tejto kapitoly sa budeme zaoberat spektrami viacelektronovych
atomov.

9.1 Vodik {H

V predchadzajicej ¢asti sme matematicky vyrieSili problém elektrénu viazaného coulombickym
potencidlom k jadru s ndbojom Ze. Energia elektronu je dané vztahom (8.68). Pre Z = 1 (teda pre
atom vodika) je tento vzfah totozny s energiou ziskanou v ramci Bohrovho modelu (rovnica 1.66).
Na rozdiel od Bohrovho modelu sme vSak odvodili, Ze vlastny stav elektrénu je ureny troma
kvantovymi ¢islami: hlavnym kvantovym c¢islom n, ktoré urcuje energiu, orbitdlnym, ¢, ktoré
urc¢uje hodnotu momentu hybnosti a magnetickym kvantovym c¢islom m, definujicim priemet
momentu hybnosti do osi z. Okrem toho ma elektrén spinové kvantové ¢islo s, = +1/2, ktoré
charakterizuje orientaciu spinu elektrénu v smere osi z.
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Z rieSenia sférickej Schrodingerovej rovnice v kapitole 8 vieme, Ze pre kvantové Cisla platia

obmedzenia

(=01,...n—1 (9.1)

m=0,+1,4£2 - +¢ (9.2)

Rozdiel medzi Bohrovym rieSenim a rieSenim Schroédingerovej rovnice si uvedomime, ak sa
podrobne pozrieme na priestorové rozloZenie elektrénu v okoli jadra. Uvazujme napriklad stav
n = 1. V tomto stave musi byt ¢ = 0 a teda aj m = 0. Vlnova funkcia elektrénu mé jednoduchy
tvar

U(r0,0) = Rio(r)Yy'(6,0) 9.3)
kde
1
YP(0.6) = T 9.4)
je konStanta a
2
Rug(r) = —= e7"/™ 9.5)
Qg

(pozri vztah (8.20), tabulku 8.2 a vzfah (8.71) ).

Uz tieto vysledky su prekvapujuce: elektron v zakladnom stave ma nulovy moment hybnosti,
lebo ¢ = 0. Jeho vInova funkcia je sféricky symetrickd, zavisi len od vzdialenosti od jadra.
Takéto rozdelenie nemozno daf do stvisu s predstavou elektronu obiehajiceho po akejkol'vek
drdhe okolo jadra.

Ndjdime teraz pravdepodobnostné rozdelenie P (r) vyskytu elektrénu vo vzdialenosti r od
jadra. Pravdepodobnosti vyskytu elektronu vo vrstve medzi r a r + dr je dand vzfahom

4
Py(r)dr = R3,(r)ridr = —3r26_2r/a"dr (9.6)
ap
Zavislost hustoty pravdepodobnosti P; (1) od vzdialenosti  je ukdzand na obrazku 9.1. Z obrazku
vidime, Ze rozdelenie vyskytu elektrénu je pomerne Siroké. NajpravdepodobnejSiu vzdialenost
elektrénu od jadra 7 ndjdeme z podmienky
0
— P, =0 9.7
or I(T) r=r ( )
RieSenim tejto rovnice dostaneme 7 = a €o suhlasi s predpovedou Bohrovho modelu atému.
Stredna hodnota vzdialenosti elektronu od jadra ale nie je ao, ale () = 3a,/2 (pozri priklad 9.1).
Z obrazku 9.1 vidime, Ze elektron sa moze s urcitou pravdepodobnosfou nachddzaf aj na
polovic¢nej vzdialenosti a a €o je eSte doleZitejSie, aj vo vzdialenosti podstatne vicsej, ako je
ao. Napriklad pravdepodobnost, Ze elektron ndjdeme vo vzdialenosti vicsej ako 5ag je 0,0026
(pozri priklad 9.2).



170 KAPITOLA 9. ATOMY

0,5
0,41
P,(N o3
0,2+

01

O 1 2 3
r/a0

4 5 6

Obr. 9.1. Pravdepodobnostné rozdelenie elektrénu P; (r) v zdkladnom stave atému vodika (n = 1). Elektrén sa
s najvicsou pravdepodobnosfou vyskytuje vo vzdialenosti 7 = ag od jadra. Strednd vzdialenost od jadra je (r) =
3ag/2 (priklad 9.1). Najpravdepodobnejsia a strednd vzdialenost si vyznacené bodkovanou, resp. prerusovanou
¢iarou.

Pravdepodobnostné rozdelenie vysSSich excitovanych stavov je eSte zlozZitejSie. Napriklad
v stave n = 3, ¢ = 0 ma pravdepodobnostné rozdelenie tvar
4 r? r r21? = dr
P o(r)dr = 3972 {27 — 18— + 2—} e 30— (9.8)
0
Analyticky tvar vinovych funkcif 2,,(r) je uvedeny napriklad v knihe [12].
Pravdepodobnostné rozdelenia pre druhu a tretiu energetickd hladinu st ukdzané na ob-
rdzku 9.2. Vidime, Ze rozdelenie je Siroké a pre ¢ < n — 1 ma viac ako jedno maximum. D4 sa
ukdzaf, Ze v stavoch s najvacsim moznym momentom hybnosti, / = n — 1 je najpravdepodob-
nejsia vzdialenost elektrénu od jadra

7, = nap len ak plati {=n—1 (9.9)

zhodnd s polomerom n-tej Bohrovej drdhy (rovnica 1.64). Pre mensSie hodnoty kvantového ¢isla
¢ v8ak takito koreSpondenciu s Bohrovym modelom nendjdeme.

VSimnime si réznorodost vinovych funkcii prindleZiacich tomu istému kvantovému cislu
n. Radidlna vinové funkcia zdvisi nielen od n, ale aj do kvantového ¢isla /. Moment hybnosti,
hi\/€(¢ + 1) teda ovplyviluje nielen uhlové rozdelenie prostrednictvom funkcii Y, (6,¢), ale aj
radidlne rozdelenie. Napriek odliSnému priestorovému rozdeleniu maji vSetky stavy s tym istym
kvantovym ¢islom 7 td istu energiu.

Obsadenost energetickych hladin

PretoZe elektrony su fermidny, nemo6Zzu sa Ziadne dva z nich nachddzaf v tom istom kvantovom
stave. To je dovod, preco v mnohoelektrénovych atémoch elektrony obsadzuju postupne vyssie
energetické hladiny. Pre pochopenie vlastnosti atdémov potrebujeme vediet, kolko elektronov
moZze ktoru hladinu obsadit.
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Obr. 9.2. VTavo je pravdepodobnostné rozdelenie elektrénu Py, v stave n = 2 a £ = 0 (horny obrdzok) a ¢ = 1
(dolny obrazok). Vpravo je pravdepodobnostné rozdelenie elektronu Ps, v stave n = 3 a ¢ = 0, 1 a 2 (zhora
nadol). VSimnite si, Ze pre £ < n — 1 ma pravdepodobnostné rozdelenie viacero maxim a minim. Pre { = n — 1 je
najpravdepodobnejsia vzdialenost elektrénu od jadra 7,, = n2aq.

Elektron na n-tej hladine méze maf n r6znych hodn6t momentu hybnosti, pretoze ¢ =
0,1,...,n — 1. Dva elektrény s tym istym kvantovym ¢islom ¢ sa eSte mdzu 1iSif kvantovym
¢islom m. Takych mozZnosti je 2¢ + 1. Na hladine n je preto

2x[1+3+5++2(n—-1)+1)]=2n" (9.10)

povolenych stavov (faktor 2 pochddza z dvoch orientédcii spinu: dva elektrony s tymi istymi
kvantovymi ¢islami n, £ a m sa eSte mdzu 1iSif orientdciou svojho spinu).

9.2 Hélium 3jHe

Hélium je po vodiku druhy najjednoduchsi atém. Atém hélia ma v atdmovom jadre dva protény
a dva neutrény. Okolo jadra obiehajid dva elektrony. Pre vypocet energetického spektra atdému
hélia potrebujeme ndjst vlastny stav sustavy troch vzdjomne interagujuicich Castic: jadra a dvoch
elektrénov, o je analyticky nemozné. Obmedzime sa preto len na kvalitativnu diskusiu.

I6n hélia

V i6ne hélia He™ obieha okolo jadra len jediny elektron. Jeho energetické spektrum a prislu§né
vlastné vlnové funkcie sme nasli pri Stidiu atému vodika. Energia zdkladného stavu i6nu je dana
vzfahom (8.68) pre n =1

E\(He') = —4F; = —54,4 eV ©.11)
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a vlnova funkcia

16

Rig(r) = 4| — e 2/ (9.12)
o

klesd exponencidlne so vzdialenostou od jadra. Jediny elektrén v i6ne hélia je preto k jadru

viazany energiou 54,4 eV. Vyssie energetické hladiny ndjdeme z rovnice (8.68) pre Z = 2.

Atom hélia
RieSenie atomu hélia s dvoma elektrénmi nardza na ten problém, Ze dva elektrény obiehajice
okolo jadra hélia medzi sebou interaguju elektrickou odpudivou interakciou. Pretoze vzdialenost
medzi elektronmi je porovnatelnd so vzdialenostou kazdého jednotlivého elektronu od jadra,
da sa oCakavat, Ze vzdjomn4 interakcia medzi elektrénmi vyrazne ovplyvni energiu zdkladného
stavu.

Schrédingerova rovnica pre dva elektrony v atome hélia ma tvar

h? 2¢2 2¢2 2
—— A As] — — O(77,79) = BEO(1 .7 9.13
{ [A1 + Ay Ireors  dneors + Inel — 7 } (71,7%) (71,7%) (9.13)

2m

kde 7 a 7 je polohovy vektor prvého a druhého elektrénu, a ®(7,7%) je vinova funkcia (bez
spinovej Casti, ktoru nemusime uvazovat, pretoZe Hamiltonidn v rovnici (9.13) neobsahuje ¢leny
pOsobiace na spin).

N4jst analyticky zadkladny stav atomu hélia nedokdZzeme. Pomerne presni hodnotu za-
kladného stavu vSak moéZeme ziskaf pribliZnymi metédami, napriklad poruchovym poctom
alebo variacnou metddou [1]. Uspokojime sa s uvedenim vysledku: zdkladnym stavom je stav,
v ktorom oba elektrény maji opacne orientované spiny. Ak je spinovd vlnova funkcia anti-
symetrickd, potom je vlnovd funkcia ®(ry,ry) symetrickd vzhfadom na zdmenu elektrénov,
Oy (77,m9) = Py (7%,7) (pozri Cast 7.5). Energia zdkladného stavu ma hodnotu

E = -T9eV (9.14)

pricom si je treba uvedomit, Ze tato energia pripadd na dva elektrony.

9.2.1 loniza¢na energia

Ioniza¢nd energia F; je energia potrebnd na vytrhnutie jedného elektronu z atomu. Ak atom hélia
absorbuje energiu i, uvolni sa jeden elektron (jeho energia bude nulovd), a druhy zostane
viazany v i6ne hélia energiou E;(He™), danou rovnicou (9.2). Schematicky je tento proces
zobrazeny na obrdzku 9.3. Ioniza¢nu energiu teda ziskame z rovnice

Eion(He) + E1 (HC) = El(He+) (915)
z ktorej ngjdeme
FEion(He) = Ey(He") — E1(He) = —54,4eV + 79 eV = +24,6 eV (9.16)

¢o je pomerne velkd energia. Preto je atom hélia za normalnych podmienok mimoriadne stabilny.
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E=0 -——O--
E=E/2 O--O
E=E (He") ---O--

Obr. 9.3. Ionizédcia atému hélia. Vlavo: dva elektrény v zédkladnom stave, vpravo: jeden elektrén klesol do
zakladného stavu i6nu hélia, druhy sa uvolnil. Ioniz4cia vyZaduje energiu E; danu rovnicou (9.16).

9.3 Mnohoelektronové atdmy. Periodicka tabulka prvkov

ZlozitejSie atdbmy obsahuju v jadre Z proténov a porovnatelny pocet neutrénov. Atém charak-
terizujeme jeho ndzvom, chemickou znackou X, atémovym c¢islom Z a hmotnostnym c¢islom
A.

X 9.17)

Atémy toho istého prvku s roznym A sui izotopy. Maju, samozrejme, ten isty pocet proténov,
ale liSia sa poctom neutrénov v jadre. PretoZe pocet elektronov a elektronova Struktira je dana
nabojom jadra, a teda ¢islom Z, nie je hmotnostné ¢islo A z hladiska elektronovej Struktiry
dolezité. Izotopy toho istého prvku maji rovnaké chemické vlastnosti, ich energetické spektrum
sa lisi len v kvantitativnych detailoch.

Pre klasifikdciu energetickych hladin sa zauZivalo oznacenie s, p, d, f zodpovedajice stavom
s kvantovym &islom ¢ = 0,1,2,3. Tabulka 9.1 uvddza obsadenost jednotlivych hladin, ktora je
dana poctom moZnych priemetov spinu.

Ako uZ bolo spomenuté pri opise atdmu hélia, Stidium mnohoelektrénovych atémov stazuje
skuto¢nost, zZe elektrony ako nabité Castice interaguji aj medzi sebou. Presny vypocet energe-
tickych hladin nie je mozZny, ale kvalitativne mdZeme vlastnosti atdmov pochopif uz na zdklade
naSich stcasnych poznatkov.

Pretoze elektrény su fermidny, obsadzuju v atdbmoch postupne energetické hladiny. Elektrony
na niz§ich hladindch vSak tienia elektricky ndboj jadra, preto si elektrony na vyssich energetic-
kych hladinach viazané slabSie, ako predpoklada jednoelektrénovy model. Energia prisluSného

Tab. 9.1. Elektr6nové hladiny s réznym momentom hybnosti L = #iy/¢(£ + 1) a ich obsadenost (pocet elektrénov,
ktoré sa na danej hladine m6Zu nachddzaf).

Stav § p d f
l
Pocet moznych stavov = 2(2¢ + 1) 2 6 10 14

(e
[
\S]
[9S)




174 KAPITOLA 9. ATOMY

Ts
6p
5d
4f
6s
S5p
4d
5s
4p
3d
4s
3p
3s
2p
2s
1s

Obr. 9.4. Poradie, v akom sa obsadzuji energetické hladiny pri narastajicom poéte elektrénov v atéme.

stavu bude preto vysSia ako energia F,, dand rovnicou (8.68).

Druhym dosledkom interakcie medzi elektronmi je to, Ze energia stavov s danym kvantovym
Cislom n zavisi aj od kvantového Cisla /. D4 sa to vysvetlif tym, Ze elektrén s nenulovym
momentom hybnosti ma vlnovu funkciu pretiahnutejSiu v niektorom smere (pozri obrazok 8.2),
hybnosti. Elektrén v stave s vys$s$im ¢ vysSiu energiu ako v stave s niz§im /. Rozdiel tychto
energii je taky velky, ze v atome je energeticky vyhodnejSie prednostne zaplnif elektrénmi
symetrickejSie stavy s a p s vySSou hodnotou kvantového ¢isla n, ako priestorovo nesymetrické
stavy d a f s niz$im kvantovym ¢islom n.

Energetické hladiny sa v atdbmoch obsadzuji v poradi podla obrazku 9.4. Obsadenosft jed-
notlivych podhladin a poradie, v akom sa obsadzuju, umoziuju vysvetlif chemické vlastnosti
prvkov a Struktiru periodickej sistavy prvkov (tabulka 9.2).

Prvky v periodickej tabulke st zoradené do dsmich stipcov podra toho, kolko elektrénov
maju na najvyssich hladinach s a p. Umiestnenie v riadkoch urcuje kvantové ¢islo n. V prvom
riadku tabulky su len vodik a hélium, pretoZe najnizSia energetickd hladina n = 1 md len s stavy
s £ = 0. V druhom riadku je litium sLi prvym prvkom, ktory obsadzuje elektrénmi hladinu
n = 2. Prvky od béru ;B po neén ;yNe obsadzuji postupne osem stavov p. Podobne je to
v trefom riadku.

V Stvrtom riadku sa po obsadeni hladiny 4s za¢ne obsadzovat hladina 3d (prvky o;Sc az
30Zn). Takychto prvkov je desat. Podobne v piatom riadku sa obsadi najprv hladina 4d s desiatimi
prvkami, a7 potom sa napliiia hladina 5p.

V Siestom riadku sa pred skupinu prvkov obsadzujucich hladinu 5d vsunt najprv lantanoidy,
¢o su prvky, ktoré obsadzuji hladiny 4f. Podobne v siedmom riadku sa aktinoidmi prednostne
obsadi hladina 5f pred hladinou 6d.

Prvky leZiace v jednotlivych stipcoch maji podobné chemické vlastnosti. UkdZeme len
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Tab. 9.2. Periodick4 tabulka prvkov. Prvky v prvych dvoch stipcoch obsadzuj stavy s, prvky v poslednych $iestich
obsadzuju stavy p (vynimkou je len hélium v prvom riadku, ktoré ma len dva elektrény v stave s). Medzi skupinami
IT a IIT leZia prvky, ktoré po obsadeni s stavov postupne obsadzuju stavy d. Tieto pravidld majid vynimky. Napriklad
med;, striebro a zlato obsadia vSetkych desat 3d stavov a na najvysSej hladine s maju len jeden elektrén. Za lantanom
s7La nasleduje 14 prvkov (lantanoidy), ktoré postupne obsadzuju stavy 4f a za aktiniom ggAc nasleduji prvky
(aktinoidy), ktoré obsadzuju stavy 5f [12].

I I III IV \Y% VI VII VIII
1 1H QHC
2 5Ll 3BC 5B (jC 7N 80 9F 10N€
3 nNa | oMg 13Al | 1451 15P 165 | 17Cl | 13Ar
4 | 19K | 20Ca | 21Sc 22-30 | 31Ga | 320Ge | 33AS8 | 34Se | 35Br | 36Kr
5 | 37Rb | 38Sr | 39Y 40—48 | a9In | 50Sn | 5:Sb | 5oTe | s3I | 54Xe
6 | 55Cs | s6Ba | s7La | ss—71 | 7280 | 81Tl | s2Pb | g3Bi | g4Po | g5At | gsRn
7T | g7Fr | gsRa | ggAc | go—103
Prvky obsadzujiice d stavy
3d 21 Sc 22Ti 23V 24CI' 25M1’1 26Fe 27CO 28Ni 29Cll 3021’1
4d 39Y 4021' 41Nb 42MO 43TC 44RL1 45Rh 46Pd 47Ag 48Cd
5d | s7La | oHf  73Ta 7sW  75Re 760s  77Ir Pt 79Au  goHg

Lantanoidy: 14 prvkov za lantdnom obsadzuju stavy 4f

58Ce 50Pr goNd :Pm 2Sm g3Eu 64Gd 65Tb 66Dy ¢7HO 6sEr g9Tm 70Yb 71Lu

Aktinoidy: prvky za aktiniom obsadzuju stavy 5f

90Th g1Pa 92U 93Np g4sPu g5sAm 9sCm 7Bk ¢3Cf g9Es 190Fm 19:Md 192No 103Lw,

niektoré z nich, ostatné ndjdeme v ucebniciach chémie alebo kvantovej fyziky.

Inertné plyny

Prvky v poslednom stipci sd inertné plyny. Vietky ich hladiny su dplne obsadené. Vd'aka tomu sa
navonok javia ako vysoko symetrické a nevytvaraji okolo seba Ziadny elektrostaticky potencidl.
Elektrony su velmi silne viazané k atbmom. lonizacné energie st také vysoké, Ze tieto prvky
len vel'mi fazko vstupujui do chemickych reakcii. V prirode sa vyskytuji ako Cisté prvky. Pri
atmosferickom tlaku a izbovej teplote su vSetky plynmi. Vo fyzike sa najcastejSie stretneme
s héliom, ktoré sa pouziva ako médium vo fyzike nizkych teplot.
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Alkalické kovy

Elektrénovi Struktira prvkov v prvom stipci sa od $truktdry inertnych plynov 1i3i len jedinym
dodatocnym elektrénom na vyS$Sej hladine s. Tento elektrén je k atomu viazany tak slabo
(ioniza¢né energie st len niekolko elektrénvoltov), Ze atoémy ich Tahko stracajd. Atémy s jednym
s elektronom preto aktivne vstupuji do chemickych reakcii. UZ z ndzvu — alkalické kovy — plynie,
7e ide o kovy. V prirode sa nikdy nevyskytuji v ¢istom stave, len v chemickych zliceninéch.

Halogény

Atémové Cislo o jednotku menSie ako inertné plyny majui halogény, ktorym chyba na najvyssej
hladine jeden elektron. Tieto atomy radi jeden elektron priberd, ¢im si skompletizuju svoje
hladiny. Tvoria zliceniny s alkalickymi kovmi a s vodikom. Typicky priklad takejto zliceniny je
kuchynsk4 sor:

11Na + 17C1 — NaCl

Sodik odovzdal svoj prebyto¢ny elektron chléru, ¢im si oba atémy skompletizovali svoje ener-
getické hladiny. Zostali vSak elektricky nabité a sd k sebe prifahované elektrostatickou silou.
Vytvoria iénovu vézbu.

Lantanoidy (vzacne zeminy)

Prvky, ktoré obsadia hladinu 6s, za¢inaji zapliiat hladinu 4f. Nazyvaji sa lantanoidy. PretoZe 4f
elektrény neovplyviiuji chemické reakcie, su si vSetky tieto prvky chemicky vel'mi podobné.

Aktinoidy (vzacne zeminy)

Po zaplneni hladiny 7s sa za¢inaju plnif hladiny 5f. Prvky, ktoré sa liSia len po¢tom elektrénov na
tejto hladine, su aktinoidy. Podobne ako lantanoidy maju vSetky podobné chemické vlastnosti.

Uhlik 4C

Uhlik je zdkladnou zloZkou organickych zlicenin. M4 obsadené hladiny 1s, 2s a dalSie dva
elektrény na hladine 2p. Hladiny 2s a 2p hybridizujd, vdaka ¢omu uhlik m6Ze do chemickych
reakcii zapojif vSetky Styri elektrony na hladine n = 2 a mdze v zliceninach vytvérat Styri viazby
so susednymi atdmami (pozri napriklad molekulu benzénu na obrazku 6.4).

9.3.1 Magnetizmus

Pri obsadzovani elektronovych hladin sa na dant hladinu mézu dostat vzdy dva elektrony, ktoré
maju opacnu orientaciu spinu. Intuitivne preto oakdvame, Ze v mnohoelektronovych atémoch
bude celkovy spin elektronov nulovy (ak je pocet elektrénov péarny). Toto pravidlo mé ale
vynimky. V atéme Zeleza ocFe su obsadené hladiny 1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 4s. Na hladine 3d sa
nachddza poslednych 6 elektrénov. Energeticky najvyhodnejsia sa ukdzala byt konfiguracia, ked
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péf z tychto elektrénov ma tu istd orientdciu spinu, a liSia sa kvantovym ¢islom m. PretoZe so
spinom je spojeny aj magneticky moment, sprava sa atém Zeleza ako maly magneticky dipdl.
Magneticky moment atémov Zeleza je zodpovedny za makroskopické magnetické prejavy
Zeleza — feromagnetizmus. V kryStalickej mriezke Zeleza susedné magnetické momenty navza-
jom interaguju. Pri vysokych teplotach je tato interakcia slabsia ako typickad energia kg1, preto
je orientdcia magnetickych momentov viac-menej ndhodnd. S poklesom teploty vSak vzdjomna
interakcia medzi magnetickymi momentami nuti susedné atoémy zorientovat svoje magnetické
momenty rovnakym smerom. S klesajiicou teplotou preto v Zeleze vznikaji oblasti rovnako
orientovanych magnetickych momentov. Ked' teplota klesne pod kriticka (Curieho) teplotu,
vytvoria suhlasne orientované magnetické momenty jednotlivych atbmov magnet. Opitovnym
zahriatim vzorky nad kritickd teplotu sa orientdcia magnetickych momentov narusi a Zelezo
sa vrati do nemagnetického stavu. Prechod do feromagnetického stavu je fdzovym prechodom
druhého druhu. Interakciou jednotlivych magnetickych momentov sa zaobera Statisticka fyzika.
Pre nas je dolezité len poznanie, Ze magnetické vlastnosti Zeleza su dané elektronovou Struktirou
jeho atomov. Podobné magnetické vlastnosti maju aj susedné prvky — kobalt 5;Co a nikel 9gNi.

9.4 Spektra atbmov

Interakciou atdmov s okolim modZzu elektrony prechddzaf na vysSie energetické hladiny. Takto
excitované atémy sa zbavuju energie vyziarenim jedného foténu spitnym prechodom elektrénu
na povodni energetickd hladinu.! Z pozorovania odchddzajicich foténov mdZeme analyzovat
energeticku Struktiru atdbmového spektra. Najjednoduchs$im spektrom je spektrum atomu vodika,
ktorym sme sa zaoberali v Casti 1.7.3.

Najhlbsia energetickd hladina v atéme vodika je 4y = —13,6 eV. Preto sa celé spektrum
vodika nachddza vo frekvencnej oblasti s energiou mensou, ako 13,6 eV. V zlozitejSich atémoch
st najvyssie energetické hladiny tiez radovo elektrénvolty, a preto patria do optickej Casti spektra.
HIbsie hladiny vSak zasahuju aZ do oblasti keV, pretoZze st umerné druhej mocnine poctu
proténov v jadre Z.

En(Z> =

om [ Ze2]? 1 22

dreg | 4n?  n?

Aj ked pre vysSie hladiny nie je tento vzfah presny (pozri diskusiu vysSie), pre najnizsiu hladinu

n = 1 ho mdZeme pouZif, pretoZe najnizsi elektron nie je inymi elektronmi odtieneny od jadra.
S rasticim Z preto najhlbsia energeticka hladina rychlo rastie.

9.4.1 \Vyberoveé pravidla

V pripade viacelektronovych atémov ma elektrén obmedzené moznosti vyZiarit fotén, pretoze
mnohé z niZSich energetickych hladin si obsadené inymi elektronmi. Okrem toho su prechody
medzi hladinami obmedzené aj vyberovymi pravidlami. NajdoleZitejSie z vyberovych pravidiel

'Pre tplnost dodajme, Ze elektrén sa moZe vritit na povodni hladinu aj postupnymi prechodmi cez viacero
viazanych stavov. V takom procese bude kazdy prechod z vyssej hladiny na niZSiu sprevadzany vyZiarenim jedného
foténu.
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stvisi s tym, Ze absorbovany alebo emitovany fotén m4 spin so spinovym vlastnym ¢islom
s = 1. PretoZe celkovy moment hybnosti v sistave atdom + foton sa musi zachovat, musi elektrén
v procese absorpcie alebo emisie foténu zmenif svoj moment hybnosti. Nemo6Ze preto pri emisii
foténu prejst na hladinu s tym istym kvantovym cislom ¢. PodrobnejSia analyza [1] ukédZe,
Ze vyZziarenie alebo absorpcia jedného foténu je spojend s takou zmenou kvantového stavu
elektronu, Ze jeho kvantové Cisla ¢ a m sa musia zmenif o hodnoty [1]

Al=+1 a Am=0,%£1 (9.19)

9.4.2 RTG spektrum atobmov

V casti 1.4 sme opisali generovanie RTG Ziarenia elektronmi dopadajicimi na elektrédu. Do-
padajuici elektron mozZe pri zrdzke s atdbmom vytrhnif z jeho elektrénového obalu elektron.
Nasledne niektory elektron z vysSich energetickych hladin prejde na uvolnend hladinu a vy-
ziari rozdiel energie vo forme foténu. Takéto prechody vidime na obrazku 1.12. Pre prechody
z hladiny n = 2 na hladinu n = 1 ziskal Moseley experimentdlne vzfah medzi frekvenciou
vyzarovanych fotonov a atbmovym ¢islom

v = %cR(Z —1)? (9.20)

(R je Rydbergova konStanta R = me?/(8e2ch®) = 1,097 x 10" m™', pozri tabulku 1.2).
Moseleyov vzfah umoznil experimentdlne urcif atomové Cisla prvkov z ich RTG spektier (v
roku 1913). Prechody uréené vztahom (9.20) vytvaraju v RTG spektre vyrazné ostré maxim4,
ukédzané na obrazku 1.9.

Moseleyov vztah (9.20) odvodime priamo z tvaru energetického spektra atomov. Ak z neho
vyjadrime vlnovud dizku,

1 1
—=(Z-1°R {ﬁ - ﬁ] (9.21)
a porovndme ho s rovnicou (1.54), vidime, Ze emitované fotony suvisia s prechodom elektrénov
z hladiny n = 2 na hladinu n = 1. Jediny rozdiel medzi atdémom vodika a atdmom s ndbojom Ze
je vo faktore (Z — 1)%. Ten pochédza z toho, Ze pred prechodom sa na hladine n = 1 uz nachddza
jeden elektrén, ktory efektivne tieni naboj jadra, Ze, svojim ndbojom —e. Prechadzajuci elektron
teda vidi naboj jadra (Z — 1)e.?

9.5 Priklady

9.1. Néjdite strednd hodnotu vzdialenosti od jadra vodika pre elektrén v zakladnom stave.
Rieenie: Musime vypoditaf integral

/OO r2dr[Ry (r))*r = gao 922)
0

Strednd hodnota vzdialenosti sa teda nerovnd najpravdepodobnejSej hodnote ag.

%Pre velké hodnoty Z mdZeme tienenie zanedbat, Z — 1 ~ Z [6].
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9.2. Vypocitajte pravdepodobnost, s akou sa elektrén v zdkladnom stave vodika nachddza vo vzdialenosti
vacsej ako kag (kK = 1, k = 2, k = 5) od stredu atému.
RieSenie: Pravdepodobnost je dand vzfahom

o0 4 oo
I, = / r2drP(r) = 3/ r2dre=2/a (9.23)
kag aO kag
Po substitiicii u = 2r/a a integrovani per partes dostaneme
I, = e 2% [2k2 + 2k + 1] (9.24)

Funkcia I, je zobrazend na obrazku 9.5. Napriklad 1I; = 0,6766, I1, = 0,238, II5 = 0,00277. Elektrén
sa teda so 68-percentnou pravdepodobnostou nachddza vo vzdialenosti 7 > ag od jadra.

9.3. S akou pravdepodobnosfou sa elektrén v zdkladnom stave vodika nachddza vo vzdialenosti od jadra
mensej ako ag/3? [1 — 11, /3 = 0,03]

9.4. Akd energiu by mal zdkladny stav atomu hélia, keby dva elektrony v atéme vzdjomne neinteragovali?
RieSenie: Keby sme zanedbali vzdjomnu interakciu elektrénov v atéme hélia, vynechali by sme v
rovnici (9.13) interakény Clen

e2

m (9.25)
Lahko sa presved¢ime, Ze vinova funkcia by bola sic¢inom dvoch jednocasticovych vinovych funkcii,
O(7,7) = ©1(77) P2 (72) (9.26)
pre dva elektrony pohybujtice sa okolo jadra s atdmom +2e. Zakladnym stavom by bol stavsn; =ng =1
s energiou
E} = -8Ry = —108,8 eV (9.27)

Porovnanim s energiou zdkladného stavu atému hélia (rovnica 9.14) F; = —79 eV vidime, Ze interakcia
elektrénov naozaj vyznamne ovplyviiuje energiu zdkladného stavu atému hélia.

1 T T T ’—_{-—— ™
L /, a
//
0’87 // 1' I_Ik N
L / 4
/
0,61 / =
L ) 4
L / _
04 / |-|k
L I .
/
0,2 4 —
/
-, 4
4 . | .
00 2 4 6
k

Obr. 9.5. Pravdepodobnost IIj, vyskytu elektrénu v zdkladnom stave vodika vo vzdialenosti vicSej ako kag
(rovnica 9.24). PreruSovana Ciara je funkcia 1 — I, ktord udava pravdepodobnost, Ze elektrén sa nachddza vo
vzdialenosti mensej ako kag.
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9.5. Predpokladajme, Ze dva elektrony v atéme hélia neinteraguji. Aké je orientédcia ich spinov v
zékladnom stave? Aku energiu by sme museli dodat atému hélia, aby jeden z elektronov mohol zmenit
orientdciu svojho spinu?

RieSenie: V zdkladnom stave musia maf elektrony opacne orientované spiny. To vidime z toho, Ze
priestorova vlinova funkcia, dand rovnicou (9.26), je sucinom jednocasticovych vlnovych funkcii a je
preto urcite symetrickd vzhladom na zdmenu oboch elektrénov. Spinovd vlnova funkcia preto musi byt
antisymetrickd, z coho vyplyva, Ze elektrény musia mat opacné spiny.

Ak by sme jednému elektrénu zmenili orientdciu spinu, mali by oba elektrony rovnako orientované spiny
a preto by spinova funkcia bola symetrickd. NajjednoduchSia antisymetrickd priestorova funkcia je

1
V2

Energia atému v tomto stave je

(D=1 (71) Pr=2(72) — Pp=2(71)Pp=1(7)] (9.28)

E),=FE, + Ey = —68¢eV (9.29)
Na otocenie jedného spinu je preto potrebnd energia

Ejy — E] = 3Ry = +40,8 eV (9.30)
9.6. Aké atémové ¢isla by mali inertné plyny, keby elektrén nemal spin?
9.7. Preco nie je povoleny prechod elektrénu zo stavu 2s do stavu 1s?

9.8. Pri vypocte energii viazanych stavov v atéme vodika sme predpokladali, Ze jadro sa nehybe a
elektrén obieha okolo neho. Této predstava nie je presnd, pretoZe nepohyblivé musi byf faZisko sustavy
elektrén + protén, nie protén. Obe Castice — protén aj elektrén — preto obiehaji okolo svojho faziska.
N4jdite chybu v hodnote energie zdkladného stavu spdsobeni tymto zanedbanim.

RieSenie: Pri uvdzeni pohybu jadra musime riesif Schrédingerovu rovnicu

(NS L O(7,7) = BED(7,7) (9.31)
e "y — _— T = 1.7 .
oM, 2My " Ameg | — 7] b2 b2

Obr. 9.6. Dve telesa obiehajice okolo spolo¢ného taZiska. Vektor ET je polohovy vektor faZiska.
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kde indexy 1 a 2 sa vzfahuju na elektrén a protén. Po substiticii (obrdzok 9.6)

— M7 + Moty
RT =
My + My

oo}

=7 — 7 (9.32)

dostaneme rovnicu len v premennej R

—h—zA e ®(R) = E®(R) (9.33)
oM E dmeg R N '
kde
M M,
M= "2 9.34
My + My ( )

je redukovand hmotnost. Rovnica (9.33) je Schrodingerova rovnica pre Casticu s hmotnostou M a ndbojom
—e obiehajicu v poli ndboja e. Vlastné energie st preto dané vztahom (8.68), kde namiesto hmotnosti m
dosadime efektivnu hmotnost M:

IMT e2 1% 1
En == [mo] n? ©-35)

Pretoze My = 1836m., je

1836

= @ Mme = 0,99945 Me (936)

Energetické hladiny sa preto posunu len nepatrne.

9.9. Nidjdite rozdiel medzi energiou zdkladného stavu vodika, deutéria %H a tricia i”H [Navod: uvazte,
Ze v deutériu elektron obieha okolo jadra s hmotnosfou 2m,, a v triciu okolo jadra s hmotnosfou 31, ].

9.10. Pozitrén e™ zachyti elektrén a spolu vytvoria viazany stav — pozitrénium. Ako vyzera energetické
spektrum tejto sustavy?

RieSenie: Pretoze hmotnosti elektrénu a pozitrénu si rovnaké, je efektivna hmotnost M = m,/2.
Vlastné energie preto budd mat polovi¢nd hodnotu a energia zdkladného stavu bude

E¥ = —6_8eV (9.37)

9.11. Ndjdite energetické spektrum mezoatému, v ktorom okolo proténu neobieha elektrén, ale 7~
mezén s hmotnostou m, 273 % viacsou ako hmotnost elektrénu.
RieSenie: Vlastné energie budu opif dané vzfahom (9.35), ale s redukovanou hmotnosfou

MpMiy 1863 x 273
= m
mp+my; 18364273 €

— 237,66 m. (9.38)

Energia zdkladného stavu teda bude

Ei = 3,23 keV (9.39)
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Tab. 9.3. VInova dizka a energia RTG Ziarenia pochadzajiiceho z prechodov medzi stavmi n = 2 an = 1 v hliniku,
Zeleze a medi.

Prvok | Z | A[1071m] | E [keV]

Al 13 | 8,44 1,47
Fe 26 | 1,94 6,38
Cu 29 | 1,44 8,00

9.12. Odhadnite vlnové dizky a energiu RTG Ziarenia excitovaného prechodom elektrénu zo stavu n = 2
do stavun = 1 v: a) Zeleze ogFe, b) medi 99Cu, c) hliniku 13Al.
Riesenie: Z Moseleyovho vztahu (9.21) dostaneme

4 1 1215x10°7

e - e 40
3(Z—12R_ (Z-1)7 m] 040

a energia
E = %%(z —1)2=10,21(Z —-1)%eV (9.41)

Vysledky s ukdzané v tabulke 9.3.



KAPITOLA 10

Mechanické kmity atbmov a molekul

V kapitole 6 sme videli, Ze dva atdmy moZu vytvorif spolo¢ny viazany stav — molekulu. Na
priklade molekuly Hy sme ukézali, ako energia molekuly zavisi od vzdjomnej vzdialenosti r
jadier dvoch atémov (obrazok 6.2). Nasli sme taku vzdialenost R, pre ktorti ma celkova energia
minimum.

Opis molekul je vSak zloZitejsi, pretoZe nielen elektrdn, ale aj samotné jadrd molekul sa mézu
pohybovat. V pripade dvojatémovej molekuly moze ist alebo o vibra¢ny pohyb, pri ktorom sa
polohy dvoch jadier harmonicky menia pozdiZ spolo¢nej spojnice, alebo o rotaény pohyb, pri
ktorom jadré obiehaji okolo svojho stredu.

V tejto kapitole stru¢ne opiSeme rotac¢né a vibracné spektra molekul. Zo znalosti kvantovania
vlastnych hodn6t momentu hybnosti ndjdeme vlastné frekvencie rotaéného spektra. Podobne,
kvantované energie harmonického oscildtora urcuji vibracné spektrum molekul.

V dalSej Casti sa budeme zaoberaf kmitmi krystalickej mriezky. Experimentdlne merania
merného tepla kryStalov ukézali, Ze klasickd predstava o mechanickych kmitoch mriezky musi
byt zovSeobecnend podobne, ako sme v Casti 1.2 zovSeobecnili klasickd predstavu o elek-
tromagnetickom Ziareni v dutine. UkdZeme podobnosf medzi vibratnymi médmi mriezky a
frekven¢nymi médmi elektromagnetického Ziarenia v dutine. Na jej zdklade zadefinujeme kva-
ziCastice — fonony — ktoré v krystalickej mriezke prendsaju energiu vibrécii. Naopak, podobnost
medzi vibraCnymi a elektromagnetickymi médmi nds privedie k predstave o vdkuu ako stave
elektromagnetického pola s najniZSou mozZnou — ale nenulovou — energiou.

10.1 Rotéacie dvojatomovych molekul

Uvazujme molekulu zloZend z dvoch atémov s hmotnostami M a Ms. Pri rotdcii dvojatdmove;j
molekuly sa oba atémy pohybuji okolo spolo¢ného faziska (obrdzok 9.6). Kinetickd energia

183
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rotdcie molekuly je dand momentom hybnosti L. a momentom zotrvac¢nosti I,

L2
Eot = — 10.1
¢ =57 (10.1)

Moment zotrvaénosti dvojatémovej sistavy ndjdeme zo vztahu!
I =MR? (10.3)

kde M = M, My /(M; + My) je redukovana hmotnost (pozri priklad 9.8 a rovnicu 9.34) a R je
vzajomnd vzdialenost atomov.
V kvantovej mechanike musi by moment hybnosti molekuly kvantovany,

L=nh/(l+1) (10.4)

preto je aj kinetickd energia rotdcii kvantovand a mdZe nadobudaft len hodnoty

hQ
Erore = 570(0+1) (10.5)

Vyjadrime rovnovaznu vzdialenost molekul v nasobkoch Bohrovho polomeru ay,
R =¢&ayg (10.6)

a redukovand hmotnost vyjadrime pomocou hmotnosti 1, proténu a atémovych ¢isel A; a A,
atémov, ktoré tvoria molekulu: My = Aym,, My = Aym,,:

A1 Ay
N 10.7
M 1A my ( )
Potom mdZeme energiu vibracii vyjadrif jednoduchym vztahom
h? 14, +A
Erope & L4 1) = Bol(0 4+ 1) (10.8)

X J—
Qmpa% f 2 Al A2
Po dosadeni za zdkladné fyzikdlne konStanty dostaneme typicku energiu £ pre dand molekulu,

1A+ A
Ey~T74x 1077 —="——"=[eV 10.9
Typické hodnoty energie I pre Styri molekuly si uvedené v tabulke 10.1. Ak uvaZime, Ze
¢ = R/ap > 1, ndjdeme, Ze typicka kinetickd energia rotacie molekuly je podstatne mensia ako
energia Fry = kT /2 = 0,0129 eV (tabulka 1.5). Preto sa pri izbovych teplotdch rotacné stavy
takmer vzdy excituju.

"Moment zotrva¢nosti vzhadom na faZisko (10.3) nijdeme z definicie (pozri obrdzok 9.6) I = M, |71 — ET |2 +
Ms|7 — Rp|?, kde 7| — 7 = Ra Ry = [My7y + Mais] /(M + Ms) = 0 (rovnica faZiska). Dostaneme

. N M> . o M, -
—Rp=—""—R —Rp=—"—"R 10.2
T1 T M, + M, , T2 T M, + M, ( )

My Mo R2

a po dosadeni I = T




10.2. VIBRACIE DVOJATOMOVYCH MOLEKUL 185

Tab. 10.1. Typickd vzdialenost dvoch atémov v molekule (v ndsobkoch Bohrovho polomeru ag) [6], energia F,
jej zodpovedajuca frekvencia a pomer Ey k energii Egy = kT /2 = 0,0129 eV pri teplote 300 K pre niektoré
dvojatémové molekuly.

molekula | £ Ey [eV] v = Ey/h[THz] | Ey/Egy
1601H 1,83 2,3 X 1073 0,566 0,178
38KBr 5,547 | 9,76 % 1076 | 0,00235 0,00052
2C16Q 2,13 | 2,37 x 107% | 0,057 0,0184
HN160 2,17 | 2,10 x 107 | 0,0511 0,0163

Podobne ako v atdbmoch mdZeme ndjst frekvencné rotacné spektrum molekuly zodpovedajuce
prechodom medzi jednotlivymi vibracnymi hladinami. Rozdiel dvoch energetickych hladin je

1
AEélfg = ﬁ [Erotél - EI‘O‘EZQ] (10.10)
Frekvencia vyZiareného alebo absorbovaného foténu je
1 Ey
V=3 [Erote, — Erote,) = 7(51 + Ly +1)(0y — 1) (10.11)

Typické frekvencie rotaéného spektra zodpovedajui rozdielom rotacnych energii a spadaji do
infraCervenej oblasti pre molekuly z l'ahkych atémov a do oblasti GHz pre fazsie atémy. Z rov-
nice (10.5) vidime, Ze frekvencie st nepriamo imerné hmotnosti atdmov:

1
~— 10.12
v (10.12)

10.2 Vibracie dvojatbmovych molekul

Pri vypocte elektronovej Struktiry molekil obycajne zanedbavame vzajomny pohyb atémovych
jadier. Tento predpoklad je ospravedlneny velkou hmotnostou jadier v porovnani s hmotnostou
elektronov. V tejto Casti odhadneme energiu vibrécii dvojatomovej molekuly. Ako sme videli
v Casti 6.2, celkova energia F/(r) molekuly je stctom elektrostatickej energie dvoch jadier Fj a
energie elektrénov E.:

E(r) = E5(r) + E(r) (10.13)

a zavisi od vzdjomnej vzdialenosti r atdbmovych jadier. V rovnovaZznej polohe je vzdialenost
dvoch jadier R a celkova energia nadobtida minimélnu hodnotu

Enin = E(R) (10.14)
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k

O ()

R

Obr. 10.1. Schematicky na¢rt kmitajicej dvojatémovej molekuly.

Ak sa vzdialenost jadier zmeni, energia molekuly narastie (pozri obrdzok 6.3) a na jadra bude
pOsobif sila, ktord ich bude vracaf spéf do rovnovaznej polohy.

Predpokladajme teraz, Ze sa vzdialenost jadier zmenila o mald hodnotu dr. Rozvifime energiu
E(r) do Taylorovho radu okolo rovnovaznej polohy

132E(r)
2 Or?

a zanedbajme vSetky ¢leny umerné vy$§im mocnindm 7. V tomto pribliZeni sa teda jadra pohy-
buji v harmonickom potencidli. Porovnanim s potencidlom harmonického oscildtora nijdeme

E(R+6r) = Eqin + (6r)* + ... (10.15)

_19°E(r)
2 Or?

% Mo (10.16)

r=R

kde M je redukovana hmotnost kmitajicich atomov.

Odhadnime, ako sa zmenou polohy jadier zmeni potencidlna energia jadier a energia elek-
tronov. Potencidlna energia je elektrostatickd energia odpudzovania dvoch jadier, preto klesa
s prvou mocninou vzdialenosti,

1
Ey~ = (10.17)

Energiu elektronov odhadneme ako energiu Castice viazanej v nekonecnej jame Sirky R,
h2

N ———

2mR?

PretoZe rovnovazna vzdialenost R je mald, md6Zeme ocakdvat, Ze zmenou polohy jadier sa zmeni
predovSetkym energia elektronov,

0’FE N 0*E,
or2 "~ or?
Z rovnice (10.18) odhadneme

(10.18)

(10.19)

9*E,
or?
Je teda

O2E(r)

E.
r=R R2

(10.20)

N — (10.21)
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Tab. 10.2. Typické frekvencie vibraénych médov dvojatémovych molekdl [6] a pomer energie hv k energii Egy
pri izbovej teplote [6].

Molekula | ¥ THz | hv/Egy
0, 43,74 | 14,07
N 70,74 | 22,75
NO 57,08 | 18,36
CO 65,06 | 20,93

Z rovnice (10.16) vyjadrime frekvenciu kmitov molekuly

o /R;E/e\/l (10.22)

a po dosadeni R? = h?/(2mE,) z rovnice (10.18) dostaneme priblizné vyjadrenie frekvencie
kmitov jadier v tvare

1 /m
w = 71 / ﬂEe (10.23)

Energia vibracii, ~ fuw, je teda y/m/M-krat menSia, ako energia elektrénov v molekule. Preto
budd aj frekvencie vo vibra¢nom spektre /m/M-krat mensie, ako frekvencie v elektronovom
spektre. Ak odhadneme typicki energiu E, ~ 1 eV a pomer y/m/M ~ 1/40 dostaneme, Ze
vibracné kmity molekuly maji energiu podstatne vysSiu ako je energia bz ~ 0,0129 eV pri
teplote 1" = 300 K.

V naSich tvahéach sme jednotlivé energie len priblizne odhadli, preto sa nas vysledok moze
od skuto¢nych hodn6t niekolkonésobne 1iSif. Ako vSak ukazuji déta v tabulke 10.2, nas odhad
je kvalitativne spravny. Vibracné moédy v molekuldch nemdéZzu byt pri izbovej teplote excitované,
pretoZe potrebujii na svoju excitdciu energiu hv. Z tretieho stipca tabulky 10.2 vidime, Ze k tomu,
aby sa vibra¢né médy excitovali vzajomnymi zrdzkami molekdl, by teplota 7" musela byt 14 az
20-krét vyssia ako izbova teplota, teda 1" ~ 4800 — 6000 K. Pri takych vysokych teplotach vSak
uz molekuly nie su stabilné, ale disociuju na jednotlivé atomy. Excitdcie vibraénych médov su,
samozrejme, mozné aj pri niZsich teplotach, pretoZe energia Fgy je strednd energia jednotlivych
molekul. Energie individudlnych molekul fluktuuji okolo strednej energie a niektoré molekuly
moZu maf kinetickd energiu podstatne vysSiu ako Fgy.

Vibracie viacatomovych molekul. Sklenikovy efekt

V Casti 1.2 sme sa zaoberali Ziarenim ¢ierneho telesa. Na obrazku 1.6 je ukdzané, Ze Zem vyzaruje
prevazne v oblasti vinovych dizok A ~ 5 — 30 um. Pre udrZanie tepelnej rovnovihy na Zemi je
dolezité, aby dostatodn4 Gast vyZiarenej energie mala moznost unikniif do Vesmiru. Ziarenie viak
moZe byt absorbované molekulami pritomnymi v atmosfére. MnoZstvo absorbovanej energie
zavisi od koncentracie absorbujucich plynov. Rozhodujici vplyv pre absorpciu Ziarenia ma
vodna para. V poslednych rokoch ale silneji indicie, Ze v atmosfére narastd koncentracia inych



188 KAPITOLA 10. MECHANICKE KMITY ATOMOV A MOLEKUL

molekuil, ktord md za nasledok zvysenie teploty atmosféry. Tento efekt je znamy ako sklenikovy
efekt. Najefektivnej$ie absorbujicimi molekulami sid CO,, absorbujici na vlnovych dizkach
okolo 2,5, 4,2 a 15,4 pym, metan CHy (7,7 um) a NO, (7,7 um). VSetky tieto absorpcné Ciary
zodpovedajui prechodom medzi dvoma vibraénymi médmi molekul.

10.3 Kmity krystalickej mriezky

V krystalickej mriezke su atomy periodicky usporiadané v priestore. Rovnovdzna poloha je tak
ako v molekule dand minimom celkovej energie krystalu. V redlnom krystdli atémy kmitaji
okolo svojich rovnovaznych poldh. PretoZe su k sebe viazané vizobnymi silami, m&Zeme kmity
celej sustavy opisaf ako kmity viazanych harmonickych oscilatorov.

Odvodme najprv klasické pohybové rovnice pre pozdizne (longitudindlne) kmity atémov.
Na obrazku 10.2 je ukdzand schéma jednorozmerného krystdlu. Ak odchylku n-tého atému od
rovnovaznej polohy oznac¢ime u,,, dostaneme z Newtonovej pohybovej rovnice pre n-ty atom
pohybovi rovnicu

*u,
ot?

kde M je hmotnost atému.

Rovnicu (10.24) mdZeme napisaf pre fubovolny atom n. Ak je v mriezke N atomov, dosta-
neme tak systém N linedrnych homogénnych rovnic pre N nezndmych vychyliek u,,. Pretoze
systém rovnic je linedrny, budd kmity atdmov harmonické. Z rovnic preto moéZeme po substitucii

M

= —k(uy, — tny1) — k(u, — upq) (10.24)

Uy, = U,e” ™t (10.25)

vylucit ¢as. Dosadenim (10.25) do rovnice (10.24) dostaneme systém casovo nezavislych line-
arnych rovnic

2k k k
[—w2 + M] U, — MUnq - MUnJrl =0 (10.26)
T <L

D@ @
n-1 n n+1

é -
u

n

Obr. 10.2. Schematicky nd¢rt kmitov molekiil v jednorozmernej krystalickej mriezke. Atémy moZu kmitaf v troch
réznych smeroch, preto rozoznavame dva priecne (transverzalne — T) mddy, kedy molekuly kmitaji kolmo na
spojnicu medzi nimi, a jeden pozdizny (longitudindlny - L) méd. Vietky atémy maji rovnakd hmotnost M.
RovnovéZzna vzdialenost medzi atémami je a. Konstanta &k urcuje vdazbu medzi susednymi atémami (rovnica 10.24)
a u, je vychylka n-tého atému z rovnovaZnej polohy.
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Obr. 10.3. Disperzny vztah pre pozdizne kmity atémov v jednorozmernej krystalickej mriezke. Frekvencia Q =

1 /M
w X35 5

Hladajme funkciu U, v tvare

U, = Ae"™ + Be~'a" (10.27)
Po dosadeni do rovnice (10.26) ndjdeme vztah medzi vlnovym ¢islom ¢ a frekvenciou w
k A » 2k
w? = i [2 — eThaa e_zqa} =7 [1 — cos qal (10.28)

Frekvencia je teda funkciou vlnového ¢isla ¢,

W = 4% sin? % (10.29)
Rovnica ddva disperzny vztah medzi vinovym &islom a frekvenciou pozdiznej viny Siriacej sa
kryStdlom (obrdzok 10.3).

Mozné hodnoty vlnového vektora dostaneme z okrajovych podmienok na hranici kryStalu.
Ak predpokladdme, Ze krystél je kone¢ny, potom prvy a N-ty atdm ma len jedného suseda.
V priklade 10.8 odvodime, Ze povolené hodnoty ¢ st

T on
CaN+1
Vychylka atdmov potom vytvdra stojati vlnu, ukdzanu aj na obrazku 3.1. Pre nekone¢ny krystal
(N — 00) je spektrum ¢ spojité.

V krystali sa teda mozu Sirif vibracné viny, ktorych frekvencia je dand vz€ahom (10.29).

an n=12,....N (10.30)

10.3.1  Vplyv krystalickej Struktary na disperzny vztah
Pre malé hodnoty
qga < 1 (10.31)

mozeme disperzny vzfah (10.28)

k
w =2}/ sin % (10.32)
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Obr. 10.4. Ak je vinova dizka A >> a, potom vIna len slabo ovplyvnend detailami mriezky a jej disperzny vzfah je
linedrny (rovnica 10.33).

rozvinuit do Taylorovho radu, sin z ~ z a dostaneme linedrny disperzny vzfah, zndmy z mecha-
niky spojitych prostredi. Frekvencia takychto vibraénych médov je priamo tmernd vlnovému
Cislu g,

k

W R M(Lq = vq (10.33)

arychlost §irenia viny v =  / ﬁa nezavisi od frekvencie. Podmienka (10.31) znamenad, Ze vinova
di7ka je ovela viGsia, ako je medziatémova vzdialenost:
2
A="aq (10.34)
q

(obrazok 10.4). Vlna preto ,,nevidi” detaily mriezky a pohybuje sa v nej ako v spojitom prostredi.

Pre vi&ie hodnoty vinového vektora ¢ vinova dizka klesi. Neprekvapuje, 7e ked je A
porovnatelnd s medziatbmovou vzdialenosfou, potom bude disperzny vzfah vlny ovplyvneny
periodickou Struktirou latky, ¢o vidief aj zo vztahu (10.32), ktory sa pre velké hodnoty qa
odliSuje od linearneho. Rychlost Sirenia vlny je urCend grupovou rychlostou

dw(q) qa
v, = = v COoS — 10.35
ktord klesd s rasticou hodnotou vlnového vektora ¢. Pre najvidcsie mozné hodnoty vinového
vektora ¢m.x = m/a je grupova rychlost rovna nule: v, = 0. To moéZeme vysvetlif, ak si
n-1 n  n+l
t o ] o ] o ° o ®
o o e o e o @ )
o 0 0 0 0 N F ;@
[ o e o e o @ )
® ® ® ® o o o ®
*» & o & » & * @
0@ L ‘00 0@
* & o & o & s @
® [ ® [ [ ® [ ®
uL> a Y

Obr. 10.5. Pozdizne kmity atémov s vinovym &islom gpax = 7/a a vinovou dizkou A\ = 2a. Body oznacuji
polohy atémov v casoch ¢, = %a (a =0,1,...,8) kde T' = 27 /w je Casovd peridda oscildcii. Atémy kmitaji
okolo rovnovaznych poldh, ale nevytvarajui vinu postupujicu v priestore (sprava dolava).
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uvedomime, e pre vInovy vektor gma.. je vinovd dizka rovnd len dvojndsobku mriezkovej
konStanty, A = 2a. Jednotlivé atémy vtedy osciluji oproti sebe (obrdazok 10.5). Taka vlna sa
nesiri priestorom, preto sa jej rychlost rovna nule.

Pre nds je podstatnd skuto¢nost, 7e viny s mengou vinovou dizkou ako 2a sa kry$talom
nemozu $irit, pretoZe medziatémova vzdialenost a definuje najkrat3iu dizkovi $kdlu v systéme.

10.3.2 Merné teplo krystalov

Mechanické kmity atémov mali dolezitd tlohu vo vyvoji kvantovej mechaniky.

Pri zohrievani krystalov sa atdémy rozkmitaju a celkové energia mechanickych kmitov naras-
tie. Preto rastie aj celkova energia kryStélu. Zaujimavou veli¢inou v termodynamike aj vo fyzike
tuhych l4tok je merné teplo, definované ako zmena vniitornej energie pri zmene teploty,>

_ou
- oT
Experimentdlne merania merného tepla kryStalickej mriezky r6znych kovov ukézali, Ze pri

teplotach vyssich ako izbova teplota, T ~ 300 K je merné teplo prepocitané na jeden mol latky
univerzalnou konstantou,

C (10.36)

Ciol = 3 Nakp = 24,9 J/(mol K) (10.37)

nezavislou od teploty. Tento vysledok je znamy ako Dulongov-Petitov zakon. Pre nizke teploty
vSak experimenty ukdzali ind univerzdlnu zavislost merného tepla, ktoré klesa s teplotou

c(T) ~T? (10.38)

Takuto teplotnu zavislost klasickd fyzika nevie vysvetlit.

Aby sme vysvetlili oba uvedené vysledky, potrebujeme ndjst celkovi energiu kmitajice;j
krystalickej mriezky.> Budeme postupovaf tym istym spdsobom, ako pri vypocte energie elek-
tromagnetického pola v dutine v Casti 1.2. Aby sme si zjednodusili vypocet, predpokladajme, Ze
disperzny vzfah vibraénych vin je linedrny,

w = vq (10.40)

a rychlost v je rovnaka pre priecne aj pre pozdizne viny. Pre také viny sme v dodatku 3.4.1
odvodili hustotu stojatych vin s danym vinovym vektorom ¢

() = - (10.41)

2Uvazujeme merné teplo pri konstantnom objeme.

3Dulongov-Petitov zdkon moZeme odvodif aj z predstavy, Ze kazdy atém v krystalickej mriezke kmitd ako
oscilator v troch réznych smeroch. Ak je strednd hodnotu energie oscilatora kg7, potom energia kazdého atému je
3kpT aenergia jedného mdlu atémov bude U,,o1 = 3N 4kpT. Merné teplo dostaneme derivovanim podTa teploty,

Crmol = OUmmo1 /0T = 3Nakp (10.39)

¢o je vztah (10.37).
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(rovnica G.7), z ktorého odvodime pocet vin s frekvenciou v intervale w,w + dw.

dg 3 widw
= 3(g) 2L = > =%
plw) =3p(@) = =553
(faktor 3 zohladiuje tri vibratné médy s danym vlnovym vektorom ¢). Ak by sme kazdému
vibracnému moédu pripisali energiu %l{; g1, dostaneme hustotu energie
3kpT w?d
w(w)dw = B2 2 (10.43)

272 3

(10.42)

a celkovt energiu
wp
Ur) = / dwu(w) (10.44)
0

Az potial'to opakujeme vypocet hustoty energie elektromagnetického pol'a v dutine z Casti 1.2.
Rozdiel medzi oboma problémami je ale v tom, Ze frekvencia mechanickych kmitov mriezky
je zhora ohraniCend (pozri obrdzok 10.3), pretoze mriezka méd konec¢nud priestorova periédu.
Najvyssiu frekvenciu wp (Debyeovu frekvenciu) ndjdeme v priklade 10.10.* Integral (10.44) je
teda v pripade vibracnych moédov mriezky konec¢ny. Po integrovani dostaneme
. k Bw%
2723
Celkova energia vibracnych moédov je teda linedrnou funkciou teploty a merné teplo od teploty
nezévisi, ¢o suhlasi s Dulongovym-Petitovym zdkonom.

Rovnicu (10.45) sme odvodili za predpokladu, Ze kazdy vibraény méd mé energiu kgT'/2.
Tento predpoklad plati len pre vysoké teploty,

kT > hwp (10.46)

U(T)

(10.45)

Nizkoteplotnd zavislost merného tepla, C' ~ T? (rovnica 10.38) pozorovani v experimente, od-
vodime, ak si kazdy vibraény méd v krystali predstavime ako kvantovy harmonicky oscilator.
Kvantovy oscilator ma vlastné energie (pozri kapitolu 5)

1
E, = hw {n—l—ﬂ , n=012,... (10.47)
Strednu energiu jedného vibracného mdédu pri teplote 7" preto mézeme ndjst zo vzfahu
Eo 21
Epe *8T + Eje *8T + ... 1 hw
(E(w)) = —— - = Shw+ —— (10.48)
e BT +e FT .. OXP %pT

(pozri rovnicu 1.21 a priklady 1.2 a 10.9). Ak teda kazdému vibratnému moédu v kryStali
priradime namiesto energie kT energiu (F(w)) z rovnice (10.48), dostaneme celkovi energiu
kmitov mriezky v tvare

3 h “D w3dw 3 kATH "B x3dx
UT)=Uy+ = =Uy+ —-2_ d 10.49
(T) 0+27T2U3/ exp,ﬂ%—l 0+27r2 v3h3 /0 Ter _ ( )

4V probléme Ziarenia Cierneho telesa sme Ziadne ohranicenie na hodnotu frekvencie alebo vinového vektora
nezaviedli, pretoZe sme uvazovali spojité prostredie, v ktorom sa m6zu $irif (a aj sa $iria) viny s Tubovolne vysokou
frekvenciou.
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(z = hw/kpT), kde

3 h wo 3 hwt
Uy == / Widw = —D (10.50)
4203 ),

je teplotne nezdvisla Cast energie. Ak nds zaujimajd nizke teploty, k1" < hwp, méZeme hornd
hranicu integrélu na pravej strane rovnice (10.49) nahradif nekone¢nom. Integral sa potom rovna
74 /15 (pozri rovnicu 1.30) a celkovu energiu vibrécii dostaneme v tvare

Kk} hwp,
U(T) = Uy + 10537 T*  prenizke teploty T < o (10.51)

takZe merné teplo

_8U_2_7r2k%; T3

cr) = oT 5 u3h3

(10.52)
naozaj zavisi od teploty podla vztahu (10.38).

VSimnime si podobnost vzfahu (10.51) so vztahom (1.31) pre hustotu energie elektromag-
netického pola v dutine. Koeficienty imernosti pri 7 sa li$ia len faktorom 3/2, ktory sdvisi
s po¢tom nezdvislych vin (dve pre fotény, tri pre vibraéné kmity) a zdmenou rychlosti svetla ¢
za rychlost vibraénych vin v.

10.3.3 Fondny

Experimentdlne meranie merného tepla makroskopickych latok nds doviedlo k poznaniu, Ze
mechanické kmity kryStalickej Struktiry maju kvantovy charakter. Kazdej stojatej vlne — vibra-
¢nému modu v krysStali — sme priradili energiu kvantového oscilatora. Einstein v r. 1905 odvodil
td istd zavislost energie od teploty, ked predpokladal, Ze stojaté viny pozostdvaji z kone¢ného
poctu kvént energie

Eon = hv = hw (10.53)

tak isto, ako elektromagnetického Ziarenie v dutine pozostavalo z foténov. V krystalickej mriezke
preto mdzeme definovaf kvantd mechanickych kmitov — fondny — a povazovat ich za samostatné
Castice pohybujuce sa rychlostou v. Kazd4 z nich nesie kvantum energie hw. Podobne ako fotony,
aj fonony vstupuju do interakcie s elektréonmi. MoZu byt elektronom pohltené alebo excitované.

Fondny nie su jedinymi kvédzicasticami, pohybujucimi sa v tuhej latke. Ich Stidium prene-
chame fyzike tuhych latok.

10.3.4 Kmity mriezky pri nulovej teplote

V predchddzajiicej Casti sme nasli, Ze energiu mechanickych kmitov mriezky moZeme vyjad-
rif ako sucet energii harmonickych oscildtorov s tymi istymi frekvenciami. Energia kazdého
jednotlivého oscilatora je w(n + 1/2). Z takejto predstavy plynie doleZity zaver, Ze energia
mechanickych kmitov mriezky nie je nikdy nulova. Aj keby sme aj krystél schladili na nulovd
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termodynamickd teplotu 7' = 0 (¢o sa nemdze podarif), aj vtedy by kazdy vibraény méd mriezky
mal energiu

1
By = h (10.54)

Mriezka by teda nezamrzla v nehybnom stave, ale nad’alej by kmitala. Kazdy vibracny méd by
bol vo svojom zdkladnom stave s frekvenciou hw /2. Tieto kmity nendjdeme z merania merného
tepla krystdlov, pretoZe merné teplo uddva len zmenu energie mriezky suvisiacu so zvySenim
teploty, nie celkovd hodnotu energie. Pri zvySovani teploty by energia kazdého médu, a teda aj
mriezky, rastla o hodnoty hw, ¢o mdZeme interpretovat tak, Ze do systému zakazdym pribudol
jeden fonén s energiou hw. Pri konecnej teplote sa teda mriezkou pohybuje velké mnoZstvo
fonénov réznych frekvencii.

10.4 Kvantovanie elektromagnetického pola. Vakuum

Vrafme sa teraz k naSej diskusii elektromagnetického pol'a v dutine. Podobnost médov elektro-
magnetického pola s vibracnymi kmitmi mriezky je takd velka, Ze si kazdy méd elektromagne-
tickej viny skdsime predstavif ako harmonicky oscildtor s energiou

E(v) = hv {n + %} (10.55)

kde n je pocet foténov. Prideme k zaveru, Ze najmensSia moznd energia elektromagnetického
porla nie je nulovd, ale je sumou energii hr/2 pre vSetky mozné frekvencie v pola. Takyto stav
s najniz§ou moznou energiou je oznacovany za vakuum. Z vlastnosti kvantového oscildtora tak
dostaneme, Ze vdkuum nie je stav s nulovou energiou, ale stav s najniZSou moznou energiou.
Nasu diskusiu, samozrejme, nemoZeme chapat ako dokaz kvantovania elektromagnetického
pola. Ten ziskame aZ v ramci kvantovej elektrodynamiky. Nasim ciefom bolo len poukdzat na
podobnost medzi roznymi fyzikdlnymi sdstavami — mechanickymi kmitmi mriezky a elektro-
magnetickymi vinami — a ndjst prijatelné vysvetlenie pre nenulovu energiu vakua.

10.5 Priklady

10.1. N4jdite merné teplo pri konstantnom objeme C', plynného hélia He.

RieSenie: Hélium je inertny plyn, preto je jeho molekula tvorend len jednym atémom. Hmotnost jedného
atému je 4m, = 6,67 x 10727 kg, preto sa v jednom kilograme plynného hélia nachadza N = 1,496 x 1026
atomov hélia. Pri zvySeni teploty o AT = 1 K sa priemerna energia kazdého atému zvysi o energiu

AFE = gk:BAT =207Tx107%] (10.56)

Merné teplo pri konstantnom objeme je C, = NAFE = 3,096 kJ/kg. Této ziskand hodnota sthlasi
s experimentalnou hodnotou C,, = 3,12 kJ/kg.
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10.2. Vzdialenost dvoch proténov v molekule vodika je 0,074 nm = 1,4 ag (tabulka 1.7). Odhadnite
rotacné energie molekuly vodika Hs.
RieSenie: Po dosadeni do vzfahu (10.9) ¢ = 1,4a A; = Ay = 1 dostaneme

11+1
312ty 0,00755 eV (10.57)

Ey~T74x10" S

10.3. Merné teplo pri konstantnom objeme C,, plynného hélia He, vodika Hs a kyslika O je postupne
3,12, 10,16 a 0,66 kJ/kg (pri teplote T = 293 K a atmosferickom tlaku). Pomer hodn6t mernych tepiel je
teda priblizne 30 : 100 : 6,6. Vysvetlite tento jednoduchy vztah.

RieSenie: Merné teplo hélia sme nasli v priklade 10.1. Merné teplo vodika a kyslika ndjdeme, ak si
uvedomime, Ze pre hmotnosti jednotlivych molekul plati jednoduchy vzfah

Myge : Mu, : Mo,=4:2: 32 (10.58)

a molekuly Hy a O maju 5 stuptiov volnosti.

10.4. Pomocou dit v tabulke 10.1 rozhodnite, ¢i sa rotatné médy molekdl moZzu excitovat aj pri teplote
T = 200 K. [Porovnajte energie Fj s typickou energiou %k BT pri teplote T' = 200 K.]

10.5. V molekulovej fyzike sa definuje Poissonova konstanta

1+

7

(10.59)

K =

kde 7 je pocet stuptiov volnosti molekuly. Vysvetlite preco pre dvojatémové molekuly pouZivame xk = 1,4,
hoci taka molekula ma teoreticky 6 stupriov volnosti.

10.6. Odhadnite, pri akej teplote bude maf Poissonova kon$tanta vodikového plynu (molekuly Hs)
hodnotu x = 1,66.

RieSenie: Hodnota k = 1,66 = 5/3 znamend, Ze molekula ma len 3 stupne volnosti. Preto teplota
musi byt takd mal4, aby rotacné stupne volnosti nemohli byt excitované tepelnymi zrdZkami molekdl.
V priklade 10.2 sme nasli typickd energiu pre rotacie molekuly vodika Ey ~ 0,00755eV = 1,2x 10721 J.
Z rovnice

1
ikBT < Ey (10.60)

dostaneme teplotu 1" < 174 K.

10.7. Pomocou dét v tabulke 10.2 odhadnite, pri akej teplote sa budi v dvojatémovych molekuldch
excitovat aj vibracné médy
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10.8. Nijdite vlastné hodnoty vinového &isla ¢ pozdizneho vibra¢ného médu retiazky N atémov.
RieSenie: Z rovnice (10.28) mdme

2k 2k
2
— b 10.61
w” + Vi Vi cos qa (10.61)
Po dosadeni do rovnice (10.26) dostaneme jednoduchsiu rovnicu pre vychylky U,,:

2U, cosqa —Up—1 —Up41 =0 (10.62)
PretoZe prvy a N-ty atém m4 len jedného suseda, mé prvd a N-t4 rovnica tvar

2U; cosqa — Us = 0, 2Uncosqa —Un_1 =0 (10.63)

Dosad'me do tychto rovnic za U,, z rovnice (10.27):

Uq = Aelt + Be 4@
l’]2 — Aequa + Befqua
UN — AeiNqa 4 Be—iNqa (1064)
Uv_1 = Aet(N=1)qa + Be—{(N-1)qa
do rovnic (10.63) a dostaneme dve linedrne rovnice pre nezname A a B
A + B =0
AeTi(N+1)ga + Be—iN+lga _ (10.65)
ktoré maju rieSenie, len ak determinant sustavy je nulovy, teda ak
singa(N +1)=0 (10.66)
a teda
T 1,2,....N (10.67)
q a(N + 1) Y = )
10.9. V kapitole 5 sme nasli, Ze energia harmonického oscilétora s frekvenciou w je
1
By = hw [n + 2] (10.68)
Ukdzte, Ze strednd energia vibraéného médu pri teplote 7' je dand vztahom (10.48).
RieSenie: Strednu energiu napiSeme v tvare
_ _Eo_ _ B _E1-Ey
(E(w)) _ Eoe_EJrE_liBTJr... _ E0+E1_6E1 féi'oT +...
¢ e My e BT e (10.69)
kT
— Ey+ 1+(E1_E(%)167303 +.. _ % + fiw

hw
e g
l+e kBT 4. €XP 5T

(Ey = hw/2) kde sme vyuzili vysledok prikladu 1.2. Ten isty vysledok sme mohli napisaf aj priamo,
pretoze ak kazdu energiu zvysime o Ejy, potom je prirodzené, Ze strednd energia sa tieZ zvysi o Fy.
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Tab. 10.3. Mriezkové konstanty a (v Angstrémoch) a Debyeova teplota T v Kelvinoch pre tri vybrané kovy.

Kov a 107 m] | Tp [K]
Al 1,77 428
Cu 2,28 343
Au 2,57 170

10.10. Néjdite najvyssiu mozni frekvenciu wp kmitov krystalickej mriezky (Debyeovu frekvenciu).
RieSenie: Frekvenéni hustotu vibranych médov sme nasli v asti 10.3.2 (rovnica 10.42)

3 w?
2 w203
Celkovy pocet vibraénych médov v krystdli NV sa musi rovnaf po¢tu mechanickych stupiiov volnosti. Ak

ma vzorka tvar kocky so stranou £, potom je v nej £3/a® atémov a N' = 3/3 /a?. Tou istou dvahou ako
v Casti 3.4.2 ndjdeme

plw)dw = dw (10.70)

WD d 5 0
=— 10.71
/0 p(w)dw 3 ( )
a po integrovani
wp = (672)1/3% (10.72)
a

Frekvenciu wp moZeme ndjst aj z porovnania dvoch vyrazov pre merné teplo krysStalov pri vysokych
teplotach. Z Dulongovho-Petitovho zakona pozname moélové merné teplo C',o1 = 3N 4k p (rovnica 10.39).
PretoZe jeden mél atémov zaberd objem V' = N 4a?, je merné teplo na jednotku objemu

c=2E (10.73)

Na druhej strane, z rovnice (10.45) dostaneme

k Bw%
= 10.74
2m2p3 ( )
Porovnanim oboch vyjadreni dostaneme opit vztah (10.72).
10.11. S Debyeovou frekvenciou wp sdvisi Debyeova teplota
huw
T, = 1D (10.75)
kp
Odhadnite jej hodnotu.
RieSenie: Debyeovu teplotu vyjadrime v tvare
h
Tp = (672)3 1Y — 2978 x 107112 [K] (10.76)
kpa a

Ak dosadime typicki rychlost zvuku v kove 2000 m/s a a ~ 2 x 10~'% m, dostaneme typickt Debyeovu
teplotu Tp ~ 300 K. Tento odhad suhlasi s experimentdlnymi hodnotami uvedenymi v tabulke 10.3.
Sthlas s experimentom nemdZe byt dokonaly, pretoZe sme zanedbali rozdiel v rychlostiach pozdiznych
a prie¢nych vin. NeuvaZovali sme ani zavislost rychlosti vin od frekvencie.



KAPITOLA 11

Klasicka a kvantova mechanika

V predchédzajucich kapitoldch sme Studovali zakladné vlastnosti kvantovych systémov. Ukdzali
sme, Ze kvantové systémy maju Specifické vlastnosti, aké v klasickej mechanike nepozorujeme.
Zostava nam este vysvetlif, ako kvantovd mechanika suvisi s klasickou mechanikou. Z kazdo-
dennej skudsenosti vieme, Ze vicSina dejov okolo nds moZe byt opisand klasickou fyzikou. Kde
su hranice, za ktorymi klasicka fyzika prestdva platit? Naznac¢ime tieto hranice v prvych dvoch
Castiach tejto kapitoly.

S otdzkou hranic medzi kvantovou a klasickou fyzikou suvisi aj problém, ako v kvantovej
mechanike opisaf proces merania. V Casti 11.3 ukdZeme, s akymi problémami sa pri opise
merania stretivame. Nakoniec, v poslednej Casti ukdZeme, ako teplota ovplyviiuje kvantové
prejavy latky.

11.1 Planckova konStanta

Vo vsetkych kvantovych vzfahoch vystupuje Planckova konStanta. Da sa preto predpokladat, ze
ak su vSetky veliciny v systéme dostatocne velké na to, aby sme Planckovu konStantu mohli za-
nedbat, potom taky systém mdzeme opisaf klasicky. Uvazujme napriklad vinovu dlzku kvantove;j
castice

A= ﬁ (11.1)
p

Ak by sme Planckovu konStantu mohli pokladat za T'ubovolne malud, potom by castice mali
nekone&ne mald vinovi dizku a sprévali by sa ako klasické.

Pri kone¢nej hodnote Planckovej konstanty ma kazd4 Gastica nenulovd vinovd dizku. Jej
vlnové vlastnosti sa viak prejavia len vtedy, ak sa pohybuje v prostredi, ktorého typicka dizkova
$kéla je porovnatelna s vinovou dizkou. Napriklad v &asti 1.6 sme videli, Ze vinovy charakter
elektronu sa prejavil, ked’ dopadal na krystalickd mriezku niklu, pretoZe mriezkova konStanta a
krystalu niklu bola porovnatelna s vinovou dizkou elektrénu.

198



11.2. PRINCIP NAJMENSIEHO UCINKU 199

Rovnica (11.1) tiez ukazuje, Ze aj pri kone¢nej hodnote Planckovej konstanty sa spravanie
je v sthlase s vysledkami Casti 5.2, kde sme porovnavali klasicky a kvantovy oscilator. Ukazali
sme, Ze ¢im je energia kvantového oscildtora vySSia, tym viac sa jeho vlastnosti podobaju
klasickému oscildtoru. V§imnime si, Ze ¢astica s vy$$ou energiou md mensiu vlnovi dizku.

K podobnému zaveru prideme aj pri Stidiu atému vodika. Bohr odvodil kvantovanie energii
z podmienky, 7e kruhové draha elektrénu musi byt celo&iselnym nasobkom vinovej dizky. Pre
vlnovii diZku porovnatelnd s polomerom atému dostaneme diskrétne energetické spektrum.
Malym vlnovym dizkam, podstatne men¥im ako je polomer atému, viak zodpovedaji velké
hodnoty kvantového &isla n. Vtedy je rozdiel medzi n-tou orbitou dizky n\ a (n -+ 1)-ou orbitou
(n 4 1)\ velmi maly v porovnani s n\. ESte mens{ je rozdiel medzi energiami viazanych stavov
E, .1 — E,, takZe vonkajsi pozorovatel mé pocit, Ze spektrum je spojité a Ziadne kvantovanie
energie nepozoruje.

Su ale veli¢iny, ktoré v klasickej fyzike nemaju Ziadnu analégiu, napriklad spin Castice.
PretoZe jeho hodnoty sa rovnaji sucinu Planckovej konStanty & a malého Cisla, neexistuje
klasicka veli¢ina, ktord by zodpovedala spinu. Podobne nema klasicki anal6giu Heisenbergov
princip neurdcitosti. V limite h — 0 by vSetky operatory komutovali.

11.2 Princip najmensSieho ucinku

Vynikajicu diskusiu o vzfahu klasickej a kvantovej mechaniky a o dlohe Planckovej konStanty
podava Feynman v knihe [5]. Zopakujme v kratkosti jeho argumentaciu.

Newtonovu klasicki mechaniku mozeme formulovaf pomocou veli¢iny, ktord sa vola UCinok.
Uvazujme klasické teleso, ktoré sa v Case ¢, nachadza v bode 7, a v Case ¢, sa md nachadzat
v bode 73,. Ak chceme vypocitat drdhu telesa medzi bodmi 7, a 7}, a Casmi ¢, a t,, mOZeme

Obr. 11.1. Castica sa mdZe z bodu 7, do bodu 7, dostat po roznych drahach. V klasickej mechanike si zvoli drahu,
pre ktoru je i¢inok, definovany funkciou (11.3) najmens{ (napriklad drdhu A). Drédha, ktord si Castica zvoli, zavisi
od potenciélnej energie V () v priestore. V kvantovej fyzike je hodnota G¢inku vypod&itaného pre vietky naznacené
drahy menSia ako Planckova h. VSetky nakreslené drdhy by preto boli rovnocenné. Ned4 sa preto predpovedaf, po
ktorej z nich by sa Castica pohybovala. Draha Castice tak straca fyzikdlny zmysel. Namiesto drahy preto definujeme
vlnovu funkciu a spravanie Castice opisujeme pomocou nej.
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definovaf Lagrangeovu funkciu
L=T-V (11.2)

ako rozdiel kinetickej energie Castice 7' a potencidlnej energie V. Z Lagrangeovej funkcie
zostrojime UCinok S ako integral

123
S(f'afb,ta,tb):/ del (11.3)
ta

Utinok mozeme vypocitat pre fubovolnd drahu, ktord spaja body 7, a 7. Niekolko moznych
drdh ukazuje obrdazok 11.1. Ocakavame, Ze pre kazdu drdhu dostaneme ind hodnotu ucinku,
pretoZe Castica sa bude pohybovat v oblasti s inou potencidlnou energiou a vol'ba drdhy ovplyvni
aj jej rychlost poc¢as pohybu. Princip minimalneho G¢inku hovori, Ze teleso sa bude pohybovat
po takej drahe, pre ktori mé dcinok (11.2) najmenS$iu hodnotu. D4 sa ukdzat, Ze podmienka
minima ucinku vedie k Newtonovej pohybovej rovnici.

Pohyb telesa v klasickej mechanike teda m6Zeme formulovat ako problém hladania minimadl-
nej hodnoty tic¢inku S. Metéda vypoctu je zaloZzend na variacnom pocte a je predmetom Stidia
teoretickej mechaniky. V kvantovej mechanike vSak minimaliza¢nd tloha nemd jednoznacné
rieSenie. Ukazuje sa totiZ, Ze pre kvantovu Casticu je hodnota ic¢inku mensia alebo porovnatelna
s Planckovou konstantou h, a to prakticky pre kazdd zvolend drahu medzi bodmi 7, a 7. Feyn-
man argumentuje, Ze ak je ucinok mensi alebo porovnatelny s Planckovou konStantou, potom
je kazda moznd drdha medzi dvoma bodmi 7, a 7, rovnako akceptovatelna. Za takej situdcie
ale drdha prestdva byf jednoznacne definovand a strdca vyznam. Kvantovd mechanika sa teda
prejavi v procesoch, v ktorych je uc¢inok castice S porovnatelny s Planckovou konsStantou.

11.3 Meranie v kvantovej mechanike

Na probléme merania orientdcie spinu elektronu ukdZeme problémy, ktoré md kvantovd me-
chanika s opisom merania. V tejto Casti sa budeme zaoberaf len spinovymi stupfiami volnosti.
UvaZzujme elektrén so spinom 1/2, tentoraz bez pritomnosti magnetického pola. Vlastné vektory
priemetov spinu do jednotlivych osi (ide o vlastné vektory Pauliho matic o,, o, a 0.) sme
vySetrovali v kapitole 6. Nasli sme pre priemet spinu do osi 2z

1 _ 0
x,::(O) xz=<1) (11.4)

pre priemety do osi x (priklad 7.5)

() eealh)
w=25(0 v =5 o (11.5)

a pre priemety spinu do osi y (priklad 7.7)

1 1 _ 1 1
vegle) e (5 "o
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UvaZujme spin v pociato¢nom stave

_ [ &
c= < . ) (11.7)

a predstavme si, Ze sme schopni meraf priemet spinu do jednotlivych smerov z, y a z. V dalSom
texte ndjdeme, aké vysledky merania ziskame podla zakonov kvantovej mechaniky.

11.3.1 Pravdepodobnost namerania niektorej hodnoty

Najprv vySetrime, akd je pravdepodobnost, s akou pri merani priemetu spinu do osi z ndjdeme
spin orientovany v kladnom alebo zdpornom smere. Aby sme nasli odpoved’, musime stav ¢
rozloZif do superpozicie vlastnych vektorov matice o :

c:<2):c1<é)+c2((l)> (11.8)

Z rozkladu vidime, Ze pravdepodobnost namerania kladnej hodnoty spinu je |c;|? a pravdepo-
dobnost, Ze nameriame zdpornd hodnotu, je |c;|%. Podobne, ak by nds zaujimal priemet spinu
napriklad do osi y, musime rozlozif vektor ¢ do vlastnych stavov Pauliho matice o,

1 cp—icy , C1ticy
_ — 4 11.9
’ <c2> vz T TR Y (11.9)

takZe pravdepodobnost, Ze nameriame kladni hodnotu s, = h/2 je

Py (c1,00) = §(CT +ich)(cg —icy) = 5 [cier + dhea —i(ciea — c16})] (11.10)
a zdpornd hodnotu S, = —h/2 nameriame s pravdepodobnosfou
P_(c1,c0) = E(cl —icy)(c1 +icg) = 5 [cier + c5ea + i(ciea — c16h)] (11.11)

Samozrejme, P, + P_ = 1, pretoZe |c1|? + |c2|? = 1. Rovnakym spdsobom ndjdeme aj pravde-
podobnosti ziskania kladnej, resp. zdpornej hodnoty priemetu spinu do osi .

Kvantova mechanika ndm teda poskytuje len pravdepodobnost, s akou nameriame prislu$na
hodnotu. VS§imnime si, ako tieto pravdepodobnosti sivisia so strednymi hodnotami operatorov.
Ak pravdepodobnost nameraf kladnt hodnotu napriklad priemetu spinu S, je P, a pravdepo-
dobnost namerat zapornui hodnotu je P_, potom zrejme

h h h
(s2) = +5 Py — 5P = §[P+ — P_] (11.12)

v sdlade s rovnicou (2.44) z ¢asti 2.3.2.
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11.3.2 Redukcia vinovej funkcie

Uvazujme opif elektrén v spinovom stave c. Predpokladajme, Ze sme merali hodnotu S, a
namerali sme kladnd hodnotu, S, = +h/2. Spin pred meranim bol v stave c. V akom stave bude
po merani?

Odpoved je netrividlna: po merani bude spin v stave x; — teda vo vlastnom stave spinu
oto¢eného v kladnom smere osi z. Podobne, keby vysledkom merania bol S, = —#//2, nachadzal
by sa systém po merani v stave . Meranie teda posobi na kvantovy stav ako operétor, ktory
z pociato¢ného stavu c vyprojektuje niektory z vlastnych stavov — presne ten, ktory zodpoveda
nameranej vlastnej hodnote. Kvantova mechanika nedokaZze opisat, ako tento proces prebieha. To
ani nie je prekvapujuice, pretoZze meranie vZdy spociva v interakcii meraného objektu — malého
spinu — s meracim pristrojom, ktory je z principu makroskopicky (teda pozostdva z obrovského
mnoZzstva Castic). V sicasnosti nie je zndmy postup, ako takito interakciu v rdmci kvantove;j
mechaniky opisat.

Pre nés je podstatné, Ze po merani sa spin nenachddza v tom istom stave, ako pred meranim.
Pred meranim bol elektrén v stave ¢ danom rovnicou (11.7). Po merani spinu bol alebo v stave
X7, ak vysledkom merania bol spin orientovany v kladnom smere osi z, alebo v stave y,
ak vysledkom merania bol spin orientovany v zdpornom smere osi z. Neexistuje teda spdsob,
ako meraf vlastnosti kvantového stavu a zdroven ho, istym spdsobom, neznic¢if. Vynimkou je
Specidlny pripad, ked sa systém uZ pred meranim nachddzal vo vlastnom stave.

11.3.3 Nasledné merania

Predstavme si teraz, Ze prebehlo prvé meranie, ktoré ukazalo, Ze spin je orientovany v kladnom
smere osi z. PoloZme si teraz otdzku, ako by dopadli vysledky d’al§ich merani? Napriklad, akd
je pravdepodobnost, Ze dal$im meranim nameriame S, = —5h/2?

Odpoved néjdeme, ak si uvedomime, Ze po merani sa spin nachddza v stave

/ ’ 1
CIX?:(E/;):(()) (11.13)

Jeho spin je teda urcite S, = +h/2. Pravdepodobnost, Ze by sme ho po naslednom merani nasli
obrateny v zdpornom smere, je teda nulovd. Opakované merania tej istej veliiny daju ten isty
vysledok.

Ako by dopadlo meranie spinu v smere osi y ? Pravdepodobnosti, Ze ndjdeme spin oriento-
vany v kladnom, resp. zdpornom smere, ziskame, ak do pravdepodobnosti P, (c1,c2) a P_(c1,¢2)
(rovnice 11.10 a 11.11) dosadime ¢; = 1 a ¢, = 0. Dostaneme, Ze s pravdepodobnosfou 1/2
nameriame S, = +1/2 a rovnako s pravdepodobnosfou 1/2 nameriame spin S, = —1/2.

Keby sme uvazovali velky pocet elektronov, ktoré by vSetky mali spin otoceny v kladnom
smere osi z, po merani zlozky spinu v smere osi y by sme dostali, Ze polovica elektrénov mé spin
otoc¢eny v kladnom a polovica v zdpornom smere osi y. Taky vysledok merania je tplne odliSny
od toho, ¢o by sme predpokladali na zdklade klasickej fyziky: Keby elektron bol klasické Castica
a spin bol klasickd veli¢ina, po merani orientdcie spinu v smere osi y by vetky elektrény opustili
meraciu aparatiru so spinom v kladnom smere osi z, teda také, aké do aparatury vosli. Fyzikélny
stav klasickych objektov nie je vo vSeobecnosti meranim naruseny. V kvantovej fyzike sa stav
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vSetkych elektronov zmeni — opustia pristroj alebo v stave X; alebo v stave x,, pricom nevieme
ani dopredu urcit, v ktorom v tychto stavov dany elektrén bude.

Predpokladajme, Ze sme namerali kladnt hodnotu S, = //2. Po merani sa teda spin nachadza
v stave

1
c”:X;:EC) (11.14)

Urobime teraz tretie meranie: po merani spinu v smere osi ¥ budeme opidf meraf spin v smere
osi z. Pretoze spin vstupuje do merania v stave X?‘j, dostaneme, Ze pravdepodobnost namerania
kladnej hodnoty S, je 1/2.

Zhriime doterajSie merania: Po prvom merani sme mali spin otoCeny v smere osi z a vSetky
nésledné merania S, ddvali hodnotu S, = 1/2. Po merani spinu v smere osi y sa vSak stav spinu
zmenil — z pristroja vySiel otoceny v smere osi y, v stave X;’ v ktorom je jeho strednd hodnota
(S.) = 0. Informéciu o svojej povodnej orientacii v smere osi z stratil, takZe v trefom merani
nameriame s rovnakou pravdepodobnostou kladnu aj zapornu orientdciu spinu do osi z.

Povod vSetkych vyssie opisanych komplikécii je v tom, Ze operdtory priemetu spinu navza-
jom nekomutujd. Preto ich nemdZeme merat sicasne. Mdézeme merat lubovolnu zloZku spinu,
ale jej meranim stratime informéciu o ostatnych dvoch. V klasickej fyzike, kde m6zZeme merat
¢okolvek, by sme tieto problémy nemali.

Nemusime ich mat ani v kvantovej fyzike, ak sa budeme zaujimaf len o veli¢iny, ktorych
operatory komutujd. Predstavme si hypoteticky experiment, v ktorom dokdZeme merat veliCiny
charakterizujice elektrén v atéme vodika: energiu, moment hybnosti a jeho orientaciu do I'ubo-
volnej osi, aj priemet spinu. Stav elektronu je uréeny kvantovymi ¢islami (n,4,m,s,s,). Ak by
sme merali najprv energiu (£ = E,,), po nej moment hybnosti (L = h\/¢({ + 1)) a potom opif
energiu, dostali by sme urcite tu istd hodnotu, ako predtym. Dovodom je to, Ze operdtory H a L
komutujud, preto meranim momentu hybnosti L nezni¢ime vlastny stav Hamiltonianu H.

11.4 Kvantova fyzika a teplota

Na viacerych miestach tohto textu sme porovndvali energiu, typickd pre dany jav, s energiou
kpT. Takéto porovnanie ndm napriklad umoznilo odhadnif teplotu, pri ktorej sa rozpadaju
molekuly. Pri vysokej teplote je vizba medzi jednotlivymi atbmami v molekule slabd na to, aby
vydrzala vzajomné zrazky vysoko energetickych molekul. Podobne existuje teplota, pri ktorej sa
budu ionizovaf atomy: elektrén, viazany v atdbme, mdze v procese zrazky dvoch atémov ziskat
dostato¢nu energiu k tomu, aby sa uvolnil z atému.

Teplota teda pdsobi rusivo na stabilitu kvantovych systémov. Struktiry stabilné pri izbo-
vej teplote sa mdZu staf nestabilnymi, ked sa teplota zvySi. Analogicky oCakdvame, Ze mdzu
existovat kvantové Struktdry, ktoré su stabilné pri nizkych teplotach, ale nestabilné (a preto
nepozorovatelné) pri izbovej teplote. Je to naozaj tak: pri dostatocne nizkych teplotaich mézeme
pozorovat nové stavy, ktoré mdéZzu mat z hladiska klasickej fyziky tplne necakané vlastnosti.
Prikladom je prechod vicSiny kovov pri urcitej kritickej teplote do supravodivého stavu, alebo
prechod kvapalného hélia do supratekutého stavu [32].
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11.4.1 Teplota ako energeticka skala

Pri analyze Ziarenia ¢ierneho telesa a pri vypocte merného tepla krystélov sa ukazalo, Ze klasicky
vzfah pre strednd energiu jedného médu vinenia, (E) = kT, mdZeme pouzif len pri vysokych
teplotich 7', ked je energia kg1 podstatne vysSia ako energia hv kvantovej Castice (foténu
alebo fonénu). To nds vedie k hypotéze, Ze ak je teplota systému dostato¢ne vysokd, potom
jeho spravanie mdzeme ndjst v rdmci klasickej fyziky. Naopak, zniZovanim teploty systému
sa prejavia jeho kvantové vlastnosti. Pri izbovej teplote! mdZeme merné teplo vypocitat bez
kvantove] mechaniky. Ked’ vSak zniZime teplotu kryStalu hlboko pod Debyeovu teplotu,

T < Tp (11.15)

nijdeme novu teplotnd zavislost merného tepla, ktord je dosledkom kvantovych procesov v kry-
Stali.

Klasicku limitu ale nendjdeme pre Ziarenie Cierneho telesa. V casti 1.2.3 sme videli, Ze
Ziadna teplota Cierneho telesa nie je dostato¢ne nizka na to, aby sme energiu vyZiarenu Cier-
nym telesom mohli opisaf klasickou fyzikou. Stefan Boltzmanova konStanta je totiZ vyjadrena
pomocou Planckovej konStanty. To ale Tahko porozumieme: na rozdiel od kmitov krystalickej
mrieZky v spektre ¢ierneho telesa sa vzdy, pri kazdej teplote, nachddzaju aj frekvencie, pre ktoré
podmienka hv < kgT neplati. Tieto médy klasickou fyzikou opisat nemoZeme.

11.4.2 Dekoherencia: Elektréonova vodivost v kove

Prikladom, ako teplota prostredia potlaca kvantové prejavy Castic, je pohyb elektronov v kove.
Ak si elektrony predstavime ako klasické Castice, odvodime z jednoduchych fyzikalnych predstav
Ohmov zdkon medzi pridom a napétim, alebo medzi pridovou hustotou a intenzitou elektrického
pora,

—

j=0cF (11.16)
kde o je elektrickd vodivost

71627'

g =

(11.17)

m

dand koncentréaciou elektrénov n, nidbojom a hmotnostou elektrénov a typickym casom 7.
Vodivost o nezédvisi od rozmerov vodica (jeho prierezu S a dlzky /), preto elektricky odpor

Y

== 11.1
R s ( 8)

linedrne narasté s dizkou vodica.

Ohmov zdkon velmi dobre stihlasi s experimentdlnymi meraniami pri dostato¢ne vysokych
teplotach. K jeho odvodeniu sme kvantovid mechaniku vdbec nepotrebovali. Experimentélne
merania vSak ukazuju, Ze vztah (11.17) pre elektricku vodivost prestdva platit, ked teplota kovu
klesa. Dovodom odchyliek od Ohmovho zékona je kvantova povaha elektronu, ktora pri nizkych
teplotiach ovplyviiuje jeho spravanie.

"Presnejsie: pri teplote vicsej, ako je Debyeova teplota.



11.4. KVANTOVA FYZIKA A TEPLOTA 205

Pre¢o sa kvantova povaha elektronu neprejavi aj pri vysokych teplotidch? Elektron v kove
interaguje so svojim prostredim. Sucastou tejto interakcie sd pruzné a nepruzné zrazky.> Pruzné
zrazky mdzeme opisaf podobne ako sme opisali zraZky kvantovej Castice na potencidlovej bariére
v kapitole 4. Nepruznou zraZkou je napriklad rozptyl elektronu na kmitoch mriezky (interakcia
s fonénom, resp. emisia a absorpcia fonoénu). Ukazuje sa, Ze elektron sa sprava ako kvantova
cCastica len v kratkom Case medzi dvoma nepruznymi zrdzkami. Samotny proces, ako elektrén
»zabuda” svoju kvantovi podstatu, je podobny procesu merania, ktory sme opisali v Casti 11.3.
Elektrén pocas nepruznej zrazky interaguje s velkym (makroskopickym) siborom castic, z
ktorych je zloZend mriezka. Presny kvantovomechanicky opis takejto zraZky nie je znamy.

Pri vysokych teplotdch je v mriezke dostatok fondnov, takze elektrén sa s nimi zrdZa Casto.
Ako kvantova Castica teda exituje vZdy len velmi kratky Cas 7,. Jeho kvantova povaha je
preto nepozorovatelna. So zniZovanim teploty vSak fonénov ubidda. Cas 7, rastie a elektrén
sa stale dlhSie pohybuje ako kvantova Castica. Prejavom jeho kvantovej povahy su kvalitativne
nové vzfahy pre vodivost, pozorované v malych (mezoskopickych) Struktirach: kvantovanie
elektrickej vodivosti (pozri ¢ast 3.6), ale aj nové kvantové javy, ako Andersonova lokalizacia [23],
univerzalne fluktuacie vodivosti, alebo kvantovy Hallov jav [25,26].

11.4.3 Typicke teploty vo fyzike

V tabulke 11.1 st uvedené niektoré charakteristické teploty, s ktorymi sa vo fyzikalnej praxi
stretdvame.

Prva Cast tabulky udéva teplotu povrchu Slnka, povrchu Zeme a teplotu wolfrdmového vldkna
v Ziarovke, s ktorymi sme sa zaoberali v Casti 1.2 pri Studiu Ziarenia Cierneho telesa. Teplota
2,7 K zodpoveda vInovej dizke reliktného Ziarenia (priklad 1.8).

Ako sme videli v predchddzajicich kapitoldch, teploty niekolko tisic Kelvinov st potrebné na
disocidciu molekul a na ionizdciu atémov. Podobne, teploty rddovo tisicky Kelvinov si potrebné
aj na prechod vicsSiny kovov do kvapalného stavu. Volfram sa tavi pri 3700 K, Zelezo pri 1800 K,
zlato pri 1336 K. NajznamejSou vynimkou je ortuf Hg, ktora sa tavi uz pri teplote 234,3 K a je
preto pri izbovej teplote kvapalna. Do tabulky sme zahrnuli aj Curieho teplotu pre Zelezo, ktora
definuje kriticku teplotu prechodu Zeleza z paramagnetického stavu to feromagnetického (Cast
9.3.1).

Zaujimavé su teploty, pri ktorych sa z ,,beznych” plynov stdvaji kvapaliny. Pre experimen-
tdlnu fyziku je dolezita predovietkym teplota skvapalnenia dusika (77 K) a hélia iHe (4,2 K),
pretoZze kvapalny dusik a kvapalné hélium sliZia ako chladiace média v kryostatoch. Pre zauji-
mavost su v tabulke uvedené aj teploty, pri ktorych dusik, kyslik a vodik tuhnu do krystalicke;j
mriezky.

Posledna Cast tabulky je z hl'adiska modernej fyziky najzaujimavejSia. Nové pozorované javy
prinizkych teplotach su vyzvou pre rozvoj tedrie. Prikladom je experimentdlne pozorovanie sup-
ravodivosti kovov, ktoré viedlo k BCS tedrii supravodivosti, alebo vysokoteplotna supravodivost
keramickych materidlov, pozorovand prvykrat v r. 1986. Naopak, predpovede kvantovej tedrie
inSpiruju rozvoj experimentélnej fyziky: Boseho-Einsteinova kondenzécia bola experimentélne
pozorovand az 70 rokov po sformulovani teérie. M6Zeme predpokladat, Ze exprimentdlne Std-

2V pruZnej zrazke sa zachovéva hybnost aj energia zraZzajicich sa Castic, pri nepruznej zrazke sa ast energie
Castic odovzda okoliu.
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Tab. 11.1. Typické teploty vo fyzike.

Teplota povrchu Slnka 6000 K
Teplota wolframového vldkna 2000 K
Teplota povrchu Zeme 300 K
Reliktné Ziarenie 2, 7K
Teplota disocidcie molekul 4000 K
Teplota tavenia Zeleza 1800 K
Curieho teplota pre Zelezo 1040 K
Bod varu vody 373K
kyslika 90,2 K

dusika 77K

vodika 20,3 K

hélia jHe 42K

hélia 3He 33K

Bod tuhnutia vody na l'ad 273 K
dusika 63 K

kyslika 50,5 K

vodika 14K

Prechod do supravodivého stavu Hg 41K
Pb 7,2 K

Kritickd teplota vysokoteplotnych supravodic¢ov | 20 — 130 K
Prechod do supratekutého stavu %He 2,17 K
SHe 2,49 mK

Boseho-Einsteinova kondenzécia plynu Rb 170 nK

dium vlastnosti latok pri nizkych (mikrokelvinovych a niZ$ich) teplotach bude v buducnosti
hybnou silou rozvoja modernej fyziky, nielen ako ddlezity néstroj verifikdcie novych teoretic-
kych hypotéz, ale aj zdroven ako zdroj novych, doteraz nepozorovanych experimentalnych javov,
vyZadujucich teoretické vysvetlenie.



KAPITOLA 12

Dodatky

A Zakladné operacie s maticami

Na priklade matic 2 x 2 ukdZeme niektoré zdkladné vlastnosti matic a operdcie s nimi: UvaZujme

maticu A velkosti 2 x 2
A A
A= :
< A9 Ag
Determinant matice A je definovany vzfahom

det A= A1 Ay — A1pAn

a stopa matice je dana sictom diagondlnych prvkov matice:

Tr A= AH + AQQ.

Ak je matica A diagondlna,

(M0
=0 )

(A.1)

(A2)

(A.3)

(A4)

potom s jej diagondlne prvky rovné vlastnym hodnotdm A, a A\, a determinant sa rovnd sicinu

vlastnych hodnot,
det A = >\1 )\2
a stopa sa rovnd stctu vlastnych hodnot

Tr A= M+ X

207

(A.5)

(A.6)
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Inverzia matice, hermitovsky zdruzena matica, unitarna matica
K matici A mbZeme zostrojif inverzni maticu A~" ktora spliia vztah
AtA=1 (A7)

LCahko ndjdeme prvky inverznej matice

1 A —A
-1 _ 22 21 A.
A detA < —Ai An ) (4.8)

Inverznd maticu moZeme zostrojif len ak je determinant matice A rdzny od nuly.
K matici A mdZeme zostrojit hermitovsky zdruzen( maticu A'. Jej prvky spliiaji vztah

(AT = [Au]" (A.9)
Matica A je hermitovska, ak plati

At = A, (A.10)
Matica A je unitarna ak spiiia podmienku

ATA=1, teda Af=A"" (A.11)
Presvedcte sa, Ze pre stcin dvoch matic platia vztahy

[AB] ' =B 'A™' a [AB]' = B'A'. (A.12)

K vektoru u

[ wm
u= ( - ) . (A.13)

mozZeme zostrojif hermitovsky zdruZeny vektor
ul = (u} uj). (A.14)
a definovaf skaldrny sicin

ulv = vy + ujvy (A.15)

Vlastné hodnoty matice
Vlastné hodnoty \;, A\, matice A dostaneme rieSenim rovnice
det{/A— A\ =0. (A.16)

Ak je matica A maticou 2 X 2, potom vieme vlastné hodnoty vyjadrif z rieSenia kvadraticke;j
rovnice

(All - )\) (AQQ - )\) - A12A21 == 0 (A17)
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ateda

_An+ A \/(An —A
= ¥

2
: . 22) 1 A Ao (A.18)

A2

Vlastné hodnoty méZeme vyjadrif aj pomocou determinantu a stopy matice:

A = % [TrA = VTr? A — 4det A} , (A.19)

K vlastnym hodnotdm vieme ndjst vilastné vektory. Vo vseobecnosti ma matica pravé aj favé
vlastné vektory. Pre pravé vlastné vektory plati vztah

Au = Au, (A.20)

Nasobenie vlastného vektora maticou je teda ekvivalentné vyndsobeniu tohto vektora zodpo-
vedajticou vlastnou hodnotou. Prvky vlastného vektora ndjdeme z rieSenia systému linedrnych
rovnic (A — A\)u = 0,

(An — )\)ul +A12U2 =0

A21
Apuy +(Ap —Nus =0 ( )

PretoZe determinant matice (A — \) sarovnd nule, dve rovnice (A.21) st linedrne zavislé. Systém
rovnic (A.21) ndm preto da len jeden vzfah medzi prvkami u; a us. Druhy ndjdeme z podmienky,
aby vektor u bol normalizovany, teda aby platilo

] + |uaf® = 1 (A.22)
Podobne mdzeme definovaf l'avé vlastné vektory rovnicou
Mt =T A (A.23)

z ktorej dostaneme rovnice pre prvky vlastného vektora

(Au — )\)Ui< —|—A21’U§ =0
A24
Algvf +(A22 — )\)’U)zk =0 ( )
Podobnostna transformacia
Podobnostna transformacie matice A je definovana vzfahom
A A=UTAU (A.25)

kde U je matica tej istej velkosti (v naSom pripade 2 x 2) ako matica A. Naj¢astejSie pouzivanou
podobnostnou transformdciou je ta, ktord diagonalizuje maticu,

UTAU = A (A.26)

kde A je diagondlna matica. Iahko sa presved&ime, Ze stipce matice U pozostdvajii z vlastnych
vektorom matice A.
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B Odvodenie rovnice kontinuity

Odvodime rovnicu kontinuity (2.82). Vyjdeme z definicie pravdepodobnosti, Ze Castica sa na-
chéddza v oblasti a < x < b. Tato pravdepodobnost je dand integrdlom

b
/dx|\IJ(x,t)\2 (B.1)
Zmena pravdepodobnosti bude dand derivaciou
o [ ’ oV ov*
— [ U'Udx = U — v B.2
T /adx[ ot ot ] B-2)

Casovii derivaciu vinovej funkcie vyjadrime zo Schrodingerovej rovnice

ov 1 1 n? 02w

= —HVY=—|— 4 V() B.3
ot ih ih [ 2m Ox? Vi) ] ®-3)
a podobne vyjadrime aj derivaciu komplexne zdruZenej vlnovej funkcie

* 2 207 *
o Llpge { oW —V(a:)\Il*} (B.4)

ot ik - ih | 2m 02

Po dosadeni do rovnice (B.2) dostaneme

) o+ 1 [ R A 92>
| S LR B B
/a { ot TV o } @ =01 o / { 02 " on? } de

(B.5)
—i—/b V"V (2)¥ — WV*(z) "] dx}
Druhy ¢len na pravej strane rovnice (B.5)
+Z,ih / V()T - UV () 0] de (B.6)

jerézny od nuly len vtedy, ak je potencidlna energia V' (x) komplexna. To by fyzikdlne znamenalo,
Ze Castice mOZu v objeme latky vznikaf, alebo zanikaf. Vo vSetkych fyzikdlnych problémoch,
ktorymi sa budeme zaoberaf, je potencidlna energia V' (z) redlna a vyraz (B.6) sa rovnd nule.
K tdprave prvého ¢lena na pravej strane rovnice (B.5) vyuZijeme identitu
ha 0?w 82\11*} hi 0 {@*8\11 8\11*} 0

o L e I L i S R e O] (B.7)

kde sme definovali hustotu pridu pravdepodobnosti j(x) vzfahom

hi ov* ov

() = — |¥ —yr— B.8

i) 2m { Oz 8:1:1 B-8)
Potom mdZeme prvy Clen na pravej strane rovnice (B.5) upravif na tvar

1 2P 0% 92W* 9j(x)

— - U~ — P dry = — [ ———=dx = j(a) — j(b). B.

zh{ 2m/a [ Ox? Ox? ] x} . Ox v =jla) = jb) B-9)
Odvodili sme teda rovnicu kontinuity (2.82)

b
9 U*Wdz = j(a) — j(b). (B.10)

ot /.
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C Laplaceov integral

V kvantovej mechanike Casto potrebujeme pocitaf integraly typu

+o0o )
1, = / dx x"e ™ (C.1

UkdZeme jednoduchd metédu ich vypoctu. Najjednoduchsi integral pre n = 0, nazyvany Lap-
laceov integral

“+o0o
I(a) = / dx e (C.2)

ndjdeme znamym trikom: UvaZujme jeho druhd mocninu, ktort vyjadrime ako dvojny integral

+o00 +o00 +oo
I*(a) = / dz e_‘“’j/ dy e = // dzdy e~ +v") (C.3)

Po prechode k poldrnym suradniciam, x = 7 cos ¢, y = rsin ¢, drdy = rdrd¢ dostaneme

2 e’} ) 1 00
(a) = / do / drre @ == 21— [ dze==" (C.4)
0 0 2a J, a
Je preto
Feo 2 ™
I(a):/ dee ™ =/ — (C.5)
o a

Pre parne n = 2k ndjdeme

oF ok [
o 2k —az? k _ k
(C.6)
B 2k m
(k=11 a2kt
kde (2k — D' =1x3x5x---x (2k—1).
Pre neparne n = 2k + 1 dostaneme po substittcii u = ax?
I o +OOd 2k+1 _—ax? 1 OOd k_—u __ k'
akr1(a) = . r e = vue™t = (C.7)
Budeme este potrebovaf integral
+oo
Y (a,b) = / dg e~ +be (C.8)
Upravme najprv vyraz v exponente:
b b b? b?
—ar’ +br = —a _xQ—am} =—a {xQ—Q%x—i—E} —l—@
(C.9)

R
= —a_x——] +E
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a po substitdcii © = x — b/2a dostaneme

2 +oo b2
Y (a,b) = eTia / du e = \/Eexp [—I——} (C.10)
oo a 4a

D Vinovy balik

Vlastnosti Laplaceovho integralu vyuZzijeme pre vypocet parametrov vinového balika z Casti 2.7.
Vlnovy balik sme definovali vztahom

, i n2k?
U(x,t) = C/ dk P(k)eF@0=iBt  genergion By = T (D.1)
m
a vdhovou funkciou
1 _(k—hg)?
P(k) = e % (D.2)

\/ 27r0,3

Najprv najdeme normovaciu konStantu vinového balika definovaného vztahom (2.91). K tomu
musime ndjst integral

I:/de@W (D.3)
Po dosadeni z rovnice (D.1) dostaneme

I:]CB/dw/ﬁk/ﬁHP“ﬂP%ﬁé“*M”ﬁ@e“%“&ﬁ (D.4)
Integrujme najprv cez priestorovu suradnicu. VyuZijeme identitu (E.6)

/ dz e *=R0) — om§(k — ko) (D.5)

a vlastnost d-funkcie (E.7)

/ di’ (K — ko) F(K) = F(ko) (D.6)
Dostaneme tak
2w
_ 2 2 _ 2 2
I=|C| 27‘[’/ dk P*(k) = |C| 27TUi\/ﬂ'ok (D.7)

Kde sme dosadili za P(k) z rovnice (D.2) a vyuzili Laplaceov integrél (C.5). PretoZe ma platit
I =1, dostaneme

o\ 1/4
C = (ﬂ) (D.8)

™
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N4ijdeme teraz vinovi funkciu definovand integrdlom (D.1) v Tubovolnom case t:

C _(k=k)® 2
U(xt) = / dke 2% ethle—wo)g—ignt (D.9)

\2mo?
Vyuzijeme identity & = (k — ko) + ko a
k? = [(k — ko) + ko]” = (k — ko)® + 2(k — ko)ko + ki = ¢* + 2qko + kg (D.10)

kde ¢ = k — ky. Po dosadeni do integrdlu na pravej strane rovnice (D.1) dostaneme

C Y 2
> /dq e m
2oy, (D.11)

Integral na pravej strane najdeme s vyuzitim znalosti Laplaceovho integrdlu (C.10) kde

1
a +1 hi b=1 (x — Ty — —hkot) (D.12)
m

= —2 Z—’
20, 2m

Dostaneme tak vlnovi funkciu (2.95)

Lo () — 5 e ko412
\P(Jj,t)ocez[ko(m 2 2"?4 exp{—[x o mt] } (D.13)

2
207

kde
ht
Z R

m

9 1
o, =2a=—5+
O

(D.14)

Vlnovi funkciu (2.93) dostaneme dosadenim £ = 0 do rovnice (D.13).

E o4-funkcia

V mnohych fyzikdlnych problémoch sa vyskytuje funkcia §(z). Presnd matematickd definicia
tejto funkcie presahuje tento text, poddme preto aspoin zakladné informécie o jej vlastnostiach.
Uvazujme Gaussovo rozdelenie
P S < 1
T) = e 2 E.
Na lavom obréazku E.1 je ukazand Pg(x) pre Styri hodnoty o. Vidime, Ze rozdelenie sa s klesa-
juicou hodnotou ¢ zuzuje. Definujme d-funkciu ako limitu

1 2
5(z) = lim 5 E.2
(@) Ulﬁo V2o c (E.2)
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Intuitivne je zrejmé, Ze pre nekone¢ne mali hodnotu o je Gaussovo rozdelenie nekone¢ne uzke
a nekonecne vysoké. Rovnako plati

+oo
/ dzdo(z) =1 (E.3)

Funkciu ¢(x) mézeme definovaf aj inymi sposobmi. Vo fyzike sa Casto pouZiva Lorentzova
funkcia

AW =27 E4)

Ako vidiet z pravého obrazku (E.1), Lorentzova funkcia je stdle uzsia a ma vyssie maximum,
ked v klesa. D4 sa ukdzaf, Ze plati limita

5(z) = lim 0/ (E.5)

Uvedieme bez dokazu niekolko dolezitych vlastnosti §-funkcie:

+oo
/ dz e®*=9 = 275 (k — q) (E.6)
+oo
/ dk 6(k — ko) F (k) = F(ko) (E.7)
+oo 5 _
| i) - ﬁ ES)
2 T
3, —
y =0,10
L PL(X) / i
2 | —
1, —
y =0,50
i — y = 1,00
/
0 -2 0 2 O-5 0 5
X X

Obr. E.1. Na l'avom obrazku je Gaussovo rozdelenie Pg(x) definované rovnicou (E.1) pre $tyri rozne hodnoty o.
Rozdelenie sa zuzZuje, ked’ o klesa. V limite ¢ — 0 Gaussovo rozdelenie konverguje do d-funkcie. Pravy obrazok
ukazuje Lorentzovu funkciu P, (z), definovand rovnicou (E.4) pre tri rozne hodnoty . Rozdelenie sa zuzuje, ked
~ klesa a v limite v — 0 tieZ konverguje do J-funkcie.
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V menovateli je derivacia funkcie f(x) v bode x, pre ktory plati f(zo) = 0. Ak ma rovnica
f(z) = 0 viac rieSeni, f(x,) =0pren =1,2,... N, potom ma rovnica (E.8) tvar

too N Sz — g
/ dz 0[f(z)] = % (E.9)

Vlastnosti 6-funkcii najde Citatel v Specializovanych uc¢ebniciach, napriklad [18], alebo v dodat-
koch vicSiny ucebnic kvantovej mechaniky, napriklad [1].

F J-funkCnda potencialova jama

V tejto Casti definujeme jednorozmernt J-funkénid potencidlovi jamu, definovand potencidlnou
energiou
FLZ
V(z) = —Ad(z). F.1

() = 57 8(2) (1)
Funkciu 6(x) definujeme v dodatku E Mozeme si ju predstavif ako funkciu, ktord md nulovi
hodnotu pre vSetky hodnoty = # 0, a je nekonecne velka pre z = 0. D4 sa ukazaf (napriklad v
knihe [23], kap. 3), Ze d-funk¢énd potencidlova jama zodpoveda pravouhlej potencialovej jame,

ktorti sme podrobne analyzovali v Casti 4.1 ked §irka jamy ¢ klesd do nuly a sti¢asne jej hibka
Vb rastie do nekonecna tak, aby limitnd hodnota

) . 2m

zostala konstantna.! Zdporné hodnoty parametra A zodpovedaji potencidlovej jame, kladné
hodnoty potencidlovej bariére [11, 15,23].

F.1 Zakladny stav Castice v jednej )-funkCnej jame

Pre vypocet viazaného stavu musime najprv odvodif vzfahy medzi vinovymi funkciami na oboch
strandch potencidlovej jamy. Prvi podmienku dostaneme zo spojitosti vinovej funkcie

P(x —07) = d(z — 0") (E.3)

Podmienka pre derivéciu vinovej funkcie je zloZitejSia, pretoZe derivécia vinovej funkcie v bode
x = 0 nemusi byt spojitd. Ddvodom je nekoneén4 hlbka potencidlovej jamy v bode z = 0.
Druhid podmienku pre vinovi funkciu ndjdeme zo Schrodingerovej rovnice

P®(x)  2m
0x2 A2

I'Viimnime si, e parameter A m4d rozmer m™~*, rovnako funkcia é(x) md rozmer m~
definicie -funkcie (5(a&) = a~1(&)), ale aj z definicie potencidlnej energie (F.1).

2V bodoch, kde sa potencidlna energia skokom meni o nekone¢nt hodnotu, nemus{ byt derivicia vinovej funkcie
spojitd. Prikladom je hranica nekoneéne hlbokej potencidlovej jamy, alebo poloha J-funkénej potencidlovej jamy
alebo bariéry.

V(x) — E]®(x) (F.4)

1 1

, ¢o mOzeme odvodif z
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s potencidlnou energiou V' (z) danou rovnicou (F.1). Ak obe strany rovnice integrujeme v inter-
vale —e < x < +¢, dostaneme na l'avej strane

+e g2
Na pravej strane integrovanim vyrazu V' (z)®(z) dostaneme (pozri rovnicu E.7)
A /+E d(2)®(x) de = AD(0) (F.6)
V limite ¢ — 0 teda dostaneme podmienku pre deriviciu vinovej funkcie v bode z = 0
0(07) _ 9%(07) _ (). (E7)

ox ox

Uvazujme teraz pripad A < 0, ktory zodpoveda nekonecne tizkej a zarovei nekonec¢ne hlbokej
potencidlovej jame. Budeme sa zaujimaf o viazané stavy tohto systému. VInova funkcia Castice
viazanej na potencidlovu jamu klesd exponencidlne na oboch stranach jamy

Ae™ ™ 1 <0
@(m) - { Be 5t >0 (FS)
kde x > 0. Viazané stavy sa preto nemoZzu Sirif priestorom a ich energia je zdporna,
h2 2
E=-"" 9 (F.9)
2m

Z rovnice (F.3) dostaneme A = B, a z rovnice (F.7) mdme —2xB = AB, takze

A
S F.10
R (F.10)
a zdpornu energiu viazaného stavu dostaneme
h? A2
Ey=——— F.11
b1 o 1 (F.11)

Vsimnime si, Ze d-funk¢énd potencidlova jama ma vzdy len jediny viazany stav.

F.2 Dve 6-funkéné jamy

Dve ¢-funk¢né potencidlové jamy ndm umoziujui vytvorif najjednoduchsi model pre Casticu
viazanu v dvoch potencidlovych jamach (kapitola 6). Jeho vyhodou je to, Ze ho md6Zeme vyriesit
presne.
UvaZzujme dve identické o-funkéné potencidlové jamy, vzdialené od seba na vzdialenost
¢ = 2a. Potencidlna energia je teda dana funkciou
h2
V(z) = %A [0(z +a) + 6(x — a)] (F.12)

Zaporny parameter A < 0 definuje schopnost d-funkénej jamy viazaf kvantovu Casticu.
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Pre vypocet viazanych stavov s energiou £/ < 0 hladajme vlnovu funkciu Castice v tvare

Aetre r < —a
U(x) =< Bet 4 Ce " —a< =z <+a (F.13)
De=r* +a < zx

kde K = y/2m(—F)/h?. Z podmienok spojitosti vlnovej funkcie (F.3) a podmienok pre prvi
derivéciu vinovej funkcie (F.7) dostaneme $tyri linedrne rovnice pre koeficienty A, B, C' a D:

Be " 4 Cetra = Ae "
Ber* — Cetr — Aer® = Ae"A/k
Ber + Ce™ = De™ (F.14)
—De " — (Be" — Ce ") = ADe " /k
Z prvych dvoch rovnic (F.14) vyjadrime
A A
B=A[14+—|, C=-A—¢ %0 (F.15)
2K 2K
Vydel'me prvi z tychto rovnic druhou:
B 2+ A,
— = O T t2ka F.16
Z druhych dvoch rovnic (F.14) dostaneme dve rovnice
A A
B=—-D—e ¢ C=D (1 + —) (F.17)
2K 2K
a po ich vydeleni
B A 9
= =— Tena F.18
C = 2m+A° (F18)

Obe rovnice (F.16) a (F.18) musia byt splnené sicasne, ¢o je mozné len vtedy, ak B? = C?, teda
ak

C=4+B (F.19)

Kladné znamienko zodpoveda symetrickému rieSeniu. Naozaj, ak B = C, potomaj A = D a
pre vlnovi funkciu plati ¥(z) = W(—x). Podobne, ak B = —C, potom aj A = —D a ¥(x) =
—VU(—x).

RieSme najprv symetricky pripad B = C. Z rovnice (F.16) dostaneme transcendentni
rovnicu pre neznimu s

2 A
”X — 2 (F.20)
Pred jej rieSenim eSte zavedieme bezrozmerné veliCiny [ a u vzfahmi
|B|u dka 2K
b = 2al, 2ka = ——, teda u=-— = — (F.21)
2 6l A
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Obr. F.1. Grafické rieSenie rovnic (F.22) a (F.23). PIné Giary zodpovedajii exponencidlnej funkcii e ~1#1%/2 pre tri

hodnoty parametra 5§ = —20, —4, —2a f = —0,2. PreruSované Ciary zodpovedaji funkcidm 1 — « (priamka
A) a u — 1 (priamka S). Priese¢nik plnej Ciary a priamky S urc¢i symetrické rieSenie rovnice (F.22) pre dand
hodnotu 3. Podobne priesecnik plnej Ciary a priamky A ur¢i antisymetrické rieSenie rovnice (F.23). Z obrazku je
vidiet, Ze rovnica (F.22) ma vZdy rieSenie, zatial' ¢o rovnica (F.23) ma rieSenie len pre 5 < —2. VSimnime si, Ze
symetrickému rieseniu zodpovedd vicsia hodnota u ako antisymetrickému. Preto je energia dand rovnicou (F.24)
niZSia pre symetricky stav, ako pre antisymetricky.

Z rovnice (F.20) dostaneme rovnicu pre bezrozmerny parameter u:

e B2 — g — 1 (E.22)
Tym istym postupom dostaneme pre antisymetricky stav, B = —C/, rovnicu

e~ IBlu/2 1 _ (F.23)

Podobne ako pre pravouhld potencidlovi jamu, je parameter [ jedinym parametrom, ktory
charakterizuje systém. Energia viazanych stavov je
2 A2
oam 4
kde uy je rieSenie rovnice (F.22) pre symetricky stav alebo rovnice (F.23) pre antisymetricky
stav.

Rovnice (F.22) a (F.23) budeme riesif graficky. Na obrazku F.1 vidime, Ze energia symetric-
kého stavu FEyg je niZsia ako energia antisymetrického stavu Ej, 4, pretoZe pre symetricky stav je
up > 1, zatial Co pre antisymetricky stav je u, < 1. Zdkladnym stavov dvojstavového systému je
preto symetricky viazany stav s energiou FEyg. Pre nds je dolezité, Ze energia symetrického stavu
je vzdy niZia, ako energia F,; zodpovedajica jedinej potencidlovej jame® zatial o energia
antisymetrického stavu je vysSia:

by, = (F.24)

Eys < Ey < Epa (F.26)
3Energia viazaného stavu v jednej potencilovej jame,
h2 A2
Ey=———. F.25
b1 9 4 (F.25)

je dand rovnicou (F.11).
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Obr. F.2. Energie viazanych stavov systému dvoch §-funkénych potencidlovych jam. Rozdiel energii rastie, ked pre
konstantnd hodnotu |A| zmenSujeme vzdialenost jam. NiZ$ia energia Ey,g zodpovedd zdkladnému stavu (stavu s naj-
niz$ou energiou) systému. Tato energia je niZ§ia, ako je energia viazaného stavu na jednej §-funkénej potencidlove;j
jame FE},; (vyznaCend preruSovanou Ciarou). VysSia energia Fya zodpovedd antisymetrickému stavu. S klesajicou
hodnotou | 3| energia Fy, A rastie, aZ pre | 3| = 2 dosiahne nulu. Pre mensie hodnoty |3] < 2 antisymetricky stav
neexistuje.

2
1
0

-20 -10 10 20 -20 -10 10 20

0
X/ 2a

0
x/2a

Obr. F.3. Lavy obrdzok ukazuje vlnovi funkciu (symetrickd a antisymetrickd) pre dvojicu d-funkénych jdm a pre
tri hodnoty parametra 3. Vzdialenost jam je 2a, meni sa hibka jam |A|. Antisymetricky stav (hrubd Ciara) je stdle
Sirsi, ked B — —2. Symetricky stav je vyznaceny Sedou plochou pod vlnovou funkciou. Pre porovnanie si na
pravom obrazku ukdzané vinové funkcie zodpovedajiice dvom izolovanym J-funkénym jamam. VSimnite si, ako
narastd prekryv vlnovych funkcii ked | 3| kles4.

Vizba medzi dvoma potencidlovymi jamami teda vedie k zniZeniu energie zdkladného stavu.
Toto zniZenie je vlastnosfou vSetkych dvojstavovych systémov.

Velké hodnoty || znamenaji alebo velmi silnd potencidlovi jamu (velké hodnoty |A|),
alebo velkd vzdjomnu vzdialenost ¢ = 2a jam. Je pozoruhodné, Ze dva parametre modelu — A a
¢ — urcuju vysledny stav len hodnotou svojho stcinu.

Zvolme teraz fixnd hodnotu A a pozrime sa, ako sa rieSenie meni so zmenou vzdialenosti
¢ = 2a medzi potencidlovymi jamami. Pre velké hodnoty ¢ s jamy d’aleko od seba — v podstate
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o sebe nevedia. V izolovanych jamdich je kvantovd Castica viazand s energiou Fj;, danou
rovnicou (F.11). Je jedno, v ktorej jame sa Castica nachadza. Tato limita zodpovedd limite
|| — oo na obrazku F.2.

Ak sa jamy k sebe priblizuju, || klesd. Vdaka kvantovému tunelovaniu mdZe Castica pre-
chadzaf z jednej jamy do druhej. To vedie k zniZeniu energie zdkladného stavu. Z obrazku F.2
naozaj vidime, Ze energia zdkladného (symetrického) stavu prudko klesa, ked’ | 3| klesa. Naopak,
energia druhého viazaného stavu (antisymetrického) narastd, az dosiahne nulovd hodnotu pre
|| = 2. Fyzikdlne vysvetlenie zaniku tohto viazaného stavu ndjdeme z obrazku F.1. Vidime, Ze
ak sa hodnota 3 bliZi k hodnote -2, zodpovedajtice rieSenie u sa bliZi k nule. PretoZe x¢ = u|/3|/2
(druhd rovnica F.21), bude exponencidlny pokles vinovej funkcie v tomto stave stdle pomalsi.
Pre § = —2 je k = 0 a z viazaného antisymetrického stavu sa stdva stav volny. Symetrickd a
antisymetrickd vlnova funkcia je ukdzana na obrizku F.3.

Podobnu analyzu mdzeme urobif pre zvolend vzdialenost ¢ medzi jamami, ked budeme
menif hodnotu A. Velké hodnoty || teraz zodpovedaji hlbokej potencidlovej jame — Castica je
silno viazand a jej vinova funkcia rychlo klesd na nulu. Preto, ak je Castica viazana v jednej jame,
nevidi druhi jamu a jej energia zodpoveda energii Ej;. S poklesom hodnoty |A| hibka jamy
klesd a oblast, ktord viazand Castica ,,navStevuje”, sa rozSiruje. Rastie preto pravdepodobnost
jej tunelovania do druhej jamy. Energia zdkladného stavu systému sa preto Stiepi tym istym
spdsobom, ako v predchddzajicom odstavci.

G Inverzny priestor (k-priestor)

V mnohych fyzikalnych problémoch Studujeme stojaté vlny v uzavretom trojrozmernom pries-
tore tvaru kocky ¢ x £ x {. V tomto texte potrebujeme stojaté vlny pri Stddiu elektromagnetickych
vin v dutine (Zast 1.2), elektrénovych stavov v trojrozmernej nekoneénej potencidlovej jame
(Cast 3.3) a vibraénych médov kryStélov (Cast 10.3). Pre vSetky tieto, na prvy pohlad rozli¢né fy-
zikdlne problémy je typické kvantovanie zloZiek vinového vektora k, dané kone¢nym rozmerom
¢ vzorky.

N4gjdime vSetky stojaté vlny, ktoré mdzu vo vzorke tvaru kocky existovat. PretoZe vlna musi
byt nulovd na hranici vzorky, musi mat tvar

A(z,y,z) = Agsin (%nxx) sin (%nw) sin (%nzz) (G.1)

kde n,, n, a n, si celé kladné ¢isla. Vlna je preto charakterizovand troma zlozkami vlnového
vektora k, ktorého sdradnice su

s 7r 7r

k., = 7" ky = —ny, k,=—-n, (G.2)
MoZeme preto definovaf trojrozmerny priestor s osami k,, k, a k., v ktorom kazdému bodu
zodpovedd vlnovy vektor k, ktory jednoznacne urcuje stav Castice. Takyto priestor budeme volat
k-priestor. V naSom pripade zodpovedaji povolenym stavom castice len diskrétne body dané
vzfahmi (3.28). VSimnime si, Ze v objeme k-priestoru

AV, = (%)3 (G.3)
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sa nachddza vzdy prave jeden moZny stav. Naozaj, z rovnice (G.2) plynie, Ze minimélna vzdia-
lenost dvoch susednych povolenych stavov v Tubovolnom smere je 7/¢.

Pojem k-priestoru je uzito¢ny v mnohych fyzikdlnych aplikdcidach. My sa s nim stretneme
pri Ziareni absolttne Cierneho telesa (Cast 1.2), pri vySetrovani elektréonov v kove (Cast 3.4) a
pri vypocte merného tepla krystalov v Casti 10.3.2. Vo vSetkych troch problémoch vychddzame
z predstavy vin uviznenych v kone&nom objeme vzorky, a potrebujeme poznaf, kolko vin
s vlnovym vektorom rovnym alebo mens$im ako k sa v objeme mdZe vyskytovat. Napriek tomu,
7e ide o rozne fyzikélne problémy, je odpoved na tiito otdzku je univerzilna.*

Stavy s hodnotou vinového vektora mensou, ako je zvolend hodnota k zaberajd v k-priestore
objem

1 4 4
Vi = g X 37rk (G4)

(faktor 1/8 zodpoveda tomu, Ze hodnoty £ musia byt kladné). Preto sa pocet dovolenych stavov
rovna

Vi 10
N(k) = — = ==k G.S
( ) AVk 6 72 ( )
pretoze, v silade s rovnicou (G.3) kazdy stav zabera v k-priestore objem AV}. Definujme pocet

stavov v k priestore ako pocet stavov, ktoré majd hodnotu k-vektora v intervale medzi k a k4 dk:

ON (k) oo,
k)dk = ——dk = —k“dk G.6
n(k) 5 o= (G0
Vidime, Ze po&et tychto stavov je dmerny objemu telesa. Casto je vyhodné uvazovat polet stavov
na jednotku objemu,

n(k) k?
k)dk = —=dk = —dk G.7
Pk) 3 272 G.7)
Rovnica (G.7) je vychodiskovym vzfahom pre vypocet hustoty energetickych stavov. Ako uvi-
dime neskdr, hustota p(k) zavisi od dimenzie systému.

Degeneréacia

V konkrétnom fyzikdlnom systéme moZe existovat viacero vin s tym istym vlnovym vektorom
k. Definujme preto degeneraciu g(k) ako pofet moznych stavov s tou istou hodnotou k. Funkcia
g(k) mdZe vo veobecnosti byt komplikovanou funkciou vinového vektora. My sa stretneme len
s pripadmi, ked g(k) je konstanta. Napriklad pre elektromagnetické viny g(k) = 2, pretoze pre
kazdud hodnotu vinového vektora existuji dve vlny s roznou polarizdciou. Pre vibracné viny v
krystdloch je g(k) = 3, pretoZe pre kazdd hodnotu £ sa kry$tdlom mdZu sirif dve prie¢ne viny
a jedna pozdiZna (obrazok 10.2). Elektrény v kove sa moZu liif orientéciou svojho spinu, preto
g(k) = 2.

4Jednotlivé modely sa vsak liSia hustotou energetickych stavov, pretoZe vzfah medzi energiou a vlnovym
vektorom je iny pre fotény a iny pre elektrény.
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G.1 Odvodenie vztahu (1.15)

V tvodnej kapitole sme sa zaoberali Ziarenim absoltitne ¢ierneho telesa. Odvodime vzfah pre
hustotu stavov p(v) dany rovnicou (1.15). PretoZe elektromagnetickd vlna mdZe mat dve polari-
zécie, kazdej hodnote vinového vektora k prislichaji dve rézne viny a teda g(k) = 2. Veli¢ina

n(v)dv (G.8)
definuje po¢et moznych elektromagnetickych vin s frekvenciou v intervale v,v + dv a veli¢ina

p(v)dv = K%n(y)du (G.9)

definuje poget moznych elektromagnetickych vin s frekvenciou v intervale v,v + dv v jed-
notke objemu. Vychodiskom pre jej ndjdenie je vztah medzi poctom stavov charakterizovanych
vlnovym vektorom £ a frekvenciou v,

p(v)dv = g(k)p(k)dk (G.10)

V pripade elektromagnetickych vin je degenerécia g(k) = 2, pretoZe kazd4 elektromagneticka
vlna s vlnovym vektorom k moZe maf prave dve polarizacie (pozri obrazok 1.1).

Vzfah (G.10) plati pre Tubovolnd funkciu v = v(k). Pre elektromagnetické viny mame
disperzny vzfah v = ¢/ \ = %, z ktorého ndjdeme

2 2
k=""y a dk="Tdv (G.11)
C C

Z rovnice (G.10) potom dostaneme

2 3,,2
dk g, _ o Cryvidy 87 (G.12)

dv 3 272 3

¢o je vztah (1.15).

G.2 Hustota elektrénovych stavov (rovnica 3.34)

V casti 3.4.1 sme odvodili hustotu energetickych stavov pre elektrény v trojrozmernom systéme.
veli¢ina p(E)dE definuje pocet povolenych stavov s energiou v intervale F, E + dE. Ndjdeme
ju zo vztahu

p(E)AE = g(k)p(k)dk (G.13)

funkcia kde g(k) definuje degeneraciu stavu s vinovym vektorom k.V pripade elektronov v kove
je g(k) = 2, pretoZe pre kazdi hodnotu vektora £ mame dva elektronové stavy, ktoré sa lisia
orienticiou spinu elektrénu.
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Hustota stavov p(E) v jednorozmernom elektronovom plyne

Hustota stavov elektrénov p(E) zdvisi od dimenzie systému. UkdZzeme tito zdvislost na vy-
pocte hustoty stavov jednorozmerného elektrénového plynu. Najprv ndjdeme hustotu p(k) pre
jednorozmerny systém. Kazdy stav zaberd v jednorozmernom k-priestore ,,objem”

AV, = % (G.14)

Pocet povolenych hodndt vinového vektora, mensich ako k, je preto

k 14

N(k) = —5=—k G.15
() = 39 = = G15)
Je teda
ON(K) . ¢ nk) 1
k)dk = ——dk = — k)dk = ——=dk = —dk 1
n(k)dk = == =dk =~ plk)dk = = dk = (G.16)
a hustota stavov
dk 2 0k 1 /2m 1

VSimnite si, Ze hustota stavov diverguje pre £ — 0. Takato divergencia hustoty stavov je typicka
pre vSetky jednorozmerné systémy. DdleZité je uvedomif si, ako hustota stavov zavisi od dimenzie
systému. Pre trojrozmerny systém sme dostali p(E) oc E+Y/2, zatial ¢o pre jednorozmerny
systém p(E) oc E~1/2,

H Prechodova matica pre pravouhlu potencialovu bariéru

Odvod'me explicitny tvar prechodovej matice pre pravouhld potencidlovu bariéru v pripade, kedy
energia Castice je vacSia, ako vyska potencidlu £/ > 1 > 0. VInovud funkciu v jednotlivych
oblastiach v tvare

Oi(z) = Aeth® 4 Be~tke r < —a
CI)(CI,‘) = (I)H<£L'> = F€+ik,$ + Ge‘“"’“’ —a<xr<+a (Hl)
(I)IH (I) = Ce+ikm + De_ikx +a <x

Vlnova funkcia aj jej prvé derivicia musia byt spojité na hranici potencidlovej jamy. Preto v
bode © = —a musi platif

e—ikaA +6+ikaB e—ik:’aF _|_e+ik’aG

ke—ilmA _ke—l—ilmB — kle—ik’aF _k/e—i-ik’aG (HZ)
a v bode r = a musi platit
+ika —ika _ +ik’a —ik'a
eteCl e = e F +e G (H.3)

ke—i—ikac _k.e—ikaD — k,/€+ik’aF —k‘/e_ik/aG.
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Rovnice su ekvivalentné rovniciam (4.8) a (4.9), ktoré sme riesili v ¢asti 4.1. Vyndsobme prvi
rovnicu (H.2) vinovym vektorom £’ a dve rovnice (H.2) najprv s¢itajme a potom od¢itajme.
Dostaneme amplitidy F' a G vyjadrené pomocou amplitid A a B:

ok'e= e = (K + ke * A +(K — k)et* B

WG = (K —K)e A +(k + k)etieB. 4

Podobne vyndsobme prvi rovnicu (H.3) vinovym vektorom £ a vyjadrime stcet a rozdiel oboch
rovnic (H.3). Ndjdeme tak C' a D pomocou F' a G:

zke—i-ikacv — (k’ + k/)e—i-ik’aF +(l€ . k/)e—ik’aG

lefikaD — (k) . k/)6+ik/aF —|—(k‘ + k/)efik’aG. (HS)
Dosadme teraz za F' a GG z rovnic (H.4) do rovnic (H.5) a dostaneme
C€ika = TllAeiika —{—TlgBCika (H 6)
De—ika — T21A€—ika +T2286ika .
kde
(kK
T,1 = cos2k'a +% (y + E) sin 2k'a
(H.7)
(K k
Ty, = +% (E - E) sin 2K'a,
a
(kK
Ty, = cos2ka —% <E + E) sin 2k'a
(H.8)
(K k
Ty = —% (— — E) sin 2k'a

su prvky prechodovej matice T.

v E>0

e ...E=0

Obr. H.1. Pravouhld potencidlova bariéra. Prichadzajtica Castica md kladni energiu F > V.
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| Pravdepodobnost prechodu ¢astice cez zlozitejSie sustavy

V kapitole 4 sme odvodili koeficient prechodu kvantovej Castice cez pravouhld potencidlovu
bariéru a cez jednoduché kombindacie pravouhlych bariér. Ak potrebujeme néjst koeficient pre-
chodu cez potencidlovi bariéru zloZitejSieho tvaru, musime pouZif alebo numerické metddy,
alebo priblizné metédy vypoctu. V tejto Casti ukdZeme najprv jednoduchd metédu numerického
vypoctu koeficientu prechodu a odrazu, zalozent na metéde prechodovej matice.

Zéakladom numerickej metddy je aproximécia potencidlu V' (x) po Castiach konStantnou
funkciou (obrdzok I.1). Cubovolny potencidl tak méZeme nahradif postupnostou potencidlovych
schodov a dsekov s konsStantnym potencidlom. Pretoze prechodovid maticu pre potencidlovy
schod aj pre konStantny potencidl pozname, mdzeme zostrojif prechodovi maticu pre celd
bariéru ako sucin prechodovych matic pre jednotlivé rozhrania a pre useky s konStantnym
potencidlom

T=]]Ty TATy ... TiTIT; (1.1)

kde T* je prechodovd matice potencidlového schodu a T° je prechodovd matica pre tsek s
konStantnym potencidlom,

s 1 kn—i—l + k’n kn-i-l — kn o eik:nA 0
Tn n 2kn+1 < kn+1 - kn kn+1 + kn ! T” o 0 e—ik‘nA (12)

Vlnovy vektor k,, je na kazdom tseku iny:

kn =1 —(F—V,) (1.3)

a je redlny na usekoch, kde &/ > V,, a imagindrny na dsekoch, kde £ < V,.

AN V)

\

X

Obr. I.1. Priblizny vypocet pravdepodobnosti prechodu cez zloZitejSiu bariéru. Potencidl V () aproximujeme po
Castiach konStantnym potencidlom tak, ako aproximujeme funkciu pri numerickom vypocte integralov. Energia £/
prichddzajiicej Castice je znazornena bodkovanou &arou. Sipky ukazuji body névratu, v ktorych sa potencidl rovnd
energii Castice: V(x = a) = EaV(x = b) = E. Klasickd Castica, prichddzajuca zlava, by sa po dosiahnuti bodu
x = a vratila spaf. Podobne, ak by klasicka Castica prichddzala sprava, prenikla by len po bod z = b. Parameter k,,,
definovany rovnicou (I.3), je redlny pre x < a a x > b a ma rydzo imaginarnu hodnotu pre a < = < b.
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E/NV

Obr. 1.2. Koeficient prechodu cez trojuholnikovy potenciél, vypocitany metédou prechodovej matice ako funkcia
energie Castice (E/ < Vp). Interval, v ktorom bol potencidl nenulovy, sme rozdelili na N = 100 malych intervalov
a nasli koeficient prechodu dany rovnicou (1.4).

Koeficient prechodu je potom

1

| Tl?

T 1.4)
Metdda pracuje rychlo a spolahlivo, s vynimkou pripadov, ked ndhodou na niektorom tseku
E =V, (pozri priklad 4.7). Ako priklad pouZitia metddy je na obrdzku 1.2 ukdzany koeficient
prechodu pre dve rozne trojuholnikové bariéry vypocitany delenim oblasti na N = 100 cCasti, a
nahradenim potencidlu v kazdom intervale pravouhlym potencidlom.

l.1  Priblizny vypocet pravdepodobnosti tunelovania. WKB priblizenie

Z vypoctu koeficientu prechodu je vidief, pre¢o ho musime pocitaf numericky. Matica T® dana
rovnicou (I.2) totiZ nie je diagonalna. Maticovy prvok Th; je preto stictom 2V roznych prispevkoyv.
Vypocet v§ak mdzeme zjednodusit, ak v maticiach T, definovanych rovnicou (I.2) zanedbdme
rozdiel vlnovych vektorov

Knsr — kp 2 0 (L5)

Tym sa z matic T, stanu jednotkové matice, a maticovy prvok 75, sa ndjde lahko:

Ty = [Je ™ (L6)
Pre koeficient prechodu potom staci vypocitat sicin
1 N
T=—-"= exp ik, Al? (1.7)
e~ 11 |

Cleny v sii¢ine na pravej strane st rovné jednej, ak tisek n leZi nalavo od bodu a alebo napravo
od bodu b, pretoze vtedy je k, redlne. Ak vSak n-ty interval leZzi medzi bodmi a a b, potom
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E <V, ana pravej strane rovnice (I.7) dostaneme exp|—2r,]A < 1. Si¢in vSetkych takychto
¢lenov da

/

T = exp [—2 Z KA

Hranice integrovania na pravej strane rovnice (I.11), a a b, sa nazyvaji body navratu. St to body,
z ktorych by sa vrétila klasicka Castica s energiou F, ktord by sa pokusila prekonaf potencidlovi
bariéru V' (z) (pozri obrazok 1.1). Z definicie vyplyva, Ze plati

Vir=a)=V(x=0b)=F (1.9)

= exp {—2 / ’ dx/{(x)} (1.8)

Po dosadeni za ()

2m

dostaneme priblizné vyjadrenie koeficientu prechodu

T = oxp [_2/; \/%[V(x) g

Tento vzfah je zndmy ako semiklasické WKB priblizenie. WKB je skratka mien troch autorov
metddy: G. Wentzel, H. A. Kramers, L. Brillouin. Podrobne je opisana v ucebnici [10]. Podobne
ako pre vypocet pravdepodobnosti prechodu, moéZeme sformulovat aj WKB metédu na priblizny
vypocet vlastnych energii viazanych stavov, ktorou sa budeme zaoberaf v nasledujucej Casti J.
V optike je analdégiou metédy WKB metdda eikondlu [30].

Z odvodenia rovnice (I.11) vidime, preco je WKB metdda len pribliZzna: pri jej odvodeni
sme totiZ predpokladali, Ze Castica sa pocas tunelovania ani raz neodrazi (prechodovd maticu
pre potencidlovy schod sme nahradili jednotkovou maticou). Vlnova funkcia vo vnutri bariéry
preto pozostava len z jediného ¢lena, ktory exponencidlne klesd zl'ava doprava. Tvar potencidlu
teda ovplyviiuje len rychlost exponencialneho poklesu koeficientu transmisie v danom mieste.

Napriek tomuto zjednoduseniu je WKB pribliZenie silnym néstrojom pre Stidium tunelovych
prechodov v jadrovej fyzike a v mikroelektronike. Z jej odvodenia mdézeme predpokladat, ze
bude tym lepsia, ¢im sa potencidl V' (x) meni pomalSie, pretoZe pre pomaly sa meniaci potencial
je aproximdcia (I.5) vhodnejSia. WKB metdda by vSak zlyhala pri vypocte koeficientu prechodu
cez akékol'vek dve bariéry (pozri napriklad ¢ast 4.6) alebo cez pravouhlu potencidlovi jamu. To
vidime uZ z toho, Ze koeficient prechodu v ramci WKB nikdy nedosiahne hodnotu 1, pretoZe
WKB neuvazuje moznost, Ze sa Castica vo vnutri bariéry odrazi.

WKB pribliZenie sme odvodili len pre jednorozmerny pripad. Pre redlne fyzikalne systémy
(napriklad a-rozpad jadier) by sme potrebovali trojrozmernu formuldciu tedrie, ktoru Citatel
ndjde napriklad v ucebnici [4].

@11)

J WKB metdda vypoctu viazanych stavov

Podobne ako pre tunelovanie kvantovej Castice cez potencidlovu bariéru, pozname aj WKB pri-
bliZenie, ktoré umoZziiuje ndjst priblizné hodnoty vlastnych energii viazanych stavov v systéme s
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|
1
X

Obr. J.1. Body ndvratu pre potencidlovi jamu. Pre kazdd potencidlnu energiu V' (x) a pre kazdd energiu E vieme
ndjstbody a abtaké, ze V(a) = V(b) = E. Tieto body voldme body névratu, pretoze zodpovedaju najvzdialenej$im
bodom, kam sa v potencidlovej jame moZe dostat klasickd Castica.

potencidlnou energiou V' (x). Uvedieme len fyzikdlne argumenty, ktoré vedd k WKB pribliZeniu.
Jeho presné odvodenie ndjde Citatel napriklad v u€ebnici [10].

Vlastné energie viazanych stavov kvantovej Castice v potencidlovej jame definovanej po-
tencidlnou energiou V' (x) sme hladali v kapitoldch 4, 5, 6 a 8 pre konkrétny tvar potencidlnej
energie V' (z). Vo vSetkych citovanych prikladoch sem nasli, Ze vinova funkcia zdkladného
stavu nema nulovy bod. Vinova funkcia n-tého stavu ma presne o jeden nulovy bod viac, ako
vlnové funkcia predchddzajiceho (n — 1)-vého stavu. D4 sa ukdzat, Ze tato zdkonitost plati pre
kazdu potencidlovi jamu.

Na obréazku J.1 vidime potencidlovi jamu V' (z) s bodmi navratu a a b. Definujme zmenu
fazy vlnovej funkcie v bodoch nédvratu vztahom

®,,(b) x " d,,(a) (J.1)

kde C,, je redlne Cislo. Pretoze v oblastiach mimo potencidlovej jamy, z < a a x > b, vinova
funkcia nemoZe oscilovat, musi mat n-t4 vinova funkcia medzi bodmi a a b presne n— 1 nulovych
bodov. To je mozné len vtedy, ak pre zmenu fazy vinovej funkcie medzi bodmi a a b plati

On=[n+ay,]m (J.2)

s neznamymi konStantami 0 < «,, < 1. Fazu ¢§];> odhadneme zo vzfahu ®,,(b) = Ty, P, (a).
Prechodovi maticu Ty, méZeme vyjadrif tak ako v predchddzajicej Casti v tvare sucinu (I.1). Ak
opif nahradime vSetky prechodové matice T® pre potencidlovy schod jednotkovymi maticami,
dostaneme

©,(b) = [ [ ¢**®n(a) = exp [2 / ’ dxk(m)} ®,(a) (1.3)

kde k(x) = \/ =3 |E, — V(x)]. Porovnanim s rovnicou (J.1) dostaneme

On = /ab dx\/ﬁ [E, — V(z)] J.4)
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a rovnicu (J.2) prepiSeme do tvaru

/a b dx\/ Zh—?[En V(@) = [n+ o] 7 (1.5)

Ak do rovnice (J.5) dosadime potencidlnu energiu harmonického oscilatora V' (z) = %mw%z a
zaenergie E,, = hw(n+1/2), dostaneme po integrovani, Ze vSetky konStanty «,, = 1/2. PretoZe
harmonicky oscildtor je dobrym priblizenim mnohych potencidlovych jam, m6zeme priblizné
hodnoty vlastnych energii Castice v potencidlovej jame V' (x) ndjst ako energie F,,, pre ktoré

plati rovnica

/b dm\/é—T[En CV(2)] = [n + ﬂ . 1.6)

Rovnica (J.6) definuje WKB pribliZenie pre energie viazanych stavov kvantovej Castice v poten-
cidlovej jame definovanej potencidlom V' (z).

WKB priblizenie v bezrozmernych suradniciach

Predpokladajme, 7e problém je charakterizovany typickou energiou V; (napriklad hibka poten-
cidlovej jamy) a ma charakteristickd dizkovi $kalu ¢ (napriklad $irku jamy). Zavedme bezroz-
mernd premennu

y=1x/§ 4.7

a bezrozmerny parameter

2m&2V,
B =5 J.8)
a preskélujme energiu a potencidl:
E V(z)
E—e=— = J.9
z=Ey

Potom rovnicu (J.6) prepiSeme do tvaru

b
B/ dyve, —v(y) = (n+ %) . (J.10)

Jedinym parametrom, ktory do rovnice vstupuje, je bezrozmerny parameter 3. Velké hodnoty (5
zodpovedaju klasickej limite (velkd hmotnost m Castice, alebo limita i — 0). Preto o¢akdvame,
7Ze WKB bude tym presnejSou aproximdciou, ¢im je 3 vicSie. Nebude ale dobra pre uzke
potencidlové jamy (malé hodnoty &) ani pre plytké potencidlové jamy (mald hodnota V7).

Z odvodenia plynie, Ze WKB aproximadcia je presna pre harmonicky oscilétor, a da dobré
pribliZenie vlastnych energii pre potencidlové jamy podobné harmonickému oscildtoru. Kedze
harmonické pribliZenie (pozri ¢ast 5.3) je najpresnejSie v okoli minima potencidlnej energie a

.....
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¢im vysSie energetické hladiny chceme ndjst.’ Najpresnejsia bude pre odhad energie zdkladného
stavu.

Je treba zdoraznif, Ze WKB pribliZenie sa vobec nehodi napriklad pre analyzu vlastnych
stavov v pravouhlej potencidlovej jame, ani inych problémov, v ktorych sa potencidlna energia
meni v nejakom bode nespojite.

K Spin dvoch fermiénov

V &asti 7.5 sme sa zaoberali spinovou vlnovou funkciou dvoch fermiénov. Nasli sme, Ze fermiony
mozu vytvorif alebo symetricky triplet

x(1,2); = xI(x:(2) s=1 s.=1
X(1.2)y = ZhFOx:@+xxWxfR)]  s=1 s.=0 (K.1)
X124 = xx(Wx:(2) s=1 s.=—1
alebo antisymetricky singlet
(128 = = [COGE@ -] s=0 s5.=0 K2)

V2

V tomto dodatku nidjdeme strednd hodnotu operitorov S? a S.. Vyjadrime najprv operdtor
celkového spinu

S=S§,+8S, (K.3)

S? = §24+82498,-S,

K.4
= S% + Sg + 2S1x52m + 2S1yS2y + 2812822 ( )

Dva spinové operdtory komutujd, pretoze pdsobia na rdozne Castice: operator S, posobi len
na vlnovu funkciu n-tej Castice (n = 1,2). Pri vypocte si pomdZeme strednymi hodnotami
operéatorov z tabulky K.1. Napriklad v prvom riadku tabulky K.1

X2 (D) XF(2) 812 8o X (1) xF(2) = Ixd (1)S1ax (1] [XZ (2)82:x7 (2))]
 hh R (K.5)
22 4
a v piatom riadku tej istej tabulky
X2 (1) Xz (2) 812 8oz X (X2 (2) = X2 (1) S1a Xz (D] X5 (2) S2ex? (2)]
_onn o
22 4

SNa obrdzkoch 4.4 a 5.1 vidime, Ze vinova funkcia vy$sich stavov je SirSia, ako niZ§ich. Preto sd vyssie stavy
citlivejsie na odchylky potencidlovej jamy od harmonicke;j.
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Tab. K.1. Stredné hodnoty spinovych operatorov dvoch elektrénov v jednotlivych stavoch (K.1) a (K.2).

[ operdtor A = [§2 [SZ  [25.8, 25,8, | 5.8, |7 |
1| xF(DxF(2)AxT(1)xF(2) | 3k%/4 | 3R2/4 | O 0 +2h2 /4 || 2R
2 | Xz (Dxz (2)AX; (1)xz (2) | 3h2/4 | 3R2/4| 0 0 —2h%/4 || 212
3| $xF(DxZ (QAXT (1)xZ(2) | 30%/8 | 312/8 | 0 0 —2h%/8 || B?/2
4 | 3xz (DxF (AXZ (DxF(2) | 302/8 | 3p%/8 | O 0 —20%/8 || h?/2
511 sx(Dxz (QAx; (DxF(2) | 0 0 20%/8 | 20%/8 | O h?/2
6 || 3xz (DxF(2AXF )Xz (2) | 0 0 21/8 | 2n%/8 |0 h?/2

Pre vypocet strednej hodnoty (S?) v stave x(1,2)! s¢itame prispevky z riadku (1), v stave
x(1,2)! s¢itame prispevky z riadku (2). Strednd hodnotu (S?) v stave x(1,2)} ziskame s¢itanfm
vietkych prispevkov v riadkoch (3-6). Stredni hodnotu (S?) v antisymetrickom stave y(1,2)9
dostaneme, ak od prispevkov v riadkoch 3 a 4 odc¢itame prispevky v riadkoch 5 a 6 (vysledkom
je, samozrejme, nula).
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L Sféricky harmonicky oscilator
Trojrozmerny harmonicky osciator kmité vo vSetkych troch smeroch z, y a z. Potencidlna energia

1 1
V = §mw2(aj2 —+ y2 —+ 22) = §mw27"2 (Ll)

zavisi len od vzdialenosti od stredu 7.

RieSme tlohu najprv v kartézskych suradniciach, kde pozndme vlastné energie

E = hw(g + Ny +ny +n;) (L.2)
kvantové ¢isla n,, n, a n, rasti od 0. Prislusné vinové funkcie pre niekolko najnizSich stavov
st uvedené v tabulke L.1 (bez normalizicie, ktord nie je v tomto okamihu dodlezitd). Vidime,
Ze zékladny stav zodpovedd hodnotdm troch kvantovych &isiel (0,0,0); prvy excitovany stav je
trikrat degenetovany, druhy excitovany stav je 6-krit degenerovany.

Pretoze ide o sféricky symetricky problém, moZeme tlohu riesif aj vo sférickych suradniciach
tak, ako sme rieSili aom vodika. VInova funkcia sa napiSe ako sucin radidlnej a uhlovej vlnove;j
funkcie. Uhlova funkcia MUSI byt td istd, akd sme dostali pre atém vodika, pretoZe ide o
rieSenie tej istej ulohy: hladanie vlastnych funkcii a vlastnych hodndt uhlovej Casti Laplaceovho
operatora. Dostaneme teda, Ze Castici v potencidli (L.1) mdZeme v jej vlastnom stave priradif
nielen energiu, ale aj vlastni hodnotu momentu hybnosti.

Hladajme teraz suvis medzi oboma opismi: Tabulka 1 uvadza vlastné vlnové funkcie
Dy, nyn. (2,y,2) pre prvych 10 stavov trojrozmerného harmonického oscildtora. Ak stiradnice ,
y a z vyjadrime vo sférickych sdradniciach, dostaneme (v poslednom stipci) vlastné stavy vo
stérickych suradniciach:

Zékladny stav je @9 nedegenerovany.
Prvy excitovany stav je trikrdt degenerovany. Z vlnovych funkcii zostavime linedrne kombi-
nécie

\/LQ [q)IOO + ¢010] = x4 Zy = rsin 96iiq§ =1 m=4=41
(L.3)
Dyo1 = z = rcosf =1 m=0

ktoré sd, samozrejme, tieZ vlastnymi funkciami. Porovnanim so sférickymi funkciami (Tab. 8.1
na str. 164) vidime, Ze uhlova zavislost zodpoveda vlastnym funkcidm momentu hybnosti s
vlastnou hodnotou /+/I(I + 1) al = 1. ide teda o stavy s momentom hybnosti L = h/2 s troma
priemetmi momentu hybnosti do smeru 2: L, = hm,am = 1l am = 0.

Podobne ndjdeme, Ze druhy excitovany stav je 6x degenerovany. Opif urobime linedrne
kombin4cie vlnovych funkcii:

(1)200 — (I)(]QO + Qiq)llo = IQ — y2 + QZJJy = 7”2 SiIl2 6€i2i¢ (=2 m==2
D11 + Pony = xztuyz = r2sinfcosfe™™ =2 m =41
2 2 2 2 2 (L4)
2(1)002—(13020—(13200 = 2z —x -y = T (3COS 0—1) [=2 m=20
Dogo + Poo + Poo2 = 41> —6 = 4? -6 [=0 m=0
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svws

E Ng | Ny | Ny (I)nznynz @(7’,6,(}5)
%hw 0010 1 1
Shw| 1 101]0 x 7rsin @ cos ¢
Shw| 0] 110 Y rsin 0 sin ¢
Shw| 0] 0|1 2 rcos 6
Thw| 1] 110 Ty 2 sin? @ sin ¢ cos ¢

Thw| 1101 Tz r2sin 6 cos 6 cos ¢
7 . .
tho | 0 | 1 |1 Yz 72 sin 0 cos 0 sin ¢
%hw 2 10| 0 |42%2 -2 4r%sin®fcos® ¢ — 2
7 2 2

shw | 01210 49 — 2 | 4r?sin® Osin® ¢ — 2

%hw 0] 0] 2 |422-2 472 cos? 0 — 2

Druhy excitovany stav teda obsahuje 5 stavov s [ = 2 a jeden stav s [ = 0.

Analyticky vypocet je podobny ako pre atém vodika; napiSeme Schrodingerovu rovnicu vo
stérickych stradniciach, urobime separdciu premennych: pre sféricku ¢ast dostaneme, samoz-
rejme, identické rovnice. To je jasné, sférickd Cast nevie ni¢ o potencidli, preto je rovnakd pre
kazdy sféricky symetricky problém a vedie k tym istym vlastnym hodnotdm a vlastnym fun-
kcidm. Preto sme aj dostali kvantované hodnoty momentu hybnosti a jeho priemetu, rovnako aj
tie isté vlastné funkcie z tabulky 8.1.

Radidlna ¢ast Schrodingerovej rovnice sa riesi fazsie, pozri ®. Vlastné energie st vyjadrené
vzfahom

E = (;—l—n) , n=20,12,... (L.5)

a su degenerované, lebo kvantové ¢islo n sa da vyjadrif ako sucet

n=10+2n,, l,n.>0 (L.6)

6S. Fliigge: Practical Quantum mechanics, Springer 1999
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* Hladine n = 0 zrejme zodpovedd [ = n, = 0.

* Hladine n = 1 zodpovedd | = 1, n, = 0 a je trikrat degenerovnd lebo kazd4 hladina s
danym [ je 2 + 1x degenerovana.

* Hladine n = 2 zodpovedd alebo [ = 0 an, = 1 alebo [ = 2, n, = 0. Tychto stavov je
spolu 6, a zodpovedajui nami ndjdenym hodnotam.

Lahko zostrojime aj vysSie excitované stavy.

Degeneracia N (n) energetickej hladiny n:
Pre n parne, n = 2k, nadobuda [ parne hodnoty 0, 2, 4, ..., 2k. Pre kazdé [ mame 2/ + 1
stavov, ktoré sa liSia velkosfou priemetu L, = him, 0 < |m| < [. Celkovy pocet stavov je teda

k

1

N(n) =Y (2x (2i)+1) = S+ 1) +2) (L.7)

=0
To isté vyjadrenie dostaneme aj pre n neparne, n = 2k + 1,jel =2i+ 1, =0,1,... k:
k
, 1

N(n)=) [2x (2i+1)+1] =50+ D{n+2) (L.8)

=0

Lahko odvodime rekurzivny vzfah

Nn)=Nn-1)+(n+1) (L.9)
Plati tiez

Nn)+Nn—1)=(n+1)> (L.10)

Vsimnime si, Ze degenerécia je ind, ako degenerdcia hladin v atéme vodika. Musi byt preto
ovplyvnend dalSou symetriou systému, nesivisiacou so sférickou symetriou.
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Errata

P. Markos: Moderna fyzika

opravy tlacovych chyb.

miesto ‘ povodny text ‘ spravny text

str. 14 Tabulka 1. | Priemer kovovej nanocastice, ... nanocastic
str. 26 Atém sa teda podobna ... podoba

str. 77 Priklad 2.6 | L L?

str. 113 Z rovnice (4.7) Z rovnice (4.85)
str. 132 Z predchadzajuicej Casti F2 Z dodatku F2
srt. 147 kde &, kde x7,.

str. 157 vlastné funkcie operdtora momentu hybnosti L | ... operatora L.
str. 229 Dodatok J | kde C,, je redlne Cislo. —

str. 234 ASHRCOFT ASHCROFT

 Strana 77, priklad 2.3: pravu stranu rovnice (2.110) mdZeme prepisat do tvaru

cos ¢

_M_l[aﬂ
 2JRiRy 2 ’

L R
- B

(L.11)

PretoZe pre kazdé redlne &islo a plati @ + 1/a > 2, jeprava strana vzdy > 2. Rovnica (2.110) ma
preto rieSenie len ak cos ¢ = 1.

* Z predchadzajicej opravy vyplyva, Ze priklad 2.5 nie je rieSeny spravne. Sprdvne rieSenie je,
samozrejme cos ¢ = 1.



