
Cvičenie 3

Rovnice z prednášky

Všeobecný drift ~v =
~F× ~B
qB2 easilyassssssss Gradientný drift ~vG = − |~m|

q

~∇B× ~B
B2

Elektrický drift ~vE =
~E× ~B
B2 easilyassssssss Curvature drift ~vC = −

mv2‖
qB4 [( ~B · ~∇) ~B]× ~B

Orbitálna teória prvého rádu

~F = q~v(0) × [~r(0) · (~∇ ~B)] easilyassssssssssssss〈~F 〉 = (~m · ~∇) + ~m× (~∇× ~B)

~F‖ = 2 | ~m | ∂Br

∂r
ẑ easilyassssssssssssss〈~F‖〉 = − |~m|

B
[( ~B · ~∇) ~B]‖

~F⊥ = −2 | ~m | ∂Bz

∂r
r̂ easilyassssssssssssss〈~F⊥〉 = − | ~m | (~∇B)⊥

Úloha 1

Bittencourt, úloha 3.6, strana 91: Uvažujme toroidálne magnetické pole:

Figure 1: Magnetické pole v toroidálnej geometrii.

Úlohy:
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Cvičenie 3

(i) Ukážte, že hustota magnetického toku pozd́lž tórusu je daná vzt’ahom ~B = Ba

(
a
r

)
φ̂,

kde Ba je vel’kost’ vektora ~B v radiálnej vzdialenosti r = a

(ii) V akom smere účinkuje gradientný drift vyvolaný radiálnou variácou Bφ ?

(iii) Ak ~E je indukované elektrické pole, v akom smere pôsob́ı elektrický drift ~E × ~B ?

(iv) Ukážte, že v dôsledku elektrického driftu ~E × ~B nie je možné udržat’ plazmu v čisto
toroidálnej geometrii

Úloha 2

Bittencourt, úloha 3.9, strana 93: Uvažujte nekonečne dlhý vodič, ktorým tečie elektrický
prúd I a je rovnomerne nabitý elektrostatickým potenciálom φ. Oṕı̌ste pohyb elektrónu v
poli takéhoto vodiča s použit́ım orbitálnej teórie prvého rádu. Znázornite dráhu elektrónu a
smery elektrického, gradientného a curvature driftu.

Úloha 3

V tejto úlohe si naṕı̌seme program, ktorý numericky určuje a vykresl’uje trajektóriu Zeme
okolo Slnka. Program je vlastne gravitačným simulátorom. Existuje mnoho vol’ne dostupných
gravitačných integrátorov (vyzdvihnem ReboundX ), takže by sa zdalo, že naṕısat’ podobný
program je zbytočné. Ciel’om úlohy je ukázat’, ako vytvorit’ jednoduchý algoritmus na num-
erické riešenie l’ubovol’nej pohybovej rovnice. T.j. do programu, ktorý si naṕı̌seme bude
možné vložit’, vyriešit’ a vykreslit’ akúkol’vek pohybovú rovnicu (nie len gravitačnú), čo sa
vám môže źıst’ v budúcnosti.

Riešenie Program, ktorý si naṕı̌seme, je jednoduchým algoritmom simulátorov pohybových
rovńıc. Budeme ho formulovat’ v jazyku Python, algoritmus je však rovnaký aj pre iné pro-
gramovacie jazyky. Na matematické operácie a prácu s poliami budeme využ́ıvat’ knižnicu
numpy :

1 import numpy as np

Ďal’̌śım krokom je sformulovanie pohybovej rovnice. V pŕıpade pohybu Zeme okolo Slnka
máme pohybovú rovnicu Zeme v tvare

~aEarth = −GmSun~r

r3
, (1)
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Cvičenie 3

kde G = 6.674×10−11 m3

kgs2
je gravitačná konštanta, mSun = 1.989×1030kg je hmotnost’ Slnka,

~r je polohový vektor Zeme vzhl’adom ku Slnku v čase t a r3 je vel’kost’ vektora ~r na tretiu.

Rovnicu si sformulujeme v Pythone, pričom premennou bude polohový vektor Zeme ~r :

1 de f g rav i ty ( r ) :
2 ”””
3 Parameters
4 −−−−−−−−−−
5 r : po l e
6 okamzita poloha t e l e s a vzhladom ku Slnku
7

8 Returns
9 −−−−−−−

10 a c c e l e r a t i o n : po l e
11 okamzity vektor z r y ch l en i a t e l e s a vzhladom ku Slnku
12

13 ”””
14 # Konstanty
15 G = 6.674 e−11 # Gravitacna konstanta [mˆ3 / kg s ˆ2 ]
16 m sun = 1.989 e30 # Hmotnost Slnka [ kg ]
17

18 # Pohybova rovn ica
19 rmag = np . l i n a l g . norm( r ) # ve l ko s t vektora r
20 a c c e l e r a t i o n =(−G∗m sun∗ r ) /( rmag∗∗3) # grav i ta cne z r y ch l e n i e
21

22 r e turn a c c e l e r a t i o n

Toto je teda pohybová rovnica, ktorú chceme riešit’ numericky. Než sa pust́ıme do jej inte-
grovania, vytvoŕıme si prázdne polia, do ktorých budeme ukladat’ výsledky integrácie, zadáme
počiatočné podmienky a vlastnosti simulácie. Povedzme, že chceme integrovat’ pohyb Zeme
počas jedného siderického roka (31556926 s) s časovým krokom 1000:

1 dt = 1000 # casovy krok [ s ]
2 t f = 32000000 # Konecny cas − cca 1 s i d e r i c k y rok [ s ]
3 N = in t ( t f /dt ) # Pocet krokov

Zauj́ımat’ nás bude poloha a rýchlost’ Zeme v čase t počas celej integrácie. Vytvoŕıme si preto
tri prázdne (nulové) numpy polia. (Na zápis dát môžete využ́ıvat’ aj zoznamy - lists alebo
si ich vypisovat’ a č́ıtat’ zo súboru). Polia pre polohu a rýchlost’ musia mat’ tri st́lpce pre tri
zložky vektorov. Dĺžky poĺı musia byt’ rovné počtu krokov numerickej integrácie:

1 t = np . z e r o s (N) # jednorozmerne po le pre cas , d lzka N
2 pos = np . z e r o s ( ( l en ( t ) , 3 ) ) # tro j rozmerne po le pre polohovy vektor
3 ve l = np . z e r o s ( ( l en ( t ) , 3 ) ) # tro j rozmerne po le pre rych lo s tny vektor

Následne si zadefinuje počiatočné podmienky sústavy, ktoré sú: poloha a rýchlost’ Zeme v
počiatočnom čase. Počiatočné podmienky si vlož́ıme do prvých riadkov vytvorených poĺı:

1 t [ 0 ] = 0 . # t (0 )= 0 s
2 pos [ 0 , : ] = np . array ( [ 1 4 9 . 6 e9 , 0 , 0 ] ) # pol . vek . Zeme v t (0 ) : x=1 AU, y=0, z=0
3 ve l [ 0 , : ] = np . array ( [ 0 , 2 9 e3 , 0 ] ) # rych . vek . Zeme v t (0 ) :
4 # x ’=0 , y ’=29e3 m/s , z ’=0
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A teraz môžete prikročit’ k naṕısaniu vlastného simulátora pohybovej rovnice. Ako in-
tegrátor budeme využ́ıvat’ metódu Runge-Kutta štvrtého rádu. Vstupom do metódy budú
tri vytvorené polia, ktoré budeme naṕlnat’ výsledkami integrácie, počet krokov integrácie a
ako parameter vstupuje aj metóda f , ktorá je našou pohybovou rovnicou. Pri metóde RK4
si najskôr vyrátame štyri medzikroky a následne urč́ıme celkové zmeny polohy, rýchlosti a
času po jednom kroku:

1 de f sim ( array pos , a r ray ve l , a r ray t , n , f ) :
2 ”””
3 Parameters
4 −−−−−−−−−−
5 ar ray pos : po l e
6 3D pole , do ktoreho budeme pr idavat hodnoty polohoveho vektora v
7 j e dno t l i vy ch krokoch . Prvy element pola musi obsahovat
8 poc iatocnu polohu .
9 a r r ay v e l : po l e

10 3D pole , do ktoreho budeme pr idavat hodnoty rych lo s tneho vektora v
11 j e dno t l i vy ch krokoch . Prvy element pola musi obsahovat
12 poc iatocnu ry ch l o s t .
13 a r r ay t : po l e
14 1D pole , do ktoreho budeme pr idavat hodnoty casu v
15 j e dno t l i vy ch krokoch . Prvy element pola musi obsahovat
16 poc iatocny cas .
17 n : i n t e g e r
18 pocet krokov i n t e g r a c i e
19 f : method
20 pohybova rovn ica na urc en i e z r y ch l en i a
21

22 Returns
23 −−−−−−−
24 Metoda v r a t i naplnene po l i a .
25

26 ”””
27 f o r i in range (1 , n ) :
28 ”””
29 Metoda Runge−Kutta s tv r t eho radu .
30 ”””
31 # Prvy medzikrok
32 pos1 = array pos [ i −1 , : ]
33 ve l1 = a r r ay v e l [ i −1 , : ]
34 acc1 = f ( pos1 )
35

36 # Druhy medzikrok
37 pos2 = array pos [ i −1 , : ] + 0 .5∗ ve l1 ∗dt
38 ve l2 = a r r ay v e l [ i −1 , : ] + 0 .5∗ acc1 ∗dt
39 acc2 = f ( pos2 )
40

41 # Tret i medzikrok
42 pos3 = array pos [ i −1 , : ] + 0 .5∗ ve l2 ∗dt
43 ve l3 = a r r ay v e l [ i −1 , : ] + 0 .5∗ acc2 ∗dt
44 acc3 = f ( pos3 )
45

46 # stv r ty medzikrok
47 pos4 = array pos [ i −1 , : ] + ve l3 ∗dt
48 ve l4 = a r r ay v e l [ i −1 , : ] + acc3 ∗dt
49 acc4 = f ( pos4 )
50

51 # Celkova zmena v parameterov po jednom kroku
52 ar ray pos [ i ] = ar ray pos [ i −1 , : ] + ( dt /6 . 0 ) ∗( ve l 1+2∗ve l2+2∗ve l3+ve l4 )
53 a r r ay v e l [ i ] = a r r a y v e l [ i −1 , : ] + ( dt /6 . 0 ) ∗( acc1+2∗acc2+2∗acc3+acc4 )
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54 a r r ay t [ i ] = dt∗ i
55

56 r e turn

Táto metóda nám vráti naplnené polia polohy, rýchlosti a času. Simulovanie pohybu je
vlastne týmto krokom dokončené. Aby sme si naše výsledky aj vykreslili, vytvoŕıme jednoduchú
metódu na vytvorenie (v našom pŕıpade 3D) grafu. Vstupom do metódy bude pole polôh
telesa:

1 de f p l o t ( array ) :
2 ”””
3 Parameters
4 −−−−−−−−−−
5 array : po l e
6 3D pole , ktore chceme vykre s l ova t na g r a f e
7

8 Returns
9 −−−−−−−

10 Zobrazenie t r a j e k t o r i e t e l e s a v 3D.
11

12 ”””
13 import matp lo t l i b . pyplot as p l t
14 import mp l t o o l k i t s . mplot3d as p l t3d
15 from mp l t o o l k i t s . mplot3d import Axes3D
16 f i g = p l t . f i g u r e ( )
17 ax = f i g . add subplot (111 , p r o j e c t i o n=’ 3d ’ )
18 ax . s e t a s p e c t ( ” equal ” )
19 ax . s c a t t e r (0 , 0 , 0 , ’ r . ’ ) # poloha Slnka
20 ax . p l o t ( array [ : , 0 ] , array [ : , 1 ] , array [ : , 2 ] , ’−r ’ )
21 p l t . show ( )
22

23 r e turn

Týmto máme náš simulátor pohybu hotový. Spust́ıme ho zavolańım metód sim a plot.

1 sim ( pos , ve l , t ,N)
2 p lo t ( pos )
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