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Abstrakt

N4S ciel’ je implementécia eliminécie pravidla rezu v paradigme deklarativneho progra-
movania bez pouZzitia regularizacie. N4S algoritmus elimindcie rezu pozostava z kvaziregula-
rizécie striedanej so Standardnou redukciou. Vystup naSho algoritmu je dokaz, ktory neobsa-
huje Ziadne pravidla rezu. DOkazy reprezentujeme v nasej implementécii pomocou tablove;j
metddy, napriek tomu, Ze teoretickd Cast nasej prace vysvetl'ujeme v sekventovom kalkule
LKP. Algoritmus elimindcie pravidla rezu implementujeme v typovej verzii programova-
cieho jazyka Racket, ktory je dialektom programovacieho jazyka Lisp/Scheme. Eliminac¢ny
algoritmus implementujeme v programovacom jazyku Racket, lebo Racket je deklarativny
programovaci jazyk, ktory obsahuje konStrukcie, ako napriklad match a cond, pomocou kto-
rych vieme zapisat’ rekurziu vel'mi elegantne. NaSa implementdcia je konzolova aplikécia,

ktord nepouZziva Ziadne grafické rozhranie.

Kracové slova: elimindcia pravidla rezu, match, deklarativne programovanie



Abstract

Our aim is implementation of cut elimination in paradigm of declarative programming
without using regularization. Our cut elimination algorithm consists of quasiregularization
alternated with standard reduction. Outcome of our algorithm is a proof, that doesn’t con-
tain any cut rule. We represent proofs in our implementation by tableau method, despite we
explain theoretical part of our bachelor thesis in sequent calculus LK. The cut elimination
algorithm is implemented in type version of programming language Racket, which is dialect
of programming language Lisp/Scheme. We implement cut elimination algoritm in prog-
ramming language Racket, because Racket is declarative programming language and also
contains constructions such as match or cond, by which we can write recursion very elegan-

tly. Our implementation is a console application, which doesn’t use any graphical interface.

Keywords: cut elimination, match, declarative programming
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Uvod

Jeden z najpodstatnejSich problémov v matematickej logike, ale aj v inych disciplinach,
spociva v tom, ako zjednodusit dokazy. Vd’aka algoritmu elimindcie pravidla rezu, ktory je
matematicky korektny, vieme tento ciel’ dosiahnut’. Dany algoritmus vyznamne zjednodusi
dokaz. Ciel’om tejto bakalarskej prace je implementécia algorithmu eliminacie pravidla rezu
v sekventovom kalkule LK" v paradigme deklarativneho programovania.

Pomocou algoritmu elimindcie pravidla rezu odstraiiujeme rezy s najvyssou hibkou, kde
pouZzivame vo vel a pripadoch rotécie stromu, ktoré sa realizuju na zdklade Struktiry rezove;j
formuly. V niektorych pripadoch sa rotdcia stromu ani nepouziva. Dokazy implementujeme
ako binarne stromy, ktoré maji vo vrcholoch jednotlivé formuly. Pracujeme v sekventovom
kalkule LKP", a preto na rozdiel od logiky prvého radu, bude stromova reprezenticia dokazu
opacnd. Zaroven sa zmeni aj zapis dokazu. Dokazovacia technika, ktord pouzivame, je pria-
mim ddkazom. Priamy dokaz je Standardom v Gentzenovych systémoch, ktoré pouzivame
a naviac je 'ahko pochopitelny. Programovaci jazyk, ktory pouZivame na implementéciu
sa nazyva Racket. Programovaci jazyk Racket je vel'mi priamociary programovaci jazyk, a
preto je v nom idedlne dany algoritmus naprogramovat’, a to najmé z déovodu, Ze umozZnuje
definovat’ vlastnu syntax a aj objekty potrebné pre implementaciu. Rekurziu je mozné zapi-
sat’ vo vicSine pripadov vel’'mi elegantne pomocou prikazu match alebo aj pomocou prikazu
cond. [5, 3]

V prvej kapitole sa v technologickych vychodiskach zaoberame jednotlivymi technol6-
giami, ktoré pouZivame na implementéciu elimindcie pravidla rezu. Pri teoretickych vycho-
diskédch definujeme pojmy, ktoré neskor pouzivame v ndvrhu rieSenia a v implementacii.

Druh4 kapitola tejto prace obsahuje navrh rieSenia. V rdmci tohto navrhu rieSenia vysvet-
I'ujeme n4s spdsob eliminacie pravidla rezu v sekventovom kalkule LK. V tejto kapitole sa
venujeme algoritmu elimindcie pravidla rezu a tieZ spominame vstupno-vstupné podmienky
eliminacného algoritmu. Na konci tejto kapitoly rozoberdme vzt'ah sekventového kalkulu a
tabla.

V tretej kapitole sa venujeme uz samotnej implementacii. Na zobrazenie typov v nasej
implementdcii pouZivame uml triedny diagram, na ktorom su zobrazené jednotlivé defino-
vané typy a k nim prislichajice funkcie. Ndsledne pri vysvetl’ovani implementa¢nych stubo-
rov pomenuvavame najdolezitejSie funkcie v jednotlivych siboroch, ktoré su sucast’ ou nasej

implementacie.
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V piatej kapitole sa zaoberdme vizualizéciou dokazov a testovanim algoritmu elimindcie

pravidla rezu na dokazoch.



1 Vychodiska

V tejto kapitole opisujeme technoldgie, ktoré pouzivame na implementaciu algoritmu
elimindcie pravidla rezu. PopiSeme si ich histériu a dévody, preco vznikli a nakoniec aj ich
vlastnosti. V teoretickych vychodiskdch rozoberdme Henkinove konStanty a predovSetkym
odvodzovacie pravidld a vlastnosti dokazov v sekventovom kalkule LK", ktoré Easto pouZi-

vame v d’al’Sich kapitoléach.

1.1 Technologické vychodiska

V tejto sekcii analyzujeme vyvin a vlastnosti programovacich jazykov Lisp, Scheme a
Racket.

1.1.1 Programovaci jazyk Lisp

Programovaci jazyk Lisp, ktory nazyvame aj LISt Processing vyvinuli na konci 50-tych
rokov 20. storocia. Zakladatel’om programovacieho jazyka Lisp je John McCarthy. Zaklad-
nym motivom, preco McCarthy zaloZil Lisp bola skuto¢nost’, Ze chcel oddvodnit’ pouZitie
niektorych typov logickych vyrazov ako model vypoctu. Neskor zacali programdtori po-
uzivat’ programovaci jazyk Lisp najméd na manipuldciu symbolov, napriklad na integraciu
algebrickych vyrazov a derivovanie. Programovaci jazyk Lisp pouZiva matematicku notéciu,
pricom umoZnuje zapisovat’ operacie v prefixovom tvare, ktory je v zatvorke, a to napriklad,
ked’ chceme aplikovat’ funkciu f na n argumentov xi, ..., x,, tak to zapiSeme (f x| ... x,).
Najpouzivanejsia a najdolezitejSia datova Struktdra v Lispe su zoznamy. NajzndmejSie prog-

ramovacie jazyky, ktoré su dialektami Lispu sa nazyvaji Racket a Scheme. [1]

1.1.2 Programovaci jazyk Scheme

Programovaci jazyk Scheme vyvinuli v 70-tych rokoch 20. storocCia. Za tvorcov progra-
movacieho jazyka Scheme sa povazuju Gerald J. Sussman a Guy Lee Steele. Programo-
vaci jazyk Scheme povazujeme za prvy najpouzivanejsi dialekt programovacieho jazyka
Lisp. Spociatku sa programovaci jazyk Scheme pouZzival predovSetkym na vyzkum a vy-

ucbu. Podporoval aj par preddefinovanych syntaktickych vyrazov a procedur. Neskor sa stal
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programovaci jazyk Scheme pouZzitelnym aj v inych sférach, ako napriklad pre pisanie texto-
vych editorov, pre expertné systémy a podobne. Na ukladanie pouZiva dynamicku alokdciu,
ktord, ak uz nie potrebnd, sa automaticky dealokuje. Na rozdiel od programovacieho jazyk
Lisp vyuZziva lexikdlny rozsah. Lexikdlny rozsah umoZnuje pouZivat' premenné len z bloku,

v ktorom su tieto premenné definované. [2]

1.1.3 Programovaci jazyk Racket

Programovaci jazyk Racket je univerzalny, multi-paradigmaticky programovaci jazyk,
zaloZeny na programovacom jazyku Scheme a sucasne je dialektom Lispu. Bol navrhnuty
ako platforma pre vytvdranie a implementiciu roznych programovacich jazykov. Pouzivame
ho napriklad aj na skriptovanie, vzdeldvanie v oblasti informatiky a vedecky vyzkum. Prog-
ramovaci jazyk Racket ndim dovol’'uje vytvorit’ si vlastny jazyk s vlastnou syntaxou a aj ho
rychlo implementovat’. To znamend, Ze ak je nejaky jazyk nedostupny, tak programétor si
ho jednoducho méze vytvorit’. Programovaci jayzk Racket pouziva lexikalny rozsah rovnako

ako programovaci jazyk Scheme. [3]]

1.1.4 Typova verzia programovacieho jazyka Racket

Na implementovanie algoritmu elimindcie pravidla rezu pouzivame typovu verziu prog-
ramovacieho jazyka Racket, a preto Specifikujeme, o mé byt’ vstup a vystup v hlavickach

funkecii.

1.2 Teoretické vychodiska

V tejto kapitole na zaCiatku vysvetl'ujeme jazyk prvého radu, potom Henkinove kon-

Stanty a axiémy, a nakoniec sekventovy kalkulus LK".

1.2.1 Jazyk logiky prvého radu

Jazyk logiky prvého radu vysvetl'ujeme na zédklade [5, 16, (7]

1.2.1.1 Symboly. Symboly jazyka logiky prvého radu L st:

1. Individové konStanty, ktoré oznacujeme malymi pismenami x, y, z s pripadnymi dol-
nymi indexami.
2. Individuové parametre, ktoré oznacujeme malymi pismenami a, b, ¢ s pripadnymi dol-

nymi indexami.

3. Funkcné symboly, ktoré oznaCujeme malymi pismenami f, g, 4 s pripadnymi dolnymi

indexami.
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4. Vyrokovologické spojky T (Pravda), 1 (Nepravda), -, A, V, —. Napisali sme ich v
poradi od najvicsej priority po najmensiu. Spojky T a L st nularne, spojka — je unarna

a ostatné spojky su binarne.

5. Predikatové symboly, ktoré oznacujeme vel'kymi pismenami P, Q, R s pripadnymi

dolnymi indexami.

Hovorime, Ze predikdtové symboly a funkéné symboly si mimologické symboly a vyroko-
vologické spojky su logické symboly. Individové konstanty a parametre sihrnne nazyvame

premenné.

1.2.1.2 Semitermy a termy. Semiterm definujeme rekurzivne takto:
1. Kazda premennd je semiterm.
2. Kazdy symbol funkCnej konStanty je semiterm.

3. Aplikécia funk¢nej konStanty f na n semitermov fq,...,t,, ktord piSeme f(t,...,t,)

je semiterm.

Na oznacovanie semitermov pouzivame malé pismena r, s, t. Term je uzavrety semiterm, ¢o

znamend, Ze neobsahuje premenné.

1.2.1.3 Semiformuly a formuly. Semiformulu definujeme rekurzivne (b € {—, A, V, —}):

1. T a_L sd semiformuly.

2. Aplikacia predikatovej konstanty P na n semitermov 1, .. . ,1,, ktord oznaCujeme P (t1,. ..

je semiformula.
3. Ak A je semiformula, tak aj — A je semiformula.
4. Ak A a B st semiformuly, tak aj (AbB) je semiformula.
5. Ak A je semiformula, tak aj 3xA je semiformula. Analogicky to plati aj pre VxA.

Na oznacenie semiformul pouZivame vel'ké pismend A, B, C. Formula je uzatvorend semi-

formula, ¢o znamen4, Ze neobsahuje vol'né premenné.

1.2.1.4 Hibka semiformil. Hibku d(A) semiformuly A definujeme rekurzivne
(befr, v, =1}, Qe{3, V}):

d(A)=1 A je atomickd, T alebo L,
d(AbB) =max(d(A), d(B))+1,
d(=A) =d(QxA) =d(A) + 1.
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1.2.1.5 Vyrazy. Vyraz v jazyku logiky prvého radu L je:
1. Semiterm.
2. Semiformula.

Vyrazy oznacCujeme pismenom E s pripadnymi dolnymi indexami. Na oznaCenie vyrazov
rovnakého druhu pouzivame znak =. Napriklad £y = E> znamend, Ze vyrazy E| a E, su

rovnakého druhu, z ¢oho vyplyva, Ze st oba vyrazy bud’ semitermy, alebo semiformuly.

1.2.1.6 Substiticia. Nech je x premennd, ktord je substituovatel'nd. Potom substitticiu
premenne;j x za term ¢ v kaZzdom vol'nom vyskyte premennej x oznacujeme Ay [t]. Substiticiu
definujeme induktivne (b € {A, V, =}, Qe {3, V}):

1. Ak A je atomickd semiformula, tak jej substiticia je Ay [t].
2. Ak semiformula je tvare —A, tak jej substiticia je — (A, [f]).
3. Ak semiformula je v tvare Ab B, tak jej substitticia je (Ax [t]) b (By[t]).

4. Ak semiformula je v tvare QxA, tak jej substiticia je QxA, lebo x nema vol'ny vyskyt.

Ak by sme substituovali premenndi y za term ¢, tak potom substittcia je Qx (A, []).

1.2.2 Henkinove konstanty a Henkinove axiomy

Henkinove konstanty a axiomy vysvetl'ujeme pomocou ¢lanku [S]].

1.2.2.1 Henkinove konStanty. Nech L je jazyk logiky prvého radu a nech C s pripad-
nymi dolnymi indexami je mnoZina Henkinovych konS$tant. Nekon¢nu postupnost’ mnoZin
Henkinovych konstant Cy,Cy,...,C,;,Cpi1,. .. definujeme induktivne (Q € {3, V}):

0 akn=20
C._1 U{CQXA‘ CQxA §§ Cn—l} akn>0

V druhom pripade, ked’ je n > 0, Henkinova konStanta cqy4, md v idexe formulu QxA.
Formulu QxA vytvarame pomocou jazyka prvého rddu L, ktory obsahuje Henkinove kon-
Stanty z mnoziny C,,_.

Henkinove konStanty su individové parametre jazyka logiky prvého radu L.

1.2.2.2 MnoZina vSetkych Henkinovych konstant. Zjednotenim vsetkych mnoZin ne-
konecnej postupnosti Cy,Cy,...,C,,Cy41, ... ziskame mnoZinu vSetkych Henkinovych kon-

Stant. MnoZzinu vSetkych Henkinovych konstant oznaCujeme pismenom C.
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1.2.2.3 Henkinova expanzia. Henkinovu expanziu definujeme ako prvoradovy jazyk L,

ktory obsahuje Henkinove konstanty z mnoZiny C. Henkinovu expanziu oznacujeme L (C).

1.2.2.4 Cisté semiformuly a termy. Ak st semiformula a term Cisté, tak neobsahuji Hen-
kinové konstanty z Henkinovej expanzie L(C). Jazyk L, ktory neobsahuje Henkinove kon-

Stanty, obsahuje len Cisté semiformuly a termy.
1.2.2.5 Henkinove a kvantifikacné axiémy. Henkinov axiém je:
1. 3xA — Ay [caeal
2. Axlcyxa] — VXA
Nech ¢ je term Henkinovej expanzie L (C). Kvantifikaény axiom je:
1. Ay ft] — 3xA

2. VxA — Alf]

1.2.3 Sekventovy kalkulus LK"

V tejto podsekcii definujeme odvodzovacie pravidla, ktoré sme prevzali z ¢lanku [S], pre
kalkul LK a aj, ako reprezentujeme dokazy v tomto kalkule. Neskor spominame aj zdkladne
miery na dokazoch, ktoré vyuzivame v nasledujicich kapitolach napriklad pre odhady. Sek-

ventovy kalkul LK" vysvetl'ujeme podl’a &lanku [3].

1.2.3.1 Sekventy. Nech I' a A sid kone¢né multimnoZiny pozostdvajice zo semiformdl.
Sekvent oznacujeme I" = A, kde symbol = oddel’'uje predpoklady I" od ciel'ov A. Sekvent
v tvare Ay,...,A, = By,...,B,, mdZeme zapisat’ pomocou vyrokovologickych spojok na
Al A...NA, — B V...V B,,.

Sekventy oznacujeme vel’kymi pismenom S s pripadnymi dolnymi indexami.

1.2.3.2 Odvodzovacie pravidla

Axiomatické pravidld

AX = (AJeatomickd),  AxL AXT

AT=A A 1, T=A C=A T

Vyrokovologické pravidla

L I'=A A R A, T=A
A T=A "T=A, A
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A, B, T=A

INAAB T=A

A, T=A B IT'=A

AVB, T=A

I'sA/A B, I'=A
A— B I'=A

L—

Kvantifikacné pravidlda

Ax[CHxA]a I'=A ’
WA, T= A

Allt], VxA, T = A

VA T=4a

A, T=A B, TI'=A

IT=A AAB

R I'=A A B
VI=A AVB

h, AT=AB
“T=A A B

= A, 3xA, Alt]
I'=A, dxA

I'= A, Ax [CVxA]
[ = A, VxA

Strukturdlne pravidld

I'=AA A T=A
I'=A

Cut

Kvantifikaéné pravidla L3 a RV nazyvame silné kvantifika¢né pravidla. Kvantifikacné
pravidld LV a R3 nazyvame slabé kvantifikacné pravidld. Pojmy, ako hlavna formula, po-

mocné formula,aktivne formuly a vedlajSie formuly st vysvetlené v ¢lanku [3].

1.2.3.3 Doékazy. Dokaz reprezentujeme bindrnym stromom, ktorého vrcholy s oznacené
semiformuly. Vrcholy stromu nazyvame sekventy a vytvarame ich pomocou odvodzovacich
pravidiel.

Korenl stromu nazyvame konecny sekvent. Listy stromu nazyvame zaciatocné sekventy,
ktoré vznikajui len z axiomatickych odvodzovacich pravidiel.

Dokaz oznaCujeme gréckym pismenami 7 a p. Ak 7 je dokaz sekventu I' = A, tak piSeme
7w =1"= A. V pripade, ak nehovorime o konkrétnom ddkaze ale len o tom, Ze dokaz existuje,
piSeme - I"= A.

1.2.34 Hfbky dokazov. Hibka || dokazu 7 je poCet sekventov v jeho najdlhsej vetve. To
znamend, Ze ak dokaz 7 obsahuje len jeden sekvent, jeho hibka je || = 1. VSeobecne plati,
ze || > 0.

1.2.3.5 Rezové hodnosti dokazov. Rezovi hodnost’ r () dokazu 7 je suprémom hibok
vSetkych rezovych formul v dokaze m. Ak dokaz 7w neobsahuje Ziadne pravidlo rezu, tak
r(m) =0, lebo sup 0 = 0.



2 Navrh rieSenia

V tejto kapitole je obsiahnuty cely proces elimindcie pravidla rezu v sekventovom kalkule
LKP. Rozoberdme aj jednotlivé vety a lemy, ktoré potrebujeme na matematické zdévodnenie
algoritmu elimindciu pravidla rezu. Nasledne vysvetl'ujeme, ako funguje algoritmus elimi-
ndcie pravidla rezu. Nakoniec opisujeme vzt'ah sekventového kalkulu a tabla. Vety, lemy

.....

nachddzajui v ¢lanku [S].

2.1 Zakladné transformacie dokazov

Predpokladdame, Ze vSetky dokazy od tejto sekcie, ak nie su blizSie Specifikované, su v
kalkule LK". Vyrazmi od tejto sekcie sa rozumeji nielen semitermy a semiformuly, ale aj
sekventy, odvodzovacie pravidld a dokazy. Jednotlivé lemy, vety a definicie vysvetl’'ujeme na
zdklade [5, 4, 8.

2.1.1 Strukturalna podobnost’ dokazov

Dva ddkazy su Strukturdlne podobné, ak medzi nimi existuje izomorfnd stromovda repre-
zentécia, v ktorej kazda dvojica odvodzovacich pravidiel sa odliSuje len vo vedl'ajSich for-
muléch, aktivne a pomocné formuly zostavaji rovnaké. Strukturdlne podobné dokazy maji

rovnakd hibku a rezovi hodnost.

2.1.2 Strukturilna lema

Nech m =T = A je dokaz a nech A a Q si multimnoZiny, pre ktoré plati ' C Aa A C Q.
Potom k dokazu 7 existuje Strukturdlne podobny dokaz @’ = A = Q.
Dokaz ' piseme ako 7 [A = Q.

2.1.3 Zoslabenie

Ako dosledok Strukturdlnej lemy dostaneme:

1. Nech wTI"= A je dokaz a nech A a Q su I'ubovol'né multimnoZiny. Potom k dokazu
T existuje Strukturdlne podobny dokaz w[A, T' = A, QJF A, I'= A, Q.

9
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2.1.4 Skratenie

Ako dosledok Strukturdlnej lemy dostaneme:

I. Nech A, A, I' = A je dokaz. Potom k dokazu 7 existuje Strukturdlne podobny
dokaz m[A, T = A]FA, = A.

2. NechmT"= A, A, A je dokaz. Potom k dokazu 7 existuje Strukturdlne podobny
dokaz n[I' = A, A]FT = A, A.

2.1.5 Zosilnenie

Vetu o zosilneni formulujeme takto:

1. Nech A, I' = A je dokaz a nech A nie je hlavna formula Ziadneho odvodzovacieho
pravidla v dokaze . Potom k dokazu 7 existuje Strukturdlne podobny dokaz
7' = A

2. NechmT"= A, A je dokaz a nech A nie je hlavna formula Ziadneho odvodzovacieho
pravidla v dokaze 7. Potom k dokazu 7 existuje Strukturdlne podobny dokaz
T'ET = A

Dokaz tvrdenia je priamociary s vyuzitim indukcie na dizku dokazu.

2.1.6 Definicia

Dokaz je voI'ny pre Henkinovu konStantu ¢, 4, ak neobsahuje Ziadne siln€ kvantifikacné
pravidlo, v ktorom je QxA hlavnd formula (Q € {3,V}).

2.1.7 Inverzia

1. Nech 7+ —A, T' = A. Potom existuje dokaz 7' =T = A, A s rezovou hodnost’ ou
r(n') < r(m) a hibkou |7'| < |x|.

2. Nech m T = A,—A. Potom existuje dokaz 7’ = A, I' = A s rezovou hodnost'ou
r(n') <r(m) a hibkou |7'| < |x|.

3. Necht+A A B, I' = A. Potom existuje dokaz ' - A, B, I' = A s rezovou hodnost ou
r(n') <r(m) a hibkou |7'| < |x|.

4. Nech T = A, A A B. Potom existuji dokazy m{ FA, T'=Aanm,-B, I'=As
rezovymi hodnost ami r (7}) < (), r(m}) < r(x) a hibkami |x]| < ||, |m}| < |x|.

5. Nech m = AV B, T = A. Potom existuji dokazy m{ FA, T = Aan,-B, I'=As
rezovymi hodnost ami r(x]) < r(x), r(m}) < r(x) a hibkami ||| < |x

m| < |z

’



KAPITOLA 2. NAVRH RIESENIA 11

6. Nech 1=T"= A, A V B. Potom existuje dokaz 7' - T"= A, A, B s rezovou hodnost’ ou
r(n') < r(m) a hibkou |7'| < |x|.

7. Nech 1A — B, I' = A. Potom existuji dokazy nj FI' = A, Aam)-T = A, Bs
rezovymi hodnost ami r (7}) < r (), r(m}) < r(x) a hibkami |7|| < |z, |m}| < |x|.

8. NechmT'= A, A — B.Potom existuje dokaz 7' =A, I'= A, B s rezovou hodnost ou
r(n') < r(m) a hibkou |7'| < |x|.

9. Nech 7+ 3xA, I' = A. Potom existuje dokaz @’ - Ay [c3,4], I = A vol'ny pre Henki-

novu konstantu ca, 4 s rezovou hodnost'our (') <r(7) a hibkou || <|=:|.
10. Nech T = A, VxA. Potom existuje dokaz ' = I' = A, Ay [cy.a] voI'ny pre Henki-

novu konstantu cy, 4 s rezovou hodnost'our (') <r(7) a hibkou || <|=|.

2.1.8 Hlboké nahradenie termov

Hlboky vyskyt termu r vo vyraze E definujeme induktivne takto:
1. Ak term r mé bezny vyskyt vo vyraze E, tak term r m4 hlboky vyskyt vo vyraze E.

2. Ak sa vo vyraze E vyskytuje Henkinova konStanta v tvare cqQy4, v ktorej indexe QxA

term r mé hlboky vyskyt, tak term r m4 hlboky vyskyt aj vo vyraze E.

Hlbokym nahradenim termu r za term s vo vyraze E rozumieme nahradenie kazdého

hlbokého vyskytu termu r vo vyraze E za term s. Takéto hlboké nahradenie oznacujeme

E{r/s}.

2.1.9 Lema o hlbokom nahradeni

Ak m T = A je dokaz, ktory voI'ny pre Henkinovu konstantu cqya, tak 7 {cqea/s} -
I'{cqea/s} = A{cqea/s}, pricom plati, Ze 1 (7w {cqua/s}) =1 (7) a |7 {cqua/s}| = |7|.
2.2 Kvaziregularizacia

V tejto sekcii opisujeme vlastnost’ kvaziregularity a vysvetl'ujeme cely algoritmus kva-

ziregularizicie.

2.2.1 Kvaziregularita

Rez s rezovou formulou QxA v tvare (Q € {3, V})

T=4 Q4 QA T=A

Cu = A
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nazyvame kriticky, ak sa v zdvere I' = A pravidla rezu hlboko nachddza Henkinova konStanta

CQX A-
Dokaz 7 je r-kvaziregularny, ak neobsahuje Ziaden kriticky rez stupia r.

2.2.2 Inverzia rezu

Nech 7 T = A je dokaz. Potom existuji dokazy mj FI'= A, Aam) A, I'= A, ktoré
neobsahuji rezy s rezovou formulou A a zdroven obsahuju vSetky zvySné rezy v dokaze 7.

Dokazy 7} a m, majd hibky || < || a 7| < |7|.

2.2.3 Algoritmus kvaziregularizacie

Nech 7 je dokaz Cistého sekventu. Potom existuje r (7)-kvézireguldrny dokaz 7’ rovna-
kého sekventu s rezovou hodnost ou r () = r (') a hibkou |7/| < 217,

Algoritmus kvaziregularizacie sa sklada z dvoch krokov:

1. Rezové formuly kvantifikacnych rezov s rezovou hodnost'ou r(7) topologicky utrie-
dime do pol'a. Utriedenie v poli realizujeme pomocou vybudovanej sort funkcie tak,
ze pre kazdé dve formuly A a B skontrolujeme, ¢i sa Henkinova konStanta priradend
rezovej formule A hlboko nachddza v B. Ak dno, tak sa zotriedia v poradi B, A. Ak nie,

tak sa zotriedia v poradi A, B.

2. Potom aplikujeme inverziu rezu n-krét, kde pri kazdej inverzii vZdy vytvorime rez z

nasledujicej rezovej formuli v poli a rez pridime na koniec dokazu.

2.3 Redukcia rezu

V tejto sekcii opisujeme redukciu rezu a aj jej jednotlivé pripady.

2.3.1 Algoritmus redukcie rezu

Nech w = I" = A je r-kvaziregularny dokaz s findlnym rezom s rezovou formulou A a

.....

Potom existuje dokaz p - I' = A s rezovou hodnost ou r(p) < r a hibkou |p| < 2|x|.

2.3.2 Rezova formula je atomicka

Do6kaz m ma tvar

LT T

T
I'=AA A,F:>A'
I'=A

Cut
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V dokaze m; hl'addme poddodkazy, ktoré koncia axiomatickym odvodzovacim pravidlom
Ax s hlavnou formulou A. Bez ujmy na obecnosti méZeme predpokladat’, Ze kazdy taky

poddokaz je v tvare

AL ATSA QA

Poddodkaz transformujeme do tvaru

.. ,~7[2[A, Aa F:>Aa Q]

AANT=AQ
Pomocou transformécie kazdého takého podddkazu dostaneme dokaz p 1" = A s pozado-

vanymi vlastnost’ami.

2.3.3 Rezova formula je vyrokovologicka konsStanta T

Nech A = T. D6kaz = ma tvar

R R 5

T
I'=A T T, F:>A.
I'=A

Cut

Ked’ze T nie je hlavnd formula Ziadneho odvodzovacieho pravidla v podddkaze 7, tak
pouZzijeme zosilnenie na podddkaz m,. Tym dostaneme dokaz p - I" = A s poZadovanymi

vlastnost’ami

2.3.4 Rezova formula je vyrokovologicka konStanta |

Nech A = 1. Dékaz © ma tvar

LT M

T
I'=sA 1L 1 1":>A.
I'=A

Ked'Zze L nie je hlavnd formula Ziadneho odvodzovacieho pravidla v podddkaze 7y, tak

Cut

pouZijeme zosilnenie na podddkaz 7;. Tym dostaneme ddkaz p - I' = A s poZadovanymi

vlastnost’ami.
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2.3.5 Rezova formula je negacia

Nech A = —B. Do6kaz m ma tvar

: /4 .. : /%)

T
C I'=sA —-B -B I'=A
ut C=A
Pomocou inverzie transformujeme dokaz do tvaru
Lo Lo
w B, I=A . I'=AB (T
CﬁF:>A, B 5B, I'=A
ut I'=sA

Pomocou dvoch aplikécii pravidla rezu dostaneme ddkaz s pozadovanymi vlastnost’ami

/

. !
/%

=y R
I'=AB BT=A

Cut r=A

2.3.6 Rezova formula je konjukcia

Nech A = B A C. Dokaz w ma tvar

) LM

C I'=A, BANC BAC, T=A
ut T=A
Pomocou inverzie transformujeme ddkaz do tvaru
T T L.
I'=AB TI=AC B,C,T=A (7
T=A BAC ANBAC, T=A

Cut

I'=A
Pomocou dvoch aplikécii pravidla rezu a jedného zoslabenia dostaneme ddkaz s pozadova-

nymi vlastnost’ ami

B,T=A C C,B,=A (P
B,F:>A‘

. /
REUT

r-ap
ut T=A
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2.3.7 Rezova formula je disjunkcia

Nech A =B Vv C. Dokaz m ma tvar

: R/ .. : R[]

T
I'=A, BVC BVC(C, T'=A
I'=A

Pomocou inverzie transformujeme dokaz do tvaru

Cut

: / . / : /
%l SR T o Ty

IF=A, B,C B T=A CTIT=A (7
VIT=A BvC "V BVC,T=A
Cut I=A '
Pomocou dvoch aplikécii pravidla rezu a jedného zoslabenia dostaneme dokaz s pozadova-

/

nymi vlastnost’ ami

RS -t . m,[C, T = A, B
. . . /
oy L= AB.C CT=AB T op
u oy LA B BT=A
ut r=A

2.3.8 Rezova formula je implikacia

Nech A =B — C. Do6kaz m ma tvar

: /5! .. : /)

T
I'sA,B—-C B—=CTI=A
I'=A

Pomocou inverzie transformujeme dokaz do tvaru

Cut

: / . / : /
/% Lol o Ty RIS %%

R B,T=A,C IJFiAB C,T=A (T
(ﬁr:AB—u? N EIAEYY
ut T=A

Pomocou dvoch aplikécii pravidla rezu a jedného zoslabenia dostaneme dokaz s pozadova-

/

nymi vlastnost’ ami

T .1 Ty [C, B, T = A

B.T=AC C BT=A p
B, F:A.

. /
DTy

I=A, B

Cut

I'=A

Cut
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2.3.9 Rezova formula je existencna

Nech A = JxB. Dékaz w ma tvar

L m R (5

I'=A 3xB B, I=A
I'=A

Pomocou inverzie transformujeme dokaz do tvaru

Cut

. /
%)

e 5B lcas], T=A 7
C I'= A, dxB dxB, I'=A
ut = A

kde podddkaz 7} je voI'ny pre Henkinovu konstantu c3, .
V dbkaze m; hl'addme vSetky podddkazy postupne zhora nadol, ktoré koncia kvantifikac-
nym odvodzovacim pravidlom R s hlavnou formulou 3x B. Bez ujmy na obecnosti mdZeme

predpokladat’, Ze kazdy taky poddodkaz je v tvare

. /
ST

A, T=A, Q, IxB, B,[f]
AT=A Q =xB

Ked’'Ze dxB sa nevyskytuje ako hlavna formula Ziadného odvodzovacieho pravidla v pod-
dokaze 71, aplikujeme zosilnenie na poddokaz 7y a dostaneme podddkaz 71:{1 FA T'=

A, Q, B, [t]. Poddokaz 7y transformujeme do tvaru

‘. TE{] ..'né{CHxB/t}[Bx [t]v A7 F:>Aa Q]

AT=A Q B[] B], AT=A Q
t AT=A O '

Cu

Pomocou transformécie kazdého takého poddokazu dostaneme dokaz p 1" = A s poza-

dovanymi vlastnost’ ami.

2.3.10 Rezova formula je vSeobecna

Nech A = VxB. Dékaz & ma tvar

REERE. LM

T
I'= A, VxB VxB,F:>A.
I'=A

Cut
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Pomocou inverzie transformujeme dokaz do tvaru

. /
/2

: .'7:2 TL'/

FZ>A; BX[CVxB]
I=A VxB  VxB = A

I'=A

Cut

kde podddkaz 7; je voI'ny pre Henkinovu konstantu cyyp.
V dokaze m, hI'addme vSetky poddokazy zhora nadol, ktoré koncia kvantifikacnym od-
vodzovacim pravidlom LV s hlavnou formulou VxB. Bez ujmy na obecnosti mdZeme pred-

pokladat’, Ze kazdy taky poddokaz je v tvare

T

B.[f], VxB, A, T = A, Q
VxB, A, T=A, Q

Ked’Ze Vx B sa nevyskytuje ako hlavna formula Ziadného odvodzovacieho v podddkaze 7,1,
aplikujeme zosilnenie na poddokaz my; a dostaneme podddkaz ), - B, [t], A, I' = A, Q.

Poddokaz 7, transformujeme do tvaru

b em{ews/tH A, T=A, Q B[] LD em

c A T=A, Q B Bilt], A, T=A, Q
ut AT=A Q

Pomocou transformécie kazdého takého podddkazu dostaneme dokaz p - I"=- A s poza-

dovanymi vlastnost’ ami.

2.4 Eliminacia pravidla rezu

N4&s algoritmus nepouZziva Gentzenovsky spdsob elimindcie pravidla rezu, lebo dokazy
v LKM nie sii reguldrne. Dokazy, ktoré nie st reguldrne nespliiaji Standardni eigenvariable
condition.

Vstup eliminacného algoritmu je dokaz Cistého sekventu 7. Algoritmus postupne elimi-
nuje rezy s rezovou hodnost’ou r () a nahradi{ ich rezami s niz§iou rezovou hodnost’ ou aspori
o 1, potom eliminuje rezy s rezovou hodnost’ou r(7) — 1,. .. a nakoniec eliminuje rezy s re-
zovou hodnost’ou 1. Kazdé takéto zniZenie rezovej hodnosti dokazu 7 aspon o 1 sa skladd z

dvoch krokov:
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1. Kvaziregularizdcia dokazu m: opravi eigenvariable condition pre kvantifikacné rezy s

rezovou hodnost’ou dokazu. Tym dostaneme ddkaz o s hibkou

lo| <27,

2. Standardna redukcia dékazu o: eliminuje rezy s rezovou hodnost'ou r (o) a nahradi

ich rezami s niz§iou rezovou hodnost’ ou asponl o 1. Tym dostaneme dokaz p s hlbkou

p| < 2lol < 227,

Vystup eliminaéného algoritmu je bezrezovy dokaz p rovnakého sekventu s hibkou
5|7l
- .
pl< 2 _

2r (m) opakovani 2
Standardny algoritmus eliminécie pravidla rezu v LK ma odhad

2\75\
< 27
pl <
r(m) opakovani 2
Standardny eliminaény algoritmus vyuZiva regularizéciu. Nevyhodou regularizacie je to,
Ze vznikni nové rezy, ktorych rezova hodnost’ sa nedd vyjadrit’ pomocou rezovej hodnosti

origindlneho dokazu.

2.5 Vzt’ah medzi sekventovym kalkulom a tablom

V tejto kapitole vysvetl'ujeme metddu tabiel a koreSpondenciu medzi tablami a sekven-
tovym kalkulom.

L ubovol'nt oznacentd formulu v tvare A* nazyvame ciel’ a 'ubovol ni oznacend formulu
v tvare A nazyvame predpoklad.

Smullyan spomina v [7]], Ze tablom pre sekvent Aq,...,A, = By,...,B, je v podstate
tablo pre mnozinu {Ay,...,A,, By*,...,By,*}, a preto uzavreté tablo pre mnoZinu
{A1,..., A, Bi*,...,B,*} nazyvame tablovym dokazom sekventu A,...,A, = By,...,By.

2.5.1 Metoda tabiel

Odvodzovacie pravidld tablovej metddy, na rozdiel od odvodzovacich pravidiel ndsho

kalkulu, neobsahuju bocné formuly. Odvodzovacie pravidla pre tablovej metddy su:

Axiomatické pravidld
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o A* 1 T
A L Tx
4 015 0T 5

Axiomatické pravidlo [ sa dé aplikovat’, ak sa na jednej vetve dokazu nachddzaji formuly

A a Ax bez ohl’adu na ich poradie.

Undrne vyrokovologické pravidld

-A g DA*
“a 874
ANB ANB
Nal A Na2 B
AV Bx AV Bx
Vel Ax Vg2 Bx
A — Bx A — Bx
— gl " — g2 Br
Bindrne vyrokovologické pravidld
A N\ Bx AV B A—B
" As Bx VeA B T %% B
Kvantifikacné pravidlda
dxA dxAx
Jda——F—— 38
Ay [CHxA] Ax [t] *
VxA VxAx
Va Vg ——————
Ay [l ] Ay [CVxA] *
Strukturdlne pravidld
Cut
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2.5.2 KoreSpondencia medzi sekventovym kalkulom a tablom

V naSom variante Gentzenovych systémov pouzivame sekventovy kalkul. Gentzenove
systémy pouZivaju aj tablovd metddu.

Ak chceme dokaz v tablovej metdde previest” do sekventového kalkulu, tak bod tabla
nahradime mnoZinou obsahujicou tento bod a vSetky body nad tymto bodom, na ktorych
sa odvodzovacie pravidlo eSte nepouZilo. V pripade undrnych vyrokovologickych pravidiel
dva body tabla nahradime jednym sekventom, ked’ pouZijeme postupne pravidlo, ktoré sa
odliSuje len v indexe. Nésledne treba dokaz prevritit’, lebo sekventovy dokaz sa Cita zdola
nahor.

Najprv uvddzame priklad dékazu sekventu = (=P V = Q) V Q A P v stromovej podobe sek-
ventového kalkulu LK"

RAXQ:»QmP RAXP:»@P

=0,-P -0 =P, P, -0
RV RV
R/\:>(ﬁPvﬁQ),Q = (-PV-Q), P

= (-PV-Q), QAP

Rv:>(ﬁP\/ﬁQ)\/Q/\P

a nasledne rovnaky dokaz v tablovej metdde.

Tablovy dokaz (P V - Q) V Q A Px.

(=PV-Q)VQAPx(1) Trebadokéazat

(=P V-0Q)*(2) Z (1)) pomocou Vg1
OAPx(3) Z () pomocou Vg2
Ox@) Px(7) Z (3) pomocou Ag
—-Q0x*(5) —Px(8) () z (2) pomocou Vg2; @) z () pomocou Vgl
O 6) P (9 () z (3) pomocou —g; (O) z (8) pomocou —g
[ Ul

@.@ . ©



3 Implementacia

V tejto kapitole vizualizujeme typy, ktoré sme vytvorili v programovacom jazyku Racket
aich vzt'ahy v rdmci nasej implementdcie pomocou uml triedneho diagramu. Hovorime aj o
jednotlivych suboroch a funkciéch, ktoré v implementécii pouZivame.

Ked spominame jednotlivé funkcie v siboroch, tak st usporiadané v takom poradi ako

ich mame v implementicii.

3.1 UML triedny diagram

Typy, ktoré pouzivame v implementécii reprezentujeme v naSom uml triednom diagrame
pomocou tried. Hodnota typu vyjadreného pomocou zjednotenia U mdze nadobudat’ jednu
z hodnot typov, ktoré su v zjednoteni U. Napriklad typ Term mdZe nadobidat’ hodnotu typu
Vt, At alebo Ht. Typ Vt reprezentuje individuové konStanty, At reprezentuje semitermy (aj
funkcné symboly) a Ht reprezentuje Henkinove konStanty.

Tablovu verziu dokazov reprezentujeme pomocou typu Proof. Na vytvorenie typu NodeO
potrebujeme typ Axiom alebo typ l. Typ B je pravidlo bez formuly a oznaCuje neuzavreti
vetvu dOkazu. Na vytvorenie typu Nodel potrebujeme typ Prulel alebo Qrule a jeden typ
zo zjednotenia U typu Proof. Typ Qrule reprezentuje kvantifikacné pravidla. Na vytvorenie
typu Node?2 potrebujeme Cut alebo Prule2 a dva typy zo zjednotenia U typu Proof.

Typom Af rozumieme atomickd formulu, ktord potrebuje na vytvorenie 2 argumenty,
symbol a pole termov. Na vytvorenie typov 3 a V, ktoré su kvantifikacné formuly, potrebu-
jeme 2 argumenty Vt a typ Formula. Typ Sexp, ktory pouzivame vo funkcidch, je skratka
pre symbolicky vyraz. Typom Asmp oznacujeme formulu, ktord je predpoklad a typom Goal

oznacujeme formulu, ktor4 je ciel’.

21



KAPITOLA 3. IMPLEMENTACIA

Formula
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Term

is-formula?

(U Vt At Ht)

Proof

is-semiterm?

(U NodeO Nodel Node?2)

premises: SignedFormulas

is-axiom?

Cut

depth/formula is-term?
is-proof?
SignedFormula
Prule2 (U Asmp Goal)
premise: SignedFormula formula: Formula
conclusionl: SignedFormula is-signedformula?
conclusion2: SignedFormula \
Rul
is-prule2? we
(U B Axiom Prulel Qrule Prule2 Cut)
name: Name
is-nodeO-rule?
Axiom / is-nodel-rule?

is-node2-rule?

conclusionl: SignedFormula

conclusion2: SignedFormula

Prulel

is-cut?

premise: SignedFormula

conclusion: SignedFormula

3.2 Sibory

is-prulel?

Qrule

premise: SignedFormula
term: Term

conclusion: SignedFormula

is-qrule?

Obr. 3.1: UML triedny diagram.

Nasa implementdcia pozostdva z nasledujtcich siborov:

1. expr.rkt
2. proof.rkt
3. write.rkt

4. read.rkt
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5. display.rkt

6. elim.rkt

7. debug.rkt

3.3 Siubor expr.rkt

Stbor expr.rkt definuje typy Formula a Term. Subor expr.rkt obsahuje aj funkcie, ktoré
overuju spravnost’ vytvorenia tychto typov. Ddlezité funkcie, ktoré sme v tomto subore po-

uzili su:

(: is-semiformula? (-> Formula Boolean)) Funkcia overuje, ¢i sme spravne vytvorili se-

miformulu. Pojem semiformula popisujeme v pododseku|(1.2.1.

(: is-formula? (-> Formula Boolean)) Funkcia overuje, ¢i sme spravne vytvorili formulu.

Pojem formula vysvetl'ujeme na konci pododseku|l.2.1.3

(: is-semiterm? (-> Term Boolean)) Funkcia overuje, ¢i sme spravne vytvorili semiterm.

BlizSie pojem semiterm popisujeme v pododseku (1.2.1.2

(: is-semiterm? (-> Term Boolean))

(define (is-semiterm? t)

(match t
[(Vt _) #t]
[(At f ts)

(define n (length ts))
(and (= (arity f) n) (are-semiterms? ts))]
[(Ht a) (and (is-quantifier-formula? a) (is-formula? a))l

[_ (error "is-semiterm?")]))
Obr. 3.2: Kéd funkcie is-semiterm?.

(: is-term? (-> Term Boolean)) Funkcia overuje, ¢i sme spravne vytvorili term. BliZSie

pojem term popisujeme v pododseku|1.2.1.2

(: depth/formula (-> Formula Natural)) Funkcia vrati hibku formuly. Hibku formuly po-

Citame na zdklade pododseku(1.2.1.4
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(: depth/formula (-> Formula Natural))

1
2 (define (depth/formula a)
3 (match a
4 [(Af _ ) 1]
5 [CT) 1]
6 [(L) 1]
[(= b) (+ (depth/formula b) 1)]
[(A b ¢c) (max (+ (depth/formula b) (depth/formula c)) 1)]
9 [(V b ¢) (max (+ (depth/formula b) (depth/formula c)) 1)]
10 [(—= b ¢) (max (+ (depth/formula b) (depth/formula c)) 1)]
11 [(d x b) (+ (depth/formula b) 1)]
12 [(V x b) (+ (depth/formula b) 1)]
13 [_ (error "depth/formula")]))

Obr. 3.3: Kéd funkcie depth/formula.

(: substitute/term-in-formula (-> Formula Term Term Formula)) Funkcia substituuje

term vo formule za iny term. Substiticiu bliZsie vysvetl'ujeme v pododseku[I.2.1.6

3.4 Subor proof.rkt

Subor proof.rkt definuje typ dokaz a obsahuje funkcie na overenie jeho spravnosti a iné

funkcie, ktoré pracuji s dokazmi.

3.4.1 Hlboké nahradenie

Tento odsek obsahuje funkcie, ktoré sluzia na aplikdciu lemy o hlbokom nahradeni|2.1.9

(: dr/formula (-> Formula Term Term Formula)) Funkcia hlboko nahradi term za iny

term vo formule a vrati nova formulu.

(: dr/proof (-> Proof Term Term Proof)) Funkcia hlboko nahradi term za iny term v

ddkaze a vrati novy dokaz.

3.4.2 Zakladne miery na dokazoch

Funkcie, ktoré v tomto odseku spominame, pouZivame na vypocet zakladnych mier na

dokazoch, ktoré sme pouzili viackrat pri odhadoch v ndvrhu rieSenia.
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(: depth/proof (-> Proof Integer)) Funkcia vrati hibku dokazu. Vypocet hfbky dokazu
blizSie popisujeme v pododseku|1.2.3.4

(: depth/proof (-> Proof Integer))
(define (depth/proof p)
(match p
[(NodeO rule) 1]
[(Nodel rule pl) (+ (depth/proof pl) 1)]
[(Node2 rule pl p2) (+ (max (depth/proof pil)
(depth/proof p2)) 1)1))

Obr. 3.4: Kéd funkcie depth/proof.

(: cut-rank (-> Proof Integer)) Funkcia vrati rezovd hodnost’ dokazu, ktord poc¢itame na
zdklade pododseku [[.2.3.5]

3.4.3 Overovanie dokazov

V tomto odseku spominame, vd’aka akym funkciam vieme overovat’ spradvnost’ vytvore-

nia dokazov.
(: is-proof? (-> Proof SignedFormulas Boolean)) Funkcia overuje, ¢i sme sprdvne vytvo-

rili dokaz. Funkcia is-proof? je najpodstatnejSia funkcia, pomocou ktorej v sibore debug.rkt

testujeme spravnost’ vytvorenych dokazov.

3.5 Suabor write.rkt

Stubor write.rkt obsahuje funkcie ur¢ené na transformaciu ddkazov, oznacené formuil,
termov a d’alSich typov do symbolickych vyrazov. NajdolezZitejSie funkcie v tomto stubore
su:

(: term->sexp (-> Term Sexp)) Funkcia transformuje term do symbolického vyrazu.

(: formula->sexp (-> Formula Sexp)) Funkcia transformuje formulu do symbolického vy-

razu.

(: proof->sexp (-> Proof Sexp)) Funkcia transformuje dokaz do symbolického vyrazu.
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3.6 Suabor read.rkt

Subor read.rkt pouzivame na Citanie dokazov a naSich definovanych typov zo symbolic-
kého vyrazu. Analogicky obsahuje funkcie aj pre Citanie inych typov. V podstate tento stibor
sliZi na opacné funkcie k siboru write.rkt. Na overenie spravnosti funkcii sme pouZili aj po-
rovnanie vstupu funkcie v sibore write.rkt s vystupom prislu$nej funkcie v subore read.rkt.

NajddlezitejSie funkcie v tomto subore su:
(: sexp->term (-> Sexp Term)) Funkcia nacita term zo symbolického vyrazu.
(: sexp->formula (-> Sexp Formula)) Funkcia nacita formulu zo symbolického vyrazu.

(: sexp-w/rules->proof (-> Sexp SignedFormulas Rules (Listof (Pairof String Ht)) (Va-
lues Proof (Listof (Pairof String Ht))))) Funkcia nacitana odvodzovacie pravidlo zo sym-

bolického vyrazu.

(: sexp->proof (-> Sexp SignedFormulas (Values Proof (Listof (Pairof String Ht)))))
Funkcia nacita dokaz zo symbolického vyrazu. Vstupny symbolicky vyraz nemusi obsaho-

vat’ vSetky udaje o dokaze, lebo niektoré sa daji dopocitat’.

3.7 Sibor display.rkt

Stbor display.rkt pouzivame na Citatelné zobrazovanie dokazov, oznacenych formuil, ter-
mov a inych typov. Dokazy zobrazujeme pomocou tablovej metédy. NajdoleZitejSie funkcie

v tomto sdbore su:

(: transform/proof->lines (-> Proof (Listof (Pairof Index SignedFormula)) Index Natu-
ral (Listof (Pairof String Ht)) (Values Index Lines (Listof (Pairof String Ht))))) Funkcia
transformuje typ Proof do typu riadky.

(: display/lines (-> Lines Void)) Funkcia zobrazi oznacené formuly v Struktire Lines do

riadkov.

(: display/proof (-> Proof SignedFormulas (Listof (Pairof String Ht)) Void)) Funkcia
zobrazi dokaz prostrednictvom tabla. Druhy argument funkcie si oznacené formuly Cistého
sekventu. Nakoniec treti argument su jednotlivé pomenovania Henkinovych konStant v do-

kaze, ktoré si vieme tymto sposobom urcit’.
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3.8 Suabor elim.rkt

V subore elim.rkt mdme implementovani elimindciu pravidla rezu. VSetky procesy, ktoré

s elimindciou pravidla rezu priamo suvisia, sa nachadzaji v tomto sibore.

3.8.1 Inverzia

Inverziu sme implementovali pomocou nésledujucich funkcii na zdklade odseku [2.1.7

(: invert-unary (-> SignedFormula Proof Proof)) Funkcia aplikuje inverziu na dokaz a

vréti novy dokaz.

(: invert-binary (-> SignedFormula Proof (Values Proof Proof))) Funkcia aplikuje inver-

ziu na vstupny dokaz, ktora vrati dva nové dokazy.

3.8.2 Redukcia rezu

Funkcie, ktoré v tomto odseku spominame, pouzivame na redukciu rezu. Redukciu rezu

spominame v sekcii[2.3]

(: replace/axiom (-> Proof Proof SignedFormulas Proof)) Funkcia nahradi podddkazy v
dokaze, ktoré sa koncCia axiomatickym pravidlom Ax a nahradia sa novym dokazom. Reduk-
cia atomickej rezovej formuly je konkrétny pripad 2.3.2) redukcie, v ktorej funkciu replace-

/axiom pouZivame.

(: replace/quantifier (-> Proof Proof SignedFormula Name Proof)) Funkcia nahradi po-
stupne zhora nadol v dokaze poddokazy, ktoré koncia kvantifikaénym odvodzovacim pra-
vidlom, ktorého ndzov piSeme v argumente Name. Funkciu replace/quantifier pouzZivame na

implementovanie pripadov, ktoré spominame v odsekoch[2.3.9)a[2.3.10]

(: reduce (-> SignedFormula Proof Proof Proof)) Funkcia aplikuje typ redukcie na za-

klade tvaru rezovej formuly.
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(: reduce (-> SignedFormula Proof Proof Proof))
(define (reduce ¢ pl p2)
(match c¢

[(Asmp (Af P ts)) (reduce/Af pl p2 (Af P ts))]
[(Asmp (T)) (reduce/T pl p2)]
[(Asmp (L)) (reduce/Ll pl p2)]
[(Asmp (- a)) (reduce/— pl p2 a)l
[(Asmp (A a b)) (reduce/A pl p2 a b)]
[(Asmp (V a b)) (reduce/V pl p2 a b)l]
[(Asmp (— a b)) (reduce/— pl p2 a b)l
[(Asmp (3 x b)) (reduce/d pl p2 (4 x b))]
[(Asmp (V x b)) (reduce/V pl p2 (V x b))]

[_ (error "choose-reduce/" ¢)]))

Obr. 3.5: Kod funkcie reduce.

3.8.3 Kbvaziregularizacia

Nésledujuice funkcie, ktoré spominame, pouzivame na algoritmus kvaziregularizacie. Al-

goritmus kvéziregularizécie popisujeme v odseku[2.2.3]

(: get-rqcuts (-> Proof Natural (Listof Formula))) Funkcia vrati pole vSetkych rezovych

formul kvantifikaénych rezov s rezovou hodnost’ou r.

(: topological-sort (-> (Listof Formula) (Listof Formula) (Listof Formula))) Funkcia
vréti pole, ktory ma topologicky utriedené rezové formuly. Spdsob, ako sme rezové formuly
utriedili spominame v odseku

(: cut-inversion (-> Proof Formula (Values Proof Proof))) Funkcia aplikuje inverziu rezu

na dokaz a vrati dva nové dokazy. Inverziu rezu popisujeme v odseku [2.2.2]

(: quasiregularization (-> Proof Natural Proof)) Funkcia aplikuje kvéziregularizdciu na

dokaz a vréti r-kvaziregularny dokaz. Algoritmus a vstupné podmienky kvaziregularizacie
spominame v odseku

3.8.4 Eliminacia pravidla rezu

Tento odsek obsahuje funkcie, ktoré sluzia na samotnu elimindciu pravidla rezu. Cely

algoritmus elimindcie pravidla rezu vysvetl'ujeme v sekcii 2.4
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(: eliminate/rcuts (-> Proof Integer Proof)) Funkcia eliminuje vSetky rezy s rezovou hod-

nost’ou r.

(: eliminate/all (-> Proof Integer Proof)) Funkcia na vstupe dostane rezovi hodnost’ do-

kazu a samotny dokaz. Funkcia postupne eliminuje vietky rezy.

p—

(: eliminate/all (-> Proof Integer Proof))

[\

(define (eliminate/all p r)
(cond
[(>r 0)

(eliminate/all

wn B~ W

(eliminate/rcuts
(quasiregularization p r) r) (- r 1))]
[else pl))

e <IN o)

Obr. 3.6: Kod funckie eliminate/all.

(: eliminate (-> Proof Proof)) Funkcia na vstupe dostane dokaz Cistého sekventu a na vy-
stupe dostane bezrezovy ddkaz toho istého sekventu. Funkcia eliminate je centrdlna funkcia,

na ktorej algoritmus elimindcie pravidla rezu testujeme.

I (: eliminate (-> Proof Proof))
2 (define (eliminate p)
3 (eliminate/all p (cut-rank p)))

Obr. 3.7: Kéd funkcie eliminate.

3.9 Sibor debug.rkt

V tomto subore testujeme spravnost’ nasich funkcii pomocou vypisu do konzoly. Dokazy,

formuly, termy a iné typy, ktoré sme vytvorili, sa nachddzaji v tomto stbore.



4 Testovanie programu

V tejto kapitole opisujeme jednotlivé testy v sibore debug.rkt, ktoré ndzorne ukazuji
vizualizaciu naSich dokazov v tablovej metéde a spravnost’ nasej implementécie algoritmu

eliminécie pravidla rezu.

4.1 Vytvaranie a vizualizacia dokazov

Tablova verzia dokazu 7, ktory neskor vizualizujeme ma tvar

(a = Cyx3yP(x,y)s b= CﬂnyP(x,y)) :

IWVxP(x,y) — VxIyP(x,y) = (1)

WVxP(x,y) (2) z (1) pomocou — g1
Vx3y P(x,y) * (3) (3) z (1)) pomocou — g2
JyP(a,y) * (4) z (3) pomocou Vg
VxP(x,b) (5) z (2) pomocou Ja
P(a,b) (6) () z (5) pomocou Va
P(a,b) = (7) z (@) pomocou 3g
U
@©.

Dokazy v nasej implementécii vytvarame pomocou funkcie sexp->proof, lebo je to najjed-
nodussi spdsob ako vytvorit’ dokaz. K danému tablovému dokazu vysSie vytvorime rovnaky

dokaz v naSej implement4cii.

30
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(: @ Proof)

(define-values (m table/mw)
(sexp->proof ’(—gl

(—g2

(Vg

(da

(WVa (V x (3 y (P72 x y)))
(3g 3y (v x (P72 x y)))
()))))) (list sf)))

Obr. 4.1: Vytvéranie dokazu.

Jednotlivé formuly Cislujeme v preorderovom poradi. Na vizualizdciu Henkinovych kon-
Stant pouZivame pismend a, b a ¢ s pripadnymi dolnymi indexami. Vetvy oddel’'ujeme prazd-
nym riadkom a sticasne, ked’ aplikujeme pravidlo, ktoré vytvori dve vetvy, tak vynechame
riadok. Na konci uvddzame aj informdcie o vol'nych premennych, ktoré sme v dokaze pou-
zili. Dokaz 7 vizualizujeme v nasej implementécii takto (nad preruSovanou Ciarou su prikazy

a pod prerusovanou ¢iarou je vystup):

(display/proof m (list sf) table/m)
(is-proof? m (list sf))

(1) (JyvVxP(x,y) — VxdyP(x,y))*

(2) JyVxP(x,y) from (1) by —gl

(3) VxdyP(x,y)* from (1) by —g2

(4) dyP(a,y)* from (3) by Vg using (a = c_VxdyP(x,y))
(6) VxP(x,b) from (2) by da using (b = c_dyVxP(x,y))
(6) P(a,b) from (5) by Va

(7) P(a,b)* from (4) by dg

(8) U by (7) and (6)

In the place of the free variables we used:
a = c_VxdyP(x,y)

b c_dyVxP(x,y)

#t

Obr. 4.2: Priklad vizualizacie dokazu.
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4.2 Testovanie implementovaného algoritmu

V tejto sekcii testujeme spravnost’ nasej implementécie algoritmu eliminécie pravidla

rezu. Pre lepSiu Citatel' nost’ zobrazujeme dokazy pomocou tablovej metddy.

4.2.1 Priklad 1

Predpokladdme, Ze vstupny dokaz 7w ma tvar (a = Cyy p(x)):

A (P(y) = VxP(x)) * (1)

/\

P(a)* (2) P(a) (5) Pomocou Cut
P(a) — VxP(x)* (3) P(a) — VxP(x)* (6) z (I) pomocou 3g; (6) z (1) pomocou g
P(a) 4 P(a) (7) @) z () pomocou — g1; (7) z (6) pomocou — g1
O VxP(x) * (8) () z (6) pomocou — g2
@ @ P(a) * (9) ©) z () pomocou Vg
U
. @

Aplikujeme redukcie rezu v pripade, ked’ rezova formula je atomicka. Nahradime poddo-
kaz obsahujuci [ v I'avej vetve dokazu 7 za podddkaz (6-9) vratane [ a dostaneme vysledny

dokaz p, ktory je v tvare (a = cyyp(y)) :

W(P) = YxP(x))* (1)
P(a) — VxP(x)* (2) z (I) pomocou dg

P(a) (3) () z ) pomocou — gl
P(a) — VxP(x)* (4) z (1)) pomocou Jg
P(a) (5) () z @) pomocou — g1
VxP(x) * (6) (6) z (@) pomocou — g2
P(a) = (7) z (6) pomocou Vg
0
@. 6

4.2.2 Priklad 2

Predpokladame, Ze vstupny dokaz m ma tvar (a = cy, P(x)) :
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(P(y) = P(F())) * (D)
P(a) — P(f(a))* (2) () z (I)) pomocou g
P(a) (3) (@) z (2) pomocou — g1
P(f(a))* 4 @) z @) pomocou — g2
A
VxP(x) * (5) VxP(x) (7)  pomocou Cut

P(a)*(6) P(f(a)) )  (6) z (5) pomocou Vg; (8) z (7) pomocou Va
U U
@6 X

Aplikujeme kvaziregulariziciu a dostaneme novy dokaz:

Iy (P(y) — P(f(y)))* (1)

/\
VxP(x) * (2) VxP(x) (7) pomocou Cut
P(a) — P(f(a))* (3) P(a) — P(f(a))* (8) z (I) pomocou Jg; (8) z (1) pomocou g
P(a) 4 P(a) (9) ) z (@) pomocou — g1; (9) z (8) pomocou — g1
P(f(a))* (5) P(f(a)) * (10) () z @) pomocou — g2; (10) z (&) pomocou — g2
P(a) x (6) P(f(a)) (11) (6) z (@) pomocou Vg; (1) z (7) pomocou Va
U U
@6 .

Nésledne aplikujeme undrnu inverziu na poddokaz 7;:

Fy(P(y) = P(f(y))) * (1)

/\

VxP(x) * (2) VxP(x) (7) pomocou Cut
P(a)* (3) P(a) — P(f(a))*(8) z (2) pomocou Vg; (8) z (1) pomocou g
P(a) — P(f(a))* 4) P(a) (9) () z (I)) pomocou Jg; (9) z (€) pomocou — gl

P(a) (5) P(f(a))* (10) (3) z @) pomocou — g1; (10) z (8) pomocou — g2

P(f(a))x(6)  P(f(a)) (11) (6) z (@) pomocou — g2; z (7)) pomocou Va
U U
(X&) (.

Eliminujeme kvantifikacny rez:
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Iy(P(y) — P(f(y)))* (1)

P(a) — P(f(a))* (2) [2) z (I) pomocou g
P(a) (3) (@) z (@) pomocou — g1
P(f(a)) = (4) @) z @) pomocou — g2

/\

P(f(a))* (5) P(f(a)) (10) pomocou Cut

P(f(a)) (6) O
P(f(a)) = P(f(a)) x (7) BT
P(f(a)) (8) @) z (7) pomocou — g1
P(f(a))*(9) ©) z (7) pomocou — g2
o.®

Eliminujeme atomicky rez a tym dostaneme vysledny bezrezovy dokaz p:

W(P(y) = P(f(¥)) * D)
P(a) — P(f(a))*(2) () z (I)) pomocou g

P(a) (3) () z (@) pomocou — g1
P(f(a)) = (4) @) z @) pomocou — g2
P(a)* (5)
P(f(a)) = P(f(a)) = (6)
P(f(a)) (D) z (6) pomocou — g1
P(f(a))*(8) ®) z (6) pomocou — g2
U

(X

34



Zaver

Ciel’ tejto prace bola implementacia algoritmu eliminédcie pravidla rezu v sekventovom
kalkule LK". Algoritmus eliminécie pravidla rezu sme implementovali pomocou kvazire-
gularizécie striedanou so Standardnou redukciou. Dokazy sme implementovali v tablovej
metdde pre jednodusiu Citatelnost’.

N4&s algoritmus elimindcie pravidla rezu dostane na vstupe dokaz 7 Cistého sekventu a
vrati bezrezovy dokaz p toho isté sekventu.

Celu implementéciu sme naprogramovali v programovacom jazyku Racket, ktory je zndmy
dialekt programovacieho jazyka Lisp, lebo sa v lom I'ahko vytvoril vlastny jazyk, a naviac
je multi-paradigmicky. Spociatku sme implementovali redukciu pre rezy, ktoré nie su kvan-
tifikacné. Ndsledne sme zrealizovali aj eliminéciu kvantifikaCnych rezov, ktoré sme najprv
testovali na reguldrnych dokazoch. Po implementovani kvaziregularizicie sme zacali tes-
tovat’ algoritmus elimindcie pravidla rezu aj pre neregularne dokazy. Tym, Ze sme overili
spravnost’ naSho algoritmu elimindcie pravidla rezu na netrividlnych dokazoch v testovacej
kapitole, sme splnili ciel tejto bakalédrskej préce.

Henkinové konStanty sme v dokazoch zobrazovali dlhy Cas necitatel nym sp6sobom po-
mocou cpx4 ale nakoniec sme doimplementovali iny spdsob, ako zobrazovat” Henkinove
konS$tanty pomocou pismen a, b, ¢ s pripadnymi dolnymi indexami. PouZivatel moze do-
konca sdm zadat’ na vstupe, aké pismena patria ktorym Henkinovym konStantdm.

Zjednodusili sme sposob, ako zaddvat’ vstupy v stibore debug.rkt. Spociatku sme imple-
mentovali sposob, ako nacitat’ typy zo symbolického vyrazu. Na vytvorenie dokazov netreba
zaddvat’ vSetky tdaje, lebo sa m6Zu dopocitat’.

Németom na nové price je implementacia rovno v sekventovom kalkule LK". Napriklad
pomocou grafického rozhrania namiesto jednoduchého vypisu do konzoly, ktory sme pouZi-
vali, aby sme dosiahli Citatel'nejSiu vizualizdciu dokazov. Taktiez je priestor na vylepSenia v
oblasti inteligentného zobrazovania Henkinovych kontant na vstupe. Dal'§ia oblast’, ktord
by sa mohla zlepsit’, je spracovanie chyb, aby nebolo potrebné vzdy vyhodit’” vynimku pri

zadani chybového vstupu.
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