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Abstrakt: Snark je 3-regularny graf, ktory nie je
hranovo 3-farbeny. Snark je kriticky, ak po odstra-
neni lubovolnej dvojice susednych vrcholov sa stane
hranovo 3-zafarbiteInym. Doterajsie algoritmy tes-
tuja kritickost priamociaro — postupne odstranuju
kazdu dvojicu susednych vrcholov a testuju zafarbi-
telnost vysledného grafu.

V tejto praci predstavujeme efektivnejsi algorit-
mus, ktory v mnohych pripadoch redukuje pocet po-
trebnych testov zafarbitelnosti. Na§ pristup vyuziva
informacie z jedného testu zafarbitelnosti na vypo-
Cet zafarbitelnosti pre mierne odlisny vstupny graf,
¢im redukuje redundantné vypocty.

Klacovym prvkom je transformaécia farbenia po-
mocou vhodne zvolenych cyklov, ¢o umoziuje efek-
tivne odhadnut kritické dvojice vrcholov bez nut-
nosti explicitného testovania vsetkych dvojic. Na-
vrhovany algoritmus tak vyrazne zrychluje testova-
nie kritickosti snarkov, nakolko pre vic¢sinu testo-
vanych kritickych snarkov znizil pocet volani testu
zafarbitelnosti na 1. TaktieZ otvara zaujimavé teore-
tické otazky, ktoré moézu prispiet k vyskumu kritic-
kych snarkov.

Klicové slova: kubické grafy, hranové farbenie, kri-
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Uvod

V tedrii grafov sa ukazal velky vyznam kubick;’rclﬂ
grafov, pretoze velké mnozstvo otvorenych problé-
mov minulého storocia pre vieobecné graty, je redu-
kovatelnych na kubické grafy. Ak sa pozrieme napri-
klad na Tutteho hypotézu o nikde-nulovom 5-toku
[Tutte, 1954], ¢i uz Szekeresovu [Szekeres, 1973]] a
Seymourovu [Seymour, 1979] hypotézu o dvojitom
pokryti cyklami, ukaze sa, Ze ak overime ich plat-
nost pre kubické grafy, vyplynie z toho aj ich plat-
nost pre vSeobecné grafy. KedZe vsak tieto hypotézy
trivialne platia pre kubické hranovo 3-zafarbitelné
grafy, ukazuje sa velmi délezity vyskum kubickych
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13-regularnych

grafov, ktoré nie st hranovo 3-zafarbitelné. Takéto
grafy nazyvame snarky.

My sa $pecialne budeme venovat kritickym snar-
kom, teda snarkom, ktoré sa po odstraneni Iubo-
volnej dvojice susednych vrcholov stant zafarbitel-
nymi. Kritické snarky st teda istym zmyslom hranic-
nym pripadom medzi 3-zafarbitelnymi kubickymi
grafmi a snarkami a taktiez zakladom pre konstruk-
ciu zvysnych snarkov. [Mazak et al., 2022

Doterajsi pristup k overovaniu kritickosti snarkov
pozostaval z postupného odstranovania kazdej dvo-
jice susednych vrcholov a hladanie farbenia pre zy-
ok grafu. Tento pristup, aj ked postacujuci pre men-
Sie snarky, je velmi neefektivny, pretoze vela krat
hlada farbenie na skoro tom istom vstupnom grafe.

V tomto ¢lanku sa zaoberame pristupmi, ktoré
umoznia ¢o najviac vyuzivat informacie o farbeni,
ktoré sme pre graf bez nejakej dvojice vrcholov zis-
tili, na hladanie farbenia pre graf, ktory ziskame od-
stranenim nejakej inej dvojice vrcholov bez toho,
aby sme museli odznova hladat farbenie aj pre mo-
mentalne nezmenenu cast grafu.

1 Zakladné pojmy a prvé pristupy

Uz pozname co st kritické snarky, avsak nam sa pri
praci s touto problematikou oplati zadefinovat si aj
pojem kritickej hrany. Hranu budeme oznacovat za
kritickt, ak po odstraneni vrcholov s fou incident-
nych sa graf stane 3-zafarbitelnym.

Cielom naSej prace je pre vstupny graf najst Iu-
bovolnu nekritickd hranu, alebo o vsetkych hranach
urcit, Ze su kritické, volanim ¢o najmensieho poctu
testov zafarbitelnosti, teda algoritmov na hladanie
farbenia.

1.1 Naivny priamociary pristup

Vsetky pristupy, ktoré spomenieme sa budu odrazat
od nasledovného, ktory postupne pre kazda hranu
overi ¢i je kritickd novym behom algoritmu pre hla-
danie farbenia.


gottweis2@uniba.sk
jozef.rajnik@fmph.uniba.sk

Algoritmus 1 Naivny priamociary algoritmus

Algoritmus 2 Patuholnikova optimalizacia

1: function soLve(y,v) > tato funkciu budeme
upravovat v dalsich optimalizaciach

2: solved(u,v) = True

3: end function

4: function cHECKCRITICAL(G)

5: for edge(u,v) € G do

6: if solved(u,v) then

7: continue;

8: end if

9: ¢ = colouring of G — {u,v}
10: if —exists ¢ then
11: return not critical
12: end if
13: SOLVE(u, v)
14: end for
15: return critical

16: end function

1.2 Patuholnikova veta

Prva drobna optimalizécia, ktora velmi zvysi efekti-
vitu pristupu pre grafy s obvodom 5 je uz dokazana
Kaszonyiho veta o patuholnikoch a kritickych gra-
foch.

Veta 1. Nech G je snark a k kruznica dizky 5. Potom ak
jedna hrana tejto kruznice je kriticka, si vSetky hrany
kruznice kritické. [Kaszonyi, 1973]

Ak teda pocas vykonavania naivného pristupu
najdeme nejaka kriticktt hranu, méZeme postupne
prehladat vSetky patuholniky, ktoré ju obsahuju a
prehlasit aj zvy$né hrany na nich za kritické. Tato
myslienku potom vieme rekurzivne aplikovat aj na
novonajdené kritické hrany.

Implementujemé tuto myslienku upravenim fun-
kcie solve z Algoritmu

2 Farbenie ako cirkulacia

Dalsie pristupy, ktorym sa budeme venovat v tejto
praci su zaloZené na nasledovnej myslienke.
Hranové 3-farbenia grafu moézeme interpretovat
ako nikde—nulovtﬂ cirkulaciu v Z, x Z,. V tomto poli
moéZeme zabudnit na orientaciu hran. Cirkulacia po-
tom bude ohodnotenie hran také, ze pre kazdy vr-
chol plati, Ze sicet na hranach s nim incidentnych je

2cirkulacia bez nulovych hran

1: function SOLVE(u, V)
2 if solved(u,v) then
3 return;
4: end if
5 solved(u,v) = True
6 for cycle in cycles of length 5 containing u, v
do
7 for edge(x,y) € cycle do
8: SOLVE(x,Y)
9: end for
10: end for

11: end function

rovny 0. Ak farby reprezentujeme binarnymi hodno-
tami, je [ahké vidiet, Ze vrchol kubického grafu, kto-
rého incidentné hrany majt len hodnoty z 1, 2 alebo
3, ma sucet tychto hodnoét rovny nule prave vtedy,
ked obsahuje kazda z nich raz. Ide teda o hranové
farbenie. Problém testovania 3-zafarbitelnosti je teda
ekvivalentny problému hladania nikde-nulovej cir-
kulacie v grafe.

Pre potreby tejto prace budeme pracovat aj s
grafmi, ktoré mo6zu mat hrany s len jednym konco-
vym vrcholom. Takéto hrany su délezité kvoli cirku-
laciam, pretoze odstranenie vrcholu, ktoré by viedlo
aj k odstraneniu jeho susednych hran, by znamenalo
porusenie cirkulacie, pokial by hrany nemali hod-
notu 0. My vsak dovolime, aby po odstraneni zostali
hrany aj s jednym koncovym vrcholom, ¢o cirkula-
ciu nepokazi. M6zeme si v§imnut, Ze cirkulacia v ta-
komto grafe sa bude daf rovnakym sp6sobom pre-
viest na hranové farbenie.

2.1 Pridanie nulovych hran

Tento pristup nam umozituje pracovat s grafmi ob-
sahujucimi aj hrany farby 0. UkaZeme, Ze hrana je
kriticka prave vtedy, ak existuje v grafe cirkula-
cia, ktora ma hodnotu 0 prave na tejto hrane. Tieto
myslienky sa objavuji aj v inych ¢lankoch, napr.:
[Macajova and Skoviera, 2021]. Preformulujeme ich
vSak pre nase potreby.

Lema 1. Nech c je cirkulacia v snarku G a nech hrana
e ma ako jedina hodnotu 0, potom hrana e je kriticka.

Dékaz. Oznacme vrcholy s ktorymi je hrana e in-
cidentna u, v. Po odstraneni vrcholov u, v z grafu
zostava graf, ktory ma nikde-nulovt cirkulaciu bez



nulovych hrarP} teda je to 3-zafarbitelny kubicky
graf. O

Lema 2. Nech G je snark a hrana e grafu G je kriticka,
potom existuje cirkulacia c, ktora ma hodnotu 0 prave
na hrane e.

Doékaz. Oznacme vrcholy s ktorymi je hrana e inci-
dentna u, v. Z kritickosti hrany e vieme, Ze existuje
3-farbenie grafu G — {u,v}lﬂ teda aj cirkulacia bez
nulovych hodnét, ozna¢me ju ¢’. Skonstruujeme cir-
kulaciu ¢ pre graf G. Pre vsetky hrany f z G r6zne
od e bude ¢(f) = ¢/(f). Oznatme hrany rdzne od e,
s ktorymi st vrcholy u, v incidentné postupne ug, up
a vy, vo. Hrany uy, up, vi, v, tvoria rez grafu G preto
ak existuje cirkulacia c, sucet ich hodnét v nej musi
byt 0. [Blanusa, 1946] [Descartes, 1948]]

Ukazeme, ze c(u;) = c(up). Sporom. Predpo-
kladajme, ze c(u;) # c(up). Kedze vsak sucet
c(ur) ® c(up) @ c(vi) ® c¢(va) = 0, musi platit
{c(uy),c(uz)} = {c(v1),c(v2)}. Potom existuje hod-
nota x = c(u1) ® c(uz), ktora nie je 0. Ak teraz ohod-
notime hranu e hodnotou x, dostdvame cirkulaciu v
G bez pouzitia nulovej hrany, ¢o vieme interpretovat
ako hranové 3-farbenie v G. Spor.

Vieme teda, ze c(u;) = c(u2), tedaaj c(vi) = ¢(v2)
a vieme aj vytvorit cirkulaciu ¢, ktora musi mat

c(e) =0. O

Veta 2. Hrana e snarku G je kriticka prave vtedy, ked

existuje cirkulacia s hodnotou 0 prave na hrane e.

Dékaz. [Lema 1| a [Lema 2| dokazuju obe implikacie.
O

2.2 Kempeho cykly

Definicia 1. Nech c je hranové farbenie v grafe G, a,
b st dve rozne farby a e je hrana tohoto grafu taka,
Ze c(e)=a. Potom Kempeho retaz je maximalny stvisly
podgraf obsahujiici hranu e, a ktorého hrany st farieb
a alebo b.

Kempeho cykly budeme pouzivat len v grafoch,
ktoré obsahuju vsetky hrany s oboma koncovymi
vrcholmi. Potom si moZeme vsimnut, Ze v kubic-
kych 3-zafarbenych grafoch je Kempeho retaz cyk-
lus. Na zvyraznenie tejto skuto¢nosti budeme hovo-
rit o Kempeho cykloch. My vSak nemame 3-zafarbené

Shrany incidenté s u, v iné ako e v grafe zostavaji len s jed-
nym koncovym vrcholom

“hrany incidenté s u, v iné ako e opit v grafe zostavaji len
s jednym koncovym vrcholom

grafy, pretoze v nasej cirkulacii moézeme mat aj jednu
hranu s hodnotou 0. Pozrime sa v$ak na to, ako sa
budu spravat Kempeho retaze obsahujice jeden z vr-
cholov incidentnych s nulovou hranou.

Najskor si v§ak vS§imnime, Ze pokial mame cirku-
laciu s prave jednou nulovou hranou e = (u,v), musi
platit, Ze sucet hodnuat na hranach incidentnych s u
E] je rovny 0. Je teda zjavné, Ze hrany incidentné s u
rozne od e budi mat pridelend rovnaki hodnotu.

Teraz sa méZeme naozaj poziret, ako sa budu spra-
vaf nase Kempeho retaze.

Lema 3. Nech G je snark a c cirkulacia s hodnotou 0
prave na hrane e=(u, v). Oznacme farbu hran inych od
e, s ktorymi je u incidentny a. Nech b je farba rézna od
a. Potom Kempeho retaz farieb a, b obsahujiica vrchol
u, bude cyklus.

Dékaz. Nech retaz skoncila v nejakom vrchole w # u
Méme 2 mozZnosti.

1) w#v
2) w=v

Sporom. Do w sme vosli hranou jednej z farieb
a, b, a kedze aj vo vrchole w plati, Ze sicet hodnét
hran incidentnych s nim je 0, musi byt incidentny
aj s hranou druhej z tychto farieb, teda este mdzme
retaz pokracovat. Spor.

Sporom. Pozrime sa na cyklus tvoreny touto
retazou a hranou e. Ak by sme ku kaZzdej hrane na
tomto cykle pripocitali hodnotu a @ b stale by sme
mali cirkulaciu, kedZe ku kazdému vrcholu na cykle
sme 2 krat priratali ta istd hodnotu, ¢o je v Zy X Z,
rovné 0. Navyse by sme sa zbavili hodnoty 0 na hrane
e, pricom by nikde inde hodnota 0 nevznikla, ¢im
sme dostali hranové farbenie grafu G. Spor. O]

2.3 Kempeho prepnutia

V dokaze Lemy [3|(2) sme vyuzili techniku velmi po-
dobna Kempeho prepnutiam. Skisme tato techniku
zov§eobecnit.

Kempeho prepnutie je v tedrii grafov vymenenie
farieb na Kempeho retazi. Je lahké si v§imnut, Ze po
Kempeho prepnuti bude ofarbenie hran stale farbe-
nim v grafe.

My zovseobecnime tuto myslienku aj na cykly,
ktoré obsahuju viac farieb. Interpretujme si opat far-
benie ako cirkulaciu v Z; X Z;. Potom Kempeho pre-
pnutie na cykle pozostavajiucom z hran farieb a, b je

Srovnako aj v



zhodné s pri¢itanim hodnoty a ® b ku vSetkym hod-
notam na hranach cyklu.

Vsimnime si vSak, Ze po pripocitani lubovolne;
hodnoty ku vSetkym hranam cyklu sa nepokazi po-
7iadavka na nulovy sucet hran incidentnych s Iubo-
volnym vrcholom v grafeﬂ

Kempeho prepnutia teda zovSeobecnime na pripo-
¢itanie TubovoInej hodnoty ku vsetkym hranam na
nejakom cykle. Zovseobecnené Kempeho prepnutia
sa budeme snazit pouZit na prestivanie informéacie o
kritickosti hran.

3 Uplatnenie Kempeho prepnuti

Nech hrana e je kriticka a a, b, ¢, st navzajom rézne
farby a su rézne od 0. Z Lemy [2| vieme, Ze existuje
cirkulacia, ktora mé4 hodnotu 0 prave na hrane e.
Ak najdeme cyklus, ktory obsahuje hranu e a ok-
rem nej hrany farieb a, b a prave jednu hranu farby c,
oznacme ju f, a spravime na nom Kempeho prepnu-
tie s hodnotou ¢, dostavame cirkulaciu, kde hrana e
ma farbu ¢ a hrana f mé farbu 0, teda z Lemyvieme,
e aj hrana f je kriticka.

Definicia 2. Zaujimavy cyklus v cirkulacii c je cyklus
s prave jednou hranou hodnoty 0, pre ktory existuje
farba a rozna od 0 taka, Ze obsahuje prave jednu hranu
tejto farby.

3.1 Hladanie zaujimavych cyklov

Vytvorime teraz algoritmicky pristup k hladaniu
zaujimavych cyklov. Opét rozsirime funkciu solve z
Algoritmu [1} ktora dostane hranu o ktorej sme zis-
tili, Ze je kriticka, a farbenie zvys$nych hran, ktoré
sme zistili popri kontrole kritickosti. Chceli by sme
najst ¢o najviac zaujimavych cyklov, a teda aj dalsich
hrén, ktoré budu kritické.

Nech hrana e spajajtca vrcholy u, v je kriticka, po-
tom existuje cirkulacia ¢, ktora ma hodnotu 0 prave
pre hranu e.

Nech hrany iné od e incidentné s vrcholmi u, v st
postupne uy, Uz, vi, v2. SU 2 moznosti:

(1) c(uy) #c(vr)
(2) c(ur) =c(v1)

V pripade (1) méZeme hladat z vrchola u Kempeho
retaz k; s farbami c(u;),c(v). Z Lemy [3| vieme, Ze

Algoritmus 3 Implementacia pristupu

1:
2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:

function KEMPECYCLE(u, a, b)
return kempecycle from vertex u of colors
a,b
end function
function switcH(k, a)
adds a to all edges on cycle k
end function
function soLVE(u, v)
if solved(u,v) then
return
end if
solved(u,v) = True
a,b = colors of edges incident with u,v
if a # b then
k, = KEMPECYCLE(u,a,b)
k, = KEMPECYCLE(v, a, b)
forx €k, ANy € k, A\ (x,y) € edges do
u — x = path u...x on k,
y — v =pathy...vonk,
¢ = color other than a,b
SWITCH(U — Xy — Vi, C)
SOLVE(X, y)
SWITCH(1 — Xy — VU, C)
end for
else
for b’ € {1,2,3} Ab' #ado
k, = KEMPECYCLE(u,a,b’)
k, = KEMPECYCLE(v, a,b’)
for x € k, Ny € k, A\ (x,y) € edges do
u — x = path u...x on k,
y — v =path y...v on k,
¢ = color other than a,b’
SWITCH(1 — Xy — VU, C)
SOLVE(x, y)
SWITCH(1 — Xy — ViU, C)
end for
end for
end if

end function




tato retaz bude cyklus. Rovnako najdeme aj Kem-
peho retaz ky z vrcholu v. Nech u/, V' st postupne
vrcholy z cyklov &y, ky. Ak existuje hrana v/, musi
byt nenulovej farby roznej od c(u;) aj ¢(vy). Teda
bude spolu s hranou e a ¢astami vyssie uvedenych
cyklov tvorit zaujimavy cyklus.

V pripade (2) si mézeme vybrat Iubovolnt nenu-
lovu farbu &’ réznu od ¢(u;) a n4jst Kempeho cykly z
vrcholov u, v s farbami ¢(u; ), b'. Potom moZeme po-
dobne ako v predoslej moznosti najst hrany, ktoré
spajaju tieto cykly. Tieto hrany budu kritické.

4 Optimalizacie

Pocas testovania sme si zaznamenali mozné optima-
lizacie tohoto postupu, kedZe pre niektoré grafy a
cirkulacie s jednou nulovou hranou nenajde vsetky
hrany, ktoré vieme postupnostou Kempeho prepnuti
previest na nulové.

4.1 Patuholniky

Do algoritmu mézeme explicitne dodat aj optimali-
zéaciu z Algoritmu [2| kedZe sa nam nepodarilo doka-
zat ani vyvratit, Ze nas postup pre kazdi hranu na
cykle dizky 5 pre ktort zisti, Ze je kriticka, oznaéi aj
zvy$né hrany z tohoto cyklu za kritické.

Tato zmena mdze zvysit efektivitu postupu pre
snarky s obvodom 5.

4.2 Kempeho prepnutie pre viac moznosti

Znacné zlepSenia sme zaznamenali, aj ak v odseku
v moznosti (1) namiesto hladania Kempeho re-
tazi s farbami c(u;) # c¢(v1), ndjdeme Kempeho cyk-
lus, ktory obsahuje vrchol a ma farby c(u;),c(v1) a
aplikujeme na neho Kempeho prepnutie s hodnotou
c(u1)@®c(vr). Tak sa dostaneme do stavu z moznosti
(2), kde si uz mézeme vybrat postupne kazdu z dvoch
zvy$nych farieb a hladaf spojenia cyklov pre ne.

Intuitivne sa dostavame do moznosti kde mame
vacsi vyber, takZe si urcite nepohorsime, a v praxi
mdZe tato optimalizicia az zniekolkonasobit efekti-
vitu pre velké grafy.

4.3 Test zafarbitelnosti

Napriek tomu, Ze zmyslom projektu nie je testo-
vat zafarbitelnost grafu, je to jeho nevyhnutnou
sucastou. Rozhodli sme sa pouzit SAT-solvery,
ktoré su verejne dostupné, Speciilne zChaff.

Algoritmus 4 Implementacia pristupu

1: function SOLVE(u, V)
2 if solved(u,v) then
3 return
4 end if
5: solved(u,v) = True
6 a,b = colors of edges incident with u,v
7 if a # b then
8 k, = KEMPECYCLE(v, a, b)
9: swritcH(k,,a ® b)
10: end if
11: for ' € {1,2,3} AV #ado
12: k, = KEMPECYCLE(u,a,b’)
13: k, = KEMPECYCLE(v,a,b’)
14: forx €k, Ny € k, A (x,y) € edges do
15 u — x = path u...x on k,
16: y—v=pathy..vonk,
17: ¢ = color other than a,b’
18: SWITCH(1 — Xy — ViU, C)
19: SOLVE(x,y)
20: SWITCH(1 — Xy — ViU, C)
21: end for
22: end for
23: if a # b then
24: k, = KEMPECYCLE(v, a, b)
25: swrtcH(k,,a ® b)
26: end if

27: end function

[Moskewicz et al., 2001]] Takto vieme aj pre velké
grafy v priebehu par sekind najst farbenie, ¢o pre
lepsie algoritmy, ako napriklad vedie
k behu len par sekund aj pre snarky o velkosti 300 -
400 vrcholov.

4.4 Testovacie data

Algoritmy popisané v tomto ¢lanku sme testovali
na velkom mnozstve grafov hlavne vo velkosti 30 -
40 vrcholov. Pre tieto grafy dostato¢ne rychlo vieme
zistit zafarbitelnost, a teda aj kontrolovat korektnost
implementacie. Okrem toho sme efektivnejsie pri-
stupy testovali aj na snarkoch o velkosti 300 — 400
vrcholov, ktoré tiez vyriesili v priebehu sekind.

5 Vysledky

Vsetky zleps$enia udavame len pre kritické snarky,
nakolko v praxi pre nekritické aj zakladny algorit-



mus na prvych par behov vyskusal aspoii jednu ne-
kritickd hranu a tym padom nebolo moZné dosta-
tocne porovnavat efektivitu.

S optimaliza¢nym algoritmom sme
zaznamenali a7 31-nasobné zlepSenie oproti zaklad-
nému algoritmu.

Optimalizacia z Algoritmu [4] si pre mensie snarky
s po¢tom vrcholov priblizne 40 vysta¢i vacsinou s
jednym behom Algoritmu na hladanie farbenia, ¢o
vSak oproti Algoritmu (3| nedava velké percentuélne
zlepsenie. Na velkych snarkoch s po¢tom vrcholov
300 — 400 sme vs$ak zaznamenali eSte priblizne 8 na-
sobné zlepsenie, pricom v priemere boli potrebné 2
az 3 behy algoritmu pre hladanie farbenia.

Tabulka 1: Pocet behov algoritmov pre hladanie far-
benia, pre rozne pristupy a velkosti snarkov

Velkost Petersen | <26 | <36 | <400

Pocet snarkov 1 100 500 5

Algoritmus 1 15 3831 | 27000 2604

IAlgoritmus 2 1 1378 | 17375 2604

Algoritmus 3 1 123 879 82

Algoritmus 4 1 100 512 12
Zaver

Vysledky tejto prace otvaraju nové otazky ako na-
priklad, ktoré snarky potrebuji viac ako jeden test
zafarbitelnosti a pripadné skiimanie ich vlastnosti.

Nasli sme aj dalSie metddy, ktoré pre niektoré
grafy a cirkulacie s prave jednou nulovou hranou
moéZu najst vacsie mnozstvo hran, ktoré sa daja po-
mocou Kempeho prepnuti prepntt na nulové, ktoré
su vsak zlozitejSie na implementaciu a ¢asovu zlozi-
tost.
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