1 Definicie
1.1 Monadicka logika druhého radu (MSO)

Logika druhého radu (SO) rozsiruje logiku prvého radu o premenné druhého
radu. Premenna druhého radu s aritou k£ predstavuje k-arnu relaciu.

Monadicka logika druhého radu (MSO) je logika druhého radu, ktora z pre-
mennych druhého radu obsahuje len tie s aritou 1. Ide teda o premenné, ktoré
nam umozhuji kvantifikovat cez mnoziny premennych prvého radu. Tieto pre-
menné oznafujeme velkymi pismenami z konca abecedy. KedZe v tomto texte
sa zaoberame MSO logikou, pod premennymi druhého radu budeme rozumiet
len tie s aritou 1.

1.2 Rela¢ny jazyk MSO
Rela¢ny jazyk MSO obsahuje
e nekonec¢ne vela symbolov pre premenné prvého radu (z, y, 2,...)

e nekone¢ne vela symbolov pre premenné druhého radu (X, Y, Z,...)

symboly pre logické spojky —, A, V, =

symboly pre kvantifikitory V, 3

predikatové symboly

e pomocné symboly - zatvorky

1.3 Formuly
Nech L je relaény jazyk MSO. Formuly jazyka £ definujeme induktivne:

Existuju 2 typy atomickych formul
— p(z1,...,x,) kde p je n-arny predikatovy symbol jazyka £, a x1, ..., z,
su premenné prvého radu

— z € X, kde x je premenna prvého radu, a X je premenna druhého
radu

Ak ¢ a 9 st formuly, tak aj o A, ¢ Vb, =, ¢ = 1 st formuly.

Ak ¢ je formula a x je premenné prvého radu, tak aj (Va)e a (3z)p st
formuly.

Ak ¢ je formula a X je premennd druhého radu, tak aj (VX)p a (3X)p
st formuly.



1.4 Podformuly
1.4.1 Priame podformuly

Najprv definujeme binarnu relaciu priama_ podformula na formuléch. Nech ¢, ), 0
st formuly. Potom:

o Ak ¢ ma tvar -, tak (¢, ) € priama_podformula.

e Ak o ma tvar 0 Vb, O A, 0 = 1, tak (v, ) € priama__podformula a
(0, p) € priama__podformula

o Ak ¢ ma tvar (Vz)y ,(3x)y, (VX)¢ ,(3X)9, kde z je premenné prvého
radu, X je premennd druhého radu, tak (¢, ¢) € priama_podformula

Ziadne iné formuly v tejto relacii nie su.

1.4.2 Podformuly

Binarnu relaciu podformula na formulédch definujeme nasledovne. Nech ¢,1), 6
st formuly. Potom:

o (p,p) € podformula
o Ak (p,v) € priama_podformula, tak (p,) € podformula
o Ak (p,v) € podformula a (¢, 0) € podformula, tak (p,0) € podformula
Ziadne iné formuly v tejto relécii nie su.
Hovorime, Ze ¢ je podformulou v, ak (p,) € podformula
1.5 VolIné premenné
1.5.1 VolIné a viazané vyskyty

Hovorime, Ze vyskyt premennej x prvého alebo druhého radu vo formule ¢ je
viazang, ak je suc¢astou nejakej podformuly formuly ¢ tvaru (3x)i alebo (Va)y,
kde v je podformula ¢. Ak vyskyt premennej x nie je viazany, hovorime, Ze je
volny.

Hovorime, Ze premenna z je wviazand vo formule ¢, ak tam mé viazany vy-
skyt.
Hovorime, Ze premennd z je volnd vo formule ¢, ak tam ma volny vyskyt.

1.5.2 MnoZina vol'nych premennych

MnoZinu vol'nych premennych prvého radu vo formule ¢ oznacujeme Freel(y),
mnoZinu volnych premennych druhého radu oznacujeme Free?(y), a definujeme
ich induktivne. Nech 1, 6 st formuly:

o Ak p je tvaru p(x1,...,z,), tak Freel(¢) = {z1, ..., 2, }, Free*(o) = {}



o Ak ¢ je tvaru x € X, tak Freel(p) = {z}, Free?(p) = {X}
e Ak ¢ je tvaru =), tak Freel(p) = Free!(vy), Free?(p) = Free?(v)

o Ak pje tvaru OV, O A, O = 1), tak Free'(p) = Freel(6) U Freel (i),
Free?(p) = Free?(0) U Free?(y)

e Ak pje tvaru (Va),(3z) , kde o je premenna prvého radu, tak Freel(p) =
Freel(v)\{z}, Free?(p) = Free?(v)

e Ak ¢ je tvaru (VX)9,(3X)y , kde X je premenna druhého radu, tak
Freel(p) = Freet(vy), Free?(p) = Free?(¢)\{X}

1.5.3 Uzavreta formula

Formulu ¢ volame uzavretd, ak neobsahuje Ziadne volné premenné prvého ani
druhého radu, teda Free!(p) = Free?(p) =0

1.6 Rela¢na Struktara
Nech L je relaény jazyk MSO. Rela¢né struktira 9 je -tica, ktora obsahuje:
e neprazdnu mnozinu A nazyvand univerzum.

e n-arnu reliciu pgy C A" pre kazdy n-arny predikatovy symbol p z jazyka
L

Takato relacna Struktira sa nazyva realizacia jazyka L.

1.7 Ohodnotenie vol'nych premennych
1.7.1 Premenné prvého radu

Nech 901 je rela¢na Struktira s univerzom A, V; je mnoZina volnych premennych
prvého radu. Ohodnotenim volnych premennych prvého radu volame zobrazenie
e1: V1 — A.

Ak ey je ohodnotenie premennych prvého radu, z je premenné prvého radu, a
m € A, tak ohodnotenie, ktoré premennej x priradi m, a na ostatnych premen-
nych splyva s ohodnotenim e; oznacujeme e (x/m).

1.7.2 Premenné druhého radu

Nech 90t je rela¢na strukttra s univerzom A, V; je mnozina premennych prvého
radu, Vs je mnozina volnych premennych druhého radu. V.- MSO ohodnotenim
voInych premennych druhého radu volame zobrazenie ey : Vo — 2V1.

Ak es je ohodnotenie premennych druhého radu, X je premenna druhého radu,
a M C Vq, tak ohodnotenie, ktoré premennej X priradi M, a na ostatnych pre-
mennych splyva s ohodnotenim es ozna¢ujeme eq(X/M).



1.8

Pravdivost formuly

Nech 9 je relaéna Struktira s univerzom A, e; je ohodnotenie premennych
prvého radu, es je ohodnotenie premennych druhého radu, ¢ je formula.
Pravdivost formuly ¢ v 9t pri ohodnoteni e; a ez oznadujeme M F ple, es], a
definujeme ju nasledovne:

Ak ¢ je formula tvaru p(x1, ..., z,) kde p je n-arny predikatovy symbol,zq, ...

st premenné prvého radu, potom M E gley, es] ak (e1(x1),...,e1(zn)) €
P

Ak ¢ je tvaru —p, potom M E pley, ea] ak M E 1pleq, o]

Ak ¢ je tvaru ¢ A,alebo ¢ V ip potom M F pler, ea] ak M E ¢ler, es] a
zarovenn M F ey, ez, respektive M F ¢leq, e2] alebo M E 1pleq, o]

Ak ¢ je tvaru ¢ = 1, potom M E ¢leq, ex] ak M ¥ ¢[eq, ea] alebo M E
1/}[61762]

Ak ¢ je tvaru (3z)y kde x je premenné prvého radu, potom I E pleq, ea]
ak pre nejaké m € M plati MM E ples(x/m), ez]

Ak ¢ je tvaru (Vz)y kde x je premenné prvého radu, potom 90 E pleq, es]
ak pre vietky m € M plati M E le1(z/m), ea]

Ak ¢ je z € X, tak M E pleq, eq], ak z € ex(X).

Ak ¢ je (3X)4¢, kde X je premenné druhého radu s aritou 1, tak 9t F
vle1, ea] ak pre nejaké C C A je M E ¢[eq, ea( X/C)).

Ak ¢ je (VX)¥, kde X je premenna druhého radu s aritou 1, tak 9 E
ple1, es] ak pre kazdé C C A je ME pler, ex(X/C)).

1.8.1 Pravdivost uzavretej formuly

Nech ¢ je uzavreta formula, 9 je rela¢na Struktura. Formula ¢ je pravdiva
v Struktire 9 (oznadujeme M E @) prave vtedy, ked pre kazdé ohodnotenia
volnych premennych prvého a druhého radu plati M F le, es]

1.9

Jazyk MSO na slovach

Jazyk MSO na slovach nad abecedou X vyuZiva len $pecidlnu mnozinu predika-
tovych symbolov. Obsahuje:

e bindrny predikatovy symbol S a unérne predikatové symboly First, Last

e Unérny predikatovy symbol a pre kazdy symbol a z abecedy .



1.10 Slova ako rela¢né struktuiry

Nech X = {ai,...,am} je abeceda, a w = w;.. w, je slovo, wy,..,w, € X.

Potom w definuje rela¢na struktiru w = (4, S*, First”, Last”,ay, ...,a?), kde

A =A{1,..,n}, a¥,...,a¥ st unarne relacie na A také, Ze pre i = 1,...,m plati

a ={j e M | w, Z aT:}. Sv = {(z,y) € M? | y = z + 1}. First® = {(1)},
Last™ = {(Jw]) }.

1.11  V-Struktary

Nech V; je mnozina premennych prvého radu, Vs, je mnozina premennych dru-
hého radu, L je abeceda. (Vy, Vo)-Strukturou nad abecedou X nazveme slovo V
= (a1,Uy,T1)...(an, Uy, T,) nad abecedou £ x 2Y1 x 2V2_ kde plati

U;NU; = 0 pre vietky i # j
YUui=wn
i=1

Nech V = (a1, U1, TY)...(an, Upn, Ty) je (V1, Vo)-8truktira. Prvou projekciou (V1
V,)-$truktury V nazveme slovo aj...a, a ozna¢ujeme ho pri (V).

Ku kazdej (V1, Vs )-8trukture jednozna¢ne prislicha aj ohodnotenie volnych pre-
mennych prvého a druhého radu. Ku struktare V = (a1, Uy, Th)...(apn, Upn, T)
prislicha ohodnotenie eY7 pre ktoré plati

ey (z) = a; pre kazdé x € U;, a pre kazdé i

Ku tejto (V1, Va)-Strukture prislicha aj ohodnotenie volnych premennych dru-
hého radu e, pre ktoré plati

x € eg(X) pre kazdé x € U;, pre kazdé X € T;, a pre kazdé i
do e¥ (X) nepatri ni¢ iné, pre vetky X

Mnozinu v8etkych (V1, Vo)-§truktir nad abecedou X nazveme STRUCT[Z, V1, Va]

1.12 Jazyk definovany MSO formulou

Nech ¢ je MSO formula, nech V; = Freel(p), Vo = Free?(p), L je abeceda.
Potom jazyk definovany formulou ¢ je

L(¢) ={V € STRUCT[, V1, Vs]lpri(V) F ¢ley ey ]}

Ak formula ¢ je uzavreta, potom

L(p) ={w e " wk ¢}



2 Veta: Jazyk je regularny < moze byt opisany
uzavretou formulou v MSO.
2.1 Lema: Jazyk je regularny = moze byt opisany uzav-
retou formulou v MSO.

Nech L je regularny jazyk. Potom existuje DKA A = (K, Z%,0,qo, F) taky, Ze
L(A) = L, K ={q0,q1,---,qn}- Majme uzavreta MSO formulu ¢:

Xy, -, 3X,,
vz \/ (veX,) (i)
0<i<n
A Ve N (x € X)) = ~(z € X,)) (ii)
(reK)(qeK)p#q
AVz First(z) = (x € Xg,)) (iii)
A A (Vo) (Vy)((q = 0(p,a) A S(z,y) Ao € Xp Aa(z) =y € Xg)
(peK)(qeK)(a€r)
(iv)
A Yz Last(z) = \/ (x e Xy Na(x)ANg € d(p,a)) (v)
(pEK)(qeF)(aEL)
N(Xg=0)= (g0 €F) (vi)

Chceme dokazat, ze L(A) = L(¢)

2.1.1 Lema

Nasledne dokézeme lemu:

Nech A = (K,X,0,q0,F) je DKA, K = {qo,...,qn} a nech w = wy...w;, kde
Wi, ..., wx € L,w # €. Nech M je univerzum Struktary w. Ak pre w a x € M
existuji podmnoziny M: X0, ..., X\’ takeé, ze plati (i) - (iv), a plati (go,w) F
(g5, Wpwgy1...wy), tak z € X;‘J’,.

D: MI na x
1°x = 1. Z (iii) - & € X
2zx=l—z=1+1
Ak (qo, wi.. w) F% (g5, wig1...wg) tak kedze A je DKA, tak 3¢; € K takeé, ze
(o, w) F% (gi,wi..wr) Fa (g5, wigr...wg), priCom 6(g;,w;) = ¢;.Z IP potom
plati I € X{?. Z (iv) vieme, Ze ak | € X! a zarovenr wy(I) a S(z,y), tak € X’.



2.1.2 we L(A) = we L)

Najprv dokazeme, Ze ak existuju ¢ € K a m € N také, ze (go,w) F'¥ (g, ¢€), tak
existuji podmnoziny univerza M Struktiry w: X, ..., X;° takeé, ze plati (i) -
(iv).
D: MI na m:
1°m = 0. Ak (qo,w) FY (g,¢), tak nutne ¢ = go,w = e. Tak¥e (i) - (iv) plati,
pretoze M = (), a teda v kazdej ¢asti (i) - (iv) kvantifikujeme vSeobecnym kvan-
tifikditorom cez prazdnu mnozinu.

m=k—-m=k+1
Ak (qo,w) I—ZH (¢,¢€), tak kedZe A je deterministicky, tak posledny krok mu-
sel byt na pismeno, a teda (go,uc) F% (g;,¢) Fa (g,€) pre nejaké ¢; € K,u €
It c € I také, Ze w = uc a zéaroven d(g;,c) = q. Kedze kazdy krok bol na
pismeno, tak |w| = k + 1, |u| = k. Plati ¢ (k + 1). Z IP pre u vieme, Ze exis-

tuja X, X', .., X také, Ze platia (i) - (iv). Polozme X = Xo ..., X;j | =
Xg Xy = X{, U{k+1} Xy =Xg Xy X“ Dokéazeme, ze pre
X, ...7X}1‘1’1 a pre vietky = € {1,...,k} platl (z) (w)

(i) - (iv) pre z € {1, ...,k}
(i) Kedze u € L(¢), tak Vo € {1,....k}(Voc;<p © € X3). Kedze Vi € {1,...,n}
plati X7t C X, tak plati Vo € {1, .. k}\/0<z<kx€X“’

(it) Podla IP — (Vo € {1,....k}) \per)ger)prq(@ € Xp) = ~(z € X7).
Cheeme dokazat Vo € {1,....k} \per)qerprq(® € Xp') = ~(z € X). Mozu
nastat 3 moznosti:

LX) = Xw

Chceme dokazat ze Vo € {1, ...k} N\er)gray (@ € Xg)) = —(z € XJ).
Ak z € {1,..,k}, tak @ # k + 1, a teda ak z € X’ tak z € X'. Z IP —
X(q)eK)(q;ﬁqj) ~(z € X). Akq # gj, tak X = X/ atedaplatl /\(qu Yastay) (T €
2. X)) # Xw NXJ = Xw

Chceme dokazat ze Y e {1 kY A ek ooy (@ € X)) = —(w € X)), Z1P
plati /\(peK)(p?éqJ)(x € X)) = —(z € X). Plati, ze ak X’ # X7, tak X} =
X, akedze X) = X' U{k+1} ar# k+1 tak ak (2 € X' ) tak =(z € XJ").
7 toho vyplyva ¥z € {1, ..., k} A e i) (ptay) (& € X)) = =z € X2).

3. XY A XEAXY A X2 |

Ostéva dokazat Va € {1 kY Nper)yqe i) prtanptasnatay) (@ € Xp') = (@ €
X¢'). Kedze z IP plati A\ (,c i) (qe i) ptanpsta;nasta;) (& € Xp) = (3[: € X)), a
(Vg € K)((q # qj) = (X" = X)), tak tvrdenie plati.

(i4i) Z TP vieme, ze pre u plati First(z) = = € X . Teda ak |u| > 1, tak
1 e Xy . Kedze X C X0, tak First(z) = r € Xj. Ak |u| =0, tak w = c.

Teda platllo (g0, ) }—A (qo7 ), ateda X2 = Xot U{1} ={1},1 € X2

(iv) Dokézeme pre vsetky x € {1,...k — 1}. Kedze w = uc, tak Vz €



{1,..,k} a®(z) & a"(z). Ak v € X,z # k+ 1, tak x € X Cize ak
v e {l,...k—1} ANa"(z) A S(z,y) = = € X} Na*(z) A S(z,y). Ak navyse
d(p,a) = q, tak z IP pre u plati y € X' C X’, a teda y € X"

(i) - (iv) prex =k + 1
Teraz dokazeme (i) - (iii) pre x =k +1a X}, ..., X}’ a (iv) prex =k, v = k
+ 1
(i) Kedze X3 = X2 U {k+ 1}, tak z € X2,

(it) Cheeme dokézat, Ze N ,cro)gerprq((@ € Xp') = —(z € X)) Vieme,
ze v € X0 Kedze (Vg € K)((q # q;) = (X = X)), aplati Xg C {1,....k}
tak Yq((¢ # ¢;) = —(z € X)). Takze jediny pripad, kedy bude lava strana
implikacie platit bude, ak X}’ = X7’ Potom plati, Ze A\ ,cx),z,((z € X =
(€ X))

(i4i) Jediny pripad kedy bude spluneny predpoklad First(z) bude, ak k = 0.
Potom |u| = 0, takze w = c. Teda platilo (go,¢) F9 (o, ¢), a X3t = X2 U{1} =
{1},1€ X2,

(iv)Nech x = k. Ak k = 0, tak predpoklad nie je splneny, pretoze x =
0. Ak k£ > 1 a plati (qo,w) F* (gj,wk+1), a A je DKA, tak J¢q, € K takeé,
e (go,w) F% (gp, wrwrs1) F (g5, wk+1), a plati 6(¢gp, wi) = ¢;. Kedze plati
(go, w1...wgt1) F4 (gp, Wrwr41) & pre u = wi..wy plati (3) - (i), tak podla
lemy z = k € Xg C X7 Kedze x € X’, tak z (ii) vieme, (Vg € K)((¢q #
qp) = —(z € XwS) Kedze plati wy (k), a na jednej pozicii nemédze byt viac
znakov, tak (Va € X)((a # wg) = —(a®(k))). Teda predpoklad moZe platit len
pre X7 = X' a pre a = wg. Vieme, Ze (k+1) e Xy, atedaak y =k + 1, tak
y € X“j Skutocne teda plati z € X A wy' (k) /\S( ,y) =ye X,
Ak z = k + 1, tak neexistuje y € Xw aby platilo y = z+1. A preto predpoklad
nikdy nie je splneny, a teda tvrdenie plati.

(v) a (vi)
Teraz dokézeme, ze ak w € L(A), tak pre X', ..., X plati (v) a (vi).
Ak w € L(A), tak plati (go,w) F% (¢,€) pre nejaké ¢ € F. Ak w = ¢, tak plati
(v), pretoze M = (), a teda kvantifikujeme cez prazdnu mnozinu. NavySe plati
(q0,¢) FY (qo,¢), a teda qo € F, je teda splnena aj (vi).
Ak w € LT, tak potom w = uc pre nejaké u € £*,c € L a ak A je DKA, tak
dp € K take, Ze (qo,uc) F* (p,c) F (g,e) a plati 6(p,c) = q. Kedze q € F, tak
d(p,c) € F. Nech |w| = k. Potom plati ¢¥(k) a Last™(k), a VI € X¥(I # k)
neplati Last™ (1), pretoze k > I. KedZe pre w plati (i) - (iv), tak z lemy vieme,
ze k € X}'. Teda skutocne plati Vz(Last" () = Vs, oer(® € X' Ac?(z)). Ak
w # g, tak lw| > 1. Potom z (7ii) plati, ze 1 € X2, X! # (), a teda v (vi) nie
je splneny predpoklad, a tvrdenie plati.



2.1.3 we L(A) <we L)

Ak w = ¢, tak univerzum Struktary w M plati M = ), a teda X» = 0. Z (vi)
teda vyplyva, ze qo € F. Plati (go,) 9 (qo,¢), a teda w € L(A).

w € L. Nech w = wy...w;. KedZe A je deterministicky, tak d¢ € K také, ze
(qo, w) Fi (i, wi).Plati Last®(k), a vdaka (v) k € X}’ Aa™ (k) pre nejaké p € K
aa € I take, ze §(p,a) € F. KedZe pre w plati (i) - (iv), tak z lemy k € X0. Z
(i3) vyplyva, ze ak (k € X' Ak € X)), tak ¢; = p. KedZe w = wy...wy, tak plati
wy (k) a kedze na jednej pozicii nemoze mat viac pismen, tak a = wy. Takze
0(qi,wg) =q € F. A teda (qo,w) F* (qi, w) F (q,€) a ¢ € F a teda w € L(A).

2.1.4 Zaver

Tymto sme dokézali, Ze slova vyhovujice MSO formule ¢ st presne slova, ktoré
akceptuje automat A. Takze ak L je regularny, tak existuje MSO formula, ktoréa
ho opisuje.

2.2 Lema: Jazyk opisany 'ubovolnou formulou v MSO je
regularny

Dokazeme najprv vSeobecnejSiu lemu, ktora neplati len pre uzavreté formuly,
ale pre vietky MSO formuly.

Indukciou cez struktiru formuly pre jazyky nad abecedou X, a pre I'ubovolné
mnoZiny Vi, Vs premennych prvého a druhého radu a pre T'ubovolnu MSO for-
mulu ¢, kde V; = Freel(p) a Vo = Free?(p) dokazeme, ze L(p) je regularny.

2.2.1 Atomické formuly

Najprv dokaZeme, Ze jazyk vietkych (V1,Vs) Struktar nad abecedou X, teda ja-
zyk STRUCTI[X, V1, V] je regularny.
Jazyk STRUCT[X, V1, V5] pozostava zo slov (a1, Uy, Th)...(an, Uy, Ty,) nad abe-
cedou I x 2Y1 x 2V2_ pre ktoré plati:

U; NU; = 0 pre vietky i # ]
U U=V
i=1

Staci teda koneénym automatom overit, ¢i sa kazda premenné prvého radu z V;
nachadza vo vstupnom slove prave raz. KedZe mnozina V; je konetna, takyto
automat existuje, a preto je jazyk STRUCT|[X, V1, Vo] regularny. Teraz overime,
7e ak ¢ je atomicka formula, tak L(yp) je regularny.

pjerelX

Nech V je (V1,Vs) strukttra. Potom plati pri(V) E ple), Y] prave vtedy, ked
V' obsahuje symbol (a,U,T), kde a € X, z € U, X € T . Stadi teda koneénym
automatom overit, ¢i vstupné slovo patri do STRUCT[Z, V1, Vs], a ¢ obsahuje




symbol (a,U,T) s danymi vlastnostami.

@ je S(ry)

Nech V je (V1, Vy) $trukttra. Potom plati pri(V) E ple), e8] prave vtedy, ked V
obsahuje dva po sebe idtice symboly (a;, U;, T;) a (a1, Uit1, Tiv1), kde z € U,
y € U;y1. Toto je tiez Tahké overit koneénym automatom.

¢ je First(xz) alebo Last(z)
Stac¢i koneénym automatom overit, ¢i vstupné slovo patri do STRUCT[X, V1, Vs,
a ¢l na prvej respektive poslednej pozicii je symbol (a,U,T), kde x € U.

p je a(z)

V tomto pripade staéi overit, ¢i vstupné slovo patri do STRUCT|[Z, V1, Vs], a
¢i sa v symbole obsahujicom premennii x nachadza na prvej pozicii symbol a.
Toto sa konednym automatom da spravit, preto L(y) je regularny.

2.2.2 ZloZené formuly

Teraz budeme predpokladat, Ze tvrdenie plati pre jednoduchsie formuly ¢ a 1,
a dokézeme tvrdenie pre zlozenu formulu ¢.

pje o N
Z definicie jazyka L(p) a definicie pravdivosti formuly plati
L(p) ={V € STRUCTIZ, V1, Volpr1(V) F ¢leY ses ] A pri(V) Egler ,ey] }

a teda

L(p) = L(¢) N L(¢)
Z uzaverévych vlastnosti regularnych jazykov vieme, Ze jazyk L(y) je regularny.
p je ~o
V jazyku L(p) budta (Vq, Vs) Struktary, pre ktoré nie je pravdiva formula ¢. A
teda
L(p) = STRUCT[Z, V1, Va] N L(¢)“

Opit je vdaka uzaverovym vlastnostiam tento jazyk regularny.

pje ¢V, alebo ¢ =
Ak ¢ je ¢ V1, tak podobne pre L(p) plati

L(p) = L(¢) U L(¢)
Ak ¢ je ¢ = 1, tak plati

L(p) = L(=¢) U L(¥)

Vzhl'adom na uzaverové vlastnosti si oba jazyky regularne.
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2.2.3 Kvantifikatory

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre formulu ¢ s volnymi premennymi prvého
radu v mnoZine V; U {z}, a volnymi premennymi druhého rddu v mnozine Vs.
Dokazeme, Ze tvrdenie potom plati aj pre formulu (3z)¢ a (Vx)¢, kde z je pre-
menna prvého radu

p je (x)o
KedZe tvrdenie plati pre ¢, tak potom L(¢) je regularny jazyk. Nech A =
(K, Z X Voo U{z} x V2,0, qo, F) je DKA taky, ze L(A) = L(¢). Definujeme novy
DKA A" = (K x{0,1},X x V1 x V2,8, (g0, 0), F x {1}), kde
d'((¢q,u), (a,8,T)) = (0(a,8,T),u)  preuec{0,1},ac e K,TCW,SCV,2¢ S
8 ((¢,0), (a, S\{z},T)) = (6(a,S,T),1) preac X qc K, TCV,,SCV;,z€ S
Je vidno, 7e w € L(A’) prave vtedy, ked existuje slovo w’ také, ze w’ € L(A),
a x sa nachadza v strednom komponente prave jedného symbolu z w’, a teda

L(A) = L((Bz)9).

o je (V)¢ .
Vseobecny kvantifikator mozeme chéapat ako negaciu existencéného. CiZe pre re-
la¢na strukttru 9 a ohodnotenia premennych ey, e; plati MM E (Va)¢ prave

vtedy, ked I ¥ (Jz)—¢. TakZe plati:
L((Vz)$) = STRUCT[Z, V1, V5] N L((3x)—¢)°

Opét z uzaverovych vlastnosti regularnych jazykov vyplyva, ze L(p) je regularny.

Teraz dokaZeme tvrdenie pre formulu (3X)¢ a (VX)¢p, kde X je premenna
druhého radu

¢ je (3X)¢

Pouzijeme podobny argument ako v predchadzajtcej ¢asti. Predpokladame, ze
tvrdenie plati pre formulu ¢ s volnymi premennymi prvého a druhého radu
v mnoZinach V; a Vo U {X}. Potom existuje DKA A = (K,X x V; x Vo U
{X},96,q0, F) taky, ze L(A) = L(¢). Zostrojime DKA A" = (K,X x V; X
Vo, qo, F), kde:

5/(‘]7 (CL, S, T\{X})) = 5((]7 (av S, T))

Je vidno, Ze ak automat A akceptoval jazyk L(¢), tak automat A’ akceptuje
jazyk L((3X)¢).

v je (VX)o

Opét vdaka podobnému argumentu plati:
L((YX)¢) = STRUCTI[Z, V1, Vs] N L((3X)-¢)¢

A teda tento jazyk je tiez regularny.
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2.2.4 Zaver

KedZe uzavreta formula je formula, ktora nemé Ziadne volné premenné, tak
dokaz "Jazyk je regularny < moze byt opisany uzavretou formulou v MSO"
vyplyva z dokézanej lemy.
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