1 Definicie

Nech ~ = {ay,...,am} je abeceda, a w = w;...w, je slovo nad X. Potom pre w
definujeme rela¢na Struktiru w = (M, <™, SY, First", Last”,ay’, ...,a?), kde

al
M = {1, ..., |w|} je mnozina vSetkych pozicii slova w, <* je relacia < na mnozine
M, a¥’,...,a¥ s unarne relacie na M také, Zze pre i = 1,...m plati ai = {j €

M |w; =a;}. SY ={(z,y) € M? |y = z+1}. First* = {(1)}, Last” = {(Jw|)}.

2 Veta: Jazyk je regularny < moze byt opisany
formulou v MSO.
2.1 Lema: Jazyk je regularny = moéze byt opisany formu-
lou v MSO.

Nech L je regularny jazyk. Potom existuje DKA A = (K, L,§,qo, F) taky, ze
L(A) = L, K ={q0,q1, -, @n}- Majme MSO formulu ¢:

X, - 3Xg,
Va (x € Xg,) (i)
0<i<n
A Ve N ((x € Xp) = ~(z € X)) (ii)
(peK)(qeK)p#q
AVz First(z) = (x € X)) (iii)
A A (Vo) (Vy)((q = 0(p,a) A S(z,y) Ao € Xp Aa(z) =y € Xg)
(PeK)(qeK)(a€X)
(iv)
A Yz Last(z) = \/ (x e Xy Na(x)ANg € d(p,a)) (v)
(PEK)(qEF)(a€X)
AN (Xgy=0)= (g €F) (vi)

Jazyk definovany formulou ¢ je L(¢) = {w € L*|w F ¢}. Chceme dokézat, ze
L(A) = L(¢)

2.1.1 Lema

Nasledne dokézeme lemu:

Nech A = (K,Z,0,q0,F) je DKA, K = {qo,.-.,qn} a nech w = wy...w;, kde
wy, .., wy € L,w#e. Akprewax € {1,....k}(3X, ..., 3X" ) take, Ze plati (i)
- (iv), a plati (go, w) F% (gj, WeWgi1...wy), tak z € Xy



D: MI na x
1°x = 1. Z (i) » x € X
22zx=l—-zxz=1+1
Ak (qo, wr..w) F% (g5, wig1...wg) tak kedze A je DKA, tak 3¢; € K takeé, ze
(o, w) F% (gi,wi...wr) Fa (g5, wigr...w), pricom 8(g;,w;) = ¢;.Z IP potom
plati I € X3, Z (iv) vieme, ze ak | € X! a zarovenr wy’(I) a S(z,y), tak x € X’.

2.1.2 we L(A) = we L(¢)

Najprv dokdzeme, ze ak 3¢ € K a Im € N také, ze (qo,w) F} (g,¢€), tak
(3X g, 33X, .., X)) take, ze plati (i) - (iv).

D: MI na m:

1°m = 0. Ak (qo,w) FY (g,¢), tak nutne ¢ = go,w = e. Tak¥e (i) - (iv) plati,
pretoze M = (), a teda v kazdej Gasti (3) - (iv) kvantifikujeme vieobecnym kvan-
tifikitorom cez prazdnu mnozinu.

22m=k—-m=k+1

Ak (go,w) I—lffl (q,€), tak kedze A je deterministicky, tak posledny krok musel
byt na pismeno, a teda (qo,uc) F% (gj,¢) Fa (g,¢) pre nejaké ¢; € K,u €
It c € L také, ze w = uc a zarovei 6(gj,c) = q. Kedze kazdy krok bol
na pismeno, tak |w| = k + 1,|u| = k. Plati ¢ (k + 1). Z IP pre u vieme, Ze

X5, 33X EIXU také, Ze platia (i) - (iv). Polozme X} = Xg, ... X:;; L=
Xo Xy = U {k+ 1}, Xg o = Xgh e X = X};n. Dokazeme, ze pre

Ve e {l,.. k;} a X Xy platl (z) (iv).

JA
(i) - (iv) pre z € {1, ...,k}

(i) Kedze u € L(¢), tak Vo € {1,....k}(Voc;<p ® € X3). Kedze Vi € {1,...,n}

plati X70 C X, tak plati Vo € {1, .. k}\/0<7<kx6Xw

(it) Podla IP — (Vo € {1,....k}) \pem)ger)prq(@ € Xp) = ~(z € X7).
Cheeme dokazat Vo € {1,....k} \(per)gerprq(® € Xp') = ~(z € X). Mozu
nastat 3 moznosti:

LX) = X“’

Chceme dokazat ze Vo € {1, ...k} N\ger)gran (@ € Xg)) = —(z € XJ).

Ak z € {1,..,k}, tak @ # k + 1, a teda ak z € X’ tak z € X'. Z IP —
(qeK)(gqy) (@ € X§). Ak q # q;, tak Xg' = X7 atedaplatl /\(qu Yastay) (T €

X).

2. X)) # Xw NXG = Xw

Chceme dokazat ze Vx 6 {L kY A ek oy (@ € X)) = —(w € X)), Z1P

plati /\(peK)(p?éqJ)(x € X)) = ~(z € X7)). Plati, Ze ak X’ # X', tak Xy =

Xy, akedze X! = X' U{k+1}, azr# k:+1 tak ak —(x € X;‘j) tak -(x € X;i;)

Z toho Vyplyva Va € {ll kYA (pEK) (pa; (@€ X)) = ~(z e X))

3. XY A XEAXY A X2

Ostava dokazat Vsc S {1 k}/\ (pEK) (€K (panpta; Aata;) (r e X)) = -(r e

X¢'). Kedze z IP plati A\ (,c ) (qe i) (ptanpsta; nasta;) (& € Xp) = (w € Xy), a



(Vg € K)((q # qj) = (X" = X)), tak tvrdenie plati.

(i4i) Z TP vieme, 7e pre u plati First(z) = = € X . Teda ak |u| > 1, tak
1€ X . Kedze X C X, tak First(z) = » € X. Ak |u| = 0, tak w = ¢.

Teda platllo (go, ) }—A (qo, c), ateda Xg) = Xoo U{1} ={1},1 € X2

(iv) Dokézeme pre vsetky x € {1,...k — 1}. Kedze w = uc, tak Vz €
{1,..,k} a®(z) & a"(z). Ak v € X,z # k+ 1, tak * € X Cize ak
r € {l,...k—1} ANa¥(z) A S(z,y) = = € X} Na*(z) A S(z,y). Ak navyse
d(p,a) = q, tak z IP pre u plati y € X' C X’ ateday € X"

(i) - (iv) prex =k + 1
Teraz dokézeme (i) - (iii) pre v =k +1a Xy, ..., X’ a (iv)prex =k, z =k
+ 1
(i) Kedze X7 = X7 U{k + 1}, tak € X'

(it) Cheeme dokézaf, Ze A (,cro)(ger)prq((T € Xp') = ~(z € X)) Vieme,
ze v € X0 Kedze (Vg € K)((q # q;) = (X = X)), aplati Xg C {1,....k}
tak Vq((q 75 q;) = —~(xr € X}")). Takze jediny pripad, kedy bude l'ava strana
implikacie platit bude, ak X’ = Xy Potom plati, ze /\(qu)méq((x € Xy =
(€ X))

(i4i) Jediny pripad kedy bude spluneny predpoklad First(z) bude, ak k = 0.
Potom |u| = 0, takze w = ¢. Teda platilo (qo, ¢) F% (qo,¢), a X3 = X% U{1} =
{1},1e x2.

(iv)Nech x = k. Ak k = 0, tak predpoklad nie je splneny, pretoze x =
0. Ak k£ > 1 a plati (qo,w) F* (gj,wkt1), a A je DKA, tak J¢q, € K také,
e (go,w) F4 (gp, wrwrs1) F (g5, we1), a plati 6(gp, wi) = ¢;. Kedze plati
(go, w1...wgt1) F5 (gp, Wrwrt1) a pre u = wi..wy plati (i) - (iv), tak podla
lemy z = k € X C X7 Kedze x € X, tak z (ii) vieme, (Vg € K)((q #
gp) = —(z € X“’s) Kedze plati wy’ (k), a na jednej pozicii nemdze byt viac
znakov, tak (Va € X)((a # wg) = —(a®(k))). Teda predpoklad moéze platit len
pre X' = X a pre a = wy. Vieme, Ze (k+1) € X)), atedaak y =k + 1, tak
y € Xw Skutocne teda plati z € X A wy'(k) /\S(x y) =yeX.
Ak z =k + 1, tak neexistuje y € X“’ aby platilo y = z+1. A preto predpoklad
nikdy nie je splneny, a teda tvrdenie plati.

(v) a (vi)
Teraz dokézeme, ze ak w € L(A), tak pre X7, ..., X’ plati (v) a (vi).
Ak w € L(A), tak plati (go, w) F% (¢,€) pre nejaké ¢ € F. Ak w = ¢, tak plati
(v), pretoze M = (), a teda kvantifikujeme cez prazdnu mnoZinu. Navyse plati
(q0,¢) FY% (qo,€), a teda gy € F, je teda splnena aj (vi).
Ak w € LT, tak potom w = uc pre nejaké u € Z*,c € L a ak A je DKA, tak
dp € K take, Ze (qo,uc) F* (p,c) F (g,e) a plati 6(p,c) = q. KedZe ¢ € F, tak



d(p,c) € F. Nech |w| = k. Potom plati ¢¥(k) a Last“(k), a VI € X¥(l # k)
neplati Last™ (1), pretoze k > l. KedZe pre w plati (i) - (iv), tak z lemy vieme,
ze k € X} Teda skutocne plati Va(Last" (z) = Vs, o er(® € X' Ac”(z)). Ak
w # ¢, tak [w| > 1. Potom z (i) plati, ze 1 € X0, X2 # (), a teda v (vi) nie
je splneny predpoklad, a tvrdenie plati.

2.1.3 we L(A) < we L(§)

Ak w = ¢, tak M = 0, a teda X0 = (). Z (vi) teda vyplyva, ze qo € F. Plati
(q0,¢) FY (qo,€), a teda w € L(A).

w € L. Nech w = wy...w;. KedZe A je deterministicky, tak dg € K také, ze
(qo,w) Fi (i, wy).Plati Last®(k), a vdaka (v) k € X’ Aa (k) pre nejaké p € K
aa € I take, ze §(p,a) € F. KedZe pre w plati (i) - (iv), tak z lemy k € X!. Z
(i4) vyplyva, ze ak (k € X' Nk € X)), tak ¢; = p. KedZe w = wy...wy, tak plati
wy (k) a kedZe na jednej pozicii nemodze mat viac pismen, tak a = wy. TakZe
0(qi, wr) = q € F. A teda (qo,w) F* (gi, wg) - (¢,¢) a g € F a teda w € L(A).

2.1.4 Zaver

Tymto sme dokézali, Ze slova vyhovujice MSO formule M si presne slova, ktoré
akceptuje automat A. TakZe ak L je regularny, tak existuje MSO formula, ktoréa
ho opisuje.



