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V lethom semestri som analyzoval vysledky programu zo zimného semestra. Vdaka
grafickej vizualizacii tychto grafov som objavil taky 18-vrcholovy kubicky graf, pre ktory plati,
Ze kazdé rovnomerné farbenie tohto grafu s dvoma farbami indukujuce jednofarebné
podgrafy velkosti najviac 2 obsahuje aspori 6 jednofarebnych hran. Zaroven existuje také
rovnomerné farbenie dvoma farbami indukujuce jednofarebné podgrafy velkosti najviac 3, ze
pocet jednofarebnych hran v tomto grafe klesne na 4.

Od tohto grafu som odvodil nekonecnu triedu grafov s touto vlastnostou. Dané zistenie som
aj formalne dokazal.
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Def 1

Graf G, je kubicky bezmostovy 14 + 2k - vrcholovy graf, k = 2

A=(V,E)

V={123,..,14} UV,

Vi = {V4, Va,...,Vaid

E={{1,2}{1,3}{1,4},{2, 3}, {2, 4}, {3, 5}, {4, 6}, {5, 7}, {5, 8}, {6, 7}, {6, 8}, {7, 9}, {8, 10},
{9, 11}, {9, 12}, {10, 13}, {10, 14}, {11, 12}, {13, 14} {v1, 11} {v2,12} {v4,V2}, {Vor, 14},{V2x.1, 13},
{Va Vot U Ey

E. = {{vaVo} € Vi XV, | (a=2i-1 A b=2i) V (a=2i-1 A b=2i+1) V (a=2i A b=2i+2)}

Def 2

Hovorime, Ze zobrazenie f: V — {1,2, ... n} je rovhomerné farbenie grafu G, ak plati:
YV (u,v)EE : f(u) #f(v) A [F'(D)] = [f'(2)] =... = [f(n)]

Def 3

Mnozina jednofarebnych hran J grafu G=(V,E) je podmnozina E pre zobrazenie f, pri€om
plati, Ze hrana je jednofarebna prave vtedy, ak jej oba koncové vrcholy maju rovnaku farbu.
V{a,b} € E: f(a)=f(b) = (a,b) € J
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Veta 1

Pre vSetky grafy G, a pre vSetky ich rovhomerné farbenia prave dvomi farbami M a C plati,
Ze ak kazdy podgraf indukovany jednou farbou ma komponenty s najviac dvomi vrcholmi,
tak potom pre mnozinu jednofarebnych hran J plati: |J| = 6

Dékaz 1
Vrcholy {9, 11, 12} a {10, 13, 14} tvoria dve kruznice dizky 3. Na kazdej je jedna JH. Pri
farbeni nastane jeden z piatich pripadov.
1) f(11)=f(12)=M
2) f(9)=1f(11)=1(10)=f(14)= M
3) f(9)=f(11)=1f(10)=f(13) =M
4) f(9)=f(11)=M, f(10) =f(13)=C
5) (9)=f(11)=M, f(10) =f(14)=C
(pozn. Kvéli symetrii pripady ako f(11) = f(12) = C alebo f(11) = f(13) = M neuvazZujeme. )

1)

f(11)=f(12)=M

Potom :

f(Vaiz) = f(vaiz) = C

f(Vai1) = f(va) = M

(11,12),(v4,V2), (Vica, Vi), (13,14) € J

Zaroven

Ja,be{1,2,3,4} azb A (a,b) € J

No JH je vzdy parny pocCet, a tak toto farbenie vytvara aspon 6 JH.

2)

f(9) =f(11) =f(10) = f(14) = M

Potom plati:

f(7)=1(8)=C

f(5)=1(6)=M

Vrcholy V, tvoria rebrik. Rebrik je bez JH len vtedy, ak f(v,.3) = f(va) # f(Vai2) = f(V4ig)
Zaroven, ak rebrik obsahuje JH, tak ich obsahuje aspori dve, pretoze bud

f(Vaiq) = f(va) # f(Vaiq) = f(V2i2) alebo

f(Vai1) = f(Vair1) # f(V2) = f(Vairz)

Kruznica tvorena vrcholmi {1,2,3} obsahuje JH.
[l = 2]

X C {1,2,3}

{{9,11},{10,14},X} C J

Rebrik obsahuje aspon 2 JH.

[J| =6

3) f(9) =f(11) =M, f(10) =f(13)=C
Symetrické ku 2)
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4)f(9) = f(11) = M, f(10) = f(13) = C 4

f(9) =f(11) =M, f(10) =f(13) = C

Potom

f(7)=C

f(8) =M

Mame na vyber z dvoch symetrickych moznosti: f(5) = M alebo f(6) = M.
Nech f(5) =M

Potom f(6) = C

{9,11},{10,13},{5,8},{7.6}€ J

Zaroven

Kruznica {1,2,3} obsahuje JH.

No JH je vzdy parny pocCet, a tak toto farbenie vytvara aspon 6 JH.

5)f(9) = f(11) = M, f(10) = f(14) = C je symetricka ku 4)

Veta 2

Pre vSetky grafy G, existuje rovhomerné farbenie f prave dvomi farbami M a C, priCom plati,
Ze kazdy podgraf indukovany jednou farbou ma komponenty s najviac dvomi vrcholmi a pre
mnozinu jednofarebnych hran J plati: [J| = 6

fla)=M,a € {1,3,6,8,9,11} U {v, € V, | i = 4j-2 V i = 4j-1}
flb)=C,b € {2,4,57,10,12} U {v, € V, | i = 4j-3 V i = 4j)
f(13) = f(vi)

f(14) = f(vis)

J = {{1,3},{2,4},{5,7},{6,8},{10,11},{9,x}}, x = 13 V x = 14

Farbenie f pre graf G,
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Veta 3

Pre vSetky grafy G, a pre vSetky ich rovhomerné farbenia prave dvomi farbami M a C plati,
Ze ak kazdy podgraf indukovany jednou farbou ma komponenty s najviac tromi vrcholmi, tak
potom pre mnozinu jednofarebnych hran J plati: [J| = 4

Dékaz 3

Kazda z kruznic tvorena vrcholmi {9,11,12}, {10,13,14}, {1,2,4} obsahuje aspon jednu JH.
Pocet JH v G, pri danom farbeni je parny.

[J| =4

Veta 4

Pre vSetky grafy G, existuje rovhomerné farbenie f prave dvomi farbami M a C, pri€om plati,
Ze kazdy podgraf indukovany jednou farbou ma komponenty s najviac tromi vrcholmi a pre
mnozinu jednofarebnych hran J plati: [J| = 4

Dokaz 4

f@)=M,a € {1,5,6,9,10,11} U {v, € V, | i =4j-2 V i = 4j-1}
fb)=C,b € {2,34,7,8,12} U {v, € V, | i =4j-3 V i=4j}
f(13) = f(vi)

f(14) = (Vi)

J = {{2,3},{2,4},{10,x},{9,111}, x =13 V x = 14

Farbenie f pre G,



