Report — Zimny semester

Cielom projektu bolo vymysliet a implementovat efektivne riesenie nasledujiceho algoritmického problému:

Méme dany orientovany acyklicky graf (DAG) G s ohodnotenymi vrcholmi a vrcholy s,t. Skére vrcholu u
oznacujeme 7(u). Nech méme cesty P;, P,. Ich skore je dané ako

I+a) Y r(w+ > r(u) + > r(u)

we(PyNPy) ue(P;NPy), r(u)<0 we(PyUPy)—(PyNPy)

Ulohou je najst dvojicu ciest z s do ¢ s maximéalnym skére.

Report mojej prace pocas zimného semestra

1. Dokéazal som, Ze sa da problém previest na problém min-cost flow.

2. Implementoval som GFA parser grafov na nacitanie vstupu.

3. Implementoval som mierne upraveny Suurballeov algoritmus, ktory riesi zadany problém, ak st skore
vrcholov nezaporné.

Pri implementécii som osetril chyby, ktoré by vznikli kvoli praci s necelymi ¢islami. Vysledny program
funguje spravne pre « urcené 5 desatinnymi miestami a vstupny graf musi byt zadany v GFA forméte, alebo
v jednoduchom textovom formate s explicitne zadanymi skore vrcholov, ktory som si vymyslel pre tcely
testovania. To kvoli tomu, ze pri GFA grafoch by sa skére malo vypocitat z dit na vstupe, ale zatial sme sa
nedohodli na skérovacej funkeii. Pri GFA formaéte teda skoére zatial priradzujem ndhodne a v letnom semestri
program doplnim o skérovaciu funkciu.

Transformacia problému na min-cost flow

Min-cost flow je optimaliza¢ny a rozhodovaci problém hladania najlacnejSieho spbsobu, ako poslat urcité
mnozstvo toku cez sief. Podla pévodného grafu a danej a skonstruujeme sief, kde cena najlacnejsieho
sposobu, ako poslat tok velkosti 2, je riesenie pdvodného problému.

Cenu hrany (u,v) v sieti N oznacujeme c((u,v)). Siet N vytvorime nasledovne:

Z kazdého vrcholu u nahradime styrmi novymi vrcholmi w,, uy, v, uy; a hranami (u,, u.), (uy, ug). Ak r(u) >
0, polozime c¢(uy, uy) = —a-r(u), inak c(uy, uy) = —(14+ ) - r(u). Bez ohladu na r(u) polozime ¢((u,,u,)) =
—r(u).

Pre kazda hranu (u,v) z G nésledne priddme hrany (u,,v,), (u.,vp), (ug,v,), (ug,vp) s cenami 0. Kazdej
hrane vo vytvorenej sieti nastavime kapacitu 1.

Pre jednoduchost tiez predpokladajme, ze r(s) = r(t) = 0, teda vrcholy s a ¢t nemusime rozdelovat na 4, ale
ostant ako jeden vrchol aj v N.

Dokéazeme, ze pévodny problém vieme vyriesif ndjdenim najlacnejsieho toku velkosti 2 z s do ¢ v sieti
N.

Oznacenia
Cenu hrany (u,v) v sieti N oznacujeme c((u,v)).

Hovorime, ze vrchol zo siete N koresponduje vrcholu z G, ak pri konstrukcii N vznikol z tohto vrcholu. Teda
vrcholy u,,, Uy, u,, Uy zo siete N koreSponduji vrcholu v z G.

Tiez budeme cestou P = uq,us, ... , u,, mysliet takd cestu (v G alebo v N), Ze existuji hrany (s,u,) a (u,,t).

mn?



Dokaz

Ak existuje dvojica ciest (P;,P,) z s do ¢t v G s cenou C, tak existuje tok velkosti 2 v N s cenou
—C.

Nech P}, = uq, Uy, ooy Uy, Py = 01,09, ...,0,,.

Nech P| =ty 4, Uy oy Us 4y Ug oy oov s Uy g5 Uy o V sieti N. Tato cesta zjavne existuje, kedze z kazdého vrcholu
u vznikli Styri vrcholy w,, uy, u,, vy, kde je hrana (u,,u.) v N, a ak je hrana (u,v) v G, tak je v N hrana
(tc;v,). Cena hrany (u; ,,u; ) = —r(u;) a cena hrany (u; ., u;11),) = 0, teda cena tejto cesty v V je

— Z r(u).
u€ Py

Nech Py = 01 4,01 s U2 1, Va ys e s Uy s Uy @ 8k © € Py, tak @ = b,y = d, inak v = a,y = c. Tato cesta tiez
zjavne existuje, kedze v N je hrana medzi (v,,v,) aj (v, v4) a ak (u,v) je hrana v G, tak (u,,v,) s hrany v

N pre z € {c,d}, y € {a,b}. KedZe niektoré hrany v ceste mdzu byt typu (v, v,), musime rozlisit vrcholy s
kladnym a zapornym skére. Potom uz podobnym sposobom ako pre P; vieme spocitat, Ze cena tejto cesty je

— Z r(u) — o - Z r(u) — (14 «) - Z r(u).

ue(Py—Py) ue(PyNPy), r(u)>0 we(PyNPy), r(u)<0

Z konstrukcie Py je zrejmé, ze je vrcholovo disjunktnd s Pj, teda spolu tvoria validny tok. Kapacita kazdej
hrany je jednotkovd, teda cesty P;, Pj tvoria tok velkosti 2.

Po spojeni vysledkov tak dostaneme cenu toku

—(1+a) > r(u)— > r(u) — > r(u),

ue(P;NPy) ue(PyNPy), r(u)<0 ue(P,UP,)—(P;NP,)
¢o je presne —C.

Ak je C cena najlacnejsieho toku velkosti 2 v N, tak existuje dvojica ciest (P;,P,) z s do t s
cenou —C.

Je zname, ze ak existuje vo vazZenej sieti s celociselnymi kapacitami tok nejakej velkosti, tak existuje aj
najlacnejsi tok tejto velkosti, kde kazdd hrana mé celoéiselny tok (zdroj).

V nasom pripade, ak existuje tok velkosti 2, tak existuje aj najlacnejsi tok velkosti 2, kde tok na kazdej hrane
je 0 alebo 1. Bez ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze takyto najlacnejsi tok s cenou C' sme zvolili.

KedZe tok je velkosti 2 a kapacita kazdej hrany je prave 1, tak zo zdroja s idi préve dve hrany (s,u,), (s,v;)
s jednotkovym tokom. Zo zdkonov zachovania toku a toho, ze kazdd hrana ma kapacitu 1, vyplyva, ze musi
existovat prave jedna postupnost vrcholov P = uq,u,, ..., u;, t takd, ze pre vsetky w; plati f(u;,u;,) = 1.
A tiez jednoznacne urcend postupnost Py = vy, v,, ..., 0, 1.

7Z konstrukcie vidno, ze kazdy vrchol v sieti okrem s a t ma in-degree alebo out-degree najviac 1, teda pritok
aj odtok z kazdého vrcholu je < 1. Kedze na P| aj P; méme jednotkovy tok, vidime, Ze P; a P musia byt
vrcholovo disjunktné.

Z konstrukcie siete je zrejmé, ze vrcholy v G koreSpondujtce k postupnosti P, = u;,us, ..., u;_; tvoria cestu
v G. Taktiez Py, = vy, vs,...,v;_; tvoria cestu v G. Ukéazeme, ze tieto cesty maji cenu opacnu k cene nami
zvoleného toku.

Z konstrukcie siete je zrejmé, ze na lubovolnej ceste od s st v parnych vzdialenostiach hrany s cenou 0
(tie, ktoré vznikli z hrén v G) a na nepdrnych tie, ktoré vznikli zo ,rozStvorenia® vrcholov. Pri vyjadrovani
ceny toku teda sta¢i poéitat sufet cien hran v mnozindch E, = {(uq,us), (ug,ty), ..., (Up_1,up)}, By =
{(Ulu U2)7 sy (Ulfla vl)}’


https://courses.cs.duke.edu/fall12/compsci590.1/network_flow.pdf

Pre kazdu z tychto hran jej incidentné vrcholy koresponduji k rovnakému vrcholu v G. Budeme preto dalej
hovorit, Ze hrane koresponduje vrchol v G. Kazd4 hrana ma teda svoj korespondujtci vrchol. M6zeme teda
postupne pre vrcholy spocitat ceny hran, ktoré im koresponduji, a dostaneme takto stcet hran v najlacnejsom
toku.

Zjavne P; U P, je mnozina vrcholov, ktoré staci uvazovat, kedze iba tie koresponduju aspon jednej hrane v
E, alebo E,. Taktiez plati, ze kazdej hrane v E; koresponduje iny vrchol v G, kedze u,,us, ..., u,_; tvoria
cestu (na nej sa vrcholy neopakuji), a teda k vrcholu z G moéze koreSpondovat najviac jedna hrana z E; a
najviac jedna z Ej.

Spocitajme ceny pre hrany, ktoré koresponduji vrcholom v P,NP,. Nech w € P,NP,. Potom existuji dvojice
korespondujticich vrcholov k w v P| aj P;, a teda aj hrana v E; aj E,. Nech st tieto hrany (uy,us) € E; a
(vq,v4) € Ey. Z toho, ze P| a Py st vrcholovo disjunktné, vyplyva, Ze tieto hrany nie si rovnaké.

Jediné mozné korespondujice hrany k w v celej sieti st (w,,w,) a (wy,,w,). Z toho vyplyva, ze sme museli
pouzit obe z nich.

Ak r(w) > 0, ich spolo¢né cena je
c((wq, we)) + e((wy, wq)) = =(1+a) - r(w).

Ak r(w) < 0, ich spolo¢nd cena je
—(24a) - r(w).

Spocitajme ceny pre hrany, ktoré koresponduji vrcholom v (P, U P,) — (P, N P,). Nech w € P, — P,. Vieme,
ze w ¢ P,, teda neexistuje korespondujica hrana v F,. Vieme, ze w € P, teda existuje korespondujica
hrana k w v E; a ta je jedind.

Nech je tdto hrana (uq,us). UkdZeme sporom, ze (uq, uy) = (w,,w,). Pre spor predpokladajme, Ze (u,uq) =
(wy, wy). Nech je p; predchodca wy, na ceste toku z s do t a p, nasledovnik w, na tejto ceste. Ak r(w) >0,
c(wy, wy) = —a - r(w), inak c(w,, wy) = —(1+ «) - r(w). To je v obidvoch pripadoch > ¢(w,,w,) = —r(w).

Teda existuje hrana (w,,w,), kde c((w,,w,)) < c((wy,w,)), existuje aj hrana (p;,w,), kde ¢((p,,w,)) = 0,
a hrana (w,, p,y), kde c((w,, py)) = 0. VSetky tieto hrany maji nulovy tok a kapacitu 1, teda jednotkovy tok,
ktory mdme na popisanej ceste z p; do p,, mézeme nahradit novym lacnejsim tokom. To je v rozpore s tym,
ze nas tok je najlacnejsi mozny.

Z toho vyplyva, Ze hrana, ktord koreSponduje nejakému vrcholu w z tejto mnoziny, mé cenu —r(w).

Teda spolu dostavame cenu
—(l+a) Y v Y r(u)— > r(u),
ue(P;NPy) we(PyNPy), r(u)<0 ue(P,UP,)—(P;NP,)

Co je presne opacna cena ciest P;, P,.

7 dokazanych tvrdeni vyplyva, Ze najlacnejsi tok velkosti 2 v skonsStruovanej sieti N z s do ¢t bude
zodpovedat najviacésiemu moznému skére dvojice ciest v grafe G.

Efektivny algoritmus na riesenie problému, kde r(u) > 0 pre vSetky
u

Pre nezaporné skére vrcholov vieme pouzit zédkladné idey Suurballeovho algoritmu. Upravena verzia algoritmu
vyzera nasledovne:

1. Transformujeme dany graf na siet N vysSie popisanym sposobom.


https://en.wikipedia.org/wiki/Suurballe%27s_algorithm

2. Kedze siet N je acyklickd, tak Standardnym dynamickym programovanim ndjdeme v sieti N dlzku
najkratsej cesty z s do kazdého iného vrcholu siete. Dizku najkratsej cesty z s do u budeme dalej
oznacovat d(s,u).

3. Hrandm priradime nové ceny tak, Ze pre kazdd hranu v N (u,v) polozime ¢’ ((u,v)) = c((u,v)) +
d(s,u) — d(s,v). Tak ako v Suurballeovom algoritme, aj tu bude platit, ze ¢’((u,v)) > 0 pre kazda
hranu (u,v).

4. Vytvorime rezidudlnu siet N, podla najkratsej cesty z s do ¢, podobne ako pri Ford-Fulkersonovej
metode. Ceny novych rezidudlnych hran budd opacéné k pdévodnym cendm. Rezidudlne hrany ale
pribudni iba na najkratSej ceste z s do t a pre kazda hranu (u, v) tejto cesty plati, Ze ¢’(u,v) = 0, teda
ceny hran v N, budd nezdporné.

5. Néjdeme najkratsiu zlepsujicu cestu z s do t v rezidualnej sieti N, pomocou Dijkstrovho algoritmu a
podla nej upravime tok. Novy tok velkosti 2 urcuje dvojicu ciest, ktoré uz jednoznacne urcuji dvojicu
ciest v pdvodnom grafe G, ktoré su riesenim pévodného problému.

Casova zlozitost tohto algoritmu je O((n + m)logm).

Implementéacia spolu s vyslednym funkénym programom: odkaz na GitHub


https://github.com/themm1/rocnikovy-projekt/blob/master/program.cpp
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