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Kapitola 1

Definicie

Na tavod definujeme zakladné pojmy pouzivané v tomto texte.

Definicia 1.0.1. Abeceda je Tubovolna kone¢né neprazdna mnoZina. Prvky abecedy nazy-
vame symboly alebo pismena.

Definicia 1.0.2. Slovo nad abecedou X je kone¢né postupnost symbolov mnoziny Y. Prazdnu
postupnost (prazdne slovo) oznacujeme e.

Definicia 1.0.3. Jazyk nad abecedou X je Tubovolna mnozina slov nad abecedou X.

Definicia 1.0.4. Pologrupa je dvojica (M, %) kde M je mnozina a * je asociativna binarna
operacia na mnozine M.

Definicia 1.0.5. Neutralny prvok pologrupy (M, x*) je prvok e € M taky, ze pre vSetky
xr € M plati
exr=xr=mx%e€

Neutréalne prvky budeme oznacovat ako e alebo 1.

Definicia 1.0.6. Monoid je pologrupa obsahujica neutralny prvok. (Monoid budeme zapi-
sovat aj ako trojicu (M, *, e)).

Priklad 1.0.7. Medzi monoidy patri napriklad (IN,+4,0) alebo (X*,-,¢) kde - je operacia
zretazenia slov.

Priklad 1.0.8. Kone¢nym monoidom je napr. (Z,, +,0) alebo tiez (F,o,1ds) kde F' je mno-
zina funkcii f : S — S, o je operédcia skladania funkcii a Idg je identické zobrazenie na
kone¢nej mnozine S.

Definicia 1.0.9. Kone¢ny monoid je monoid (M, x,e) taky, Ze mnozina M je konené.

Definicia 1.0.10. Akcia Pod akciou monoidu (S, -, 1) rozumieme zobrazenie 0 : Q) X S — @
také, ze pre Va,y € S a pre Vg € @ plati §(6(q, z),y) = d(q, zy) a zaroven Vg € @ : §(q, 1) = q.

Definicia 1.0.11. Deterministicky kone¢ny automat je pitica A = (3, Q, 6, qo, F'), kde
Y je abeceda, @ je konena mnozina stavov, ¢ : Q@ X ¥ — @ je akcia na (X*,-,¢), ¢o € @ je
pociatoény stav a F' C () je mnozina akceptac¢nych stavov. Jazyk akceptovany automatom
A je mnozina L(A) = {z € ¥* | 0(qo,z) € F}.



Definicia 1.0.12. Konfiguracia deterministického kone¢ného automatu je prvok (¢, w) kde
q je stav automatu a w je nespracované ¢ast vstupného slova.

Definicia 1.0.13. Prechodovy monoid Nech A je kone¢ny automat A = (3,Q, 9, qo, F).
Oznacme My = ({0, | v € ¥*}, 0,6.) kde 4, je fukncia z @ do @ definovana ako d,(q) = d(x, q).
Potom M4 nazveme prechodovym monoidom.

Definicia 1.0.14. Homomorfizmus A definujeme ako také zobrazenie z A do B, Ze pre
Va,y € A plati h(z - y) = h(z) - h(y) . Pod obrazom jayzka L pri zobrazeni homomorfizmom
h rouzumieme h(L) = {h(w) | w € L}. Homomorfizmus monoidov: Pod homomorfizmom
z monoidu (M, -, e) do monoidu (N, *,1) roumieme zobrazenie h : M — N s nasledovnymi
vlastnostami:

i. pre vSetky =,y € M plati h(x - y) = h(z) * h(y)
ii. h(e) = 1.

Definicia 1.0.15. Antihomomorfizmus je zobrazenie z A do B, pre ktoré plati, ze pre
Ve,y € A: h(xz-y) = h(y) - h(z). Antihomomorfizmus monoidov (M, -, e) a (N,*,1) je
zobrazenie h : M — N spliiajice podmienky:

i. pre vSetky z,y € M plati h(x - y) = h(y) * h(z)
ii. h(e) = 1.

Poznamka 1.0.16. Mozeme si v8imnut, ze ak pre automat A = (5,Q, 0, qo, F) definujeme
zobrazenie h : S — Myu, kde M4 je prechodovy monoid, ako h(x) = J, a pod operéciou o
budeme rozumiet také skladanie zobrazeni, ze (go f)(z) = g(f(z)), potom zobrazenie h bude
antihomomorfizmom. Z definicie akcie totiz plai, Ze d,, = d,00,. Z tohto dovodu budeme ¢asto
predpokladat, Ze sa zobrazenia skladaju v opa¢nom poradi, teda ze (g - f)(z) = f(g(z)). Pri
takomto skladani bude d,, rovné ¢, - 6, a zobrazenie h teda bude homomorfizmom. Namiesto
zapisu h(x)(q) resp. 0,(q) potom mozeme pouzivat strucnejsi zapis q - x.

Priklad 1.0.17. Majme monoid A = (X*,-,¢), monoid B = (N, +,0) a homomorfizmus
f:¥* = N definovany ako f(w) = |w|. Potom f je homomorfizmom monoidov A a B.



Kapitola 2

Rozoznavanie jazykov monoidmi

Definicia 2.0.1. Jazyk rozoznavany homomorfizmom: Hovorime, Ze jazyk L C X* je
rozoznévany homomorfizmom h : ¥* — M, ak existuje X C M také, ze L = h™1(X)

Definicia 2.0.2. Jazyk rozoznavany monoidom: Jazyk L C ¥* je rozoznavany monoidom
(M, -, e), ak existuje homomorfizmus h : 3* — M rozoznavajuci jazyk L.

Veta 2.0.3. Jazyk L je requlirny < je rozozndvany nejakym konecnym monoidom

Dokaz. Nech L je jazyk rozoznavany monoidom (M, -, €) cez homomorfizmus h a mnozinu
X. Chceme dokazat, ze potom jazyk L musi byt regularny. Vieme, Ze jazyk L je regularny <
existuje koneény automat A, pre ktory plati L(A) = L. Ukazeme, Ze takyto automat naozaj
existuje. Nech Ay, = (3*, M, 4§, e, X) kde prechodové funkcia 0 je definovana ako d(m,a) =
m - h(a), kde m je stav a a je znak vstupnej abecedy . Potom pre kazdé aq,as,...,a, € X
plati §(m, ajas...a,) = m-h(ay) - h(ag) - ... - h(a,). KedZze na zaciatku ¢itania slova je stav (m)
automatu A,s podiato¢ny stav e, ktory je zaroven neutralnym prvkom vzhladom na operaciu
-, automat kazdé vstupné slovo w = ay...a, do¢ita v stave e - h(ay...a,) = h(ay...a,) = h(w).
Vieme, Ze slovo w patri do jazyka automatu prave vtedy, ked existuje akceptacny vypocet na
slove w, teda ak sa automat po docitani slova w nachédza v nejakom zo svojich akcepta¢nych
stavov. Mnozina akcepta¢nych stavov automatu A,; zodpovedad mnozine X, pre ktortu plati
L =h"YX) (teda L = {z € ¥* | h(z) € X}). Jazyk automatu Ay, je teda rovny mnoZine
slov w nad abecedou X, pre ktoré plati h(w) € X, ¢ize L(Ay) = {w € ¥* | h(w) € X}.
Zrejme plati rovnost L(Ay) = L, takZze sme naozaj zostrojili koneény automat akceptujuci
jazyk L, a jazyk L je naozaj regularny.

Predpokladajme teraz, ze L je regularny jazyk; dokdzeme, ze existuje kone¢ny monoid,
ktory ho rozoznava. Ak L je regularny jazyk, potom existuje deterministicky kone¢ny automat
A = (¥%Q,0,q, F) taky, ze L(A) = L. Nech My = (M,-,Idk) je prechodovy monoid,
M = {0, | « € ¥*} a nech h je homomorfizmus zo ¥* do M definovany ako h(z) = J,
(pozri poznamku). Homomorfizmus h teda kazdému vstupnému slovu priradi funkciu, ktora
pre dané vstupné slovo a stav, v ktorom sa automat nachadza na zaciatku ¢itania slova, vrati
stav, v ktorom bude automat, ked slovo do¢ita. Nech dalej X je podmnozina M, pre ktora
plati X = {4, | 0.(qo) € F'}. X je teda mnozina prave tych funkcii od slova z, Ze automat A
dotita z v nejakom zo svojich akcepta¢nych stavov. Potom h~1(X) je zrejme = L(A), pretoZe
h~1(X) zodpoved4 mnoZine slov, na ktorych vipocet automatu A skoné¢i v stave q € F. Jazyk
L je teda skutoc¢ne rozoznavany kone¢nym monoidom. [] O






Kapitola 3

Syntakticky monoid

Definicia 3.0.1. Kontext slova: Nech L je jazyk nad abecedou ». Kontextom slova w v
jazyku L nazyvame Tubovolny prvok mnoziny cr(w) = {(z,y) € ¥* x ¥*| zwy € L}. Pod
pravym kontextom slova w rozumieme prvok mnoziny ¢} (w) = {x € ¥*| wx € L} a pod
l'avym kontextom slova w rozumieme prvok z ¢y (w) = {z € ¥*| zw € L}.

Definicia 3.0.2. Kongruencia: Nech = je relacia na monoide (M, -, 1) taka, ze pre vSetky
u, v patriace monoidu M plati

u=v=Vr,yeM :z-u-y=x-v-y (3.1)

Potom relaciu = nazyvame kongruenciou (alebo tiez obojstranne invariantnou relaciou ekvi-
valencie).

Definicia 3.0.3. Syntaktickid ekvivalencia: Majme jazyk L nad abecedou X. Potom bi-
narnu relaciu ~; na ¥* indukovant jazykom L nazyvame syntakticka ekvivalencia (alebo
tiez syntakticka kongruencia), ak pre vietky u,v € X* plati:

u~p v (Vo,y e X" :zuy € L & avy € L) (3.2)

Definicia 3.0.4. Relécia ekvivalencie nasycuje mnozinu L prave vtedy, ked L je zjednotenim
niekol'kych tried ekvivalencie danej reldcie. To znamen4, 7e kazda trieda ekvivalencie obsahuje
bud iba prvky mnoziny L, alebo iba prvky mimo L.

Tvrdenie 3.0.5. Nech L je jazyk nad abecedou Y. Potom je syntaktickd ekvivalencia ~p
kongruenciou nasycujicou L.

Doékaz. Syntaktickd ekvivalencia je zrejme reldciou ekvivalencie, ¢o vyplyva okrem iného aj
z pozorovania, ze pre 2 slova u,v € X* plati u ~; v <= cp(u) = cp(v). Nech u,v st
slova nad abecedou 3, pre ktoré plati u ~y v a nech x = y = . Potom z definicie ~:
xuy € L <= xvy € L, teda u € L <= v € L, ¢o znamend, Ze ~ nasycuje jazyk L.
Este potrebujeme dokazat, ze je syntaktickd ekvivalencia kongruenciou, teda ze ak pre slova
u,v € X* plati u ~p v tak Vo, y € ¥* : zuy ~p xvy. Nech teda u,v € ¥* a u ~p v. Potom
Vo, y € X* : xuy € L <= zvy € L. Téato vlastnost plati pre vSetky x,y, teda aj pre v = Tx
pre nejaké z nad abecedou X a tiez pre y = yy pre nejaké y € X*. Potom pre vSetky z, y plati
Truyy € L <= 23vyy € L, z ¢oho vyplyva tuy ~p zvy pre vSetky &,y € ¥* a teda relacia
~, je naozaj kongruenciou. ]
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Tvrdenie 3.0.6. Nech L je jazyk nad abecedou X2, = je lubovolnd kongruencia na X* nasycu-
Jica L a nech u,v su slovd € X* také, Ze u = v. Potom plati aj u ~p, v, kde ~p, je syntaktickd
ekvivalencia.

Doékaz. v = v, preto z definicie kongruencie musi platit Vo, y € ¥* : xuy = zvy, teda slova
xuy a rvy sa nachadzaju v rovnakej triede ekvivalencie. KedZe relacia nasycuje jazyk L, plati
bud zuy € L A xvy € L alebo xuy ¢ L ANzvy ¢ L, ¢ize xuy € L= xvy € L=u ~p v ]

Tvrdenie 3.0.7. Nech = je bindrna reldcia na monoide (M, -, &) a nech u,v si prvky M také,
Ze u = v. Potom siu nasledujiice dve tvrdenia ekvivalentné.

1. Vx,y € M : zuy = xvy
2.NreM:zu=xvAVy € M :uy = vy

Doékaz. 1. = 2. Predpokladame, ze plati Va,y € M : zuy = xvy. Potom zrejme pre y = ¢
plati Vo € M : xu = xv a zaroven obdobne pre x = ¢ dostaneme Yy € M : uy = vy

2. = 1. Vieme, Ze pre Tubovolné prvky M wu,v t.z. u = v plati 2. To znamenéa, Ze pre
Tubovolny prvok z monoidu M su v relacii aj slova xu a xv, ktoré tiez patria do M a teda
splhant podmienky 2. tvdenia. Z neho vyplyva, 7e pre kazdé y z M aj zuy = zvy ¢im sme
ziskali tvrdenie 1.

Dosledkom tohto tvrdenia je, ze by sme kongruenciu mohli ekvivalentne definovat aj pomocou
2. m

Definicia 3.0.8. Faktorovy monoid: Majme kongruenciu = a monoid (M, -, 1). Potom
vieme definovat faktorovy monoid ako trojicu (M/ =, o, [1]=) kde M/ = je mnoZina
vSetkych tried ekvivalencie relacie =, o je asociativna binadrna operécia definované pre vsetky
v,y € M ako [v]=o[y]= = [z-y]= (naozaj, Vz,y,2 € M : ([z]=o[yl=)o[z]= = [v-yl=o[z]= =

[v-y-2]= = [z]z0[y- 2]z = [z]=0([y]= o [z]2)) a [1]= je neutrdlny prvok ([z]=o[l]= = [z-1]= =
2o = [1- o)== [1)= 0 []-)

Tato operacia je definovana korektne, pretoze, ako ukdzeme, nezalezi na vybere reprezentantov
triedy ekvivalencie. Nech xy, 25 st Tubovolné prvky patriace M také, 7Ze plati [x1]= = [22]=,
teda x; = x5. Potom, podl'a definicie kongruencie (podla tvrdenia 3.0.7) pre vSetky y patrice
M aj 1y = x9y, t.j. [r1y]= = [r2y]=. Obdobne, ak pre nejaké yi,y, z M plati [y1]= = [ys]=,
teda y; = yo, potom Vo € M : xy; = xys, Co znamend [xy;]= = [rys)=. Teda ked mame

dané 2 triedy ekvivalencie, bez ohladu na to, ktoré 2 prvky z nich vyberieme na reprezentaciu
danych tried, aplikovanie operacie o na dve takéto triedy nam urcite nevrati 2 rozne vysledky.

Definicia 3.0.9. Syntakticky monoid: Nech L je regulédrny jazyk nad abecedou > a nech
~ 1, je syntaktickd kongruencia k tomuto jazyku. Kedze ¥* s operaciou zretazenia a prazdnym
slovom ¢ tvori monoid, aj k jazyku L vieme definovat faktorovy monoid ako trojicu (X*/ ~p
.+ €]~ ), ktory budeme nazyvat syntakticky monoid.

Veta 3.0.10. Nech L C ¥* je regularny jazyk, ~p je k nemu prislichajica syntaktickd ekvi-
valencia a (%) ~p, -, [e]~,) zodpovedajici syntakticky monoid. Potom (X*/ ~p, -, [e]~,) je
wzomorfny s prechodoviym monoidom minimdlneho automatu akceptujiceho jazyk L.

Dékaz. Nech L € Z je jazyk nad abecedou X, A = (¥*,Q, 9, qo, F') je minimalny konecny
automat akceptujuici jazyk L a nech My = ({J, | = € £*},-,0.) je prechodovy monoid k
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automatu A . Ukadzeme, ze pre vSetky u,v € ¥* plati u ~p v <= 9§, = 6,.

Sporom. Nech u, v st slova nad abecedou Y. Za tc¢elom sporu predpokladajme, ze u ~p v
a zaroven J, # d,. To znamena, ze existuje stav ¢ taky, ze 0,(q) # d,(q), teda ¢ - u # q - v.
Potom kvoli minimélnosti automatu A musi existovat slovo y nad abecedou X t.7. (q - uy €
FANq-vygd F)V(g-uy ¢ FAq-vy € F). BUNV nech q-uy € FAq-vy ¢ F. Vieme, ze
v minimalnom automate st vSetky stavy dosiahnutelné z pociato¢ného stavu ¢y, preto musi
existovat aj slovo x nad abecedou X t.Z. qo - © = q. To znamena, Ze qy - zuy patri do mnoziny
F a zaroven qq - xvy nepatri do F, inymi slovami 3x,y € ¥* : zuy € L Azvy ¢ L. To je ale
spor s vlastnostou u ~y, v, ¢im sme dokazali prvia implikiciu.

Priamo. Nech u, v, z,y st slova nad abecedou X a nech d,, d,, 0, d, st k nim prislichajice
prvky prechodového monoidu My. Nech dalej z predpokladu plati §, = §,. Potom musi
platit aj nasledujiica rovnost: 6,uy = 0y - 0y - 0y = 65 - 0y - Oy = 00y To znamena, ze pokial
automat A v podiato¢nom stave qq precita slova xuy a xvy, dostane sa do rovnakého stavu,
teda Ze qp - xuy = qo - Tvy = q pre nejaky stav ¢. Pre tento stav mozu zrejme nastat iba
2 moznosti: bud ¢ je akcepta¢ny alebo ¢ nie je akceptacny. Ak je akceptacny, potom plati
zuy € L N xvy € L. V opatnom pripade zuy ¢ L A zvy ¢ L. O¢ividne teda pre Tubovolné
x,y € X' xuy € L <= zvy € L a preto plati u ~ v.

Ukazali sme, 7ze 2 slova wq,wy st v jednej triede relacie ekvivalencie ~, teda Zze v monoide
(X*/) ~r, -, [g]~,) predstavuju ten isty prvok, prave vtedy, ked su si k nim prisluchajiace
objekty &y, 0w, rovné, teda ked predstavuji ten isty prvok v monoide My = ({6, | = €
S}, 0,0.) . Syntakticky monoid a prechodovy monoid teda maji "rovnaki struktiru” a mozno
k nim definovat bijektivny homomorfizmus, ktory na seba zobrazuje zodpovedajice prvky.
Hladanym zobrazenim moze byt napriklad homomorfizmus h : M4 — ¥*/ ~, definovany ako
0y > [7] O
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