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Kapitola 1

De�nície

Na úvod de�nujeme základné pojmy pouºívané v tomto texte.

De�nícia 1.0.1. Abeceda je ©ubovo©ná kone£ná neprázdna mnoºina. Prvky abecedy nazý-
vame symboly alebo písmená.

De�nícia 1.0.2. Slovo nad abecedou Σ je kone£ná postupnos´ symbolov mnoºiny Σ. Prázdnu
postupnos´ (prázdne slovo) ozna£ujeme ε.

De�nícia 1.0.3. Jazyk nad abecedou Σ je ©ubovo©ná mnoºina slov nad abecedou Σ.

De�nícia 1.0.4. Pologrupa je dvojica (M, ∗) kde M je mnoºina a ∗ je asociatívna binárna
operácia na mnoºine M .

De�nícia 1.0.5. Neutrálny prvok pologrupy (M, ∗) je prvok e ∈ M taký, ºe pre v²etky
x ∈ M platí

e ∗ x = x = x ∗ e

Neutrálne prvky budeme ozna£ova´ ako e alebo 1.

De�nícia 1.0.6. Monoid je pologrupa obsahujúca neutrálny prvok. (Monoid budeme zapi-
sova´ aj ako trojicu (M, ∗, e)).

Príklad 1.0.7. Medzi monoidy patrí napríklad (N,+, 0) alebo (Σ∗, ·, ε) kde · je operácia
zre´azenia slov.

Príklad 1.0.8. Kone£ným monoidom je napr. (Zn,+, 0) alebo tieº (F, ◦, IdS) kde F je mno-
ºina funkcií f : S → S, ◦ je operácia skladania funkcií a IdS je identické zobrazenie na
kone£nej mnoºine S.

De�nícia 1.0.9. Kone£ný monoid je monoid (M, ∗, e) taký, ºe mnoºina M je kone£ná.

De�nícia 1.0.10. Akcia Pod akciou pologrupy (S, ·) rozumieme zobrazenie δ : Q× S → Q
také, ºe pre ∀x, y ∈ S a pre ∀q ∈ Q platí δ(δ(q, x), y) = δ(q, xy). Ak S je monoid (S, ·, 1),
musí naviac pre ∀q ∈ Q plati´ δ(q, 1) = q.

De�nícia 1.0.11. Deterministický kone£ný automat je pätica A = (S,Q, δ, q0, F ), kde
S je pologrupa, Q je kone£ná mnoºina stavov, δ : Q × S → Q je akcia na S, q0 ∈ Q je
po£iato£ný stav a F ⊆ Q je mnoºina akcepta£ných stavov. Jazyk akceptovaný automatom
A je mnoºina L(A) = {x ∈ S | δ(q0, x) ∈ F}.

De�nícia 1.0.12. Kon�gurácia deterministického kone£ného automatu je prvok (q, w) kde
q je stav automatu a w je nespracovaná £as´ vstupného slova.
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De�nícia 1.0.13. Prechodový monoid Nech A je kone£ný automat A = (S,Q, δ, q0, F ).
Ozna£me MA = ({δx | x ∈ S}, ◦, δε) kde δx je fukncia z Q do Q de�novaná ako δx(q) = δ(x, q).
Potom MA nazveme prechodovým monoidom, pretoºe pozostáva z funkcií, ktoré sú de�nované
ako prechodové funkcie na slovách z S.

De�nícia 1.0.14. Homomor�zmus h de�nujeme ako také zobrazenie z A do B, ºe pre
∀x, y ∈ A platí h(x · y) = h(x) · h(y) . Pod obrazom jayzka L pri zobrazení homomor�zmom
h rouzumieme h(L) = {h(w) | w ∈ L}. Homomor�zmus monoidov: Pod homomor�zmom
z monoidu (M, ·, e) do monoidu (N, ∗, 1) roumieme zobrazenie h : M → N s nasledovnými
vlastnos´ami:

i. pre v²etky x, y ∈ M platí h(x · y) = h(x) ∗ h(y)

ii. h(e) = 1.

De�nícia 1.0.15. Antihomomor�zmus je zobrazenie z A do B, pre ktoré platí, ºe pre
∀x, y ∈ A : h(x · y) = h(y) · h(x). Antihomomor�zmus monoidov (M, ·, e) a (N, ∗, 1) je
zobrazenie h : M → N sp¨¬ajúce podmienky:

i. pre v²etky x, y ∈ M platí h(x · y) = h(y) ∗ h(x)

ii. h(e) = 1.

Poznámka 1.0.16. Môºeme si v²imnú´, ºe ak pre automat A = (S,Q, δ, q0, F ) de�nujeme
zobrazenie h : S → MA, kde MA je prechodový monoid, ako h(x) = δx a pod operáciou ◦
budeme rozumie´ také skladanie zobrazení, ºe (g ◦ f)(x) = g(f(x)), potom zobrazenie h bude
antihomomor�zmom. Z de�nície akcie totiº plaí, ºe δxy = δy◦δx. Z tohto dôvodu budeme £asto
predpoklada´, ºe sa zobrazenia skladajú v opa£nom poradí, teda ºe (g · f)(x) = f(g(x)). Pri
takomto skladaní bude δxy rovné δx · δy a zobrazenie h teda bude homomor�zmom. Namiesto
zápisu h(x)(q) resp. δx(q) potom môºeme pouºíva´ stru£nej²í zápis q · x.

Príklad 1.0.17. Majme monoid A = (Σ∗, ·, ε), monoid B = (N,+, 0) a homomr�zmus f :
Σ∗ → N de�novaný ako f(w) = |w|. Potom f je homomor�zmom monoidov A a B.



Kapitola 2

Rozoznávanie jazykov monoidmi

De�nícia 2.0.1. Jazyk rozoznávaný homomor�zmom: Hovoríme, ºe jazyk L ⊆ Σ∗ je
rozoznávaný homomor�zmom h : Σ∗ → M , ak existuje X ⊆ M také, ºe L = h−1(X)

De�nícia 2.0.2. Jazyk rozoznávaný monoidom: Jazyk L ⊆ Σ∗ je rozoznávaný monoidom
(M, ·, e), ak existuje homomor�zmus h : Σ∗ → M rozoznávajúci jazyk L.

Veta 2.0.3. Jazyk L je regulárny ⇔ je rozoznávaný nejakým kone£ným monoidom

Dôkaz 2.0.4. ⇐ Nech L je jazyk rozoznávaný monoidom (M, ·, e) cez homomor�zmus h
a mnoºinu X. Chceme dokáza´, ºe potom jazyk L musí by´ regulárny. Vieme, ºe jazyk L je
regulárny ⇔ existuje kone£ný automat A, pre ktorý platí L(A) = L. Ukáºeme, ºe takýto
automat naozaj existuje. Nech AM = (Σ∗,M, δ, e,X) kde prechodová funkcia δ je de�novaná
ako δ(m, a) = m · h(a), kde m je stav a a je znak vstupnej abecedy Σ. Potom pre kaºdé
a1, a2, ..., an ∈ Σ platí δ(m, a1a2...an) = m · h(a1) · h(a2) · ... · h(an). Ke¤ºe na za£iatku £ítania
slova je stav (m) automatu AM po£iato£ný stav e, ktorý je zárove¬ neutrálnym prvkom
vzh©adom na operáciu ·, automat kaºdé vstupné slovo w = a1...an do£íta v stave e·h(a1...an) =
h(a1...an) = h(w). Vieme, ºe slovo w patrí do jazyka automatu práve vtedy, ke¤ existuje
akcepta£ný výpo£et na slove w, teda ak sa automat po do£ítaní slova w nachádza v nejakom zo
svojich akcepta£ných stavov. Mnoºina akcepta£ných stavov automatu AM zodpovedá mnoºine
X, pre ktorú platí L = h−1(X) (teda L = {x ∈ Σ∗ | h(x) ∈ X}). Jazyk automatu AM je
teda rovný mnoºine slov w nad abecedou Σ, pre ktoré platí h(w) ∈ X, £iºe L(AM) = {w ∈
Σ∗ | h(w) ∈ X}. Zrejme platí rovnos´ L(AM) = L, takºe sme naozaj zostrojili kone£ný
automat akceptujúci jazyk L, a jazyk L je naozaj regulárny.
⇒ Predpokladajme teraz, ºe L je regulárny jazyk; dokáºeme, ºe existuje kone£ný monoid,
ktorý ho rozoznáva. Ak L je regulárny jazyk, potom existuje deterministický kone£ný automat
A = (Σ∗, Q, δ, q0, F ) taký, ºe L(A) = L. Nech MA = (M, ·, IdK) je prechodový monoid,
M = {δx | x ∈ Σ∗} a nech h je homomor�zmus zo Σ∗ do M de�novaný ako h(x) = δx
(pozri poznámku). Homomor�zmus h teda kaºdému vstupnému slovu priradí funkciu, ktorá
pre dané vstupné slovo a stav, v ktorom sa automat nachádza na za£iatku £ítania slova, vráti
stav, v ktorom bude automat, ke¤ slovo do£íta. Nech ¤alej X je podmnoºina M , pre ktorú
platí X = {δx | δx(q0) ∈ F}. X je teda mnoºina práve tých funkcií od slova x, ºe automat A
do£íta x v nejakom zo svojich akcepta£ných stavov. Potom h−1(X) je zrejme = L(A), pretoºe
h−1(X) zodpovedá mnoºine slov, na ktorých výpo£et automatu A skon£í v stave q ∈ F . Jazyk
L je teda skuto£ne rozoznávaný kone£ným monoidom. □
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