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Kapitola 1

Definicie

Na tvod definujeme zakladné pojmy pouzivané v tomto texte.

Definicia 1.0.1. Abeceda je lubovolnéa kone¢na neprazdna mnozZina. Prvky abecedy nazy-
vame symboly alebo pismené.

Definicia 1.0.2. Slovo nad abecedou ¥ je kone¢né postupnost symbolov mnoziny Y. Prazdnu
postupnost (prazdne slovo) oznacujeme e.

Definicia 1.0.3. Jazyk nad abecedou X je Tubovolnd mnozina slov nad abecedou X.

Definicia 1.0.4. Pologrupa je dvojica (M, %) kde M je mnozina a * je asociativna binarna
operacia na mnozine M.

Definicia 1.0.5. Neutralny prvok pologrupy (M, x*) je prvok e € M taky, ze pre vSetky
x € M plati
exr =T =1x%*e

Neutralne prvky budeme oznacovat ako e alebo 1.

Definicia 1.0.6. Monoid je pologrupa obsahujica neutralny prvok. (Monoid budeme zapi-
sovat aj ako trojicu (M, x, e)).

Priklad 1.0.7. Medzi monoidy patri napriklad (IN,4,0) alebo (3*,-,¢) kde - je operacia
zretazenia slov.

Priklad 1.0.8. Kone¢nym monoidom je napr. (Z,,+,0) alebo tiez (F,o,1ds) kde F' je mno-
zina funkcii f : S — S, o je operédcia skladania funkcii a Idg je identické zobrazenie na
kone¢nej mnozine S.

Definicia 1.0.9. Kone&ny monoid je monoid (M, x,e) taky, Zze mnozina M je konené.

Definicia 1.0.10. Akcia Pod akciou pologrupy (.9, ) rozumieme zobrazenie § : @ X S — @
také, Ze pre Va,y € S a pre Vg € Q plati 6(6(q,x),y) = 6(q,zy). Ak S je monoid (S5, -, 1),
musi naviac pre Vg € @ platit §(¢q, 1) = q.

Definicia 1.0.11. Deterministicky kone¢ny automat je pitica A = (5,Q, 9, qo, F'), kde
S je pologrupa, () je kone¢nd mnozina stavov, 0 : Q x S — @ je akcia na S, qo € Q je
pociato¢ny stav a F' C () je mnozina akceptac¢nych stavov. Jazyk akceptovany automatom
A je mnozina L(A) = {z € S | §(qo,x) € F'}.

Definicia 1.0.12. Konfiguracia deterministického koneéného automatu je prvok (g, w) kde
¢ je stav automatu a w je nespracovana c¢ast vstupného slova.



Definicia 1.0.13. Prechodovy monoid Nech A je kone¢ny automat A = (5,Q, 4, q, F).
Ozna¢me My = ({0, | z € S}, 0,0.) kde 0, je fukncia z @ do @ definovana ako 0,(q) = d(x, q).
Potom M 4 nazveme prechodovym monoidom, pretoze pozostava z funkcii, ktoré si definované
ako prechodové funkcie na slovich z S.

Definicia 1.0.14. Homomorfizmus A definujeme ako také zobrazenie z A do B, 7e pre
Va,y € A plati h(z -y) = h(z) - h(y) . Pod obrazom jayzka L pri zobrazeni homomorfizmom
h rouzumieme h(L) = {h(w) | w € L}. Homomorfizmus monoidov: Pod homomorfizmom
z monoidu (M, -, e) do monoidu (N, *, 1) roumieme zobrazenie h : M — N s nasledovnymi
vlastnostami:

i. pre vSetky =,y € M plati h(x - y) = h(z) * h(y)
i, hie) = 1.

Definicia 1.0.15. Antihomomorfizmus je zobrazenie z A do B, pre ktoré plati, ze pre
Ve,y € A: h(x-y) = h(y) - h(z). Antihomomorfizmus monoidov (M, -, e) a (N,x,1) je
zobrazenie h : M — N spliajice podmienky:

i. pre vSetky z,y € M plati h(x - y) = h(y) * h(z)
ii. h(e) = 1.

Poznamka 1.0.16. Mozeme si vS$imnut, ze ak pre automat A = (5, Q, 0, qo, F') definujeme
zobrazenie h : S — Myu, kde M4 je prechodovy monoid, ako h(x) = d, a pod operédciou o
budeme rozumiet také skladanie zobrazeni, ze (go f)(z) = g(f(z)), potom zobrazenie h bude
antihomomorfizmom. Z definicie akcie totiz plai, Ze 0, = d,00,. Z tohto déovodu budeme ¢asto
predpokladat, Ze sa zobrazenia skladaju v opa¢nom poradi, teda ze (g - f)(z) = f(g(z)). Pri
takomto skladani bude d,, rovné ¢, - 6, a zobrazenie h teda bude homomorfizmom. Namiesto
zépisu h(z)(q) resp. 6,(q) potom mozeme pouzivat strucnejsi zapis ¢ - z.

Priklad 1.0.17. Majme monoid A = (X*,- ), monoid B = (N, +,0) a homomrfizmus f :
¥* — N definovany ako f(w) = |w|. Potom f je homomorfizmom monoidov A a B.



Kapitola 2

Rozoznavanie jazykov monoidmi

Definicia 2.0.1. Jazyk rozoznavany homomorfizmom: Hovorime, ze jazyk L C ¥* je
rozoznavany homomorfizmom h : ¥* — M, ak existuje X C M take, ze L = h~1(X)

Definicia 2.0.2. Jazyk rozoznavany monoidom: Jazyk L C ¥* je rozoznavany monoidom
(M, -, e), ak existuje homomorfizmus h : ¥* — M rozoznavajuci jazyk L.

Veta 2.0.3. Jazyk L je requlirny < je rozozndvany nejakym konecnym monoidom

Dokaz 2.0.4. Nech L je jazyk rozoznavany monoidom (M, - e) cez homomorfizmus h
a mnozinu X. Chceme dokazat, Ze potom jazyk L musi byt regularny. Vieme, Ze jazyk L je
reguldrny < existuje kone¢ny automat A, pre ktory plati L(A) = L. UkadZeme, Ze takyto
automat naozaj existuje. Nech Ay, = (X%, M, 9, e, X) kde prechodova funkcia ¢ je definovana
ako 6(m,a) = m - h(a), kde m je stav a a je znak vstupnej abecedy 3. Potom pre kazdé
ai, as, ..., a, € X plati 6(m, ayaz...a,) = m-h(ay) - h(az) - ... - h(a,). Kedze na zadiatku ¢itania
slova je stav (m) automatu A,, pociatoény stav e, ktory je zaroven neutrdlnym prvkom
vzhladom na operaciu -, automat kazdé vstupné slovo w = a...a,, do¢ita v stave e-h(ay...a,) =
h(ai...a,) = h(w). Vieme, Ze slovo w patri do jazyka automatu prave vtedy, ked existuje
akceptacny vypocet na slove w, teda ak sa automat po docitani slova w nachadza v nejakom zo
svojich akceptacnych stavov. Mnozina akceptacnych stavov automatu A, zodpoveda mnozine
X, pre ktort plati L = h™}(X) (teda L = {x € ¥* | h(z) € X}). Jazyk automatu A, je
teda rovny mnozine slov w nad abecedou X, pre ktoré plati h(w) € X, ¢ize L(Ay) = {w €
¥* | h(w) € X}. Zrejme plati rovnost L(Ay) = L, takZe sme naozaj zostrojili konecny
automat akceptujici jazyk L, a jazyk L je naozaj regularny.

Predpokladajme teraz, ze L je regularny jazyk; dokdZeme, 7e existuje koneé¢ny monoid,
ktory ho rozoznava. Ak L je regularny jazyk, potom existuje deterministicky kone¢ny automat
A = (¥%Q,0,q, F) taky, ze L(A) = L. Nech My = (M,-,Idk) je prechodovy monoid,
M = {6, | © € ¥*} a nech h je homomorfizmus zo ¥* do M definovany ako h(x) = 4,
(pozri poznamku). Homomorfizmus h teda kazdému vstupnému slovu priradi funkciu, ktora
pre dané vstupné slovo a stav, v ktorom sa automat nachadza na zaciatku ¢itania slova, vrati
stav, v ktorom bude automat, ked slovo do¢ita. Nech dalej X je podmnozina M, pre ktora
plati X = {4, | 0.(q0) € F}. X je teda mnozina prave tych funkcii od slova z, Ze automat A
do¢ita x v nejakom zo svojich akceptaénych stavov. Potom h~1(X) je zrejme = L(A), pretoze
h~1(X) zodpoved4d mnoZine slov, na ktorych vypocet automatu A skoné¢i v stave q € F. Jazyk
L je teda skutoc¢ne rozoznavany kone¢nym monoidom. []
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